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1. Bevezetés

A dolgozatban végig feltessziik, hogy f egy intervallumot 6nmagéara képzo, foly-
tonos leképezés, f: I+ I, ahol I C R.
Az x pont orbitja alatt az alabbi halmazt értjiikk, melyet O-val jeloliink:

O = {z, f(x), (), 2 (2),..} = {f"(2)|n:=0,1,2,3,...}.

Az f™(x) jelolés az f fliggvény n-szeri iterdlasat jeloli, azaz példaul f2(z) = f(f(z)).
Szamunkra kiilonosen érdekes, ha ebben a sorozatban periodikus ismétlodés fe-

dezhet6 fel. Ennek a vizsgdlatdhoz vezessiik be a kovetkezo definicidkat.

1.1. Definicié. Az x € I pont fixpont, ha f(x) = z.
Fix(f) :={x: f(z) =z} az [ figgvény fizpontjainak halmaza.

1.2. Definicié. Az x € I pont n-szerint periodikus pont, ha létezik n € N, amire
fH(@) ==
Per,(f) == {z : f"(z) = x} az n-szerint periodikus pontok halmaza, ebben benne

vannak n valodi osztoi szerint vett periodikus pontok is.
1.3. Definicié. Az x € I pont alapperiédusa az a legkisebb k € N, amire f*(x) = x.

1.4. Definicié. Az x € I pont m-szerint végperiodikus, ha létezik olyan m > 0, hogy
Vi > m-re [T (x) = fi(x).

A fixpont egy 1 periédust pont, hiszen f1(z) = .

Adott egy I intervallumon értelmezett folytonos leképezés, ebben az esetben
arra vagyunk kivancsiak, hogy egy adott periddushossz esetén milyen mas peridédus
szerint léteznek sziikségszertien periodikus pontok.

Erre a kérdésre ad valaszt Alexander Sarkovszkij munkéja, melyben a periédus-
hosszak kozti Osszefliggést tarta fel.

Ebben a dolgozatban ezt a rendszert szeretném [1] alapjan ismertetni, a {6 téte-
leket szemléletesen bizonyitani, abrakkal és példakkal bemutatni. A dolgozat végén
a [3]-ban szerepl, Sarkovszkij tételét fiiggvényekkel konkretizals, konstruktiv tétel

bizonyitasat mutatom be.



2. SARKOVSZKIJ TETELE 2

2. Sarkovszkij tétele

2.1. Sarkovszkij-rendezés

Sarkovszkij tételének kimondéasahoz el6szor be kell vezessiik a Sarkovszkij-rendezést
a természetes szamokon. Minden cikk, ami a tétellel foglalkozik ismerteti ezt a ren-
dezést. [1], [2] és [3] alapjan a Sarkovszkij-rendezés részletes leirasat mutatom be,
majd a dolgozatban késobb is hasznalt duplazodasi tulajdonsagra egy sajat bizonyi-
tast adok.

A Sarkovszkij rendezési relaciora a > jelet hasznaljuk.
3655709...2-302:-502-762-9>...522-3522.5022. 76229 .. 62222201

A rendezés felépitése a kovetkezo:

A 3 a "Sarkovszkij-legnagyobb” szdm és az 1 a "Sarkovszkij-legkisebb” szam.

A 3 utdn kovetkezd Sarkovszkij-kisebb szam az 5, majd a 7 és igy tovabb a
paratlan szamok (a megszokott rendezésiink szerint névekvo sorrendben).

Az 1-nél kozvetlen Sarkovszkij-nagyobb a 2, majd a 4, majd a 8 és igy tovabb a
kettohatvanyok.

A rendezés két vége kozott pedig a kimaradd paros szamok olyan rendszerben
kovetik egymast, hogy a teljes paratlan sornal Sarkovszkij-kisebb a paratlan sor két-
szerese, annal kisebb a négyszerese, és igy tovabb a paratlan sorok kettéhatvanyokkal

vett szorzata.

2.1. Allitas. A Sarkovszkij rendezési reldciora teljesil az dgynevezett dupldzéddsi

tulajdonsdg, azaz

lor < 20> 2r.
Bizonyitds. Kilonboztessiink meg a rendezésben 3 csoportot: A-t, B-t és C-t.
o A := {pératlan szamok},
o B:={2' paratlan szdmok : [ > 1},
o« C:={2F:k>0}.

a € A, be B, ce C esetén a konstrukciobdl kovetkezik, hogy a>b> ¢ és
2-a€B,2-be B, 2-ceC, tovdbbd a>2-a, b>2-b, 2-c>c (2c nem csak

Sarkovszkij-nagyobb ¢-nél, hanem a legkisebb ¢-nél Sarkovszkij-nagyobb szam).
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Ha [ és r azonos csoportbdl keriil ki, példaul [, € B, akkor 2r, 2] € B, és ekviva-
kertiilnek ki, példaul [ € B és r € C, akkor is igaz marad az ekvivalencia, mert a
2-vel szorzas nem vezet ki a csoportbol és a csoportok elemei kozt az A B> C
relacio fennall. Ezek alapjan az ekvivalencia mindkét iranya kénnyen belathaté az

Osszes tObbi esetben is. ]

Sarkovszkij megmutatta, hogy a fenti rendezés jol leirja, hogy mely szamok lesz-
nek sziikségszertien periédusai egy intervallum énmagara vett folytonos leképzésé-

nek, abban az esetben, ha mar ismerjiikk valamely periodushosszat.

2.2. Sarkovszkij-tétel

2.2. Tétel. Ha f-nek van m-szerint periodikus pontja és m>1, akkor létezik [-szerint

periodikus pontja is.

Ebbdl kovetkezik, hogy egy folytonos leképezés periddusai a Sarkovszkij rendezés
egy végszeletét adjak. Jeloljiik a végszeleteket a kovetkezoképpen: F,, C N,
Fm i ={l:mv>l}U{m}

Haromféle végszelet-tipust kiilonboztetiink meg;:

Fon, ahol m # 2%,

For = {2F,...,16,8,4,2,1},

(), iires halmaz.

2.3. A Sarkovszkij-tétel alakjai

A most kévetkez6 tételt (amit Sarkovszkij az eredeti [5] dolgozataban bizonyi-

tott) gyakran az eléz6 tétel megforditasaként emlegetik.

2.3. Tétel. Sarkovszkij-rendezés minden végszelete eqy intervallumot énmagdra ké-

pezo folytonos leképezés periodusainak halmaza.

c sz

2.4. Tétel. T C N részhalmaza akkor és csak akkor dll eld eqy f leképezés periodikus

pontjainak halmazaként, ha I a Sarkovszkij-rendezés végszelete.
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3. Intervallumok, lefedések és korok

Ebben a fejezetben fogalmazzuk meg a végsé bizonyitashoz sziikséges definicié-
kat és lemmadkat, amelyek intervallumokrél és azokon értelmezett leképezés(ek)rol
sz0lnak. Be fogunk vezetni egy relacidt, ami [1]-ben szerepel, és adott leképezés
esetén kapcsolatot teremt intervallumok kozott. Ezek utan definidlunk egy szemlé-
letes grafelméleti jelolést, mely a cikkben szereplé bizonyitasban nem szerepel, de
megkonnyiti a bizonyitasok értelmezését a késébbiekben.

Ehhez legyenek I,.J C R intervallumok és egy adott fiiggvény f : I — R. A
kovetkezdkben végig foltessziik, hogy f egy rogzitett folytonos leképezés.

3.1. Fedési relacidok

3.1. Definicib. Azt mondjuk, hogy I f-fedi a J intervallumot, ha J C f(I).
Bt 1L J-vel, vagy egyértelmi [ esetén egyszeriden I — J-vel jeloljik.

3.2. Definicib. Teljes fedésnek nevezzik, ha I — J esetén J = f(I),
és ezt I — J-vel jeloljiik.

3.3. Lemma. Ha [aq, as] EN la1, as|, akkor f-nek van fixpontja |ay, as]-n.

Bizonyitds. Legyen by, by € |ay;as] és f(b;) = a;, i = 1,2. Ekkor f(by) — b <
0 < f(b2) — be. Legyen g(z) := f(z) — x, ekkor az el6z6 alapjan g(x) pozitiv és
negativ értékeket is felvesz, és a Bolzano—Darboux-tétel kovetkezményeként létezik

x € [by, by], amire g(z) = f(z) —x =0, azaz f(x) = x. ]
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3.2. Korok

Markov-grafok

3.4. Definicidé. Legyen I részintervallumainak egy halmaza T = {Iy, I, ..., I,}
olyan, hogy Int(I;) N Int(I;) = 0, azaz a részintervallumok belseje egymdsba nem
nyulo. Tekintsik azt az irdnyitott grdfot, melynek csicsai az I; intervallumok, és

akkor mutat él I;-bol Ij,-ba, ha I, ER 1. Ezt a grafot Markov-griafnak nevezziik.

3.5. Példa. Legyen I az [1,7] intervallum, ennek egymdsba nem nyild részinterval-
lumai pedig I = [1,3], I, = [3,4], I3 = [4,7]. Legyen f : I — I leképezés, melyre
f(L) = 13,7, f(lo) = [1,7], f(I3) = [1,2]. Az alabbi dbra mutat egy ilyen figg-
vényt, alatta pedig az intervallumok, ami alatt pedig a fedési reldciokat szemléltetd
Markov-graf talalhato.

1. abra. Egy, a 3.5. Példa intervallumainak megfelel6 fliggvény.
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| I— I
— (1)
\ ! ! ! ! ! | f([2)
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2. abra. Intervallumok fedési relacioja.

L

7\
<sz I3

3. dbra. Fedések Markov-gréfja.

3.6. Lemma. Tegyiik fel, hogy J, K C I intervallumok, K zart és J — K, ekkor
létezik L C J, amire f(L) = K, azaz L — K.

Bizonyitds. Legyen K = [a,b]. Mivel J — K, ezért léteznek ¢/,d’ € J pontok,
amelyekre teljesiil, hogy f(¢') = a és f(d') = b. Feltehetd, hogy ¢ < d’ és legyenek

c:=max{x € [¢,d]: f(z) = a},

d:=min{z € [¢,d] : f(z) =b}.

Ekkor L = [c, d] esetén L olyan, hogy f(L) = K. O



3. INTERVALLUMOK, LEFEDESEK ES KOROK 7

K

d cd d

4. dbra. 3.6. Lemma bizonyitasahoz.

3.7. Lemma. (dtvonal lemma) Ha Jy, ..., J,—1 korldtos és zdrt intervallumok, to-
vabba Jy ERSINER Jn—1 ER Jo eqy n-hosszi kor a Markov-grafban, akkor létezik egy
periodikus x pont, ami végigkoveti a kért, azaz f'(z) € J; minden 0 < i < n-re és

f"(z) = .

Bizonyitds. A 3.6 Lemma értelmében létezik egy korlatos és zart intervallum K, C
Jn_1, amire K, _1 — Jy.
Ekkor J, o — K, és igy létezik K, 5 C J, o, amire K,, 5 — K, _1.
Indukciéval belathatjuk, hogy K; C J; (0 < i < n) korldtos és zart intervallu-
mokra teljesiil, hogy

KO — Kl — o n—1 " Jo.
Béarmely = € Ky-ra teljesiil, hogy f'(x) € K; C J; (0 <i <n)és f"(z) € Jo.
Mivel Ky C Jy = f"(Ky), azaz K EiN Ky. A 3.3 Lemma szerint f"-nek van
fixpontja Ky-ban. O

Szeretnénk biztositani, hogy ha = € Per,(f), akkor az alapperiédusa pontosan

n legyen és nem az n egy valodi osztéja.
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!

3.8. Példa. Vegyiik a kovetkezd 2-hosszi kort: [—1,0] = [0,41]. f(x) = —2z esetén
!

egyetlen pont kéveti csak végig a kéort, a 0, ami valéjaban fixpont (1 periddusi pont).

3.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy Jo ENSER Jn_1 ER Jo intervallumok kore

elemt, ha minden azt kovetd periodikus pontnak az alapperiodusa n.
Ezzel az elnevezéssel és a 3.7 Lemmaval, az alabbi allitast fogalmazhatjuk meg.

3.10. Allitas. Eqgy elemi Jy i> i) 1 i> Jo kornek létezik x € Jy periodikus

pontja, melynek alapperiodusa n és végigkdveti a kort.

Mostanra indokoltta valik, hogy mutassunk egy kényelmes feltételt, annak bizo-

nyitasara, hogy egy ciklus elemi.

3.11. Lemma. Egy Jy i> i> Jn-1 i) Jo ciklus elemi, ha a ciklusban nem szere-
pelnek Jo végpontjai, azaz a Jy intervallum eqyik végpontja sem periodikus n szerint,
és Int(Jo) NI Ji = 0, azaz Int(Jy) diszjunkt minden J, ..., J,_y intervallumtdl,

3.12. Megjegyzés. A lemma n > 1 esetén érdekes, hiszen minden 1 hosszu ciklus

trivialisan elems.

Bizonyitds. Ha egy x végigmegy a cikluson, akkor = € Int(.Jy), mivel  nem lehet
végpontja Jy-nak.

Minden i € {1,...,n — 1} esetén f'(x) ¢ Int(Jy), mert f*(z) € J;, ami diszjunkt
Int(Jp)-t6l. Emiatt f(x) nem veheti fel az x értéket semelyik i € {1,...,n—1} esetén
sem, igy nem lehet f(x)-nek i szerint periodikus pontja. Feltevéstink szerint viszont
f™(z) = x, azaz n az x pont alapperiédusa, mert az a legkisebb n € N, amire az

egyenloség teljestil. [

3.3. Kényszeritett fedések

Tegyiik fel, hogy az = pont periodikus és a palydja O = {z, f(z), ..., [* 1 (x)}.
Az x pont n szerint alapperiodikus, igy f"(x) = z. Ennek alapjan a kévetkezd

elnevezéseket vezetjiik be.

3.13. Definicié. O-intervallumnak neveziink eqy korldtos és zdart intervallumot,

melynek végpontjai O-bol kerilnek ki.

3.14. Definici6. Azt mondjuk, hogy az I, J O-intervallumok f-fedése O-kényszeritett,
ha J C [Twin, Tmaz), ¢hol Ty = min{f(I N O)} és Tpmex := max{f(INO)}.
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3.15. Megjegyzés. Mivel f folytonos, és teljesiil a Bolzano—Darboux- tétel, ezekbdl
kovetkezik, hogy I — J.

3.16. Definicié. O-intervallumok eqy kire O-kényszeritett, ha a Markov-grifban

minden iranyitott él eqy O-kényszeritett f-fedési reldcionak felel meg.

Ezen a ponton eljutottunk oda, hogy a szemléletes Markov-grafokat és az abszt-
raktabb periodikus palyakat ossze tudjuk kapcsolni. A Markov-graf egy n-kore, egy
n hosszisagu grafelméleti kort jelent. A késobbiekben, ha O n-korérél beszéliink,
akkor olyan intervallumok Markov-grafjanak korérdl beszéliink, amely intervallu-
mok végpontjai O pontjai koziil keriilnek kivalasztasra a fenti definiciok érvényben

maradéasa melllett.

4. Stefan-sorozatok

Az [1] alapjan, Stefan-sorozatok bevezetésével bizonyitjuk Sarkovszkij tételét,
igy tobb kisebb tételbdl rakhatjuk Ossze a 2.2. Tétel bizonyitasat. Létezik olyan

bizonyitas is, ami nem hasznél Stefan-sorozatokat, ilyen talalhaté példaul a [2]-ben.

4.1. Stefan-sorozatok

Legyen tovabbra is f egy folytonos leképezés f : [ — J, I,J C R intervallu-
mokon. Legyen adott f egy palyaja m > 2 esetén egy m-kor, jeloljik ezt a palyat
O-val, azaz O egy m pontbdl allé halmaz: O = {yo, ..., Ym-1}, ahol f(ym—1) = yo és

Vi-re y; alapperiodusa m.

4.1. Definicié. Legyen p az O legnagyobb pontja, amire teljesil, hogy f(p) > p,
tovabba legyen q az elsé p-nél nagyobb pont. O kiézéppontja a ¢ = p—;q pont. Adott
x € O esetén O,-szel jeloljik az orbit azon pontjait, amik az [x,c| intervallumba
esnek. Egy © < p esetén O, = O N [z,p] és x > q esetén O, = O N |q,z|. Azt
mondjuk, hogy © € O oldalt vdlt, ha ¢ az x és f(x) kizé esik.
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4.2, Példa. O = {1,7,2,4,3} esetén p = 2, hiszen f(2) =4 > 2, ¢ = 3, emiatt
c=2,5. 01 ={1,2}, O; = {3,4,7}, stb. A 4 kivételével, az dsszes tdbbi pont oldalt
valt, mivel 2,5 < 3(= f(4)) < 4.

5. abra. Példa egy 5-hosszu palyéra.

4.3. Definicié. Az (xg, 21, ...,7,) C O sorozatot Stefan-sorozatnak hivjuk, ha telje-

stlnek rd a kévetkezok:

(S1) {zo, 1} = {p,q},

(S2) zg,x1,...,x, pontok alterndlnak a c kézéppont koril és az (xay) illetve (Tog41)

szigoruan monoton tavolodnak c-tol,
(S3) Ha 1l <j<n-—1, akkor x; oldalt vdlt és xj11 € Opa,),

(S4) z,, nem vdlt oldalt.

4.4. Megjegyzés. Tehdat ezt az n+ 1 darab pontot a m elemi; orbit pontjai kozil
vdlasztjuk ki. Azaz a Stefan-sorozat mem mds, mint eqy pdlya néhdny pontjinak

alternativ sorrendje.

4.5. Megjegyzés. A 4.1. Definicio értelmében az x;41 € Of(z].) azt jelenti, hogy
r; < c esetén ¢ < xj < f(xj), és ¢ > w1 > f(z;), ha x; > c. Az (S2)
pontbdl kovetkezik, hogy az xg, x1, ...x, pontok kilonbozdek. Az (S1) és (S4) pontokbol
kovetkezik, hogy n > 2 és igy m > 3, azaz az O pdlya legaldbb hdromelemi és a

Stefan-sorozat legaldbb kételemd.
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4.6. Megjegyzés. Sz0 esik c-tol valo tdavolsagrol, ami alatt azt értjik, hogy x;
tavolabb esik x;-t6l, ha tobb sorozatelem van c és x; kozott, mint ¢ és x; kozott.
Ti L

6. abra. x; tdvolabb van c-t6l, mint x;.

Stefan-sorozatok segitségével alkossuk meg a [6]-ban taldlhaté Markov-grafot.
Adott (zg, 1, ..., 2, ) Stefan-sorozat esetén definialjuk a kovetkezdé O-intervallumokat:
Minden 1 < j < n-re legyen [; az a legrovidebb intervallum, ami tartalmazza az

xg, 1 ¢és x; pontokat. Tovabba legyen Iy az az intervallum, amelynek végpontjai z,,

és Tp_o. (S2)-b6l kévetkezik, hogy Int(Ip) N I; = ) minden 1 < j < n-re.

4.7. Allitas. Ha a fenti médon definidljuk az I; intervallumokat, akkor a Markov-

grafjukra az alabbi dllitdsok lesznek érvényesek.

(1) I, — I és IO—>[1,
(2) Il — [2 — . [n,1 — [0,

3) Io— L1, L3, 1ns,...

G
I

[n75

AN /

[n72 — [n73

Bizonyitas. (1) Er6sebb allitast latunk be; I; — [; (j = 0,1,...,n — 1), ami 4gy

is megfogalmazhaté, hogy minden f(/;) tartalmazza az xy és az z; pontokat. A
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definicié (S2) és (S3) pontjaibdl kovetkezik, hogy I; (j = 1,...,n — 1) intervallumok
végpontjai a ¢ kozéppont két kiilonbozo oldalara esnek. Ezzel szemben [, végpontjai
azonos oldalon helyezkednek el, de csak az egyik valt oldalt, a masik nem (z, nem
valt oldalt, és z,, € Mar(ly) a definicidink szerint). Barmely j esetén f(I;) tartalmaz
pontot ¢ mindkét oldalardl és (S1), illetve ¢ definidldsdnak értelmében tartalmazza
az ro és r1 pontokat is.

(2) Ehhez elég belatni, hogy 1 < j < n — l-re f(I;) tartalmazza az xo,z1 és
xj41 pontokat. (1)-bél mar tudjuk, hogy zg, x1 € f(I;). Mivel f(x;) € f(I;), ebbdl
kovetkezik, hogy Oy(.,) C f(I;). Az el6bbibdl és (S3)-bol kovetkezik, hogy x4, €
f5).

(3) Ehhez elég belatnunk, hogy f(ly) tartalmazza az o, 1 tovabba az x,_1, x,_3,
Tn_5,... pontokat, amik ellenkez6 oldalon vannak, mint az x,. Az el6z6ekb6l mar
tudjuk, hogy zo,z1 € f(Ip). Konstrukcionk szerint z,,_o € Iy, és (S3)-bdl tudjuk,
hogy f(z,—2) legaldbb olyan tévol van ¢-t6l, mint x, ;. Az x,_; pont pedig ta-
volabb van c-t6l, mint x,_3, 2z, s, ... az (S2)-beli monotonitds miatt. Ebbol a két

megallapitasbél mar kovetkezik, hogy =, _1, 3, ... € f(1p). O
A kovetkez6 tipusu korok fordulnak el6 a Markov-grafban:

(K1) I, — I, ahol I =1,

(K2) Iy = I—q-1) = In—q—2) = ... = In_9 = I,_1 — Iy, ahol [ péros és | < n,

(K3) p 6L —>5L—..>11—I—..— I, 1— I ahol r > 1 ismétlédése van

Ii-nek és emiatt [ =n—1+1r.

4.8. Allitas. Tegyiik fel, hogy © m-kérének étezik n-hosszi Stefan-sorozata.
Ha mv 1, akkor f-nek van O-kényszeritett elemi [-kore, amibol kovetkezik, hogy van

legaldabb [-hosszu alapperiodusa.

Bizonyitas. m > [ esetén harom eset all fenn.
o [ =1esetén a (K1) tipusu kor 1-hosszisdgu, igy a kor biztosan elemi.
o Ha [ paros és [ < n, akkor (K2) tipus alapjan van [-hosszisagu kor.

e Hal > n ésl # m (m-hosszi kért mar az eredti m alapperiédusit pontok
kivalasztasaval kapunk), akkor (K3) tipust kor taldlhatd, ahol r =1 —n + 1

az I, — I; hurokél ismétlésszama a korben.
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Az I; intervallumok definialdsaboél kovetkezik, hogy Int(Ip)NI; = 0, ha 1l < j < n.
Ha meg tudjuk mutatni, hogy a kort nem kéveti végig I egyik végpontja sem, akkor a
3.11. Lemma&bol kovetkezik, hogy az intervallumok kore elemi. Nem tudjuk, pontosan
mik [y végpontjai, ezért lassuk be azt, hogy semelyik x € O pont sem koveti végig az
intervallumok [-hosszi korét. A (K2) tipusi korokre ez a kritérium teljestil, hiszen
a hosszisdga | < n < m, és barmely x € O pontnak az alapperiédusa m. A (K3)
tipusu korokre pedig azért teljesiil, mert vagy [ < m (erre is j6 az elébbi érvelés), vagy
hal > m, akkorr =l—n+1> m+1—n+1 > 3ismétlédése van az [; intervallumnak
a korben. Ha m = 3, akkor ezek a 3 alapperiodusi pontok nem mehetnek végig
egy (a haromszori I;-en kivil) kiillonb6z6 intervallumokbdl allé koéron. Ha pedig
m # 3, azaz nincsen 3 alapperiédusu pont O-ban, akkor ellentmondésra jutunk,
mert hurokéleken ismételten végigmend pontok 3-szerint periédikusak. Mindezeket
egybevéve, a 3.11. Lemma értelmében f-nek van O-kényszeritett elemi [-kore, azaz

létezik [-szerint periodikus pontja is. [

4.2. Stefan-sorozatok konstrualasa

Ha minden m-kér pontjaibél ki tudnank vélasztani egy Stefan-sorozatot, akkor a
4.8. Allitasbol kovetkezne Sarkovszkij tételének bizonyitdsa is. Ebben a fejezetben,
[1] felépitését kovetve, azt fogjuk belatni, hogy a Stefan-sorozatok létezésének titjaba

csak az koriilmény allhat, ha egy kor minden pontja oldalt valt.

4.9. Allités. Ha egy kornek legaldbb 1 pontja nem vdlt oldalt, akkor létezik a kir

pontjaibol dllé Stefan-sorozat.

Bizonyitds. Legyen O egy m-kor, ahol m > 2. A 4.1. Definicié alapjan ennek a
kornek megadhatoak p, g és ¢ pontjai. Definialjunk egy S C O halmazt, ami alljon
azokbdl az x € O pontokbdl, amelyek oldalt valtanak (ezek biztosan nem lehetnek
egy Stefan-sorozat befejezd elemei, hiszen azok nem valtanak oldalt). Legyen M az
a leghosszabb O-intervallum, ami tartalmazza [p, ¢]-t és minden O-beli pontja oldalt
valt. Ez alapjan O N M az a halmaz, ami azokbdl az x € O pontokbdl all, melyekre
O, Osszes pontja oldalt valt. Tehat S azokbdl az x € ONM pontokbdl all, amelyeket
f az O, barmely pontjanal tavolabb visz c-t6l. Ezzel ekvivalensen x € O N M benne
van S-ben, ha Oy, C O,y Yw € O,. Vegyiik észre, hogy p,q € S.

Definidljunk egy o : & — O leképezést, ez a fliiggvény fogja meghatarozni, hogy
mely pontokbél fog allni a Stefan-sorozat, és azok a pontok milyen sorrendben ko-
vetik majd egymast. Tegyiik fel, hogy o(z) € Oy (), mivel x € M biztositja, hogy x

és o(z) a c kiillonboz6 oldalan helyezkednek el.



4. STEFAN-SOROZATOK 14

(1) Ha f(z) ¢ M, azaz az x kovetkezd iterdltja mar nem esik bele a leghosszabb
oldaltvélto intervallumba, akkor o(z)-nek vélaszthatjuk Oy, barmely pontjat,

ami nem valt oldalt, ez esetben o(z) ¢ S (azaz sorozatbefejezé pont).

(2) Ha f(x) € M, akkor o(z) legyen az a pont Op)-b6l, amit f a c-t6l lehetd
legtavolabbra képez, ekkor f(Os()) C Ofo(a))- Ez esetben o(x) € S, hiszen
o(x) € e, f(z)] C M, amely M halmaznak minden eleme oldalt vélt.

Megjegyezziik, hogy = és o(z) ellenkez6 oldalon vannak, azaz o%(z) a (2)-es

esetben azonos oldalra keril mint z.

4.10. Lemma. Ha létezik olyan x € S, amire o*(z) € O,, akkor O minden pontja
oldalt valt.

Bizonyitds. Legyen x,y := o(x),z := o(y) = o*(z) mind eleme S-nek, {gy o*(z)
létezik és benne van O,-ben.

A fenti (2) megéllapitds is igaz lesz o(x)-re és o*(x)-re, mivel
FOr@) € Os(ow) = Osy) &8

f(Osw)) C Oroty)) = Oja)-

Mivel z = 0%(z) € O, és x € S, ezért
O € Ofta)-

A fenti tartalmazdsbol kovetkezik, hogy Oyy U Oy, f éltal onmagara képzddik
le. Feltevésiink szerint f ciklikusan permutédlja O pontjait, az egyetlen nem iires
f-invaridns részhalmaza O-nak, igy maga O. Ezért O = Oy, U Oy(y), de mivel x és

y € S, ezért minden pont oldalt valt. [

A bizonyitas befejezéséhez feltessziik, hogy O-nak van olyan pontja, ami nem
valt oldalt és ebbdl mar kovetkezni fog egy Stefan-sorozat 1étezése. Hasznaljuk ehhez
az el6zo lemma tagadasat. Ebbdl kovetkezik hogy nem teljesiilhet egyszerre, hogy
o(p) = q és o(q) = p. Vélasszuk ezért {x¢, x; }-nek a {p, ¢} pontokat gy, hogy xs :=
o(z1) # xo és i1 = o(x;). Igy megmutathatjuk a Stefan-sorozat tulajdonsagait,
lassuk be ezeket most tételesen.

(S1) igaz, hiszen {zg, z1} = {p, ¢}-nak valasztottuk.

(S2) belatasahoz vegyiik észre, hogy az egymadst koveté pontok a ¢ kiilonb6z6
oldalain vannak, hiszen c az x és a o(x) kozé esik. Mar csak azt kell belatnunk, hogy

az egymast kovetd pontok monoton tavolodnak c-t6l. xg, x; valasztasunk biztositja,
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hogy =3 ¢ O,,. Ezek utdn a 4.10. Lemmabdl tudjuk, hogy z;,o = 02(x;) ¢ O,,, azaz
Zi1o tavolabb van c-t6l, mint x;. Vegyltik észre, hogy a sorozat igazabdl két diszjunkt
sorozatbol all. Mivel a sorozat elemei egy n elemii véges halmazbdl keriilnek ki, ezért
a sorozatnak van utolsé eleme. Ez az utolsé elem legyen x,,, ami ¢ definidlasabol
adoddan nem valt oldalt (ez biztositja az (S4) tulajdonsagot).

(S3)-hoz elég észrevenniink, hogy Vj < n-re x; € & C M, ami miatt tudjuk,
hogy x; oldalt vélt, és mivel z;;1 = o(x;), o(x;)-t pedig tgy definidltuk, hogy
0(25) € Ofay), 18y Tj41 € Ofay). N

A 4.8. Allitdsbél és a 4.9. Allitdsbol kovetkezik a Sarkovszkij-tétel egyik alapese-

tével ekvivalens allitas.

4.11. Allités. Ha O egy m-kior, m > 2, tartalmaz olyan x € O pontot, ami nem vdlt
oldalt, akkorVlam esetén létezik elemi O-kényszeritett [-kor, ami O-intervallumokbol

all, amibol kovetkezik, hogy O eqy l-kor is.

5. Példak

Ebben a fejezetben két példan szemléltetjiik a koroket az intervallumleképezé-
seken. Tovabba két konkrét esetben belatjuk a Sarkovszkij-tétel allitdsat is. Az itt
szereplé példakon til tovabbi két eset talalhaté [1]-ben.

5.1. A 3-kor

Ha O egy 3-kor, akkor az O = {xg,z1, 22} pélya pontjaira a kévetkezd Ossze-
figgések teljestilnek: f(zg) = w1, f(x1) = xo, f(z2) = o, ebbdl értelemszeriien
3(x0) = mg. Azt, hogy az f fiiggvény melyik pontot melyik pontba viszi, az aldbbi

abran szemléltetjiik.

I Iy

S~

7. 4bra. A 3-kor.

Az abran ketto O-intervallumot latunk, Ip-t és I1-et. Az I intervallum végpont-

jai, ahogyan azt a Stefan-sorok konstrualasanal is lattuk, az =, és az x, pontok, az
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I; intervallum végpontjai pedig az xq, x1 pontok. A leképezés I; végpontjait a leg-
szélére, az x1, xo pontokba viszik, ebbdl kévetkezik, hogy az Iy — [ és az Iy — Iy
is O-kényszeritett fedési relacio, hiszen Iy C f(I1) és Iy C f(I1). Mivel I, végpontjai
I, végpontjaiba mentek, I} C f(1y), ezért az Iy — I fedési relacio is fennall. Abbdl
a ténybdl, hogy I — I; és a 3.3. Lemmabdl kovetkezik, hogy I;-nek van f szerint
vett fixpontja.

I, végpontjai nem kovethetik az I — Iy — I kort, hiszen e pontok alapperiédu-
sa 3, és egy pontnak, ami az elobbi kort koveti az alapperiédusa 1 vagy 2. Mivel az I,
intervallum végpontjai nem kovetik a kort, Iy és [ diszjunktak, ezért a 3.11. Lemma
értelmében kell lennie az Iy — [y — [; 2-kort végigkovetd 2 periddust pontnak.

Az orbitnak és emiatt I egyik végpontjanak sincsen harom egymast koveto ite-
raltja, ami az [ intervallumba esne. A 3.11. Lemma értelmében igy a kévetkezo kor
elemi:

[0—>Il—>[1—>[1%...—>[1—>[1—>[0.

Amennyiben az Iy — I} hurokélt | — 1-szer ismételtiik, akkor [ > 3 esetén f-nek
minden [-re létezik [-szerint periodikus pontja.

Ez nem jelent mast, mint amit a Sarkovszkij-tétel kimond, ha egy intervallum
leképezésnek létezik 3-szerint periodikus pontja, akkor Vn € N-re is l1étezik n-szerint

periodikus pontja.

5.2. A 7-kor

Legyen a 7-kortink olyan, mint amilyet az aldbbi abran szemléltetiink. Az el6z6
példdhoz hasonléan z; a Stefan-sorozat i-edik eleme.

Legyen megint I; = [zg, z1], és a tobbi I; O-intervallum pedig az dbra szerinti.
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8. dbra. A T-kor.

Az igy kapott O-kényszeritett fedési relaciokat a kovetkezé Markov-gréaffal szem-
léltetjik.

— I

Io

G
/
N\

Iy —— I

\13
/

9. abra. A 7-kér Markov-grafja.

Ebben a grafban a kovetkezo korok talalhatoak:
o I} — I, (1-hosszu kor),

o Iy — I5 — Iy (2-hosszu kor),

o Iy — I3 — Iy — I5 — Iy (4-hosszu kor),

e > L —>I3—1,—1;— 1 (6—hOSSZﬁ kér),
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o Io—>1'1—>[1—>...—>Il—>12—>[3—>l4—>f5—>[0(3vagyt('jbbfl—>[1

ismétlés esetén az Gsszes 7 vagy anndl hosszabb kor el6éll).

Ha az 6sszes fent jelolt tipusi korrdl belatjuk, hogy elemiek, akkor belatjuk, hogy
léteznek 1,2,4,6,7,8,9,... szerint periodikus pontok is.

Az I — I kor biztosan elemi, hiszen 1-hosszu.

A tobbi kor is elemi lesz, mivel teljestilnek rdjuk a 3.11. Lemma feltételei;
Int(lp) N I; = 0, ha 1 < j < 5 és I, egyik végpontja sem koveti végig a kort.
Ez a 3-kor esetéhez hasonld érvelés miatt teljestil, mivel az zg, x4 pontoknak 7 az
alapperidédusa.

Az 5 kilonbozé alaptipusu korre a grafban mind belattuk, hogy elemiek és rend-
re 1,2,4,6,7-hossziak vagy 7-nél is hosszabbak, azaz 1éteznek [-szerint periodikus

pontok VI < 7-re.
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6. A Sarkovszkij-tétel bizonyitasa

A 4.11. Allités targyalja a Sarkovszkij-tétel azon esetét, amikor van olyan pont,
ami nem valt oldalt. A teljes bizonyitashoz be kell lassuk azt az esetet is, amikor O
minden pontja oldalt valt, ezt [1] és [2] felépitését kovetve tessziik.

Azokban a kérokben, ahol minden pont oldalt valt, tulajdonképpen az egész kor

két darab diszjunkt kor uniéjabél 4ll, amik fele olyan hosszi korok f2-re nézve.

6.1. Allitas. Eqgy m-kornek Yl <am esetén van O-kényszeritett elemi l-kire is, ami

O-intervallumokbol dll.

Bizonyitdas. Az allitast m-re vett teljes indukciéval latjuk be.

m = l-re igaz, mert nem létezik [ < 1.

Tegyiik fel hogy minden m-nél kisebb egész szamra igaz mar az allitas. Legyen
O egy m-kor, ha van pontja, ami nem valt oldalt, akkor a 4.4. allitasbol kovetkezik,
hogy 1étezik [-kore. Ha minden pont oldalt valt, akkor legyen L := min O és R :=
max O. Ekkor a 4.1. definici6 alapjan Op azokbdl az O-beli pontokbdl all, amik
c-t0l balra helyezkednek el, Og pedig a c-t6l jobbra esé pontokat tartalmazza. Mivel
f megcseréli ezeket a halmazokat, azaz Og-t Op-be viszi és viszont, ezért [ egy
bijekci6 Or = Op koézott, amibol kovetkezik, hogy elemszamuk egyenld és igy m
paros.

Mivel m péros, ezért a dolgozat elején bemutatott duplazédasi tulajdonsagbol
kovetkezik, hogy [ <m akkor és csak akkor, ha [ = 1 vagy [ = 2k, ahol k< 7.
Ezért azt kell megmutatnunk, hogy f-nek kell lennie elemi 1-korének, tovabbé elemi
O-kényszeritett 2k-kérének is minden k < 7 esetén.

Az elemi 1-korhoz vegyiik a ko6zépsé [p, ¢] intervallumot, mivel p = max Oy, és
q = min Og.

A 2k-hossz kor megtaldlasahoz hasznéljuk ki az indukciés feltevésiinket és azt
a korabbi megallapitasunkat, hogy Op és Ogr %-hosszi korok f%re nézve. Alkal-
mazzuk Op-re az indukciés feltevésiinket (megtehetjiik hiszen % < m), ebben az
esetben f2-re néve létezik Op-kényszeritett k-kore az Op intervallumoknak minden
k <% esetén. Akkor lesziink készen az indukciéval, ha meg tudjuk mutatni, hogy

f-re nézve ezek 2k-hosszu korok.

Ehhez vegyiik a kovetkez6 elemi k-kort:

2 2 2 2 2
(*) Iy i—> I i-) I i-) i-) I i-) Iy.

Legyen I! a legrovidebb zart intervallum ami tartalmazza f(I; N O) C Op-t. Ezzel

értelemszertien az [;-k O-intervallumok és a definialasukbél adédéan fendll koztitk
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az I; ER I! O-kényszeritett f-fedési relacié minden 0 < i < k-ra. Irjunk minden
2
I; L I 41 helyébe I, ER I ER I 11-et, és lassuk be hogy az igy kapott "lanc” egy

elemi O-kényszeritett 2k-kor f-re nézve. Szemléletesen:

o)L SnLntntntnt Ln.Ln bbb,
Ahhoz hogy belassuk, hogy ez egy O-kényszeritett kor, elészor meg kell mutat-
nunk hogy az I] ER I, f-fedések O-kényszeritettek. Mivel I; ﬁ) Iy egy Og-
kényszeritett fedési relacid, ezért léteznek a;, b; € I; N Op pontok, amikre az f(a;)
és f?(b;) altal hatérolt zart intervallum tartalmazza I;,i-et. Ekkor a} := f(a;) és
v, := f(b;), amik I/ N O-ban vannak és az f(a}) = f*(a;), illetve f(b)) = f2(b;)
végpontl intervallum tartalmazza I;,i-et. Tehat az f leképezés az a), b, € I/ N O
pontokat rendre az f?(a;), f?(b;) pontokba viszi, amelyek altal hatérolt interval-
lum tartalmazza [; q-et, azaz a I,;1 C f(I!) tartalmazas fennall, igy I ER I is
O-kényszeritett.

Végiil belatjuk, hogy a (xx) jelli kor elemi. Tegyiik fel, hogy x egy periodikus pont,
ami végigmegy a (xx) koron. Ekkor ez periodikus pontja f2-nek is, ami végigmegy
az elemi (%) korén és f2-re nézve k-hosszi alapperiédusa van, f2%(x) = z. Ezért k
db pontja az f palydjanak Og-ben talalhato.

Mivel (k) intervallumai alterndlnak a jobb és bal oldalak kozott, ezért x iteraltjai
is felvaltva esnek c-t6] jobbra vagy balra. Igy a mésik & db iteralt @y -ben talalhaté
és f teljes palydja osszesen 2k-hosszti. Ebbdl kovetkezik, hogy x-nek van 2k hosszi
periédusa f-re nézve és a (xx) kor ezdltal elemi.

O
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7. Sarkovszkij masik tétele

Mutatunk [1] alapjan egy szép bizonyitasvazlatot a 2.3. Tételre, ami azt mondja
ki, hogy a Sarkovszkij-rendezés minden végszelete val6jaban egy onmagara képe-
z6 folytonos leképezés periddusainak halmaza. Ilyen leképezések a kovetkezokben
definialt h-paraméterii csonka satorfiiggvények.

Legyen h € [0,1], T}, : [0,1] — [0, 1] pedig olyan csonka satorfiiggvény, amire

Ty(z) = min(h,1 -2 |z — 1]).

10. abra. Csonka satorfiiggvény.

A kovetkezd altalanos megallapitasokat tehetjiik errdl a fliggvénycsaladrol:

(a) Ti-nek kettd darab fixpontja van, a 0 és a % pontok. De Ti-nek van egy 3-kore is

5.9:7

szamra is létezik peridodusa.

}, amib6l mar tudjuk a 2.2. Tétel miatt, hogy minden més természetes

(b) T) minden O C [0, h) kore egy kor Ti-ben is, és 77 minden O C [0, h) kore

Ti-nak is kore.

Kiemelendd, hogy h harom szerepet is betolt a bizonyitasban; egyrészt h a pa-

raméter, masrészt h a T fiiggvény maximuma, harmadrészt pedig egy palya egy
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pontja. A bizonyitas kulesa, hogy definidljunk egy fiiggvényt, h(m) := min{max O :
O egy m-kore Ti-nek}, minden m € N esetén. Irhatunk min-t inf helyett, mert 7}-
nek Vm-re véges sok m-szerint periodikus pontja van (TF grafikonjanak 2* fixpontja
van). Adott m-re ugyanaz a pont se nem szerepelhet kiilonb6z6 m-korokben, se
nem fordulhat el6 mas m/-kér maximumaként, igy h(m) injektiv leképezés. Ezzel a

figgvénnyel és a (b) dllitassal a kovetkezé megéllapitdasok tehetdek.

(¢) Tp-nak akkor és csak akkor van O C [0, h) [-kore, ha h(l) < h.

(d) h(m) pélydja Thm)-nek egy m-kore, és minden mas kére T}, ,y-nek a [0, h(m))

intervallumban fekszik.

A (d) megallapitasbol és a 2.2. Tételbdl kovetkezik, hogy ha I am, akkor Tj,,y-nek
van egy [-kore, ami a [0, h(m)) intervallumba esik, (c¢)-bél pedig kévetkezik, hogy

h(l) < h(m). Mivel az implikaci6 visszafelé is igaz, ezért
(e) h(l) < h(m) akkor és csak akkor, ha [ <m.

A (¢), (d), illetve (e) allitdsokat Osszevetve lathatjuk, hogy barmely m € N-
re Ty periodikus pontjainak halmaza egy F,, (ahol m # 2*) tipust végszelete a
Sarkovszkij-rendezésnek. Az iires halmaz mint végszelet el6éll példaul az f(x) = x+1
fiiggvény periodikus pontjaiként.

Mar csak a kettShatvanyokbdl allo, Fyr tipusu végszeletekhez kell leképezést
taldljunk. Ehhez legyen h(2%) := sup, h(2%), gy h(2*°) > h(2*) minden k € N-re,
az (e) megallapitds miatt. A (c) miatt pedig T)(2=)-nek van 2%-kére.

Tegytik fel, hogy Tj,2)-nek létezik m-kore, ahol m nem kettéhatvany, ekkor 2.2.
Tétel szerint kell hogy legyen egy 2m-kore is. De mivel az m- és 2m-korok diszjunktak
egymastél, legaldbb az egyiknek bele kell esnie a [0, h(2°°)) intervallumba, és (c)

illetve (e) 4llitds szerint valamely k € N értékre a [0, h(2¥)) intervallumba is.

8. Konkrét példafiiggvények

Lattuk, hogy a Sarkovszkij-tétel megforditasa is igaz, azaz ha egy F,,, C N halmaz
végszelete a Sarkovszkij-rendezésnek, akkor 1étezik olyan f : I — [ intervallumot
onmagara képezo leképezés, aminek periodikus pontjai pontosan p € F,, szerint
periodikusak.

Ilyen fiiggvényeknek csak a létezését lattuk be, ezért a kovetkezd fejezetben
azt tlzzilkk ki célul, hogy konkrét fiiggvényeket mutassunk, amiknek ha van p-

periédusuk, akkor s>p esetén ne legyen s-szerint vett periodikus pontjuk (Sarkovszkij
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tételébdl tudjuk, hogy pr> 1 esetén [-szerint vett periodikus pontja biztosan 1étezik).
[3]-ban szerepelnek a megfelelé fliggvények konstrukeidi, ezeket egészitettem ki tobb,

szemléletes abraval.

8.1. Tétel. Minden p pozitiv egész szdm esetén létezik f, : I, — I, folytonos leképe-
2és I,-rol onmagdra, aminek van p alapperiodusi pontja, de s>...>p esetén nincsen

s alapperiodusi pontja (ahol s tetszdleges p-nél Sarkovszkij-nagyobb szam).

Bizonyitds. A bizonyitas egy konstruktiv bizonyitas lesz, amelyben (mér a 2.1. Tétel
bizonyitasaban bevezetett) harom csoportra mutatunk megfelel fiiggvényeket. A

harom csoportunk:
(A) pératlan periédusok,
(B) 2F. paratlan periédusok,

(C) 2™, azaz a kettéhatvany szerinti periédusok.

8.1. (A) eset: paratlan periédusok

8.1.1. Példa

Olyan f5 leképezést szeretnénk késziteni, aminek van 5-szerint periodikus pontja,
de nincs 3-szerinti. Legyen ekkor f5 : [1,5] — [1,5] és vegye fel a kovetkezd értékeket
a kovetkez6 helyeken: f5(1) =3, f5(2) =5, f5(3) =4, f5(4) =2, f5(5) = 1, tovabba
minden [n,n + 1] intervallumon legyen fs linedris. A kovetkez6 dbra szemlélteti ezt

a fliiggvényt.

11. abra. Az f5 fliggvény grafikonja.

Els6 észrevételiink, hogy az 1,2, 3,4, 5 pontok egyikének sincsen 3-hosszu perio-

dusa, hiszen mindegyik pont egy 5-hosszu koron van.
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Az tgyes konstrukciéboél kovetkezik, hogy

f3([1,2]) = [2,5], f5((2,3]) = [3,5] és f5([4,5]) = [1,4],

ami azt jelenti, hogy f3-nak nincsen fixpontja az [1, 2], [2, 3] és [4, 5] intervallumokon.
De ezekkel még nem fedtiik le a teljes [1, 5] intervallumot, kimaradt a [3,4] interval-
lum, nem véletlentil. Mivel f3([3,4]) = [1, 5], ezért van két olyan pont: a,b € [3,4],
amire teljesiil, hogy f3(a) =3 és f3(b) = 4.

Definidljuk a kévetkezd leképzést, h : [1,5] — R, ahol h(z) = x — f2(x). Ekkor
h(a) > 0 és h(b) < 0, tovabba a Bolzano—Weierstrass-tétel szerint kell lennie egy
p € [3,4] pontnak, amire h(p) = 0 vagyis f2(p) = p.

Megmutatjuk, hogy p csak az f egyetlen fixpontja lehet. Mivel p € [3,4], ezért
f5(p) € [2,4]. Ha f5(p) € [2,3], akkor f2(p) € [4,5], de akkor p = f3(p) € [1, 2], ami
nem igaz, tehat f5(p) € [3,4]. Ebbél kovetkezik, hogy f2(p) € [2,4], de megint csak,
ha f2(p) € [2,3] lenne, akkor p = f3(p) € [4,5], ami ismét ellentmondésra vezet.
Mindezeket egybevéve p, f5(p) és f2(p) mind a [3,4] intervallumba esnek. A [3,4]
intervallumban az f5(x) = 10 — 2z fiiggvénynek egyetlen fixpontja van, az z* = 13—0,
tovabbé f3(x) = 30—8z-nek is 2* = % az egyetlen fixpontja. fgyp=a* = 2, amibdl
kovetkezik, hogy fs-nek nincs 3-szerint periodikus pontja, mivel p hidba fixpontja a
harmadik iterdltnak (ami a 3-szerint periodikussdggal lenne ekvivalens), ha f5-nek

fixpontja 1évén az alapperiédusa 1.



8. KONKRET PELDAFUGGVENYEK 25

8.1.2. Altaldnos eset

Az el6z6 példa utan altalanosithatjuk a fenti konstrukciét, amivel olyan fiiggvé-
nyeket allithatunk el6, melyeknek van 2n + 1-szerint, de nincsen 2n — 1-szerint vett
periodikus pontjuk.

Legyen ez a leképezés a kovetkezéképpen definidlva, f : [1,2n+1] — [1,2n+1] és
az adott hozzérendelt értékek a kovetkezok: f(1) =n+1, f(2) =2n+1, f(3) = 2n,
fd)y=2n—-1, .., f(n)=n+3, f(n+1)=n+2, f(n+2)=n, f(n+3)=n—1,
s f2n)=2, f2n+1)=1.

12. dbra. Az fy,, fliggvény grafikonja n = 4 esetén.

Kett6 helyen torténik varatlan dolog a fiiggvénnyel, egyrészt f(2)-ben veszi fel
a maximumat, masrészt f(n+ 1)-r6l f(n + 2)-re nem az el6tte és utdna megszokott
—1-es meredekséggel, hanem —2-vel 1ép le.

Az elsé megéllapitasunk, hogy az értelmezési tartomany minden egész pontjanak
a periodusa 2n + 1. Ehhez tekintsiik az 1 pont palyajat.

1i)n—i—li>ni>ni>n+21>n—1i>n+3i>n—2i>...i>2ni>21>2n+l

Ennek a kornek az 1-en kiviil kettd darab n-hosszit monoton részsorozata van, egy

nové (n+2,n+3,n+4,....2n + 1) és egy csokkené (n+ 1,n,n —1,n—2,...,2,1),
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ezek biztositjak, hogy az 0sszesen 2n+ 1-hosszi kérben valéban legyen 2n + 1-hosszi
alapperiodusa f-nek az egész szamokra nézve.

Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy nincsen 2n — 1 alapperiédusi pont az
[1,2n + 1] intervallumban.

Kezdjiik az [1,2] intervallum vizsgalatdval, amit ha 2n — 1-szer iteralunk, a ko-

vetkezd lancot kapjuk:
f f / f
1,2l > n+1,2n+1] > [1,n+2] = [n,2n+1] =

Liun+3 S m-n2am+15 Lo L2 on+1).

Ezt megvizsgélva, lathatjuk, hogy [1,2)N 2"~ 1([1,2]) = 0, azaz az [1, 2] interval-
lum nem tartalmaz fixpontot f2"~!-re nézve, igy nincsen 2n — l-szerint periodikus
pont az [1, 2] intervallumon beliil. Ezek utdn megmutatjuk, hogy az [n+ 1, n+ 2] in-
tervallumon kiviil az 6sszes tobbi szomszédos, egész pont kozotti [4, j+1] intervallum
hasonléan viselkedik.

Minden esetben megmutathatd, hogy a [j,7 + 1] intervallumok iterdltjai kozt
felbukkan az [1, 2] intervallum, amirél az elébb lattuk be, hogy nincs 2n — 1-szerint
periédusa, igy a [j, 7 + 1] pontjainak sem lehet 2n 4 1-szerint peri6dusa.

Ami kimaradt, az az [n + 1,n + 2] intervallum. Vegyiik észre, hogy
f([n+1,n+2]) = [n,n + 2|. Ezt felhasznalva tekintsiikk € [n + 1,n + 2| esetén a

kovetkez6 két esetet:

eset: f*(z) € [n+1,n+ 2] minden k € Z"-re. Ekkor, mivel |f'| > 1 az [n+ 1,n+ 2]

intervallumon, x fixpontja f-nek.

ceset: fH(x) ¢ [n+ 1,n + 2] valamely k € ZT-re, akkor f*(z) € [n,n + 1], és ez
visszavezet a kordbbi megfigyelésiinkre, miszerint ebben az esetben f! € [1,2]

valamelyik [ > k-edik iteraltra.

Mind a két eset konkluzidja az, hogy az [n + 1,n + 2| intervallumban nem talalhat6
2n — 1 alapperiédusi pont, igy az egész [1,2n + 1] intervallumban nincsen 2n — 1-

szerint periodikus pont.

8.2. (B) eset: 2F. paratlan periédusok

Keressiink olyan fiiggvényeket, amelyeknek van 2% - (2n + 1)-szerint periodikus

pontja, de nincsen 2F - (2n — 1)-szerint, barmely k € N-re.
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8.2. Lemma. f(z) = max+b tipusi linedris figguénynek, aholm # {—1,+1}, egyet-

len fixpontja van R-en, az x* = ﬁ Tovabba az x* pontot tartalmazo intervallumok

barmelyikén értelmezve, x* fixpontja Vi-re az f'(x) iterdltfiigguénynek is.

Bizonyitds. A bizonyitas trivialis. ]

8.2.1. Példa

Az el6z6 eset példajahoz hasonléan keresstink 2 - 5-szerint periodikus leképzést,
amiben nincsen 2 - 3-szerint periodikus pont. Legyen f5 : [1,5] — [1,5] az el6z6

példaban hasznalt fliggvény és ezt bovitsiik a kovetkezoképpen:

(2) = fs(x)+8 ,hazell,b
TV 228 hawe[913].

Az [5,9] intervallumon pedig legyen linedris, igy hogy gs(x) a teljes értelmezési

tartomanyon folytonos legyen (kossiik 6ssze a végpontjait egy egyenessel).

13 r

12

10 |

0 L L L L 1 L L L L L L L J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

13. dbra. A g5(x) fuggvény, f5(x) "duplaja’
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Nevezziik a g5 fiiggvényt f5 "dupldjanak”. Elso megfigyelésiink, hogy az 1, 2, 3, 4,
5,9,10,11,12,13 pontok egyike sem 6-periédusi, mindegyik egy 10-hosszi koron
helyezkedik el, tehat ezeknek a pontoknak az alapperiédusa 10. Ezenfeliil, ha x €
[1,5], akkor g(x) € [9,13], és ezdltal g2(z) = f5(x). Az el6z6 esetbdl mar tudjuk, hogy
fs-nek nincsen 3-szerint periodikus pontja, ebbdl kovetkezik, az [1, 5] intervallumon
nem lehet gs-nek 6-szerint periodikus pontja, hiszen itt nem létezik olyan y, melyre
dS(y) = f2(y) = y. Mivel g5([9, 13]) = [1, 5], ezért az el6bbi érvelést alkalmazva, a
[9, 13] intervallumon sincsen 6-szerint periodikus pontja gs(z)-nek.

Mar csak az [5, 9] intervallumon kell belatnunk, hogy nincs benne 6 alapperiédusi
pont.

Mivel g5(z) linedris az [5,9] intervallumon és teljestilnek ré a 8.2. Lemma felté-
19
3
fixpontja a gs, g2, g3, g3, 93, ¢S figgvényeknek is, azaz p = £ hidba fixpontja az osszes

telei, igy konnyen ki is szamithatd, hogy egyetlen egy fixpont van, a p = ami
iteraltnak, igazabdl csak 1 alapperiédusi pont, igy nincsen 6 szerint periodikus pont-
ja a g-nek az [5, 9] intervallumon.

Ezaltal az egész [1, 13] intervallumon sincsen 6-szerint periodikus pontja, amellett

hogy belattuk, hogy vannak 10-szerint periodikus pontok.

8.2.2. Altaldnos eset

Olyan fiiggvényt konstrudlunk, aminek van 2 - (2n + 1)-szerint, de nincsen 2 -
(2n — 1)-szerint vett periodikus pontja.

A kiinduldsi alapot az (A) esetben hasznalt f : [1,1+ h] — [1,1 + h| figgvény
szolgéltatja, aminek létezik 2n + 1-szerint, de nem létezik 2n — 1-szerint periodikus
pontja.

Az f(x) figgvény dupldja a kovetkezd g : [1,1+ 3h] — [1,1 4 3h| fiiggvény lesz:

_J f(x)+2h shaxe[l,1+A]
g(x)_{ x—2h  ,haxz€[l+2h1+3h].
A k6zéps6 [1+h, 14-2h] intervallumon pedig definidljuk g(z)-et igy, hogy linearis
legyen, paraméteresen g(z) = —2x +4(1 + h), ha z € [1 + h, 1 + 2h].
Az ilyen duplazéast k-szor ismételve allithatjuk el6 azokat a fiiggvényeket, amik-
nek van 2% - (2n + 1)-szerint vett periodikus pontja, de nincsen 2% - (2n — 1)-szerint

vett periodikus pontja.
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8.3. (C) eset: Kett6hatvany szerinti periédusok

8.3.1. Példa

Mutassunk olyan fiiggvényt, aminek van 2-szerint periodikus pontja, de nincsen

4-szerint.

Legyen f5: [1,2] — [1,2] a kovetkez fuggvény, fo(x) = —x + 3.

fo()

r —

0
0 1 2

14. dbra. Az fo(x) figgvény és az identitas fiiggvény.

Ennek az fo(z) fliggvénynek a fixpontja az x = g pont, ezen kiviil pedig az 6sszes
tobbi pont alapperiédusa 2, hiszen f3(z) = x. Mivel nincsen olyan pont, aminek az

alapperiédusa ne 1 vagy 2 lenne, ezért nincsen 4-szerinti periodikus pontja sem.
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8.3.2. Példa

Olyan f,(z) fiiggvényt keresiink, aminek van 2%-szerint periodikus pontja, de
nincsen 23-szerint vett periodikus pontja. Legyen ehhez fy : [1,4] — [1,4] olyan
figgvény, amire f4(1) = 3, fu(2) = 4,

fa(3) =2, fi(4) =1 és minden egész pont kozotti intervallumon linedris.

15. dbra. Az fy(z) fuggvény és iteraltjai.

Figyeljiik meg, hova képezi le a fliggvény ezeket az intervallumokat. Az fy([1,2]) =
3,4] és az f4([3,4]) = [1,2]. Ebb&l kovetkezik, hogy f2([1,2]) = [1,2] és f7([3,4]) =
[3, 4]. Tovabba

) —x+3 ,hazell,2]
() =
—x+7 ,hazxe€[3,4]

fi(z) = { r ,haxell,?2]
r , hax € [3,4].

Az f?(x) iteraltfiiggvény monoton csokken, mig az fi(x) monoton né, és fi(x) =
x minden z € [1,2] U [3, 4] esetén.

Igy minden pont alapperiédusa 4 az [1,2] U3, 4] intervallumban, kivéve a Sés 1
pontokat, melyek alapperiédusa 2, hiszen f?(z) fixpontjai; fi(x)-nek pedig nincsen
fixpontja a [1,2] U [3, 4] intervallumon.

Ha belatjuk, hogy a [2,3] intervallumon sincsen 4-nél nagyobb alapperiédusi

pont, akkor megfelel6 példafiiggvényt konstrudltunk.
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Mivel f4([2,3]) = [2,4], ezért az elézéekhez hasonlbéan azt vizsgaljuk, hogy egy
p € [2,3] pont f-szerinti képe, f4(p) mely intervallumba esik. Ha fF(p) € [1,2]U[3, 4]
valamely k-ra, akkor ennek a pontnak az orbitja tartalmaz egy 2— vagy egy 4—kort,
igy semmiképpen sem lehet az alapperidodusa 8.

Masik esetben egy p € [2,3] pontra fli(p) € [2,3] minden I € N-re. Ekkor, mivel
fa(z) = =22+ 8, ha = € [2,3] és nem is hagyjak el az iterdltak ezt az intervallumot,
az fi(x) = 256z — 680 fiiggvénynek egyetlen fixpontja van, az z* = £ pont. De
x* = g az fi(x)-nek is fixpontja, tehat nem lehet az alapperiédusa 8.

Mindezeket egybevetve az egész [1,4] értelemezési tartoményon nincsen 4-nél

nagyobb alapperidodust pont.

8.3.3. Altalanos eset

Ahhoz, hogy olyan fiiggvényt konstrualhassunk, melynek van 2"-szerint, de nin-
csen 2" l_gzerint periodikus pontja, fel kell haszndlnunk a kordbban hasznélt g(x)
duplazofiiggvényt és az elézé fi(x) fiiggvényt, amelynek volt 22-szerint, de nem volt

23-szerint periodikus pontja. Precizen fy(z) a kovetkezd fiiggvény volt:

r+2 LShaxell,2]
fa(x)=q —z+8 ,haxe]|23
—x+5 ,hax € [3,4].

Ekkor g4(x), ami most fy(z) dupldja, a kévetkezdképpen irhato le:

{ fil)+6  hazell,4]
ga(@) =
r—6 , ha z € [7,10].
A korébbi duplazéfiiggvényekhez hasonléan gy : [1,10] — [1,10] és a [4,7] inter-
vallumon linearis, Ggy hogy az egész értelmezési tartomanyon folytonos legyen.
Ekkor g4(x)-nek van 2 - 2%-szerint vett periodikus pontja, de 2 - 23-szerint mér
nincsen.
Kiindulva az fi(x) fuggvénybdl, ismételt duplazéfiiggvényeket alkalmazva el6-
allithaté tetszdleges n € N-re olyan leképezés, ami 2" szerint periodikus, de 2"+

szerint mar nem.

8.4. Specialis eset

A fenti harom f6 esettel mar majdnem minden lehetéségre tudtunk példat mu-

tatni, csak egy maradt még tisztazatlan. A (B) csoporton belil mutassunk olyan
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fiiggvényt, amelynek még van 2" - 3-szerint periodikus pontja, a nala Sarkovszkij
nagyobb barmely 27! pdratlan szdm-szerint méar nincsen. A dupldzoéfiiggvények
segitségével ez is belathato.

Legyen f : [1,3] — [1,3] olyan figgvény, amelyre f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) =1
és ezek kozt a pontok kozt linearis. Az 1, 2,3 pontok ebben az esetben a fiiggvény
3-szerint periodikus pontjai.

Duplédzza ezt a kovetkezd g(x) fiiggvény:

13r

11

10 |

O L L L L 1 L L L 1 L L L J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

16. dbra. A g(x) duplazo fiiggvény grafikonja.

Az eddigiek mintdjara g(x)-nek van 2 - 3-szerint periodikus pontja, de nincsen
egyetlen pontja sem, amelynek alapperi6édusa paratlan lenne.
A duplazast tjra és Gjra ismételve kostrudlhatunk 2" - 3-szerint periodikus fiigg-

vényeket, amelyeknek nincsen 2"~ pdratlan szdm-hosszi periédusuk.
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Az 0sszes el6fordulé esetben mutattunk ezzel egy-egy folytonos fiiggvényt, amely-
nek ha van p-szerint vett periodusa, akkor nincsen s-szerint vett periodusa semmilyen

s> p esetén. O
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9. Osszefoglalé

A szakdolgozatban bevezettiik a Sarkovszkij-rendezést, ami alapjan ki lehetett
mondani Sarkovszkij tételét, tobb kiilonbozd alakban is. Ezek arrdl széltak, hogy
egydimenziés folytonos leképezéseknek, adott periddusok létezése esetén, sziikség-
szerlien milyen mas tovabbi periédusoknak kell 1éteznitik. Valamint, ha volt egy pe-
riodushosszokat tartalmazo halmazunk, belattuk létezhet-e megfelel6 periddusokkal
rendelkez6 fiiggvény, és ha igen, az utolso fejezetben megmutattuk az eljarast, ami-
vel ilyen fiiggvények készithetéek. A bizonyitasok soran Markov-grafokat és Stefan-

sorozatokat is hasznaltunk.
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