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1. Bevezetés

A halmazelmélet prećız axiómarendszerének megszületése és a valós számok
definiálása óta tekintélyes elmélet fejlődött ki a számegyenes speciális részhal-
mazainak vizsgálatára. Luzin 1912-ben látta be a következő jól ismert tételt:

1.1. Tétel. Minden Lebesgue-mérhető f : [0, 1] → R függvény relat́ıve foly-
tonos egy pozit́ıv mértékű halmazra megszoŕıtva.

Hasonló jellegű tételt bizonýıtott H. Blumberg 1922-ben, ez tetszőleges függ-
vény sűrű halmazra való folytonos megszoŕıtásáról szól. A továbbiakban
számos eredmény született arra nézve, hogy mennyire kell egy valós függvény-
nek szépnek lennie. A Sierpiński-Zygmund függvény egy későbbi negat́ıv
eredmény a kérdés megválaszolást illetően. Itt ugyanis (ahogy azt majd látni
fogjuk) egy olyan függvény lett konstruálva, mely semelyik c számosságú
halmazon sem folytonos. A forszolás módszerével lehetőség nýılt álĺıtások
ZFC-től való függetlenségének bizonýıtására. U. Abraham, M. Rubin, S.
Shelah igazolták, hogy a Sierpiński-Zygmund függvény konstrukciója tovább
nem erőśıthető, vagyis olyan függvény léte ZFC-ből nem következhet, mely
minden nem megszámlálható halmazon nem folytonos. Ezen eredmények
mutatják, hogy a számegyenes és a śık részhalmazainak természetes tulaj-
donságai is jól vizsgálhatóak halmazelméleti eszközöket alkalmazva. Célunk
a differenciálhatóság, folytonosan differenciálhatóság tekintetében hasonló
jellegű kérdések megválaszolása.

A dolgozat feléṕıtése a következő. Először betekintést nyerünk ismert
léıró halmazelméleti eredményekbe, a később felhasznált tételek egy részét
bizonýıtjuk. A második részben rátérünk a ”kis” halmazokkal kapcsolatos
eredmények részletezésére, a kontinuum-hipotézist, Martin axiómáját, CPA-t
és SOCA-t alkalmazva ZFC-vel konzisztens valós függvénytani eredményeket
látunk be. A már ismert álĺıtások függetlenségét nem bizonýıtjuk, de néhány
alapvető fogalmat definiálunk, melyek szorosan kapcsolódnak a forszolással.
Számos kisebb lemma igazolásán ḱıvül belátjuk a következő álĺıtásokat:

1.1. Álĺıtás. Egy olyan śıkbeli halmaz, amely minden v́ızszintes vagy függőle-
ges tengelyen értelmezett folytonosan differnciálható függvény grafikonját meg-
számlálható sok pontban metszi, (s0)-beli.

1.2. Álĺıtás. Ha (ZFC+SOCA+MA)⇒(Minden nem megszámlálható hal-
mazon értelmezett Lipschitz függvény differenciálható egy nem megszámlálha-
tó halmazon), akkor (ZFC+SOCA+MA)⇒(nincs olyan ℵ1 számosságú hal-
maz a śıkon, amely minden v́ızszintes vagy függőleges tengelyen értelmezett
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folytonosan differenciálható függvény grafikonját megszámlálható sok pontban
metszi.)

A dolgozatban található néhány konkrét példa is álĺıtásaink élességének meg-
mutatása céljából.

1.1. Jelölések

A jelöléseink alapvetően hagyományosak. A valós számok halmazát R-rel
jelöljük, |R| = c. Ha A ⊂ R C(A), D(A), C1(A) stb. jelöli az A-n
értelmezett relat́ıve folytonos, differenciálható, folytonosan differenciálható
stb. függvények halmazát megfelelően. A differenciálhatóságnál mindig
használjuk, hogy A minden pontja torlódási pontja, ha félreértésre nem ad
okot, akkor A-t elhagyhatjuk. Egy f függvény A-ra való megszoŕıtását f |A-
val jelöljük. Az A halmaz lezártját A, belsejét int(A), f értelmezési tar-
tományát dom(f), értékkészletét ran(f) jelöli. M jelöli az első kategóriájú,
N pedig a Lebesgue-nullmértékű halmazok rendszerét R-ben. ω és N jelöli a
természetes számok halmazát, melyet egyben a diszkrét topológiával topologi-
kus térnek is tekintünk. Ennek megfelelően ωω és 2ω a szorzattopológiával
rendelkező topologikus terek, 2ω = C, vagyis a Cantor halmaz. Ha X tetszőle-
ges halmaz, κ pedig számosság, akkor [X]<κ = {A : A ⊂ X, |A| < κ}, analóg
módon [X]κ = {A : A ⊂ X, |A| = κ}. X hatványhalmazát P(X) jelöli.

2. Lengyel terek, Borel halmazok

Az alábbiakban bevezetünk néhány, a lengyel terekkel kapcsolatos fogalmat
illetve alpvető tételeket látunk be. Számos kimondott tétel bizonýıtása meg-
található [1]-ben, a részletes elméletet [2] tartalmazza.

2.1. Defińıció. Egy topologikus teret lengyelnek h́ıvunk, ha metrizálható, tel-
jes és szeparábilis.

2.2. Defińıció. Egy topologikus térben a nýılt halmazok által generált σ-
algebra elemeit Borel halmazoknak nevezzük, a Borel halmazok rendszerét
B(X)-szel jelöljük.

2.3. Defińıció. Legyen X lengyel tér. Ekkor azon halmazokat, melyek előáll-
nak ∩n∈ωGn alakban, ahol Gn ⊂ X nýılt, Gδ halmazoknak nevezzük.
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2.4. Defińıció. Legyen X lengyel tér. Egy P ⊂ X halmazt perfektnek mon-
dunk, ha zárt és minden pontja torlódási pontja.

A perfekt halmazoknak egy nevezetes tulajdonsága, hogy egy nemüres per-
fekt halmaz c számosságú.

2.1. Lengyel tér lengyel alterei

A következőkben belátunk néhány hasznos és önmagában is érdekes álĺıtást
lengyel terekről.

2.1. Álĺıtás. Lengyel tér Gδ altere is lengyel.

Bizonýıtás. Először megmutatjuk, hogy egy teljes metrikus tér Gδ alterén
a topológia kompatibilis egy teljes metrikával. Legyen H ⊂ X Gδ, ahol X tel-
jes metrikus tér. Ekkor H =

⋂∞
n=1 Gn, a Gn halmazok nýıltak. Most legyen

Fn = X \ Gn, d(x, F ) = inf{d(x, y) : y ∈ F}. Most definiáljuk a következő
metrikát H-n: d′(x, y) = d(x, y) +

∑
n min{2−n−1, |1/d(x, Fn)− 1/d(y, Fn)|}.

Ez a metrika ”szétnyújtja” H pontjait, most belátjuk, hogy teljes és kompa-
tibilis a topológiával. A kompatibilitáshoz elég annyit beltáni, hogy bármely
d-vel értelmezett gömb tartalmaz d’-vel értelmezettet, ez a defińıcióból vi-
szont következik. Legyen (xn) ∈ H Cauchy sorozat a d’ metrikára nézve.
Ekkor, mivel d(x, y) ≤ d′(x, y) ezért X-ben konvergens is a sorozat. Le-
gyen a torlódási pontja x. Belátjuk, hogy x ∈ H. A sorozat Cauchy volta
miatt az 1/d(xn, Fm) sorozat (mint valós számok sorozata) is Cauchy min-
den m-re. De akkor x /∈ Fm teljesül, hiszen egyébként 1/d(xn, Fm) → ∞
volna. Így beláttuk, hogy az ı́gy kapott metrikával a tér teljes. Másrészt
általában is igaz, hogy egy szeparábilis metrikus tér altere szeparábilis, hi-
szen ha S megszámlálható sűrű halmaz H pedig az altér, akkor minden
pontjához és minden n ∈ N+-hoz válasszunk egy xs,n ∈ H-t (ha van ilyen),
hogy d(xs,n, s) < 1/n. {xs,n : s ∈ S, n ∈ N+} nyilván megszámlálható,
legyen y ∈ H. Mivel S sűrű, ezért van olyan r ∈ S, hogy d(y, r) < ǫ.
Legyen 1/(n + 1) ≤ ǫ/2 < 1/n, mivel d(y, r) < 1/n, ezért van xr,n ∈ H
a kiválasztott halmazból, hogy d(r, x) < 1/n, tehát d(y, x) < 2/n. Tehát
{xs,n : s ∈ S, n ∈ N+} sűrű H-ban. Ezzel beláttuk, hogy lengyel tér Gδ altere
is lengyel.

Megjegyzés. Az álĺıtás visszafelé is igaz, nevezetesen, egy lengyel tér altere
pontosan akkor lengyel, ha Gδ. Ez az alábbi tény következménye.
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2.2. Álĺıtás. Legyen f : A → Y folytonos függvény, ahol A ⊂ X, X metrikus
Y pedig teljes metrikus. Ekkor van olyan Gδ H halmaz A ⊂ H ⊂ A, melyre
kiterjeszthető folytonosan.

Bizonýıtás. Minden n ∈ N+-ra és minden x ∈ A-ra van olyan δx, hogy
y ∈ A és dX(x, y) < δx esetén dY (f(x), f(y)) < 1/n. Tekintsük a Gn = {z :
z ∈ A,∃x ∈ A, d(z, x) < δx} halmazokat. Ekkor ∩nGn = H, y ∈ H \ A.
Legyen xm ∈ A, xm → y. Belátjuk, hogy f(xm) Cauchy sorozat. Legyen
ǫ > 0 rögźıtett. Ekkor 1/n < ǫ/2-ra, mivel y ∈ Gn, ezért ∃x ∈ A, hogy
dX(x, y) < δx. Tehát van olyan m0, hogy m ≥ m0 esetén dX(x, xm) <
δx, azaz dY (f(xm), f(xl)) < 2/n, ha m, l ≥ m0. Így a függvényértékek
Cauchy sorozatot alkotnak. Legyen ekkor f ′(y) = limx→y f(x), a limesz
létezik, hiszen Y teljes. Az ı́gy kiterjesztet függvény folytonos lesz, hiszen
ha yk → y amint k → ∞, yk, y ∈ H, akkor mindegyik yk-hoz választható
olyan xk ∈ A, hogy dY (f(xk), f(yk)) < ǫ minden ǫ > 0-ra. De tudjuk, hogy
f(xk) → f(y), tehát elég nagy k-ra dY (f(y), f(xk)) < 2ǫ. Ezzel beláttuk a
folytonosságot.

2.1. Következmény. Teljes metrikus tér teljesen metrizálható altere Gδ.

Bizonýıtás. Legyen X a tér, A ⊂ X teljes altere. Ekkor f = idA : A → A.
Most az előző álĺıtás miatt van olyan A ⊂ H ⊂ A, H Gδ, hogy f kiterjeszthető
H-ra folytonosan. De ez a kiterjesztés nem lehet más mint idX |H : H → A.
Ekkor H ⊂ A, tehát H = A, ı́gy A Gδ.

2.3. Álĺıtás. Legyen X metrikus tér, Y pedig teljes metrikus. A ⊂ X tesző-
leges, f : A → Y , f |A egyenletesen folytonos. Ekkor f kiterjeszthető A-ra
folytonosan (speciálisan az egész X-re is).

Bizonýıtás. A bizonýıtás menete hasonló 2.2 bizonýıtásához. Elég itt is
belátni, hogy ha x ∈ A, akkor bármely xn → x n → ∞-re f(xn) Cauchy.
Ehhez pedig legyen ǫ > 0 rögźıtett. Az egyenletes folytonosság miatt van
olyan δ, hogy dX(x, y) < δ esetén dY (f(x), f(y)) < ǫ. Ekkor van olyan n0,
hogy n,m ≥ n0 esetén dX(xn, xm) < δ dY (f(xn), f(xm)) < ǫ. Beláttuk, hogy
Cauchy sorozatot alkotnak. Innen a bizonýıtás teljesen analóg.

A következő álĺıtás jellemzést ad a lengyel terek számosságáról.

2.4. Álĺıtás. (Cantor-Bendixson) Minden lengyel tér előáll mint egy perfekt
és egy megszámlálható halmaz diszjunkt úniója.
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Bizonýıtás. Legyen P = {x : ha x ∈ U, U nýılt, akkor |U | > ℵ0} Belátjuk,
hogy M = X \ P megszámlálható. Mivel egy szeparábilis metrikus tér M2

is, ezért y ∈ M esetén van olyan bázisnýılt is, amely megszámlálható és
eleme y. Minden M-beli elemhez rendeljük hozzá ezt a nýıltat. Ekkor egy
nýılt legfeljebb megszámlálható sok ponthoz lett hozzárendelve, hisz maga
is megszámlálható. Tehát |M | = ℵ0. Elég azt igazolni, hogy P perfekt. Ha
p ∈ P , akkor van pn → p sorozat, hogy pn ∈ P . Ekkor p tetszőleges U nýılt
környezetében van pn ∈ U , akkor viszont U nem megszámlálható. Tehát
P = P . Másrészt mivel M megszámlálható, ezért p ∈ P -re és p ∈ U nýıltra
P ⊃ U \ M nem megszámlálható. Így p P-nek torlódási pontja. Tehát P
perfekt.

2.2. Következmény. Egy lengyel tér megszámlálható vagy c számosságú.

2.2. A Borel halmazok regularitási tulajdonságai

2.5. Defińıció. Legyen X lengyel tér, A ⊂ P(X). Az A halmazosztály per-
fekt halmaz tulajdonságú (PHT), ha minden A ∈ A vagy |A| ≤ ℵ0 vagy van
P ⊂ A, ahol P nemüres perfekt.

2.6. Defińıció. Legyen A ⊂ X. Azt mondjuk, hogy A Baire tulajdonságú
(BT), ha van olyan U ⊂ X nýılt, hogy U∆A ∈ M, vagyis első kategóriájú.

2.1. Tétel. Lengyel térben a Borel halmazok rendszere rendelkezik a perfekt
halmaz tulajdnosággal, minden Borel halmaz Baire tulajdonságú, a számossá-
guk pedig c.

A tétel bizonýıtása teljes a következő fejezetben lesz, egyelőre az alábbi
álĺıtást bizonýıtjuk.

2.5. Álĺıtás. Lengyel térben minden nem megszámlálható Borel halmaz tar-
talmaz perfektet, vagyis a Borel halmazok rendszere PHT.

Bizonýıtás. Azt fogjuk belátni, hogy lengyel térben minden Borel halmaz
előáll mint valamely lengyel tér folytonos bijekció általi képe. Ebből már
következik az álĺıtás, hisz ha a Borel nem megszámlálható, akkor a hozzá
tartozó lengyel tartalmaz nemüres perfektet, ennek képe pedig perfekt.

A fenti álĺıtás alapján kapjuk, hogy a nýılt halmazok maguk is lengyel
teret alkotnak a megfelelő metrikával. Belátjuk hogy {A : A ⊂ X,∃Y, f
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folytonos bijekció f(Y ) = A, Y lengyel} tartalmazza a Borel halmazokat.
Legyen (Ai)

∞
i=1 olyan páronként diszjunkt halmazrendszer, melyre fi(Yi) =

Ai, valamely Yi lengyel térre, legyen di a megfelelő metrika. Ekkor van olyan
is, melyre sup{d′

i(x, y) : x, y ∈ Yi} ≤ 1. Most legyen (Y,d) olyan lengyel tér,
mely az Yi-terek diszjunkt uniója és x ∈ Yi, y ∈ Yj -re d(x, y) = d′

i(x, y), ha
i = j és 1 egyébként. Ekkor Y nyilván lengyel és ∪iAi előáll Y folytonos
képeként. Most Ai olyan mint fent, de nem feltétlenül diszjunkt. Legyen
Y =

∏∞
i=1 Yi, ez a tér is lengyel. Ekkor az F = {(y1, y2, ..) : (y1, y2..) ∈

Y, f1(y1) = f2(y2) = ..} zárt, hiszen zárt halmazok metszete, tehát lengyel.
Most az f((y1, y2, ..)) = f1(y1) függvény folytonosan és bijekt́ıven ráképezi
F-et ∩iAi-re.

2.1. Lemma. Legyen X olyan topologikus tér, melyben minden zárt halmaz
Gδ. Ekkor a Borel halmazok rendszere megegyezik a nýıltakat tartalmazó
olyan legszűkebb halmazrendszerrel, amely megszámlálható diszjunkt unióra
és megszámlálható metszetre zárt.

Ezt a technikai jellegű lemmát felhasználva kapjuk az álĺıtást.

Megjegyzés. Van olyan halmaz A ⊂ R-ben, melyre sem A, sem R \ A
nem tartalmaz perfekt halmazt (ezek a Bernstein halmazok). Ehhez soroljuk
fel az R-beli perfekt halmazokat (nyilván c sok van, hiszen zárt halmazokról
van szó), és az α < 2ω-adik lépésben válasszunk egy xα, yα ∈ Pα \ {xβ, yβ :
β < α}, hogy xα 6= yα. Ez megtehető, mivel a levont halmazok számossága
< 2ℵ0. Most A = {xα : α < 2ω} nem tartalmazhat nemüres perfektet, hisz
bármelyikben van yα. Hasonlóan R \ A sem.

3. Analitikus halmazok

3.1. Projekt́ıv hierarchia

3.1. Defińıció. Legyen X lengyel tér. Ekkor az A ⊂ X halmaz analitikus,
ha van olyan Y lengyel tér és f folytonos függvény, hogy f : Y → X és
f(Y ) = A. Az analitikus halmazok rendszerét az X lengyel térben Σ1

1(X)
jelöli.

A Borel halmazokat osztályozhatjuk transzfinit úton is, a következőképp.
Legyen X lengyel tér. Σ0

1 az X-beli nýıltak halmaza Π0
1 a zártaké. Ezután
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indukcióval definiálunk minden ξ < ω1 rendszámra Σ0
ξ = {∩∞

i=0Ai : Ai ∈ Π0
ξ1

valamely ξ1 < ξ}, valamint Π0
ξ = {X \ A : A ∈ Σ0

ξ}.

3.1. Álĺıtás. B =
⋃

ξ<ω1
Σ0

ξ =
⋃

ξ<ω1
Π0

ξ.

Bizonýıtás. Belátjuk hogy a jobb oldalon álló két unió (melyek nyilván
megegyeznek) σ-algebra. Először is, komplementerképzésre nyilván zárt,
másrészt legyen Hn ∈

⋃
ξ<ω1

Σ0
ξ, n ∈ N. Ekkor minden n-re van olyan ξn,

hogy Hn ∈ Σ0
ξn

. Mivel ω1 reguláris, ı́gy van olyan ξ < ω1, hogy Hn ∈ Σ0
ξ min-

den n-re. De Σ0
ξ zárt megszámlálható unióra. Így beláttuk, hogy σ-algebra,

tehát B ⊂
⋃

ξ<ω1
Σ0

ξ. A másik irányú tartalmazás egyszerűbb, transzfinit
indukcióval látszik.

3.1. Következmény. Ha X nem megszámlálható lengyel, akkor |B(X)| = c.

A Borel hierarchia általánośıtható analitikus halmazokra. Legyen Σ1
1(X)

azon halmazok összessége, melyek előállnak mint Borel halmazok folytonos
képei. Definiáljuk most általában Σ1

i+1 halmazokat, mint Π1
i halmazok folyto-

nos képei, Π1
i = {X \ A : A ∈ Σ1

i } i < ω-ra. Az ı́gy definiált halmazok
összességét projekt́ıv halmazoknak nevezzük. A következő álĺıtás mutatja,
hogy a Σ1

1-re adott két különböző defińıció ekvivalens.

3.2. Álĺıtás. Legyen X lengyel tér, A ⊂ X. Ekvivalensek:

1. A analitikus

2. Van olyan Y lengyel tér, és B Borel, hogy B ⊂ X×Y és A = projX(B)

3. Van olyan F ⊂ X × ωω zárt, hogy A = projX(B).

Bizonýıtás. A 3. ⇒ 2. ⇒ 1. implikáció nyilványaló. Most tegyük fel,
hogy A analitikus. Ekkor van olyan Y lengyel, f folytonos, hogy f(Y ) = A.
Másrészt ismert, hogy minden lengyel tér előáll ωω folytonos képeként, legyen
g : ωω → Y ilyen leképezés. Ekkor f(g(ωω)) = A. Legyen F = {(f(g(y)), y) :
y ∈ ωω} ⊂ X × ωω. A kompoźıció folytonossága miatt F zárt, ı́gy beláttuk
az 1. ⇒ 3. implikációt.
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3.2. Szuszlin operáció

Most az analitikus halmazokat teljesen más formában fogjuk előálĺıtani.

3.2. Defińıció. Legyen Ps ⊂ X halmazok egy rendszere, ahol s ∈ [ω]<ω.
Ekkor a Szuszlin operáció ezen halmazrendszerekből a

AS =
⋃

x∈ωω

⋂

n

Px|n

halmazt álĺıtja elő, ahol x|n jelöli x első n koordinátáját.

3.1. Tétel. Legyen (X,d) lengyel tér. Egy A ⊂ X halmaz pontosan akkor
analitikus, ha A = AsFs, ahol Fs zárt halmazok rendszere.

Bizonýıtás. Ha A = AsFs, akkor tekintsük a következő P ⊂ ωω × X
halmazt: P = {(x, y) : ∀n(y ∈ Px|n)}. Ekkor ProjX(P ) =

⋃
x

⋂
n Px|n = A,

valamint P Borel. Így A analtikus. Visszafelé, ha most A analitikus, akkor
van Y lengyel tér, és f folytonos f : Y → X, hogy f(Y ) = A. Tudjuk,
hogy minden lengyel tér előáll mint ωω folytonos képe, ezért van olyan g :
ωω → X folytonos, hogy g(ωω) = A. Legyen s ∈ ω<ω, Gs = {x ∈ ωω :
∃n ∈ ω, x|n = s}. Definiáljuk most a Fs = g(Gs) halmazokat. Legyen
x ∈

⋂
n Fy|n, y ∈ ωω, ı́gy van olyan xn ∈ g(Gy|n) minden n ∈ ω-re sorozat,

hogy d(x, xn) < 2−n. Legyen yn olyan, hogy g(yn) = xn. Ekkor yn → y,
másrészt, mivel g folytonos, és diam(Gy|n) → 0, ezért diam(Fy|n) → 0,
ı́gy

⋂
n Fy|n = x teljesül zártságuk miatt. Ismét a folytonosságot használva

x = f(y). Így A =
⋃

x

⋂
n Fx|n.

3.3. Analitikus halmazok regularitási tulajdonságai

Az alábbi tételek mutatják, hogy milyen viszonyban állnak egymással lengyel
térben a Borel és Σ1

1 halmazok.

3.2. Tétel. Legyen X nem megszámlálható lengyel tér. Ekkor B(X) 6= Σ1
1(X).

3.3. Tétel. (Luzin Szeparációs tétel) Legyen X lengyel tér, A,B ⊂ X disz-
junkt analitikusak. Akkor van egy C ∈ B(X), hogy A ⊂ C és C ∩ B = ∅,
vagyis C szeparálja a két halmazt.

3.2. Következmény. Ha X lengyel, akkor B(X) = Σ1
1(X) ∩ Π1

1(X).
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Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy A ∈ Σ1
1(X) ∩ Π1

1(X). Ekkor a fenti tételt
alkalmazva A-ra és X \A-ra van olyan C Borel, hogy C ⊃ A és C∩X \A = ∅.
Tehát C = A, azaz A Borel. A másik irányú tartalmazás nyilvánvaló.

Most az analitikus függvénygrafikonokról szóló fontos tételt látjuk be.

3.3. Álĺıtás. Legyenek X, Y lengyel terek, f : X → Y . f grafikonja pontosan
akkor analitikus X × Y -ban, ha Borel.

Bizonýıtás. Az egyik irány nyilványaló. Most legyen A ⊂ Y Borel. Ekkor
f−1(A) = projX((A × X) ∩ graf(f)), ı́gy nyilván analitikus lesz. Másrészt
f−1(A) = X \ projX(((Y \ A) × X) ∩ graf(f)) ı́gy ko-analitikus is. Ekkor
viszont Borel. Azaz f-nél minden Borel halmaz őse Borel. Most tekintsük
a h : X × Y → Y × Y lekepézest h(x, y) = (f(x), y)-ként definiálva. Ha
G ⊂ Y ×Y nýılt, akkor előáll mint megszámlálható sok nýılt tégla egyeśıtése,
ezek ősképe pedig Borel. Akkor minden Borel halmaz h szerinti őse Borel,
speciálisan ∆ = {(y, y) : y ∈ Y } zárt halmazé is. h−1(∆) = {(x, f(x)) : x ∈
X} = graf(f) is Borel.

Az analitikus halmazok a fentieken felül a Borelekhez hasonlóan számos
regularitási tulajdonsággal rendelkeznek.

3.3. Defińıció. Egy H ⊂ X, X mérhető tér, univerzálisan mérhető, ha min-
den σ-véges Borel mérték szerint mérhető.

3.4. Tétel. Legyen X lengyel tér. Ekkor A ∈ Σ1
1(X) esetén

1. A univerzálisan mérhető

2. Ha |A| > ℵ0, akkor A tartalmaz perfekt halmazt

3. A Baire tulajdonságú

Bizonýıtás. Csak 2. bizonýıtjuk. Ennél általánosabb álĺıtást látunk be.
Legyen f : X → Y folytonos, X, Y lengyel, f(X) nem megszámlálható. Ekkor
tartalmaz perfektet. Ehhez legyen H ⊂ X olyan, hogy f |H bijekt́ıv. Ek-
kor nyilván |H| > ℵ0. Most mivel lengyel térben vagyunk, ezért Tekintsük
H⋆ = {x : x ∈ H,∀U nýılt x ∈ U -ra |U ∩H| > ℵ0}. Könnyű látni most, hogy
H⋆ nem megszámlálható, ez abból következik, hogy H⋆ \H megszámlálható,
hasonlóan a Cantor-Bendixson tétel bizonýıtásában található indokláshoz.
Legyen most s ∈ 2<ω sorozat. Ekkor definiáljuk a Bs zárt gömböket a követ-
kezőképp:
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• Bs zárt gömb, melynek középpontja H⋆-beli

• Bs,i ⊂ Bs, ahol i ∈ {0, 1}

• f(Bs,0) ∩ f(Bs,1) = ∅

• diam(Bt|n) → 0 midőn n → ∞, minden t ∈ 2ω-ra.

1. és 2. megtehető mivel H⋆ minden pontja torlódási pontja, 3. pedig a
folytonosságnak köszönhető. Ekkor ez egy perfekt séma, ı́gy az

⋃
t

⋂
n Bt|n

halmaz homeomorf 2ω-val. Másrészt f rajta folytonos és injekt́ıv, tehát a
kompaktság miatt homeomorfizmus, azaz f(X) tartalmaz egy perfekt hal-
mazt.

Megjegyzés.

1. A tételből látszik, hogy minden Borel is BT. Ez direkt úton is egy-
szerűen látszik, abból a könnyen bizonýıtható tényből, hogy a BT hal-
mazok σ-algebrát alkotnak. Viszont a BT halmazok halmaza ennél
sokkal tágabb, még azt a legszűkebb σ-algebrát is tartalmazzák, amely
zárt a Szuszlin operációra.

2. Van olyan lengyel térbeli halmaz amely nem rendelkezik BT-vel. Ha A
BT, akkor R\A vagy A nem első kategóriájú. Tegyük fel, hogy X\A az.
Most R\A is rendelkezik a BT-vel, hisz (X\A)∆(X\U) első kategóriájú,
hasonlóképp (X \U)∆(int(X \U))-hoz. Ekkor legyen (X \A)∆G ⊂ F ,
ahol F első kategóriájú, zárt, ı́gy H = U \ F Gδ, valamint A \ H ⊂ F ,
tehát X \ A vagy A tartalmaz egy második kategóriájú Gδ halmazt,
amely tartalmaz perfektet. Azt viszont tudjuk hogy ez nem teljesül
minden A-ra és X \ A-ra.

Annál, hogy Σ1
1 PHT több valamivel több is igaz.

3.5. Tétel. Bármely analitikus halmaz előáll mint ℵ1 sok Borel uniója vagy
metszete.

3.3. Következmény. Bármely Σ1
2 halmaz előáll mint ℵ1 sok Borel uniója.
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Bizonýıtás. A tételből következik, hogy minden Π1
1 halmaz előáll mint ℵ1

Borel uniója vagy metszete. Ekkor a Σ1
2 halmazok a ko-analitkusak folytonos

képei, azaz előállnak mint ℵ1 Borel halmaz uniójának folytonos képe, azaz
mint a képek uniója. De a képek Σ1

1-beliek, ı́gy bármely Σ1
1 halmaz előáll,

mint ℵ2
1 = ℵ1 sok Borel uniója.

3.4. Következmény. Tegyük fel, hogy ω1 < 2ω. Ekkor lengyel térben Π1
1

valamint Σ1
2 is PHT.

Ez a tény abból következik, hogy mindkét esetben van ℵ1 Borel, amely
uniójaként előáll. Ekkor valamelyik nem megszámlálható, hisz ω ∗ ω1 = ω1,
tehát tartalmaz perfekt halmazt.

4. Nevezetes σ-ideálok

4.1. Defińıció. Legyen X topologikus tér. Ekkor I ⊂ P(X) ideál, ha A,B ∈
I esetén A ∪ B ∈ I valamint C ⊂ A, akkor C ∈ I. I σ-ideál, ha ideál és
zárt a megszámlálható unióra, azaz An ∈ I, akkor ∪n∈ωAn ∈ I

Ezentúl mindig fel fogjuk tenni, hogy X /∈ I, hisz egyébként P(X) = I.

4.1. Példa. σ-ideált alkotnak Rn-ben a Lebesgue-nullmértékű vagy az első
kategóriájú halmazok. Ezeket R-ben Nn-nel illetve Mn-nel jelöljük megfelelő-
en, n=1 esetén az indexelést elhagyjuk. Mivel σ-ideálok metszete is σ-ideál,
ı́gy egy topologikus térben tetszőleges halmazrendszerre értelmezhető az általa
generált σ-ideál, ez nem más, mint az azt tartalmazó σ-ideálok metszete.

4.1. Álĺıtás. Egy A halmazrendszer által generált σ-ideál éppen az A-elemei-
ből álló megszámlálható uniók részhalmazainak halmaza.

Mi elsősorban Rn-beli σ-ideálokkal fogunk foglalkozni. Jelölje a v́ızszintes
vagy függőleges tengelelyen értelmezett folytonos, differenciálható, stb. függ-
vények grafikonjai által generált σ-ideált R2-ben C∪(C)−1, D1∪(D1)−1, stb.

Fontos helyet foglalnak el a σ-ideálok vizsgálatában az alábbiakban defini-
ált számosságinvariánsok.

4.2. Defińıció. cov(I)=min{κ : ∃A, |A| = κ,A ⊂ I,
⋃

A = X},
non(I)=min{κ : A, |A| = κ,A /∈ I}
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cof(I)=min{κ : ∃A, |A| = κ, A ⊂ I és (∀B ∈ I)(∃A ∈ A)(B ⊂ A)}
add(I)=min{κ : ∃A, |A| = κ,A ⊂ I,

⋃
A /∈ I}

A következő álĺıtás ezen számosságinvariánsok általános tulajdonságairól
szól.

4.2. Álĺıtás. Legyen X topologikus tér, I σ-ideál olyan, hogy [X]<ω ⊂ I.
Ekkor teljesülnek:
add(I) ≤cov(I)≤cof(I), valamint
add(I) ≤non(I)≤cof(I).

Bizonýıtás. add(I) ≤ cov(I) és add(I) ≤ non(I) hisz X /∈ I illetve az X
pontjai I-beliek. cov(I) ≤ cof(I), mivel X ⊂

⋃
I, amely része a kofinális

halmazok uniójának. Most pedig, ha A ⊂ I kofinális, akkor válasszuk H ⊂
X-et olyannak, hogy H ∩ (X \ A) 6= ∅ mindegyik A ∈ A-ra. Ekkor |H| ≤
cof(I), de H /∈ I hiszen egyébként volna A-bel őt majoráló.

4.1. A Cichoń diagram

Most megvizsgáljuk, hogy M és N esetében ezen számosságinvariánsokról
mi mondható.

4.3. Defińıció. Legyen most

b = min{|F | : F ⊂ ωω, 6 ∃g ∈ ωω,∀f ∈ Ff ≤⋆ g}

d = min{|F | : F ⊂ ωω,∀g ∈ ωω∃f ∈ F, g ≤⋆ f}

Ahol f ≤⋆ g, ha van olyan n0 ∈ ω, hogy ∀n ≥ n0-ra f(n) ≤ g(n).

Megjegyzés. Tekintsük ωω-ban a kompakt halmazok által generált σ-ideált.
Legyen S. Akkor non(S) = add(S) = b és cov(S) = cof(S) = d. Ez abból
következik, hogy ωω-ban egy halmaz pontosan akkor σ-kompakt, vagyis S-
beli, ha van őt ≤⋆ értelemben majoráló elem. Ha tehát F ⊂ S olyan, hogy
|F | = add(S) és

⋃
F /∈ S, akkor a defińıció miatt |F | = b. A többi álĺıtás is

hasonlóan látszik. A Cichoń diagram ı́gy jellemzi M, N , S-hez kapcsolódó
számosságinvariánsokat.

4.1. Tétel. Teljesülnek
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• cov(N ) ≤ non(M) ≤ cof(M) ≤ cof(N ) ≤ 2ℵ0

• ℵ1 ≤ add(N ) ≤ add(M) ≤ cov(M) ≤ non(N )

• add(M) = min{b, cov(M)}, valamint cof(M) = max{d, non(M)}

• Természetesen add(N ) ≤ cov(N ), non(N ) ≤ cof(N ) és b ≤ d.

Ezen felül ezeket az egyenlőtlenségeket teljeśıtve bárhogyan is rendelünk a
10 számosságinvariánshoz ℵ1-et illetve ℵ2-t, van olyan ZFC modell, amely-
ben azokat az értékeket veszik fel. Ez a Cichoń diagram. Ez utóbbi álĺıtás
bizonýıtása megtalálható [5]-ben.

Megjegyzés. Az egyenlőtlenségek egy része a fent bizonýıtott álĺıtás követ-
kezménye. Másrészt I=N -ről tujduk, hogy bármely nullmértékű halmaznak
van Gδ burka, mely szintén nullmértékű. Tekintsük tehát Gδ∩N -t, ez nyilván
c számosságú, és megfelel a ḱıvánalmaknak, azaz cof(N )-re megkaptuk a
ḱıvánt felső becslést. Hasonlóan az Fσ ∩ M-et tekintve, legyen M ∈ M.
Ekkor M = ∪∞

n=1Sn, ahol Sn sehol sem sűrű. Tehát Sn sehol sem sűrű.
Akkor M ⊂ ∪∞

n=1Sn, amely nyilván Fσ. Most belátjuk, hogy R előáll mint egy
nullmértékű és egy első kategóriájú halmaz uniója. Legyen (rn) a racionális
számok egy felsorolása. Most Gm = ∪n(rn − 2−(n+m), rn + 2−(n+m)). Ekkor
Gm nýılt és sűrű. Legyen N = ∩mGm. Ekkor Gm sűrű Gδ ı́gy komplementere
első kategóriájú, viszont λ(N) ≤ λ(Gm) ≤ 2−m minden m-re, tehát λ(N) =
0. Ebből a tényből következik, hogy cov(N ) ≤ non(M), hisz legyen most
R = N ∪M , M ∩N = ∅, ahol N ∈ N , M ∈ M, S pedig olyan, hogy S /∈ M,
|S| = non(M). Ekkor S + N = {x + y : x ∈ S, y ∈ N}-re R ⊂ S + N ,
ugyanis ha p ∈ R \ (S + N), akkor p − S ∩ N = ∅, azaz p − S ⊂ M , akkor
viszont p-S amely S-nek egy eltoltja első kategóriájú volna, amely ellentmond
a feltételnek. Tehát R lefedhető N |S| sok eltoltjával, ı́gy cov(N ) ≤ non(M).
Hasonlóan látszik, hogy cov(M) ≤ |S| = non(N ). A többi egyenlőtlenséget
a következőkben tárgyalt lemma felhasználásával igazolhatjuk.

4.4. Defińıció. Legyen P részbenrendezett halmaz. Ekkor cof(P) a legkisebb
kofinális részhalmaz számossága, mı́g add(P) a legkisebb nem korlátos hal-
mazé.

4.5. Defińıció. P,Q tetszőleges részbenrendezett halmazokra az f : P →
Q rendezéstartó injekciót Tukey-beágyazásnak nevezzük, ha bármely korlátos
halmaz őse korlátos.
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4.3. Álĺıtás. Tegyük fel, hogy létezik f Tukey-beágyazás P és Q között. Ekkor
add(Q) ≤ add(P ) és cof(P ) ≤ cof(Q).

Bizonýıtás. add(P ) ≥ add(Q) nyilvánvaló, hisz ha S ⊂ P nem korlátos,
akkor f(S) sem lehet az, mert akkor f−1(f(S)) ⊃ S is az volna, speciálisan S
is. Most legyen S ⊂ Q kofinális. Minden s ∈ S a {q : q ∈ Q, q ≤ s} korlátos,
ı́gy f−1({q : q ∈ Q, q ≤ s}) is az, legyen a korlátja ps. Ekkor {ps : s ∈ S}
kofinális. Legyen ugyanis p ∈ P tetszőleges. Ekkor f(p) ≤ r valamely r ∈ S.
Így p ∈ f−1({q : q ∈ Q, q ≤ s}), azaz p ≤ pr.

A lemmát használva elég belátni, hogy van N → M illletve M → S
Tukey-beágyazás, amiből már következik a maradék egyenlőtlenség, persze
ez meglehetősen nehéz.

5. Az IS-halmazok és tulajdonságaik

5.1. IS halmazok defińıciója

5.1. Defińıció. Legyen I ⊂ Rm σ-ideál. Egy H halmazt ISκ halmaznak
nevezünk, ha minden A ∈ I-re |A ∩ H| ≤ ℵ0, de |H| = κ > ℵ0.

5.1. Álĺıtás. Tegyük fel, hogy [X]<ω ⊂ I

1. Ha van valamely κ-ra ISκ halmaz, akkor κ ≤ cov(I) és add(I) =
non(I) = ℵ1.

2. Legyen I tetszőleges σ-ideál |X| = c. Ekkor az IS halmazok σ-ideált
alkotnak.

3. Tegyük fel, hogy cof(I) = ℵ1. Ekkor van ISℵ1
halmaz.

Bizonýıtás.

1. Ha κ > cov(I) = λ teljesülne, akkor volna olyan I-beli, amely legalább
κ pontban metszené H-t, másrészt nyilván H /∈ I, sőt minden G ⊂ H
nem megszámlálhatóra G /∈ I igaz.

2. Nyilvánvaló.
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3. Legyen A ⊂ I kofinális halmazrendszer, ennek egy felsorolása (Aα)α<2ω ,
Aα ∈ A. Transzfinit rekurzióval megadunk egy halmazt, mely teljeśıti
a feltételt. Legyen α < 2ω-ra xα ∈ X \ (∪β<αAβ ∪ {xβ : β < α}). Ilyet
mindig választhatunk, hisz ∪β<αAβ ∪{xβ : β < α} megszámlálható sok
I-beli halmaz uniója, mivel |{xβ : β < α})| = ℵ0, ı́gy maga is I-beli.
Ekkor H = {xα : α < 2ω}-ra |H| = ℵ1, legyen B ∈ I. A kofinalitás
miatt ∃Aα ∈ A, hogy B ⊂ Aα. Ekkor B∩H ⊂ Aα∩H ⊂ {xβ : β < α},
amely halmaz megszámlálható. Tehát |B ∩ H| = ℵ0

Jelölje most az R → R2 differenciálható görbék képeinek halmaza által
generált σ-ideált D2,1.

5.2. Álĺıtás. cov(D1 ∪ (D1)−1) ≥cov(D2,1) ≥ cov(N ) > ℵ0.

Bizonýıtás. Elég belátni, hogy bármely differenciálható görbe képhalmaza
nullmértékű, hiszen ebből következik az álĺıtás. Ennél többet bizonýıtunk.

5.1. Lemma. Legyen γ : I → R differenciálható és H ⊂ I, melyre x ∈ H
esetén |γ′(x)| ≤ c valamely c konstansra. Ekkor λ(f(H)) ≤ k(cλ)2(H), ahol
k H-tól független konstans.

Ekkor rögźıtett ǫ > 0-ra ∀x ∈ H van olyan δ > 0, hogy |x − y| < δ esetén
|γ(x) − γ(y)| < (1 + ǫ)c|x − y|. Az intervallumokat a hozzájuk tartozó pon-
tokkal indexeljük. Ekkor az ı́gy kapott intervallumrendszerből konstruálható
olyan az eredeti intervallumok részintervallumainak megszámlálható rendsze-
re, melyre a többször fedett pontok halmazának mértéke kisebb mint az erdeti
mérték konstansszorosa, valamint az intervallumok uniója megegyezik az ere-
deti unióval1. Most legyen G nýılt olyan, hogy H ⊂ G és λ(G) ≤ λ(H) + ǫ.
Ekkor messük el a fent emĺıtett intervallumrendszert G-vel, az ı́gy kapott
rendszer legyen G. Ha Ix0

∈ G, akkor γ(Ix0
) ⊂ {z : |z−f(x0)| < (1+ǫ)cλ(I)}

valamely x0 ∈ I1-re. Becsüljük meg λ(γ(
⋃
G)-t. λ(γ(

⋃
G)) = λ(γ(

⋃
x Ix)) ≤∑

x λ(γ(Ix)), amelyre nyilván igaz, hogy

∑

x

λ(γ(Ix)) ≤
∑

x

λ({z : |z−f(x)| < (1+ǫ)cλ(Ix)}) = π(1+ǫ)2
∑

x

(cλ(Ix))
2

Ekkor

π(1 + ǫ)2
∑

x

(cλ(Ix))
2 ≤ π(1 + ǫ)2c2(

∑

x

λ(Ix))
2 ≤ K1π(1 + ǫ)2c2(λ(H) + ǫ)2

1
Ez az ún. Besicovitch tétel
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Így azt kapjuk, hogy λ(γ(H)) ≤ K1π(1 + ǫ)2c2(λ(H) + ǫ)2 minden ǫ > 0-ra
teljesül tehát ǫ → 0 esetén, λ(γ(H)) ≤ kc2(λ(H))2.

Most pedig legyen Hn = {x : |γ′(x)| < n}. Tudjuk, hogy ∪∞
1 Hn = I és

Hn mérhető, hiszen γ′ Borel. Legyen ǫ > 0 rögźıtett, λ(Hn) = an, an 6= 0−ra
legyen m > n2an/ǫ. Van olyan Hk

n diszjunkt m elemű part́ıciója Hn-nek, hogy
λ(Hk

n) = λ(Hn)/m. Most

λ(γ(Hn)) ≤
m∑

k=1

λ(γ(Hk
n)) ≤

m∑

k=1

n2λ2(Hk
n) = n2λ2(Hn)/m < ǫ

Ez teljesül minden ǫ-ra ı́gy mindegyik γ(Hn) nullmértékű, tehát γ(I) is. Így
minden korlátos intervallum képe nullmértékű, azaz egész R képe is.

5.1. Következmény. (CH) 5.1 és 5.2 miatt van olyan c számosságú halmaz,
amely minden differenciálható görbét megszámlálható sok pontban metsz. Töb-
bet is álĺıthatunk, nevezetesen, hogy van olyan is, mely minden első kategó-
riájút vagy nullmértékűt is megszámlálható sok pontban metsz, hiszen CH
esetén cof(M) = cof(N ) = c. A kettőt egyszerre pedig nyilván nem követel-
hetjük meg, hisz a śık is felbontható egy első kategóriájú és egy nullmértékű
halmaz uniójára. (4.1)

Megjegyzés. A tétel hasonlóan látható be Lipschitz görbékre is. Más a helyzet
folytonos görbékkel, hiszen ismert konstrukció a Peano-görbe, amely ráképezi
R-et R2-re. Ez könnyen látszik a következőkből. Van folytonos 2ω → 2ω×2ω,
például ha s ∈ 2ω, akkor legyen f(s) = ((s)2i, (s)2i+1). Másrészt a Cantor
függvény ráképezi 2ω-t az egységintervallumra. Ezek kompoźıcióját véve ka-
punk egy 2ω → I × I folytonos ráképezést. A Tietze-tétel miatt ez kiterjed
folytonosan I-re. Ha csak folytonos függvényeket és azok inverzeit engedjük
meg, akkor a következő a helyzet.

5.3. Álĺıtás. Legyen f : R → R folytonos. Ekkor graf(f) ∈ M2.

Bizonýıtás. A folytonosság miatt graf(f) zárt, ı́gy ha nem volna első
kategóriájú a śıkon, akkor tartalmazna nýılt halmazt. Ez pedig nyilván nem
teljesül. Így beláttuk azt is hogy cov(C ∪ (C)−1) ≤ cov(M).
Most ebből az is látszik, hogy (CH) esetén van a śıkon (C∪ (C)−1)Sc halmaz,
hisz ha a bővebb ideálra van ilyen, akkor a szűkebbre is szükségképp. Látni
fogjuk, hogy van olyan ZFC modell, ahol ez nem igaz.

Kérdés. Van-e egyéb összefüggés ISκ számosságú halmaz létezése esetén
κ és a többi számosságinvariáns között?
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5.2. Analitikus ISc tulajdonságú halmazok

Természetes kérdés, hogy egy nem megszámlálható halmaz, amely rendelke-
zik a (C1∪(C1)−1)Sc-tulajdonsággal, mennyire lehet ”szép”? Erre próbálunk
válaszolni a következőkben. Az erről szóló általunk belátott álĺıtáshoz azon-
ban szükség van néhány nevezetes tételre.

5.1. Tétel. Legyen P ⊂ R perfekt, f : P → R folytonos. Ekkor van olyan
Q ⊂ P nemüres perfekt, hogy f |Q deriváltja minden pontban létezik (véges
vagy végtelen).

5.2. Tétel. (Luzin-Novikov) Legyenek X,Y lengyel terek, P ⊂ X ×Y Borel,
∀x-re {y : (x, y) ∈ P} megszámlálható. Ekkor ∃Pn, n ∈ ω, hogy

⋃
n∈ω Pn =

P , ahol Pn Borelek és |Pn∩{(x0, y) : y ∈ Y }| ≤ 1 minden rögźıtett x0 ∈ X-re.

5.3. Tétel. (Whitney kiterjesztési tétel) Legyen A ⊂ Rn zárt, α multiindex
és minden x, y ∈ A-ra teljesül, hogy

Dα(x) =
∑

|β|≤m−|α|

Dα+βf(y)

β!
(x − y)β + Rα(x, y)

ahol Rα → 0 egyenletesen o(|x−y|m−|α|) rendben x, y → a esetén. Ekkor van
olyan F : Rn → R függvény, hogy F |A = f , DαF |A = Dα|f és F ∈ Cm(Rn).

5.2. Lemma. Legyen f : P → R differenciálható P-n, P perfekt. Ekkor van
olyan C1-beli függvény, amely megegyezik vele egy Q ⊂ P perfekt halmazon.

Bizonýıtás. Tekintsük az

Sn,k = {x ∈ P : |
f(y) − f(x)

y − x
− f ′(x)| ≤ 1/n, ha|y − x| ≤ 1/k, y ∈ P \ {x}}

Ekkor mindegyik Sn,k Borel, rögźıtett n-re P = ∪∞
k=1Sn,k. A Cantor függvény

konstrukciójához hasonlóan létezik olyan φ homeomorfizmus, hogy 1 < λ(φ(P )).
Így φ(Sn,k) Borel, tehát mérhető. Minden n-re válasszunk egy olyan kn-et,
hogy λ(φ(Sn,kn

)) > λ(φ(P )) − 1/2n teljesüljön. Ekkor λ(φ(∩∞
n=1Sn,kn

) =
λ(∩∞

n=1φ(Sn,kn
)) > 0. Speciálisan ∩nSn,kn

nem megszámlálható és Borel,
tehát tartalmaz Q nemüres perfektet. Erről viszont f |Q kiterjeszthető R-re
a Whitney kiterjesztési tétel miatt.
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5.3. Lemma. Legyen f : P → R Borel, P nemüres perfekt. Ekkor létezik
folytonos megszoŕıtása perfekt halmazra.

Bizonýıtás. Hasonlóan igazolható mint az előző tétel azzal a különbséggel,
hogy

Sn,k = {x ∈ P : |f(y) − f(x)| ≤ 1/n, ha|y − x| ≤ 1/k, y ∈ P}

halmazokat használjuk, melyek f Borel mérhetősége miatt Borelek.

5.4. Álĺıtás. Legyen H (C1 ∪ (C1)−1)S≥ℵ1
halmaz. Ekkor H nem lehet ana-

litikus.

Bizonýıtás. Azt fogjuk belátni, hogy ebben az esetben van vagy a függőleges
vagy a v́ızszintes tengelyen értelmezett folytonosan differenciálható függvény,
mely H-t kontinuum számosságú halmazban metszi. Mivel H analitikus és
nem megszámlálható, ezért tartalmaz perfekt halmazt, legyen ez H’. H’ min-
den függőleges egyenest megszámlálhatós sok pontban metsz (hiszen már
H is), tehát a Luzin-Novikov tétel szerint van Borel uniformizációja, tehát
létezik olyan A ⊂ R és f : A → R Borel, hogy A = proj(H ′), és f(A) ⊂ H.
Így az is látszik, hogy |A| = c, hisz A zárt (feltehető, hogy H’ korlátos,
tehát kompakt ı́gy folytonos képe is az) és nem megszámlálható (különben
H is az volna), tehát tartalmaz nemüres perfekt halmazt, legyen ez P. Ekkor
∃Q ⊂ P nemüres perfekt, hogy f |Q folytonos. Ekkor a fenti tétel szerint van
olyan R ⊂ Q melyen f deriváltja létezik. Mivel f Borel, ezért f’ is az. Ha
az {x : x ∈ R, f ′(x) = ∞} nem megszámlálható, akkor tartalmaz perfektet
(hisz Borel). Szoŕıtsuk meg erre f-et, és legyen g = f−1, erre már teljesül,
hogy g′ ≡ 0, egy perfekt halmazon. Hasonlóan −∞ esetén. Tehát feltehető,
hogy f egy olyan P perfekten értelmezett, melyen f’ mindenütt véges. Mivel
Borel, ezért van perfektre való folytonos megszoŕıtása, legyen ezen halmaz
P1. Ekkor viszont a fent igazolt lemma f |P1-re alkalmazható azaz létezik egy
olyan h ∈ C1(I), hogy h|P1 = f |P1.

5.5. Álĺıtás. (¬CH) Ha H-ról ezen felül még azt is feltesszük, hogy |H| >
ℵ1, akkor Σ1

2 sem lehet.

Bizonýıtás. Az álĺıtás bizonýıtásában H-ról csak azt használtuk, hogy tar-
talmaz perfekt halmazt. Azaz megkaptuk, hogy bármely śıkbeli perfekt hal-
mazt tartalmazó halmazhoz van olyan egyik vagy másik tengelyen értelmezett
függvény mely kontinuum sok pontban metszi.

Egy erősebb következtetést is levonhatunk, ha használjuk a következő
nehéz tételt.
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5.2. Defińıció. Legyen X lengyel tér, A ⊂ X Kσ, ha A = ∪n∈ωKn, ahol
kompakt.

5.4. Tétel. (Arsenin, Kunugui) Legyen X mérhető tér, Y pedig lengyel, P ⊂
X × Y Borel és minden Px szekciója Kσ. Ekkor van Borel uniformizációja,
vagyis olyan Borel részhalmaza, melynek minden szekciója legfeljebb 1 elemű.

5.3. Defińıció. Legyen X topologikus tér. Ekkor egy H halmazról azt mond-
juk, hogy ∈ (s0) vagy Marczewski-null, ha minden P ⊂ X perfektre van
Q ⊂ P perfekt, hogy Q ∩ H = ∅.

5.6. Álĺıtás. Ha X ⊂ R2 és X (C1 ∪ (C1)−1)S≥ℵ1
, akkor X ∈ (s0).

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy van olyan P nemüres, hogy minden perfekt
részhalmaza metszi X-et. P-nek minden szekciója Kσ, ı́gy van Borel unifor-
mizációja. P vetülete nem lehet megszámlálható, hisz akkor |P ∩ X| ≤ ℵ0

teljesülne, ugyanis P minden (x, Px) szekciója legfeljebb megszámlálható sok
pontban metszi X-et. Tehát P-nek a P’ Borel uniformizációja |P | > ℵ0 spe-
ciálisan tartalmaz nemüres perfekt halmazt. Legyen ez Q. Mivel Q ⊂ P ,
ezért Q∩X 6= ∅. Ha |Q ∩X| ≤ ℵ0 volna, akkor Q \X nem megszámlálható
Borel lenne, ı́gy tartalmazna X-től diszjunkt perfektet. Másrészt van vagy
egy C1-beli függvény vagy egy (C1)−1-beli f, melyre R ⊂ graf(f) ∩ Q, ahol
R nemüres perfekt. De akkor |R ∩ X| > ℵ0, azaz |graf(f) ∩ X| > ℵ0. Ez
ellentmondás. Tehát X ∈ (s0).

Megjegyzés. Lengyel térben [X]<2ω

⊂ (s0). Ez azért igaz, mert egy perfekt
halmaz tartalmaz 2ω sok diszjunkt nemüres perfektet. Ha |S| < 2ω, akkor S
nem metszheti mindegyiket. Így S ∈ (s0). Ezen felül ezzel beláttuk, hogy van
olyan modell, amelyben (s0) tartalmaz c számosságú halmazokat. Valójában
ez ZFC-ben is teljesül.

Ha megpróbáljuk a σ-ideált csökkenteni, akkor biztosan találunk IS-
tulajdonságú halmazt.

5.7. Álĺıtás. Van olyan P ⊂ R halmazon értelmezett folytonos függvény,
melynek grafikonja (D2 ∪ (D2)−1)S tulajdonságú.

Előbb használjuk a következő függvényt.

5.8. Álĺıtás. Van olyan h0 R-en értelmezett függvény, melynek deriváltja
mindenütt folytonos, és létezik hozzá egy P ⊂ R nemüres perfekt halmaz,
amelyen h′

0|P = ∞.
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Bizonýıtás. Legyen C egy tetszőleges perfekt, sehol sem sűrű halmaz [2,3)-
ban, amelynek eleme 2. Az f0 függvény pedig olyan, hogy f0(x) = x−2,
ha 0 < x < 1, f0(x) = d(C, x), ha x ≤ 1. Ekkor nyilván folytonos
(0,∞)-n és f0|C = 0. Legyen f =

∫ x

1
f0(s)ds. Ekkor f = 1 − 1/x, ha

x ∈ (0, 1), egyébként f ′ = f0. Világos, hogy f szigorúan monoton. Legyen
h0 = f−1. Mivel f folytonos és injekt́ıv, ezért f(C) zárt, sőt perfekt. Másrészt
h′

0(f(C)) = ∞.
Bizonýıtás. (5.7) Legyen most h(x) =

∫ x

0
h0(s)ds. Látható, hogy h mo-

noton növő. h′ = h0, tehát h′′|P = ∞. Legyen g = h−1, ekkor g ∈ C1.
g′(x) = 1/h0(g(x)), ı́gy g’ is differenciálható. Most

g′′(x) = −(h′(g(x)))−2h′′(g(x))g′(x) = −h′′(g(x))(g′(x))3

Tehát (h−1)′′|h(f(C)) = −∞. Legyen f tetszőleges kétszer differenciálható
függvény. Ekkor ha a {x : f(x) = h(x)} halmaznak van torlódási pontja,
akkor ott f ′′(x) = ∞. Hasonlóan a másik tengelyen értelmezett függvény
sem metszheti végtelen sok pontban.
Ilyen függvényre egy másik konstrukció található [9]-ben, a fent tárgyalt
Ciesielskitől való [3].

6. Martin axiómája és következményei

6.1. Alapvető defińıciók, motiváció

6.1. Defińıció. Egy (P,≤) párt kényszerképzetnek nevezünk, ha ≤ egy rész-
benrendezés P-n, azaz ha p ≤ q és q ≤ p, akkor q = p, valamint r ≤ q, q ≤ p
akkor r ≤ p.

6.2. Defińıció. Ha P kényszerképzet, p, q ∈ P kompatibilisek, ha van közös
kiterjesztésük vagyis olyan r ∈ P , hogy r ≤ p és r ≤ q.

6.3. Defińıció. Egy D ⊂ P halmazt sűrűnek mondunk P-ben, ha ∀p ∈ P
∃q ∈ D, hogy q ≤ p.

6.4. Defińıció. A G ⊂ P halmazt filternek nevezzük, ha

• p, q ∈ G-re ∃r ∈ G, hogy r ≤ p és r ≤ q

• p ∈ G és p ≤ q esetén q ∈ G teljesül.
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Ehhez kapcsolódik a következő tétel.

6.1. Tétel. (Rasiowa-Sikorski) Legyen (P,≤) tetszőleges kényszerképzet, (Di)
megszámlálható sok sűrű halmaz. Ekkor van olyan G filter, amely mindegyi-
ket elmetszi.

Bizonýıtás. p0 ∈ D0. Mivel D1 sűrű ezért van p1 ∈ D1, hogy p1 ≤ p0.
Indukcióval folytatva ezt az eljárást i ∈ ω-ra kapunk egy pi-t, hogy pi+1 ≤ pi

és pi ∈ D1. Ekkor legyen G = {p : ∃i ∈ ω, p ≥ pi}. Ekkor G nyilván elmetszi
az összes Di-t és felfelé zárt. Ha most r, q ∈ G akkor létezik minimális i és j,
hogy pi ≤ r, pj ≤ q. Ekkor viszont pmax(i,j) mindkettő alatt van.

A Rasiowa-Sikorski tétel erősebb változatai is bizonýıthatóak, ellenben az
a feltétel, hogy megszámlálható sok sűrűt metszünk nem hagyható el, ezt az
alábbi álĺıtás mutatja.

6.1. Álĺıtás. Tekintsűk a P kényszerképzetet, melynek elemei a f : ω → ω1

képező parciális függvények, |dom(f)| < ω. f ≤ g, ha dom(g) ⊂ dom(f),
és f |dom(g) = g. Ekkor nincs olyan G ⊂ P filter mely bármely sűrű P-beli
halmazt elmetszene.

Bizonýıtás. Legyen f ∈ P . Ekkor van olyan g, h ≤ f , hogy g és h
inkompatibilisek. Ez világos, hiszen dom(p) = n valamely n ∈ ω, legyen
ekkor q|n = p és q(n) = 0, q′|n = p, q′(n) = 1. Ekkor q és q’ p alatt van,
de nem kompatibilisek. Tegyük fel ekkor hogy G filter, válasszunk minden
p ∈ P -re két alatta lévő inkompatibilis elemet. Ekkor mivel inkompatibilisek
ezért közülük G legfeljebb egyet tartalmaz. Legyen D azok halmaza melyeket
nem tartalmaz. Ekkor G ∩ D = ∅, másrészt D nyilván sűrű.

Megjegyzés. A 6.1 alatt definiált kényszerképzetben több is igaz, nevezete-
sen hogy van ω1 sűrű, amelyet nem metszhet el egyetlen filter sem. Tekintsük
ugyanis minden α ∈ ω1-re a Dα = {f : α ∈ ran(f)}. Ekkor nyilván minden
Dα sűrű, másrészt ha G filter, akkor f =

⋃
G egy függvényt definiál, hisz

bármely két elem kompatibilis, ı́gy ha valamely i ∈ ω-ra g, h ∈ G ott értelmes,
akkor kompatibilitásuk miatt g(i) = h(i). De G ∩Dα 6= ∅, tehát α ∈ ran(f)
∀α ∈ ω1. De akkor f ráképezné ω valamely részhalmazát ω1-re. Ezzel
beláttuk hogy ilyen filter nem lehet. Egyes speciális kényszerképzetekben
mégis konzisztens, hogy megszámlálhatónál több sűrű halmazt elmetsző fil-
ter is van.
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6.5. Defińıció. Egy P kényszerképzet teljeśıti a κ-antilánc feltételt, ha nincs
benne κ különböző páronként inkompatibilis elem. Ha κ = ω1 akkor ω1-
antilánc feltétel helyett megszámlálható antilánc feltételesnek mondjuk (a továb-
biakban MAF-os).

6.6. Defińıció. Martin axiómája κ-ra (MAκ). Legyen P egy MAF-os kény-
szerképzet, F P-beli sűrű halmazok κ számosságú rendszere. Ekkor van olyan
G filter, amely mindegyiket elmetszi.

6.7. Defińıció. Martin axiómája (MA). MAκ teljesül minden κ < 2ω

6.2. Tétel. (Martin-Solovay) Ha ZFC-nek van modellje, akkor van olyan is,
amelyben a kontinuum tetszőlegesen nagy és minden κ < 2ω-ra igaz MAκ.

Az MA-val kapcsolatos irodalom megehetősen kiterjedt. Az alapvető álĺıtások
megtalálhatóak [6]-ban és [7]-ben.

6.2. Álĺıtás. MAκ következménye, hogy add(N ) ≥ κ és add(M) ≥ κ, vagy-
is κ ”kicsi” halmaz uniója is kicsi.

Bizonýıtás. Legyen Pǫ olyan kényszerképzet, amely az ǫ-nál kisebb mértékű
nýılt halmazok rendszeréből áll. U ≤ V , ha V ⊂ U . Ekkor ez egy MAF-
os kényszerképzet: legyen adott ω1 Pǫ-beli halmaz. Van olyan n ∈ N,
hogy λ(U) + 1/n < ǫ ω1 nýıltra. Tekintsük ezek rendszerét. Belátjuk,
hogy van köztük két kompatibilis. Bármely U nýılt halmazhoz van olyan
U ′ ⊂ U nýılt, racionális végpontú intervallumokból álló halmaz, melyre
λ(U ′ \ U) < 1/n. Ilyen U ′-ből megszámlálható sok van, tehát van olyan
U,V a fent emĺıtett rendszerben, hogy U ′ = V ′. Ekkor U ∪V = U ∩ (V \V ′).
Tehát λ(U ∪ V ) ≤ λ(U) + 1/n < ǫ Így U,V kompatiblisek.

Legyen Xα α < κ olyan, hogy λ(Xα) = 0. Ekkor Dα = {U ∈ Pǫ :
Xα ⊂ U}, a Dα halmazok sűrűek, hiszen U ∈ Pǫ-ra van olyan n ∈ N, hogy
λ(U) + 1/n < ǫ, másrészt létezik G ⊃ Xα, hogy λ(G) < 1/n, G nýılt. Ekkor
G∪U ∈ Dα és G∪U ≤ U . Legyen G olyan generikus filter, amely mindegyik
Dα-halmazt metszi. Tekintsük az Y =

⋃
G halmazt. Most λ(Y ) ≤ ǫ teljesül

a kompatibilitás miatt.
A második álĺıtás igazolásához felhasználjuk a következő, önmagában is

érdekes következményét MA-nak.
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6.1. Lemma. (MAκ) Legyen A,B ⊂ P(X), ahol |X| = ℵ0, |A|, |B| ≤
κ. Tegyük fel, hogy bárhogyan választva B ∈ B-t és A1, ..An ∈ A-t, |B \
(∪n

j=1Aj)| = ℵ0. Ekkor van olyan M ⊂ X, hogy minden A ∈ A-ra M ∩ A
véges, de minden B ∈ B-re M ∩ B és B \ M is végtelen.

Legyen tehát Sα α < κ sehol sem sűrű halmazok rendszere. (Gn) bázis
nýıltak egy olyan felsorolása, ahol minden elem végtelen sokszor fordul elő.
Aα = {n : Gn ∩ Sα 6= ∅}, Bn = {m : Gm ⊂ Gn}. Ekkor teljesül a lemma
álĺıtása, hiszen Bn \ ∪l

j=1Aαj
, mert minden nýıltban van olyan bázisnýılt,

amely véges sok sehol sem sűrű mindegyikét elkerüli. Legyen M ⊂ ω a
lemmában elmı́tett tulajdonságú halmaz. Hk =

⋃
{Gi : i ∈ M, i > k}.

Ekkor Hk komplementere sehol sem sűrű, hisz M ∩ Bm végtelen.

⋃
Sα ⊂

⋃
{R \ Hk : k ∈ ω}

teljesül, mivel Aα ∩ M véges, ı́gy elég nagy k-ra Hk ∩ Sα = ∅. Azaz κ
sok sehol sem sűrű halmaz unióját lefedtük megszámlálható sok sehol sem
sűrűvel. Ezzel beláttuk az álĺıtást, mivel egy első kategóriájú halmaz előáll
mint megszámlálható sok sehol sem sűrű uniója.

6.1. Következmény. (MA) van olyan c számosságú halmaz, amely minden
nullmértékűt kevesebb mint c sok pontban metsz.

6.2. Baldwin tétele

S. Baldwin az alábbinál erősebb következményét látta be Martin axiómájának
[10], [12].

6.3. Álĺıtás. (MA) Legyen f : X → R függvény, |X| = ℵ1. Ekkor ∃Xn

n ∈ ω part́ıciója X-nek, hogy f |Xn folytonos.

Bizonýıtás. Legyen D ⊂ R \ X megszámlálható sűrű. Legyen

S = {(ai, bi) × (ci, di) : ai, bi, ci, di ∈ D ∪ {∞,−∞}, R \ D ⊂
⋃

(ai, bi)}

(ai, bi) diszjunkt nýılt intervallumok. Ekkor legyen S az ilyen téglalaprendsze-
rek halmaza. Ekkor tekintsük a következő kényszerképzetet:

R = {〈A,S〉 : A ∈ [X]<ω, f |A ⊂ S, S ∈ S}
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A rendezés pedig legyen olyan, hogy 〈A,S〉 ≤ 〈B, T 〉, ha B ⊂ A valamint
ha ∪S ⊂ ∪T . Legyen Sk = {S : S ∈ S, |ai − bi|, |ci − di| ≤ 1/k, ha
(ai, bi) ∩ (−k, k) 6= ∅}. Ekkor tekintsük ezen kényszerképzet önmagával vett
megszámlálható szorzatát, úgy hogy a szorzat elemeinek ”koordinátái” véges
sok kivétellel 〈∅, {R2}〉. Legyen az ı́gy kapott kényszerképzet P a lexiko-
grafikus rendezéssel. Ekkor P MAF-os, mivel a téglák véges részhalmazainak
halmaza megszámlálható (hiszen D is az), ha pedig p, q ∈ P -ben Si = Ri, ak-
kor automatikusan kompatibilisek, ı́gy ℵ1 elem között van két kompatibilis.
Most tekintsük az alábbi halamzokat:

Dx = {p : x ∈ ∪∞
i=1A

p
i }

Ei,n = {p : Sp
i ∈ Sn}

Azt álĺıtjuk, hogy ezek sűrűek P-ben. Legyen p ∈ P , pl = 〈∅, {R}〉, ha l ≥ k,
valamely k-ra. Ekkor legyen p′i = pi, ha i 6= k és p′k = 〈x, {R2}〉. Ekkor p ≥ p′

és p′ ∈ Dx. Elég belátni, hogy En = {q : q ∈ R,Sq ∈ Sn} sűrű R-ben. Legyen
q ∈ R tetszőleges. Legyen {ek : ek ∈ D ∩ (−n− 1, n + 1), |ek − ek+1| ≤ 1/k}.
és legyenek ai az Sq-beli téglák osztópontjai. Tekintsük ezen ponthalmazok
unióját, eszerint osztva ∪S-et egy új S ′ ∈ Sn téglahalmazt kapunt, melyre
〈A,S ′〉 ≤ q. Legyen most G ⊂ P generikus filter, legyen 〈Aj

α, Sj
α〉 G j.

koordinátában előforduló R-beli elemek. Ekkor mivel Dx sűrű, ezért valamely
j-re x ∈ ∪αAj

α teljesül bármely x ∈ X-re. Másrészt, ha ǫ > 0, x ∈ Aj
β,

teszőleges, akkor, mivel Ej,n ∩ G 6= ∅, tehát ∃〈A,S〉 ∈ Gj, hogy, S ∈ Sn,
n-et ǫ > 1/n és n > |x| választva. Ekkor 〈B, T 〉 ≤ 〈A,S〉, 〈Aj

β , Sj
β〉, azaz

x ∈ B, és (x, f(x)) ∈ (ai, bi) × (ci, di), tehát |ci − di| < 1/n. Mivel bármely
két Gj-beli elem kompatibilis, ezért y ∈ ∪αAj

α esetén ha y ∈ (ai, bi), akkor
|f(y) − f(x)| ≤ |ci − di| < 1/n. Tehát f | ∪α Aj

α folytonos x-ben.

7. CPA

A CPA vagyis a Covering Property Axiom egy olyan független álĺıtás, amely
lengyel terek perfekt részhalmazainak rendszereiről szól. A CPA függetlensé-
gét és a 7.1-t K. Ciesielski és J. Pawlikowski látták be [3]. Ezen axiómának (és
változatainak) számos alkalmazása ismert. Az általunk használt verzióhoz
szükség van számos technikai jellegű defińıcióra.

7.1. Defińıció. Legyen A egy megszámlálható rendszámhalmaz. Legyen Φprism(A)
azon f : CA → CA folytonos injekciók halmaza, melyekre teljesül, hogy
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f(x)|α = f(y)|α pontosan akkor ha x|α = y|α minden α ∈ A-ra és x, y ∈ C-
re.

7.2. Defińıció. Legyen most PA = {ran(f) : f ∈ Φprism(A)}. Definiáljuk
ezen felül, hogy Φprism =

⋃
0<α<ω1

Φprism(a). Egy X lengyel térben legyen
Fprism(X) azon folytonos injekciók halmaza melyek értelmezési tartománya
Pω1

-beli. Most egy E ⊂ P(X) halmazrendszert Fprism-sűrűnek mondunk, ha

∀f ∈ Fprism(X)∃g ∈ Fprism(X), hogy(g ⊂ f, ran(g) ∈ E)

7.3. Defińıció. CPAprism: ℵ2 = c és ha X lengyel tér E pedig egy Fprism

sűrű halmazrendszer, akkor van olyan E0 ⊂ E, hogy |E0| ≤ ℵ1 és |X \ ∪E0| ≤
ℵ1.

7.1. Tétel. (K. Ciesielski, J. Pawlikowski) CPAprism-ből következik, hogy
R2 előáll mint ℵ1 sok függőleges vagy v́ızszintes tengelyen értelmezett C1-beli
függvény grafikonja.

Ennél gyengébb álĺıtást bizonýıtott Steprans [8]-ban, jelesül azt, hogy van
olyan model, amelyben ℵ1 véges vagy végtelen értékűen differenciálható függ-
vény grafikonjával, vagy annak elforgatottjával lefedhető a śık.
A fenti álĺıtás a lemma következménye.

7.1. Lemma. Legyen 0 < α < ω1. Ekkor minden h : Cα → R2 folytonos
injekcióhoz van olyan E ∈ Pα, hogy h(E) kiterjeszthető valamelyik tengelyen
értelmezett folytonosan differenciálható függvénnyé.

Bizonýıtás. (Tétel) Legyen E azon P ⊂ R2 perfekt halmazok rendszere,
melyek kiegésźıthetőek egy fent emĺıtett t́ıpusú függvény grafikonjává. Ekkor
E Fprism sűrű, tehát van egy E0 ⊂ E , hogy |E0| ≤ ℵ1 és |R2 \

⋃
E0| ≤ ℵ1.

Ekkor válasszunk minden kimaradt ponthoz egy folytonosan differenciálható
függvényt, melynek grafikonja fedi. Ekkor az E0-beli perfektekhez tartozó
függvényekkel és a később kiválasztottakkal lefedtük R2-et.

Megjegyzés. Bármely c számosságú ponthalmazhoz van olyan folytonosan
differenciálható görbe, sőt v́ızszintes vagy függőleges egyenesen értelmezett
függvény, melynek grafikonja nem megszámlálható sok pontban metszi. Ez
abból is következik, hogy bármely E0-beli halmaz egy (C1 ∪ (C1)−1)S≥ℵ1

hal-
maz megszámlálható sok pontban metsz. De metszete

⋃
E0-val legfeljebb ℵ1
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számosságú, másrészt R2 \
⋃
E0 is az. Így számossága biztosan ℵ1.

A fenti álĺıtás egy változatát mi is beláttuk az IS-halmazokkal kapcso-
latban. Ha most azt akarjuk igazolni, hogy konzisztens, hogy nincs ISℵ1

-
halmaz, úgy, hogy ℵ1 6= c akkor differenciálható függvényekre CPA biztosan
nem seǵıt.

7.2. Tétel. CPAprism egyik következménye, hogy cof(N ) = ℵ1.

7.1. Következmény. Van olyan ℵ1 számosságú halmaz, amely minden null-
mértékűt megszámlálható sok pontban metsz.

Bizonýıtás. 5.1. Álĺıtás bizonýıtásával analóg módon, transzfinit indukció-
val látszik.

Annak konzisztenciája, hogy I = M vagy N esetén nincs ilyen halmaz
abból következik, hogy van olyan modell, amelyben non(N ) = cov(N ) = ℵ2

(pl. MAℵ1
mellett), mivel ilyen értékekkel kieléǵıthető a Cichoń diagram.

Szűkebb σ-ideálokra fogjuk vizsgálni a kérdést, megjegyezzük, hogy azt már
láthattuk, hogy (D2 ∪ (D2)−1)Sℵ2

halmaz létezik.
Megjegyzés. Nem nehéz olyan kényszerképzetet találni mellyel forszol-

va a kapott modellben ℵ1 < c és ℵ1 sok Lipschitz görbe fedi a śıkot. Az
egész dolgozat során mindig v́ızszintes vagy függőleges tengelyen értelmezett
függvényekkel való fedést vizsgáltunk.

Kérdés. Változtat-e az IS halmazok létezésén vagy cov(I)-n, ha I a diffe-
renciálható, folytonosan differenciálható R → R2 görbék képei által generált
σ-ideál?

8. SOCA

8.1. SOCA defińıciója, következményei.

A feltett kérdések egy része megválaszolható a SOCA seǵıtségével.

8.1. Defińıció. Legyen X topologikus tér. Ekkor jelölje D(X) = X × X \
{(x, x) : x ∈ X}.

8.2. Defińıció. Egy U ⊂ D(X) szimmetrikus, nýılt halmazt félig nýılt sźıne-
zésnek (Semi Open Coloring) h́ıvunk, ezt FNS-nek rövid́ıtjük.
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8.3. Defińıció. FNSA. Ha |X| = ℵ1, X M2, U FNS, akkor van egy olyan
nem megszámlálható A ⊂ X, hogy D(A) ⊂ U vagy D(A) ∩ U = ∅.

8.1. Tétel. (Shelah, Abraham, Rubin [4]) FNSA+MA konzisztens.

8.1. Álĺıtás. FNSA következményei az alábbi álĺıtások:
Legyen X ⊂ Rn, |X| = ℵ1.

1. Legyen h : X → Rm bijekció. Ekkor van olyan A ⊂ X nem megszámlál-
ható, hogy h|A vagy h−1|h(A) Lipschitz.

2. Legyen h : X → R bijekció, n = 1. Ekkor van olyan A ⊂ X nem
megszámlálható, hogy h|A monoton.

3. (MA) Legyen h : R → R tetszőleges. Ekkor van olyan g : R → R

folytonos, hogy |{x : h(x) = g(x)}| = ℵ1.

Bizonýıtás.

1. Tekintsük az Y = 〈x, h(x)〉 halmazt Rn+m-ben. Ekkor sźınezzük D(Y)-t
a következőképp c(〈〈x, h(x)〉, 〈y, h(y)〉〉) = 1, ha |h(x)−h(y)| < |x−y|,
0 egyébként. Ez egy FNS hiszen szimmetrikus, és ha valamely z ∈
D(Y )-ra c(z) = 1, akkor ez igaz z-nek valamely környezetére is: ∃ǫ > 0,
hogy |h(x) − h(y)| + ǫ < |x − y|, ha 〈〈x, h(x)〉, 〈y, h(y)〉〉 ǫ/2 sugarú
környezetében lévő D(Y)-beli elemekre c 1-et ad. Tehát FNSA szerint
van egy A ⊂ Y , hogy c|A = 1 vagy c|A = 0 és A nem megszámlálható.
Így c|A = 1 esetén x, y ∈ projRn(A)-ra |h(x)−h(y)| < |x−y|, hasonlóan
a másik esetben h−1-re.

2. Az álĺıtás bizonýıtása hasonló. Szintén tekintsük az Y = 〈x, h(x)〉 hal-
mazt. A következő sźınezés megfelelő lesz: c(〈〈x, h(x)〉, 〈y, h(y)〉〉) = 1,

ha h(x)−h(y)
x−y

> 0. Ez egy FNS, amely szerint egysźınű halmazon h mono-
ton. Ebből az álĺıtásból következik, hogy minden nem megszámlálható
halmazon értelmezett függvény relat́ıve folytonos egy nem megszámlál-
ható halmazra megszoŕıtva.

3. 8.1. Lemma. (MA) Ha X ⊂ R, |X| = ℵ1, B ⊂ X megszámlálható,
akkor van olyan S ⊂ X, |S| = ℵ1, hogy S ∩ B = ∅.

Bizonýıtás. Tekintsük a következő kényszerképzetet, melynek elemei
{A, (〈bi, ni〉)k

i=1}, ahol A ∈ [(X \ B)]<ω, {b1, .., bk} ⊂ B, különbözőek
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{n1, .., nk} ⊂ N, valamint teljesül, hogy A∩(∪k
i=1(bi−1/ni, bi+1/ni)) =

∅. Ezeket rendezzük úgy, hogy {A, (〈bi, ni〉)
k
i=1} ≤ {B, (〈ci,mi〉)

l
i=1}, ha

B ⊂ A, {c1, .., cl} ⊂ {b1, .., bk} és ha bi = cj, akkor ni ≤ mj. Most a
kényszerképzet MAF-os, hiszen |[B × N]<ω| = ℵ0, {A, (〈bi, ni〉)k

i=1} és
{B, (〈bi, ni〉)k

i=1} automatikusan kompatibilisek, {A ∪ B, (〈bi, ni〉)k
i=1}-

vel. Most tekintsűk ezen kényszerképzet önmagával vett megszámlálha-
tó szorzatát, ahol véges sok kivétellel minden koordináta {∅}. Ez nyil-
ván MAF-os, tekintsük a következő sűrű halmazrendszert: Dx = {q :
x ∈ Aq} x ∈ X \B valamint Ei,b = {q : b ∈ {bq

i,1, ..b
q
i,l}} minden b ∈ B-

re. Ekkor Dx sűrű. Legyen most (q)i = p, p = {Ap, 〈b
p
i ,m

p
i 〉 : 1 ≤

i ≤ n}. Ha b 6= bi, akkor van olyan olyan n ∈ N, hogy (b − 1/n, b +
1/n) ∩ Ap = ∅, hiszen Ap véges. Tehát p′ = {Ap, 〈b

p
i ,m

p
i 〉, 〈b, n〉 :

1 ≤ i ≤ n}-re p′ ≤ p. Így Ei,b is sűrű. Ekkor van olyan generikus
filter, amely mindegyiket elmetszi. Legyen ez G. Ekkor Ai

α ∈ (qα)i,
ahol qα ∈ G. Most tekintsük Si = ∪αAi

α-t. Mivel G mindegyik Dx-
et metszi, ezért ∪∞

i=1Si = X \ B. Másrészt a kompatibilitás miatt
Si ∩ B = ∅, hisz mindegyik koordinátában mindegyik B-beli elemnek
van olyan környezete, mely diszjunkt mindegyik Ai

α-től.

A 3. pontot pedig az első kettő seǵıtségével bizonýıtjuk. Van ek-
kor h-nak vagy h−1-nek Lipschitz megszoŕıtása. Ha h-nak van, akkor
készen vagyunk, hiszen kiterjeszthető az egész R-re. Tegyük fel most,
hogy h−1 Lipschitz valamely A ⊂ h(X) halmazra megszoŕıtva. Ek-
kor van olyan B ⊂ h−1(A) nem megszámlálható, melyen h monoton,
feltehetjük, hogy monoton növekvő. Terjesszük ki B-re h-t mégpedig
h1(x) = sup{h(y) : y < x, y ∈ B}, ha van jobbról x-hez tartó sorozat,
egyébként h1(x) = inf{h(y) : x < y, y ∈ B}. Ekkor mint mono-
ton függyény, h1 megszámlálható sok pontot kivéve folytonos. Ak-
kor van olyan C ⊂ B, |C| = ℵ1, hogy h1 = h|C folytonos, valamint
C ∩ {x : x ∈ B, h1 x-ben szakad } = ∅. Ez az előző lemma követ-
kezménye, ha X ∩ {x : x ∈ B, x szakadási pont }-ra és a szakadási
pontokra alkalmazzuk. Mivel C ⊂ B, ezért h|C folytonos. Most pedig
Tietze kiterjesztési tételét használva kapjuk meg a g függvényt.

Megjegyzés. Azt is megkaptuk az előző bizonýıtás során, hogy MA mel-
lett egy tetszőleges (X,d) metrikus térben, melyre |X| = ℵ1 és D ⊂ X
megszámlálható, akkor van olyan F ⊂ X, |F | = |X| zárt, hogy F ∩ D = ∅,
ugyanis a 8.1. Lemma bizonýıtása könnyen átvihető metrikus térre.
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8.2. Álĺıtás. (CH) Van olyan c számosságú halmaz és annak megszámlálható
részhalmaza, melynek bármely c-s részhalmaza torlódik a megszámlálható hal-
mazhoz.

Bizonýıtás. Legyen D = Q, Gα α < 2ω az összes nýılt, melyre Q ⊂ Gα.
Legyen xα ∈

⋂
β<α Gβ \ {xβ : β < α}. A kivont halmaz megszámlálható,

a kategóriatétel miatt pedig, mivel Gβ mindenütt sűrű nýılt, ezért a met-
szetük reziduális, speciálisan nem megszámlálható. Ekkor H = {xα : α <
2ω} nem megszámlálható, és mivel cf(ω1) = ω1, ezért bármely H-beli nem
megszámlálható részből kiválasztható olyan részsorozat, amely Q valamely
pontjához konvergál.

8.1. Következmény. 8.1 miatt konzisztens az is, hogy (CSℵ1
) halmaz sincs,

azaz minden śıkbeli nem megszámlálható halmazhoz van olyan folytonos függ-
vény, amelynek grafikonja nem megszámlálható sok pontban metszi. Ezzel
folytonos (valójában Lipschitz) függvényekre megválaszoltuk az előző fejezet
végén feltett kérdést.

Azt láttuk, hogy (CH) mellett nem feltétlenül van ilyen folytonos függvény.
Azonban ennél több is igaz.

8.3. Álĺıtás. ZFC-ből következik, hogy van olyan függvény, amely semmilyen
c számosságú halmazra megszoŕıtva nem folytonos.

Bizonýıtás. Legyen Aα α < 2ω a valós számok Gδ részhalmazainak egy fel-
sorolása, fα

β : Aα → R folytonos függvények felsorolása, ezek számossága
nyilván c (hiszen egy megszámlálható sűrű halmazon megadva őket már
egyértelműen meghatározottak). Ekkor tekintsük ezek összességét fγ for-
mában γ < 2ω. Legyen xγ a valós számok felsorolása. Ekkor definiáljuk

g(xγ)-t úgy, hogy g(xγ) ∈ R \ {fδ(xγ) : δ < γ, xγ ∈ dom(fδ)}. Így meg tud-
juk választani, hiszen a kivont halmaz számossága kevesebb mint c. Tegyük
fel, hogy van olyan X ∈ [R]c, hogy g ∈ C(X). Ekkor 2.2. Álĺıtás miatt van
olyan g’ és X’ Gδ, hogy X ⊂ X ′, g′|X = g|X, g’ folytonos. Ekkor g′ = fδ va-
lamely δ < 2ω-ra. De akkor |graf(g) ∩ graf(g′)| < δ. Ez ellentmondás, ami-
vel beláttuk az álĺıtást. Az ilyen függvényeket nevezzük Sierpiński-Zygmund
függvényeknek.

8.4. Álĺıtás. A fenti következmény nem igaz differenciálható függvényekre.
Van olyan perfekt halmazon differenciálható függvény, melynek minden pont-
ban végtelen a deriváltja.
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Bizonýıtás. Az 5.8. Álĺıtás bizonýıtásában pontosan ilyen függvényt konst-
ruáltunk.

8.2. Dini-deriváltak

8.4. Defińıció. Legyen f : R → R függvény. Ekkor definiáljuk D+f,D+f,
D−f,D−f-et a következőképp:

D+f(x0) = lim sup
x→x0+0

f(x) − f(x0)

x − x0

, D+f(x0) = lim inf
x→x0+0

f(x) − f(x0)

x − x0

,

D−f(x0) = lim inf
x→x0−0

f(x) − f(x0)

x − x0
, D−f(x0) = lim sup

x→x0−0

f(x) − f(x0)

x − x0

ezek a függvény x0 pontbeli Dini-deriváltjai.

8.5. Defińıció. Terjesszük ki a fenti defińıciót arra az esetre, ha f : A → R,
ahol A zárt. Ekkor definiáljuk D+f(x)-et a következőképp:

• ha ∃xn ∈ A, hogy x < xn és xn → x, akkor D+f(x) legyen a fenti
értelemben definiálva.

• ha ilyen sorozat nincs, de ∃y ∈ A., x < y, akkor legyen z = min{y :

y ∈ A, y > x}. Ekkor z ∈ A nyilván teljesül, és D+f(x) = f(z)−f(x)
z−x

.

• ha ∀y ∈ A y ≤ x, akkor nem értelmezzük.

Hasonlóan definiáljuk a többi Dini-deriváltat is.

A továbbiakban max(A)-tól és min(A)-tól eltekintünk, hisz feltehető, hogy
A nem korlátos egyik oldalról sem.

Az alábbi álĺıtások analógok a [1]-ben találhatókkal, noha azok kevésbé
általánosak.

8.5. Álĺıtás. Legyen A ⊂ R zárt halmaz, f : A → R folytonos, D+f ≥ 0
A-n. Ekkor f monoton növő.

Bizonýıtás. Először tekintsük azt az esetet, mikor D+f > 0 mindenütt.
Ekkor tegyük fel, hogy ∃ u, v ∈ A, hogy u < v, de f(u) > f(v). Most, ha

(u, v) ∩ A = ∅, akkor nyilván D+f(u) = f(v)−f(u)
v−u

< 0, ez ellentmondás.
Legyen tehát y ∈ (f(v), f(u)), tetszőleges. Legyen x0 = {x : f(x) ≥
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y, y ≤ v}, a zártság és f folytonossága miatt létezik és nyilván x0 < v
(f−1([y, +∞)) ∩ (−∞, v] zárt és nem tartalmazza v-t). Ekkor x ∈ (x0, v]
esetén f(x) < y. Így D+f ≤ 0, ez ellentmond a feltételnek. Most pedig le-
gyen D+f ≥ 0 és fǫ(x) = f(x)+ǫx. Ekkor D+f(x) = D+f(x)+ǫ, tehát mivel
fǫ folytonos is, ezért monoton nő minden ǫ-ra. Másrészt fǫ → f pontonként,
ha ǫ → 0, tehát maga f is monoton növő.

8.6. Álĺıtás. Legyen f, A az előző tétel szerint értelmezve, és teljesüljön még,
hogy c ≤ Df ≤ d, valamelyik Dini-deriváltra az egész A-n. Ekkor

c ≤
f(u) − f(v)

u − v
≤ d

∀u 6= v-re A-ból.

Bizonýıtás. D+f -re látjuk be az álĺıtást. Legyen g(x) = f(x)− cx, h(x) =
dx−f(x). Ekkor D+g ≥ 0, D+h ≥ D+h = d−D+f ≥ 0. Így g és h monoton
növőek A-n, tehát u, v ∈ A-ra, u < v esetén f(u)−cu ≤ f(v)−cv, hasonlóan
h-ra is, ebből átrendezve kapjuk az egyenlőtlenséget. A bizonýıtás a többi
Dini-deriváltra teljesen hasonló.

8.2. Következmény. Ha D+f,D+f,D−f,D−f valamelyike az x0 pontban
folytonos, x0 A-nak torlódási pontja, akkor ott f differenciálható és a de-
riváltja megegyezik azon Dini-derivált értékével, mely folytonos volt az adott
pontban.

Ez nyilvánvaló következménye a 8.6. Álĺıtásnak.

8.3. Alkalmazások

8.7. Álĺıtás. (FNSA) Legyen X ⊂ R, |X| ≤ ℵ1 és X /∈ N . Legyen h : X →
R bijekció, Lipschitz. Ekkor van egy olyan A nem megszámlálható halmaz
X-ben, hogy h|A relat́ıve C1(A).

8.2. Lemma. Legyen f : H → Rm Lipschitz, ahol H tetszőleges H ⊂ R.
Ekkor f kiterjeszthető Lipschitz függvényként H-ra.

Bizonýıtás. (8.2. Lemma) Könnyen látható, hogy Lipschitz függvényként
kieterjed H-ra. Ennek igazolása teljesen hasonló a 2.3. Álĺıtáséhoz. Most
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H komplementere diszjunkt nýılt intervellumok uniója. Itt adjuk meg f-et
lineárisan, vagyis ha az intervellum korlátos két végpontja a, b ∈ H, akkor
F (αa + (1 − α)b) = αf(a) + (1 − α)f(b), ha x ∈ (a, b). Ez pedig teljeśıti a
feltételeket, ugyanis |f(x) − f(c)| ≤ α|f(a) − f(c)| + (1 − α)|f(b) − f(c)| ≤
L|c − x|, ha c /∈ (a, b), egyébként pedig a linearitás miatt triviális.
Bizonýıtás. (8.7. Álĺıtás) A 8.2. Lemma miatt h kiterjeszthető Lips-
chitzként egész R-re. Az ı́gy kapott kiterjesztés legyen h1. Tudjuk, hogy
minden Lipschitz függvény λ majdnem minden pontban differenciálható, és
mivel minden megszámlálható halmaz N -beli, ı́gy van olyan A1 ⊂ X, hogy h
A1 minden pontjában differenciálható. Ekkor 8.1. Álĺıtás szerint van olyan
A2 ⊂ A1 nem megszálálható, melyen h′

1|A2 monoton, egy monoton függvény
megszámlálható sok pont kivételével folytonos is, tehát h′

1|A |A| = ℵ1 folyto-
nos, azaz h|A relat́ıve C1(A).

8.8. Álĺıtás. (MA+FNSA)Legyen H ⊂ R, |H| = ℵ1, f : X → R f ∈
D1(H), f Lipschitz. Ekkor van olyan folytonosan differenciálható függvény
g : R → R hogy |{x : f(x) = g(x)}| = ℵ1.

Bizonýıtás. Először tekintsük f ′-t. Beláttuk, hogy FNSA+MA mellett van
olyan folytonos függvény amely nem megszámlálható sok pontban egyezik
meg vele. Ez speciálisan azt jelenti, hogy van olyan X ⊂ H nem megszámlál-
ható, melyre megszoŕıtva f ′ egyenletesen folytonos.

Most Baldwin tételének bizonýıtásához hasonlóan járunk el, téglatestek
uniója illetve véges sok pont lesz maga a kénszerképzet. Feltehető hogy egy
korlátos intervellumban van X. Legyen h(x, y) = f(x)−f(y)

x−y
X2-en értelmezett

függvény függőleges vagy v́ızszintes egyenesekre megszoŕıtva folytonos, hiszen
limx→x0

h(x, x0) véges. A ∈ [X]<ω, D ⊂ (R \ (X ∪ h(X2)) megszámlálható,
egész R-ben sűrű. S-et definiáljuk úgy, hogy a {∪n

i=1(a
1
i , a

2
i ) × (b1

i , b
2
i ) ×

(c1
i , c

2
i ) : aj

i , b
j
i , c

j
i ∈ D} halmaz azon elemei, melyekre (a1

i , a
2
i ) × (b1

i , b
2
i ) disz-

junktak és uniójuk fedi X2-et. A kényszerképzet elemei olyan (A,S) párok
hogy x0 ∈ A esetén ((x, x0), h(x, x0)) ∈ S minden x ∈ X-re. A rendezés
ugyanaz mint Baldwin tételénél. Mivel megszámlálható sok különböző S
van ezért ez a kényszerképzet is MAF-os. Ismét tekintjük az önmagával
vett megszámlálható szorzatot, és olyan Ei,n sűrű részhalmazokat veszünk,
melyekre az i. koordinátában (A,S) szerepel, akkor minden S-beli elem átlója
legfeljebb 1/n hosszú. Ahhoz hogy lássuk, hogy ez valóban sűrű legyen n
rögźıtett. Az x → h(x, x0) függvény rögźıtett x0-ra x0 egy környezetén ḱıvül
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egyenletesen folytonos. Ezt az alábbi számolás mutatja:

|
f(x) − f(x0)

x − x0
−

f(y) − f(x0)

y − x0
| =

|
(y − x)f(x) − x(f(x) − f(y)) + x0(f(y) − f(x))

(y − x0)(x − x0)
| ≤ M |x − y|

Valamely x0-tól függő M konstanssal, kihasználva, hogy f Lipschitz. innen
már látszik, hogy midegyik S finomı́tható 1/n-nél kisebb átmérőjű téglatestek-
re. Ekkor MA miatt (használva a Dx halmazokat) van olyan Y ⊂ X nem
megszámlálható, hogy h|Y folytonos minden pontban (D(X) pontjaiban f
folytonossága miatt foytonos lesz, most beláttuk, hogy Y 2 minden pontjában
folytonos).

Most terjesszük ki f-et Y -ra Lipschitzként, tekintsük D+f -et. Mivel h|Y 2

folytonos, ezért ha x → x0, x0 ∈ Y , akkor D+f(x) → f ′(x0) (itt fel-
használjuk, hogy Y sűrű Y -ban). Másrészt, használva a 8.2. Következményt
és azt, hogy f ′|Y egyenletesen folytonos kapjuk, hogy D+f folytonos Y pont-
jaiban is, azaz f ′(z) = limx→zf

′(x), x ∈ Y , sőt a kiterjesztéssel az egyenletes
folytonosság is megmarad. De ekkor használható Whitney kiterjesztési tétele.

Ezzel sajnos nem válaszoltuk meg azt a kérdést, hogy konzisztens-e, hogy
nincs (C1∪(C1)−1)Sℵ1

halmaz, viszont jelentősen leegyszerűśıtettük, ugyanis
elég lenne belátni a következőt:

Kérdés. (FNSA+MA)-ból következik-e, hogy egy ℵ1 számosságú halma-
zon értelmezett Lipschitz függvény differenciálható egy nem megszámlálható
részhalmazon?

35



Hivatkozások

[1] Laczkovich Miklós: Valós Függvénytan, ELTE Budapest, 1995.
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piński-Zygmund functions into continuous functions, Proc. Amer. Ma-
th. Soc. 127 (1999), no. 12, 3615–3622.

36


