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2 1. EL�SZÓ

1. El®szó

A populációgenetika a populációk genetikai összetételével, annak változásával, il-

letve a genetikai szerkezetet meghatározó folyamatokkal foglalkozik. Általában egy

adott lókuszban vizsgáljuk a gének el®forduló típúsait, az allélokat. Ha az egyes al-

lélokat egy valószín¶ségi változó értékkészletének tekintjük, akkor az egymást követ®

generációk egy sztochasztikus folyamatot alkotnak. A matematikai modellezés során

a generációk közötti kapcsolatra teszünk olyan feltételezéseket, amikr®l azt gondoljuk,

hogy nem állnak távol a valóságtól, ugyanakkor matematikailag kezelhet®vé válik a

folyamat.

A dolgozat során végig haploid populációkkal foglalkozom, azaz olyanokkal, ahol

minden egyed egy alléllal rendelkezik (ezért azonosítjuk is vele), továbbá nemek nin-

csenek megkülönböztetve. A genetikai változásokat általában négy tényez® befolyá-

solja: a mutáció, a véletlen okozta genetikai sodródás, a természetes szelekció, és a

populációk közti génáramlás. A tárgyalt modellekben az els® kett®t fogjuk �gyelembe

venni.

Dolgozatom második fejezetében [5] alapján a Markov-folyamatokról kés®b-

biekhez szükséges tudnivalókat foglalom össze. A harmadik és negyedik fejezetben

két klasszikus modellt tárgyalok. E kett®t is magában foglalja az ötödik fejezetben

bemutatott Cannings-modell, aminek egy szép jellemzését fogjuk látni. Végül a

hatodik fejezetben egy, a korábbiaktól jelent®sen eltér® módszert mutatok be a pop-

ulációk vizsgálatára. A dolgozatban f®leg [3]-ra támaszkodtam, ezen kívül az ötödik

fejezetben [1]-t, a hatodikban [7]-t használtam fel jelent®sen.

Köszönetet szeretnék mondani témavezet®mnek, Csiszár Vill®nek, aki értékes

tanácsaival nagyban segítette a szakdolgozat elkészültét.
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2. Markov-folyamatok

2.1. Alapfogalmak, Markov-láncok

Sztochasztikus folyamaton valószín¶ségi változók egy {Xt, t ∈ T} családját értjük.
A T halmaz a folyamat paramétertartománya, erre sokszor mint id®re tekintünk.

Azt a � természetesen nem egyértelm¶en meghatározott, de általában természetesen

adódó � S halmazt pedig, amiben az Xt változók az értékeiket felveszik, állapottérnek

nevezzük. Egy sztochasztikus folyamat Markov-folyamat, ha amennyiben a folyamat

jelenlegi állapotát ismerjük, a jöv®beli állapot nem függ a korábbi állapotoktól, azaz

t1 < t2 < . . . < tn < t esetén P (Xt ∈ A|Xt1 = x1, Xt2 = x2, ..., Xtn = xn) =

= P (Xt ∈ A|Xtn = xn). Markov-láncnak olyan Markov-folyamatot hívunk, aminek

állapottere megszámlálható, paramétertartománya pedig T = {0,1,2, ...}. Most csak

olyan Markov-láncokkal foglalkozunk, ahol S = {0,1,2, ..., N} (N ≤ ∞) ; az Xt = i

eseményre úgy is hivatkozunk, hogy Xt az i állapotban van.

Az egy lépéses átmenetvalószín¶ségeket a következ®képpen de�niáljuk: P {n}
ij =

= P (Xn+1 = j|Xn = i). Stacionárius átmenetvalószín¶ségekr®l beszélünk, ha ez

nem függ n-t®l. Ezt a továbbiakban föltesszük, ekkor elhagyjuk a fels® indexet. A

P = {Pij} (N + 1) × (N + 1) méret¶ mátrixot átmenetmátrixnak nevezzük. Ha a

Pij valószín¶ségeket és X0 kezdeti értékét (vagy eloszlását) megadjuk, azzal az egész

folyamatot meghatároztuk, azaz ezek alapján minden P (Xt1 = x1, Xt2 = x2, ..., Xtn =

= xn) valószín¶ség kiszámolható. Az n lépéses átmenetvalószín¶ség P n
ij = P (Xm+n =

= j|Xm = i) ; az n lépéses átmenetmátrix P (n) = {P n
ij}. Fennáll a következ®: P n

ij =

=
∑N

k=0 P
r
ikP

s
kj, ha r + s = n, ebb®l pedig már adódik P (n) = P n.

A j állapot az i állapotból elérhet®, ha van olyan n, hogy P n
ij > 0. Az i és j állapo-

tok érintkeznek, jelölésben i ↔ j, ha j elérhet® i-b®l és i is j-b®l. Ez ekvivalencia-

reláció, az ekvivalenciaosztályok az állapottér osztályai. A Markov-lánc irreducibilis,

ha egyetlen osztály van. Egy i állapot rekurrens, ha
∑∞

n=1 P
n
ii = ∞. Ez ekvivalens

azzal, hogy az i állapotból indulva a folyamat 1 valószín¶séggel véges sok lépésben

visszatér az i állapotba. Ha egy állapot nem rekurrens, akkor tranziensnek nevezzük.

Ha egy állapot rekurrens, akkor minden vele egy osztályban lev® állapot is az. Egy i

állapot d(i) periódusa azon n számok legnagyobb közös osztója, amikre P n
ii > 0. Ha
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nem létezik ilyen n, akkor d(i) = 0. Ha i ↔ j, akkor d(i) = d(j). A Markov-lánc,

vagy annak egy osztálya aperiodikus, ha minden állapotának periódusa 1. Ha egy

aperiodikus, rekurrens osztálybeli i-re limn→∞ P n
ii =: ϕi > 0, akkor ϕj > 0 minden

vele egy osztályban lev® j állapotra. Ekkor az osztályt pozitív rekurrensnek, ha pedig

ϕi = 0 minden osztálybeli i-re, akkor nulla rekurrensnek nevezzük.

2.1. Állítás. Legyenek egy pozitív rekurrens, aperiodikus osztály állapotai 0,1, ...,M .

Ekkor

lim
n→∞

P n
jj = ϕj =

M∑
i=0

ϕiPij,
M∑
j=0

ϕj = 1,

és a ϕj számok egyértelm¶ nemnegatív megoldásai a

ϕj =
M∑
i=0

ϕiPij,
M∑
j=0

ϕj = 1

egyenletrendszernek.

Ha a fenti egyenletrendszert az egész Markov-láncra írjuk fel (azaz lényegében M

helyére N -et írunk), akkor a nemnegatív megoldásokat stacionárius eloszlásnak

nevezzük. Ez tehát egyfajta egyensúlyi helyzet: ha X0 eloszlása egy ϕ stacionárius

eloszlás, akkor minden Xt, t > 0 eloszlása is ϕ lesz. Irreducibilis, véges állapotter¶

Markov-láncnak mindig egyértelm¶en létezik staconárius eloszlása.

Egy Markov-lánc megfordítható, ha van olyan π = (π0, π1, ...πN), hogy

πiPij = πjPji.

Ilyen tulajdonságú π-t 1-re normálva stacionárius eloszlást kapunk.

Jelölje Tr a tranziens állapotok halmazát, C pedig legyen egy rekurrens osztály.

Jelölje továbbá πi(C) annak a valószín¶ségét, hogy i-b®l indulva a folyamat belép a

C osztályba. Miután belépett, kilépni már nem tud, így ezt C-ben való elnyel®désnek

is nevezzük. A πi(C) számokra teljesül

πi(C) =
N∑
j=0

Pijπj(C), (1)
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és ha a wi =
∑

j∈Tr Pijwj egyenletrendszer egyetlen korlátos megoldása w ≡ 0,

akkor πi(C) meghatározható mint a fenti egyenletrendszer egyetlen megoldása.

2.2. Kontinuáns mátrixok

2.2. De�níció. Egy A = {aij} mátrixot kontinuánsnak, másnéven tridiagonálisnak

nevezünk, ha |i− j| > 1 esetén aij = 0.

Kontinuáns átmenetmátrixok esetén használatosak a következ® jelölések:

Pij =


µi, j = i− 1,

λi, j = i+ 1,

1− µi − λi, j = i,

0, |i− j| > 1;

(i, j = 0,1,2, ..., n)

ρ0 = 1, ρi =
µ1µ2 . . . µi

λ1λ2 . . . λi
(i = 1,2, ..., n).

2.3. Állítás. Tegyük fel, hogy a P kontinuáns átmenetmátrixra λ0 = µn = 0, a

megfelel® Markov-lánc indulóállapota pedig legyen k. Ekkor

P (elnyel®dés 0-ban) = 1− P (elnyel®dés n-ben) =

∑n−1
i=k ρi∑n−1
i=0 ρi

.

Bizonyítás. Legyen a keresett valószín¶ség αk, ekkor felírható:

αk = λkαk+1 + µkαk−1 + (1− λk − µk)αk,

átrendezéssel

αk − αk+1 =
µk

λk
(αk−1 − αk) = ... =

k∏
i=1

µi

λi
(α0 − α1) = ρk(1− α1).

Ezt használva,

αk =
n−1∑
i=k

(αi − αi+1) = (1− α1)
n−1∑
i=k

ρi.
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k = 1 helyettesítéssel (1 − α1) = 1∑n−1
i=0 ρi

adódik, így a fenti képlet pont az állítást

adja.

2.4. Állítás. Ha λ0 > 0, µn > 0 akkor a P átmenetmátrixhoz tartozó Markov-lánc

irreducibilis, így létezik ϕ stacionárius eloszlás, amire

ϕk := P (Xt = k) = c
λ0λ1 . . . λk−1

µ1µ2 . . . µk

(k = 0,1, ..., n)

valamilyen c konstansra.

Bizonyítás. A stacionárius eloszlásra ϕ = ϕP , speciálisan

ϕ0 = (1− λ0)ϕ0 + µ1ϕ1,

ahonnan ϕ1 = λ0

µ1
ϕ0, így az állítás c = ϕ0 választással igaz k = 0,1 esetén. Ha pedig

már (k − 1)-re és k-ra tudjuk, akkor a

ϕk = ϕk−1λk−1 + ϕk+1µk+1 + (1− λk − µk)ϕk

egyenletbe behelyettesítve (k+1)-re is adódik az állítás, így indukcióval minden k-ra.

A c = ϕ0 konstans a
∑n

i=0 ϕi = 1 feltételb®l számolható ki.

Visszatérve a λ0 = 0, µn = 0 esetre, az el®z®khöz hasonló gondolatmenettel

kaphatjuk meg az i állapotból indulva az elnyel®désig eltelt id® ti várható értékét.

Ha ti,j az i állapotból indulva a j állapotban töltött id® várható értéke, akkor nyilván

ti =
∑n−1

j=1 ti,j. Tudjuk továbbá a következ®t:

ti,j = µiti−1,j + λiti+1,j + (1− µi − λi)ti,j + δij

amib®l, bevezetve a ki,j = ti−1,j − ti,j jelölést,

ki+1,j =
µi

λi
ki,j +

δij
λi
.

Ennek, a de�níció szerint teljesül®
∑n

l=1 kl,j = 0 egyenl®séget használva egyértelm¶
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megoldása van:

ki,j =


−ρi−1

1
λj

1
ρj

∑n−1
l=j ρl∑n−1
l=0 ρl

, i ≤ j

−ρi−1
1
λj

1
ρj

∑n−1
l=j ρl∑n−1
l=0 ρl

+ 1
λj

ρi−1

ρj
, i > j.

Mivel ti,j = −
∑i

l=1 ki,j, ezért

ti,j =


1
λj

1
ρj

∑i−1
l=0 ρl

∑n−1
m=j ρm∑n−1
m=0 ρm

, i ≤ j

1
λj

1
ρj

(∑i−1
l=0 ρl

∑n−1
m=j ρm∑n−1
m=0 ρm

+
∑i−1

l=j+1 ρl

)
, i > j.

(2)

2.3. Születési folyamatok

Legyen X(t) nemnegatív érték¶, [0,∞) paramétertartományú Markov-folyamat,

ami egy {λk} pozitív számokból álló sorozatra teljesíti a következ®ket:

(i) P (X(t+ h)−X(t) = 1|X(t) = k) = λkh+ o(h) ha h ↓ 0,

(ii) P (X(t+ h)−X(t) = 0|X(t) = k) = 1− λkh+ o(h) ha h ↓ 0,

(iii) P (X(t+ h)−X(t) < 0|X(t) = k) = 0.

Ekkor X-t tiszta születési folyamatnak nevezzük, a λk-kat születési intenzitásnak

hívjuk. Ha λk ≡ λ, akkor Poisson-folyamatról beszélünk. A feltételekb®l adódik,

hogy X(t) bizonyos pontokban egyet "el®re lép" az egész számokon, két ilyen lépés

között pedig konstans. Ha ehelyett "hátra" lépéseket engedünk meg, akkor tiszta

halálozási folyamatról beszélünk. Tj-vel jelöljük a j-dik és (j+1)-dik lépés között eltelt

várakozási id®t. Ekkor Tj exponenciális eloszlású λj paraméterrel, és Tj-k függetlenek.



8 3. A WRIGHT-FISHER MODELL

3. A Wright-Fisher modell

3.1. Bevezetés

Tekintsünk egy 2N egyedb®l álló populációt. A generációkat a t = 0, 1, 2, ...

id®pontokban fogjuk tekinteni. Feltesszük, hogy a generációk diszjunktak, és hogy

a populáció mérete állandó. A (t + 1)-dik generáció génjeit a t-dik generációból úgy

kapjuk meg, hogy minden egyed a (t + 1)-dik generációból egyenl® valószín¶séggel

választ magának szül®t a t-dik generációból, és a szül® génjét viszi tovább.

Megjegyezzük, hogy a populáció paritásának semmilyen matematikai jelent®sége

nincs, történeti okok miatt sok helyen használják a 2N méret¶ populációt, a továb-

biakban mi is ezt tesszük.

A legegyszer¶bb esetben mindössze két allélunk van, A1 illetve A2. Az A1 típúsú

gének számát a t-dik generációban X(t)-vel jelölve tehát X(t+1) binomiális eloszlású

2N renddel és X(t)
2N

paraméterrel. Másképp fogalmazva, az X(t) = i feltétel mellett

az X(t+ 1) = j esemény pij valószín¶sége

pij =

(
2N

j

)(
i

2N

)j (
1− i

2N

)2N−j

. (3)

A fenti alakból nyilvánvaló, hogyX(·) a a P = (pij) átmenetmátrixszal Markov-láncot

alkot, így X(·) viselkedése X(0) és P ismeretében teljesen leírható.

Szintén könnyen látszik (3)-b®l, hogy el®bb-utóbb X(·) felveszi a 0 vagy 2N

értéket, és ett®l az id®ponttól X(·) konstans. A következ®kben ezzel az elnyel®déssel

kapcsolatos mennyiségeket vizsgálunk.

3.1. Állítás. Annak a feltételes valószín¶sége, hogy a két gén közül A1 �xálódik,
X(0)
2N

.

Bizonyítás. Jelölje πi A1 �xálódásának valószín¶ségét az X(t) = i feltétel mellett.

Az ehhez tartozó Markov-lánc elnyel®dési valószín¶ségekre vonatkozó (1) egyenleteket

π̂i =
i

2N
(4)
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kielégíti :

2N∑
j=0

pijπ̂j =
2N∑
j=0

2N !

j! (2N − j)!

j

2N

(
i

2N

)j (
1− i

2N

)2N−j

=

=
i

2N

2N∑
j=1

(
2N − 1

j − 1

)(
i

2N

)j−1(
1− i

2N

)2N−j

= π̂i,

így az egyértelm¶ség miatt πi = π̂i, és i = X(0) helyettesítéssel kapjuk az állítást.

A következ® vizsgált mennyiség a valamely gén �xálódásáig eltelt id® várható

értéke. Erre explicit formula nem ismert; egy, a kés®bbiekben is használt közelít®

módszert alkalmazunk. Vezessük be a következ® jelöléseket: i
2N

= x, j
2N

= x + ∆,

továbbá jelölje t(x) a fenti várható értéket, ha a A1 jelenlegi relatív gyakorisága x.

Ha feltesszük, hogy t kétszer folytonosan di�erenciálható függvénye a folytonos x

argumentumnak, akkor (3)-t használva Taylor-sorfejtéssel a következ®t kapjuk:

t(x) = 1 +
∑
δ

P (∆ = δ)t(x+ δ) = 1 + E(t(x+∆)) ≈

≈ 1 + t(x) + E(∆)t′(x) +
1

2
E(∆2)t′′(x). (5)

(3)-b®l tudjuk, hogy feltéve, hogy A1 jelenlegi gyakorisága x, 2N(x + ∆) eloszlása

Binom(2N, x), így

E(∆) = 0, illetve E(∆2) =
x(1− x)

2N
.

Tehát a (5) közelítésb®l a következ® di�erenciálegyenlet adódik:

x(1− x)

4N
t′′(x) ≈ −1.

Ennek a természetes t(0) = t(1) = 0 peremfeltételek mellett egyértelm¶ megoldása

van, így

t(x) ≈ −4N(x log(x) + (1− x) log(1− x)). (6)
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Fix x esetén az elnyel®désig eltelt id® N -ben lineáris. Ha viszont egy tiszta A2 pop-

ulációba bekerül egy A1 gén, azaz x = 1
2N

, akkor igen gyorsan, O(logN) id® alatt ki

is hal.

3.2. Egyirányú mutáció

Még mindig csak a két allélos esetre szorítkozva, most tegyük fel, hogy az A1 allél

u valószín¶séggel A2-be mutálódik, azaz az új generáció egy tagja u valószín¶séggel

akkor is A2 lesz, ha az el®z® generációból A1 szül®t választott. A kés®bb többször

el®forduló θ mennyiséget a Wright-Fisher modellben θ = 4Nu-ként de�niáljuk. A

(3)-nak megfelel® átmeneti valószín¶ségek így a következ®k lesznek:

pij =

(
2N

j

)
(ψi)

j(1− ψi)
2N−j (7)

ahol ψi = (1 − u) i
2N

. Az A1 gén el®bb-utóbb elt¶nik, ennek a bekövetkezéséig eltelt

id®t probáljuk becsülni. Jelölje ismét t(x) az elt¶nésig eltelt id® várható értékét az
X(0)
2N

= x feltétel mellett. (5)-t itt is változtatás nélkül felírhatjuk, azonban az új mod-

ellben E(∆) = −ux, illetve E(∆2) = x(1−x)
2N

+O( 1
N2 ), így a kapott di�erenciálegyenlet

a következ®:

−uxt′(x) + x(1− x)

4N
t′′(x) = −1.

Ez t′-re els®rend¶ lineáris di�erenciálegyenlet, így könnyen megoldható. A t(0) = 0,

illetve limx→1 t(x) <∞ peremfeltételek melletti megoldása

t(x) =

∫ 1

0

t(s, x)ds (8)

ahol θ = 4Nu(̸= 1), K = 1− (1− x)1−θ jelölésekkel

t(s, x) =


4Ns−1(1− θ)−1((1− s)θ−1 − 1), 0 < s ≤ x

4NKs−1(1− θ)−1(1− s)θ−1, x ≤ s ≤ 1

Mivel a di�erenciálegyenletet itt is a Taylor-sor els® három tagjával való közelítéssel
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kaptuk, (8) is valójában csak közelítés.

Kés®bbi hivatkozásnak megvizsgáljuk az x = 1
2N

speciális esetet. További közelíte-

seket alkalmazva, K ≈ 1−θ
2N

így a t(s, 1
2N

) függvény a következ®képpen alakul:

t

(
s,

1

2N

)
≈


4N, 0 < s ≤ 1

2N

2s−1(1− s)θ−1, 1
2N

≤ s ≤ 1

,

így

t

(
1

2N

)
≈ 2

(
1 +

∫ 1

1
2N

s−1(1− s)θ−1ds

)
. (9)

3.3. Kétirányú mutáció

Most tegyük fel, hogy A2 is mutálódik A1-be, (7) el®tt de�niált értelemben, v

valószín¶séggel. Ekkor (7)-ben ψi-t így értelmezzük:

ψi =
(1− u)i+ v(2N − i)

2N
. (10)

Ebben a modellben létezik az A1 allélok számára stacionárius eloszlás, jelölje ezt Φ =

= (Φ0,Φ1, . . . ,Φ2N), ahol Φi annak a stacionárius valószín¶sége, hogy i darab A1 gén

van. Ez tehát teljesíti a Φ = ΦP egyenletet a (7) illetve (10) egyenletek által adott

P átmenetmátrixra. A stacionárius eloszlás µ várható értékére tehát

µ = Φξ = ΦPξ

ahol ξ = (0,1,2, . . . ,2N). A Pξ vektor i-dik koordinátája

2N∑
j=0

j

(
2N

j

)
ψj
i (1− ψi)

2N−j = E(Binom(2N,ψi)) = 2Nψi = (1− u)i+ v(2N − i).
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Ezt használva

µ = ΦPξ =
2N∑
i=0

Φi((1− u)i+ v(2N − i)) = (1− u)
2N∑
i=0

Φii+ v

2N∑
i=0

Φi(2N − i) =

= (1− u)µ+ v(2N − µ)

ahonnan

µ =
2Nv

u+ v
.

Ezzel a módszerrel a magasabb momentumok is kiszámolhatóak.

3.2. Állítás. Legyen u = v. Ekkor stacionárius eloszlás esetén annak a valószín¶sége,

hogy két véletlen választott gén azonos típúsú, 1+2u(1−u)(2N−2)
1+4u(1−u)(2N−1)

Bizonyítás. A kerestt F2 valószín¶seg nyilván ugyanaz két egymást követ® generá-

cióban. Két véletlen választott gén azonos szül®t®l származik 1
2N

valószín¶séggel,

különböz®t®l 1− 1
2N

valószín¶séggel, akik viszont azonos típúsúak F2 valószín¶séggel.

A két gén közül 0, 1, vagy 2 mutálódott, ezek valószín¶ségei (1−u)2, 2u(1−u), illetve
u2. Így tehát a következ® egyenletet kapjuk F2-re:

F2 = (u2 + (1− u)2)

(
1

2N
+ F2

(
1− 1

2N

))
+ 2u(1− u)(1− F2)

(
1− 1

2N

)
ahonnan átrendezéssel adódik az állítás.

A most kiszámolt mennyiség valamilyen értelemben a populáció homogenitását

jellemzi. Hasonlóan kaphatjuk annak az Fi valószín¶ségét, hogy i kiválasztott gén

azonos típusú. A fenti alakból adódik az F2 ≈ 1+θ
1+2θ

közelítés is.

Az (3) által leírt modell könnyen kiterjeszthet® M > 2 allélra. Ekkor Xi(t)-

vel jelölve az Ai típusú allélok számát a t id®pontban, a populációt az X =

= (X1, X2, . . . , XM) vektorral tudjuk leírni. Most is feltesszük, hogy a populáció

állandó méret¶, azaz minden t-re X1(t) + X2(t) + . . . + XM(t) = 2N. A (3)-nak

megfelel® valószín¶ségek itt

P (X(t+ 1) = k |X(t) = l) =
2N !

k1! . . . km!

(
l1
2N

)k1

. . .

(
lM
2N

)kM

. (11)



3.4. Végtelen allél 13

A kétallélos eset néhány tulajdonsága csekély változtatással átvihet® a többallélos

modellre. Az Ai allél �xálódásának valószín¶sége például itt is Xi(0)
2N

lesz: csoportosít-

suk az allélokat az Ai és a nem-Ai osztályokra, és alkalmazzuk a 3.1. Állítást.

Mutációt bevezetve itt is létezik stacionárius eloszlás, és a 3.2. Állítás gondo-

latmenetét alkalmazva itt is kaphatunk formulát annak a valószín¶ségere, hogy két

véletlen választott gén azonos típusú. Ha a mutáció teljesen szimmetrikus, azaz min-

den allél u valószín¶séggel mutálódik, és minden más allélba egyenl® eséllyel, akkor

a következ® azonosságot írhatjuk fel :

F2 =

(
1

2N
+ F2

(
1− 1

2N

))(
(1− u)2 + u2

1

M − 1

)
+

+

(
1− 1

2N

)
(1− F2)

(
2u(1− u)

1

M − 1
+ u2

(
1− 1

M − 1

)
1

M − 1

)
amib®l

F2 ≈
M − 1 + θ

M − 1 +Mθ
, (12)

összhangban a két allélos esetben kapottakkal.

3.4. Végtelen allél

Az M -allélos modellt nem túl nagy M -re olyan esetben használhatjuk, ha a vizs-

gált géneket az általuk meghatározott tulajdonság szerint csoportosítjuk. Ilyen cso-

portosítás lehet például az ABO vércsoportért felel®s géneké, M = 3-ra. Ha cso-

portosítás nélkül, minden allélt meg szeretnénk különböztetni, akkor egy 3000 nuk-

leotidból álló génnek 43000 különböz® változata lehet, ezt már gyakorlati szempontból

tekinthetjük végtelennek.

Nyilván a végtelen sok féle allélnak csak akkor lehet szerepe, ha megengedünk

mutációt. A mutációról azonban itt egy új tulajdonságot is felteszünk, nevezete-

sen, hogy minden mutációnal új, eddig el® nem fordult allél keletkezik. A mutáció

valószín¶sége legyen egységesen u, ekkor az átmeneti valószín¶ségek a következ®k
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lesznek:

P (Xi(t+ 1) = ki i = 0,1,2, ...|Xi(t) = li i = 1,2, ...) =
(2N)!∏∞
i=0 ki!

∞∏
i=0

πki
i (13)

ahol Xi(t) jelöli a t generációban az Ai allélok számát (i = 1,2, ...), X0(t+1) pedig az

új generációban keletkezett � és mind különböz® � mutáns allélokét, és π0 = u illetve

πi = (1− u) li
2N

i = 1,2, ....

Stacionárius eloszlásról most az eddigi értelemben nem beszélhetünk, hiszen min-

den allél el®bb-utóbb elt¶nik a populációból. Az egyes generációkban ezért az al-

lélok száma helyett tekintsük az allélok által meghatározott partícióját 2N -nek. (13)

tekinthet® úgy is, mint egy Markov lánc a lehetséges partíciókon. Bár a konkrét

valószín¶ségek igen bonyolultak lesznek, az irreducibilitás és a véges állapottér miatt

létezik stacionárius eloszlás. Ezzel kapcsolatosan vizsgálunk meg néhány mennyiséget.

Keressük meg el®ször, hogy átlagosan hány allél lesz jelen a poluációban. Bármely

Ai allélt kiválasztva, Ai valamikor belép a populációba 1
2N

relatív gyakorisággal, majd

egy id® után elt¶nik, eközben a gyakorisága (7) szerint változik. A populációban

töltött id® várható értékét jelöljük E(T )-vel ((8) jelölésével E(T ) = t( 1
2N

)).

3.3. Állítás. Stacionárius esetben, ha E(K2N) jelöli az egész populációban jelen lev®

allélok számának várható értékét, akkor 2Nu = E(K2N )
E(T )

.

Bizonyítás. Minden generációban várhatóan 2Nu új allél jön létre, tehát r egymást

követ® generációban összesen r2Nu + O(1) allél van jelen. Másképp számolva, az

egyes generációkban jelen lev® allélok számát összeadva, rE(K2N)-et kapunk, de ekkor

minden allélt átlagosan E(T ) generációban is megszámoltunk. Tehát

r2Nu+O(1) = r
E(K2N)

E(T )

és r → ∞ adja az állítást.

Felhasználva az állítást és a (9) közelítést,

E(K2N) = 2NuE(T ) = 2Nut

(
1

2N

)
≈ θ +

∫ 1

1
2N

θx−1(1− x)θ−1dx.
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A 3.2. Állításhoz hasonlóan kiszámolhatjuk most is az F2, F3, ... mennyiségeket,

ehelyett azonban most egy jóval általánosabb formulát bizonyítunk. Ha az Fn meny-

nyiségre úgy tekintünk, mint annak a valószín¶ségére, hogy egy véletlen kiválasztott

n elem¶ mintán az allélok az {n} partíciót határozzak meg, akkor megkérdezhetjük

azt is, hogy tetsz®leges π partíciónak mekkora a valószín¶sége. Legyen tehát a minta

mérete elhanyagolható a populációhoz képest és vezessük be a következ® jelöléseket:

Bi legyen azoknak az alléloknak a száma amiknek pontosan i reprezentánsa van a

mintában i = 1,2, ..., n, B = (B1, B2, ...Bn).

3.4. Tétel. (Ewens Sampling Formula(ESF)) Minden b = (b1, b2, ..., bn) vektor-

ra, amire
∑n

i=1 ibi = n,

P (B = b) ≈ n!

Sn(θ)

n∏
i=1

θbi

ibibi!
(14)

ahol Sn(θ) = θ(θ + 1)(θ + 2) . . . (θ + n− 1).

Bizonyítás. Az approximációt olyan értelemben fogjuk bizonyítani, hogy N → ∞,

u → ∞ esetén, de �x θ = 4Nu és n mellett a két oldal különbsége O
(

1
N2

)
. Legyen

a kiválasztott mintában n1 az egyik fajta, n2 egy másik fajta, és így tovább, nk

egy k-dik fajta allélból. b-nek megfelel egy {n1, ..., nk} rendezetlen halmaz, így a

keresett valószín¶séget írhatjuk P (n1, n2, ..., nk) alakban is. Az egyszer¶ség kedvéért

feltehetjük, hogy n1 ≥ n2 ≥ ... ≥ nk. Defíníció szerint b1 az egy reprezentánssal

rendelkez® allélok száma. b1 és n szerinti indukcióval bizonyítunk: el®ször belátjuk

b1 = 0 esetre, majd feltéve, hogy n ≤ r és b1 ≤ m, illetve n = r + 1 és b1 < m

esetekre tudjuk (14)-t, belátjuk, hogy n = r + 1 és b1 = m esetben is igaz. A b1 =

= 0 eset az indukciós lépeshez hasonló okoskodással bizonyítható, ezért csak utóbbit

részletezzük.

Próbáljuk tehát közelíteni a P (n1, ..., nk) mennyiséget n = r + 1 és b1 = m ≥
≥ 1 esetén. Legyen qi annak a valószín¶sége, hogy az r + 1 gén pontosan i szül®t®l

származik. Az x[i] = x(x− 1) . . . (x− i+ 1) jelöléssel

qr+1 =
(2N)[r+1]

(2N)r+1
= 1− r(r + 1)

4N
+O

(
1

N2

)
,
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qr =

(
r + 1

2

)
(2N)[r]

(2N)r+1
=
r(r + 1)

4N
+O

(
1

N2

)
,

innen pedig nyilván q1 + q2 + ... + qr−1 = O
(

1
N2

)
. Qi jelölje az {n1, ..., nk} kon�g-

uráció meg�gyelésének a valószín¶séget a (pontosan i szül®) feltétel mellett. Ekkor

P (n1, ..., nk) = qr+1Qr+1 + qrQr + O
(

1
N2

)
, így már csak a Qr+1 és Qr mennyiségek

kiszámolása van hátra. Ezekre a következ®ket kapjuk:

Qr+1 = P (n1, ..., nk)(1− u)r+1−m +
∑

j≤k−1

1

bnj

P (n1, ..., nj−1, nj + 1, nj+1, ..., nk−1)×

×u(1− u)r+1−m(nj + 1)(bnj+1 + 1) +O(u2).

Az els® tag felel meg annak, hogy a szül®k az el®z® generációban az {n1, ..., nk} kon�g-
urációt alkották, és a több reprezentánssal rendelkez® allélok nem mutálódtak. A má-

sodik tagban az 1
bnj

tényez® azért szükséges, mert az {n1, ..., nj−1, nj+1, nj+1, ..., nk−1}
szül®i kon�guráció bnj

-szer jelenik meg az összegben; a u(1−u)r+1−m(nj+1)(bnj+1+1)

tényez® pedig annak a valószín¶sége, hogy egy olyan allél utódja mutálódik, aminek

a szül®i kon�gurációban nj + 1 reprezentánsa van, míg a többi, több reprezentánssal

rendelkez® allél nem. Hasonló gondolatmenettel kapjuk:

Qr =
∑
j

1

bnj

P (n1, ..., nj−1, nj − 1, nj+1, ..., nk)
(nj − 1)(bnj−1 + 1)

r
(1− u)r−m +O(u).

A P (n1, ..., nk) = qr+1Qr+1+qrQr+O
(

1
N2

)
egyenletbe tehát behelyettesítve a kapott

eredményeket, N → ∞, u→ 0, 4Nu ≡ θ esetén átrendezés után a következ®t kapjuk:

(r(r + 1) + θ(r + 1−m))P (n1, ..., nk) = θ
∑
j

P (n1, ...nj−1, nj + 1, nj+1, ..., nk−1)×

×
(nj + 1)(bnj+1 + 1)

bnj

+r(r+1)
∑
j

P (n1, ..., nj−1, nj−1, nj+1, ..., nk)
(nj − 1)(bnj−1 + 1)

rbnj

.

A jobboldalon álló valószín¶ségekre alkalmazhatjuk az indukciós feltevést, ennek

megfelel®en (14)-t helyettesítve P (n1, ..., nk)-ra is megkapjuk a kívánt formulát.

3.5. Következmény. Kn =
∑n

i=1Bi jelölje a mintában el®forduló különböz® allélok
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számát. Jelölje továbbá |Sk
n| a θk együtthatóját Sn(θ)-ban. Ekkor

P (Kn = k) ≈ |Sk
n|θk

Sn(θ)
.

(A közelítést most úgy értjük, hogy a ESF-ben egyenl®séget feltételezve itt is egyen-

l®séget kapunk.)

Bizonyítás. A ESF-b®l kapott valószín¶ségeket kell összegeznünk olyan b vek-

torokra, amikre
∑n

i=1 bi = k. Ez nyilván

∑
b:

∑
bj=k,∑

jbj=n

n! θ
∑

bj

Sn(θ)
∏n

j=1 j
bjbj!

=
(n− 1)! θk

Sn(θ)

∑
b:

∑
bj=k,∑

jbj=n

n∏n
j=1 j

bjbj!
.

A
∑
jbj = n egyenl®séget felhasználva az összegzés így alakítható:

∑
b:

∑
bj=k,∑

jbj=n

∑n
l=1 lbl∏n

j=1 j
bjbj!

=
∑

b:
∑

bj=k,∑
jbj=n

∑
l=1..n,
bl ̸=0

1∏n
j=1 j

b
(l)
j b

(l)
j !

ahol a b(l)j számokat így de�niáljuk:

b
(l)
j =

{
bj, j ̸= l

bj − 1, j = l.

Ezekre egyrészt
∑n

j=1 b
(l)
j = k − 1, másrészt

∑n
j=1 jb

(l)
j = n− l, így

∑
b:

∑
bj=k,∑

jbj=n

∑
l=1..n,
bl ̸=0

1∏n
j=1 j

b
(l)
j b

(l)
j !

=
∑

b:
∑

bj=k,∑
jbj=n

∑
l=1..n,
bl ̸=0

1

(n− l)

∑n
k=1 kb

(l)
k∏n

j=1 j
b
(l)
j b

(l)
j !

=

∑
b:

∑
bj=k,∑

jbj=n

∑
l=1..n,
bl ̸=0

∑
k=1..n,

b
(l)
k

̸=0

1

(n− l)

1∏n
j=1 j

b
(l,k)
j b

(l,k)
j !

=



18 3. A WRIGHT-FISHER MODELL

∑
b:

∑
bj=k,∑

jbj=n

∑
l=1..n,
bl ̸=0

∑
k=1..n,

b
(l)
k

̸=0

1

(n− l)

1

(n− l − k)

∑n
m=1mb

(l,k)
m∏n

j=1 j
b
(l,k)
j b

(l,k)
j !

= ...

ahol b(l,k)j -t analóg módon de�niáljuk, és amikre tehát
∑n

j=1 b
(l,k)
j = k − 2, illetve∑n

j=1 jb
(l,k)
j = n − l − k. Az eljárást folytatva (k − 1) lépés után (k − 1) darab

különböz®, n-nél kisebb pozitív egész szám reciprokának a szorzata jelenik meg, a

nevez®ben lev® produktum értéke pedig 1-é egyszer¶södik. Tehát

P (Kn = k) ≈ θk(n− 1)!

Sn(θ)

∑
1≤mi≤n−1
mi ̸=mj i̸=j

1∏k−1
i=1 mi

=
θk

Sn(θ)

∑
1≤li≤n−1
li ̸=lj i̸=j

n−k∏
i=1

li.

A jobboldalon álló összeg viszont épp |Sk
n|, így az állítást beláttuk.

Kn eloszlásának ismeretében néhány további mennyiség könnyen kiszámolható.

3.6. Következmény. 1. Fn = P (Kn = 1) ≈ (n−1)!
(θ+1)(θ+2)...(θ+n−1)

,

2. E(Kn) ≈ θ
∑n−1

j=0
1

θ+j
,

3. D2(Kn) ≈ θ
∑n−1

j=1
j

(θ+j)2
.

Speciálisan F2 ≈ 1
1+θ

, amit az M allél esetén kapott (12) határértékeként is megka-

punk, ha M → ∞.

3.5. ESF alternatív levezetése

Megmutatható, hogy (13) esetén, ha a populáció méretéhez képest kis méret¶

mintát vizsgálunk, akkor sorban húzva a minta elemeit, annak a valószín¶sége hogy

a (j+1)-dik elem az eddigi j mindegyikét®l különböz® típusú, közelít®leg θ
θ+j

. Köny-

nyen látható továbbá, hogy annak a valószín¶sége, hogy a (j + 1)-edik elem olyan

típúsú lesz, aminek a mintában már m darab reprezentánsa van, m
θ+j

. A minta ezen

tulajdonságát egy urna-modellel írhatjuk le.

Tekintsünk egy urnát, amiben egy θ > 0 súlyú fekete, és több más szín¶, egységnyi

súlyú golyó van. A j-dik lépésben a súlyokkal arányos valószín¶séggel kihúzunk egy
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golyót, és ha ez nem a fekete, akkor visszatesszük, és még egy ugyanolyan szín¶ golyót

teszünk az urnába. Ha fekete golyót húztunk, akkor a feketét és egy új, eddig nem

használt szín¶ golyót teszünk vissza. A (nem fekete) színeket a természetes számokkal

jelöljuk. Az Xj valószín¶ségi változó jelölje a j-dik lépésben újonnan betett golyó

színének számát. A legels® lépésben az urnában csak a fekete golyó van, így X1 = 1,

X2 = 1 vagy 2, X3 = 1,2 vagy 3, stb.

Legyen K az n-dik lépés után az urnában lev® különböz®, nem fekete színek

száma. A fekete golyót a továbbiakban �gyelmen kívül hagyjuk, a folyamatban csak

az új színek generálása a szerepe. Az n-dik lépés után tehát n golyó van az urnában,

az i-dik színb®l ni darab (i = 1,2, ..., K). Tekintsük az {n1, n2, ..., nK} rendezetlen

halmazt, ez a 3.4. Tételhez hasonlóan meghatározza n egy Bn véletlen partícióját:

jelölje Bi, hogy hányszor fordul el® az i szám az {n1, n2, ..., nK} halmazban.

3.7. Tétel. Bn Markov-láncot alkot, és a marginális eloszlása

P (Bn = b) =
n!

Sn(θ)

n∏
i=1

θbi

ibibi!
(15)

ha b = (b1, b2, ..., bn)-re teljesül
∑n

i=1 ibi = n.

Bizonyítás. Rögzítsünk egy {n1, ..., nK} halmaznak megfelel® b = (b1, b2, ..., bn)

partíciót, és vizsgáljuk meg egy, b-t eredményez® (X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn)

húzássorozat valószín¶ségét. Ehhez a θ súlyú fekete golyót K-szor kell kihúznunk,

majd minden i-re az i-dik színb®l húznunk kell még (ni − 1)-szer. Az urnában lev®

golyók összsúlyának szorzata az n lépés során Sn(θ), ezekb®l

P (X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn) =
θK
∏K

i=1(ni − 1)!

Sn(θ)
. (16)

Most számoljuk meg a b partíciót eredményez® húzások számát. Ez könnyen láthatóan

megegyzik n darab, 1,2, ..., K színekre színezett tárgy olyan különböz® permutációi-

val, amik eleget tesznek a következ® két feltételnek:

(i) Az els® 1-es szín¶ tárgy megel®zi az els® 2-es szín¶ tárgyat, ami viszont megel®zi

az els® 3-as szín¶t, stb.
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(ii) A különböz® szín¶ tárgyak száma nincs meghatározva, csak annyit tudunk,

hogy valamely színb®l n1 darab van, egy másikból n2 darab, stb.

Az n1, n2, ..., nK számokat a K szín között K!∏n
i=1 bi!

féleképpen tudjuk elosztani.

Minden ilyen elosztásra az n tárgyat n!∏K
i=1 ni!

féleképpen tudjuk megszínezni. Az (i)

feltételt tehát egyel®re �gyelmen kívül hagyva, az (ii) feltételt

K!n!∏n
i=1 bi!

∏K
i=1 ni!

(17)

permutáció elégíti ki.

Osszuk most ezeket diszjunkt osztályokba aszerint, hogy az els® tárgyak az

1,2, ..., K színekb®l milyen sorrendben fordulnak el®. K! darab osztályt kapunk,

szimmetria okokb®l mindegyik egyenl® elemszámú, és pontosan egy osztály elemei

elégítik ki (i)-t. A keresett valószín¶ség tehát, (16) és (17) összeszorzása és K!-al való

osztás után
n!

Sn(θ)

θK∏n
i=1 bi!

∏K
i=1 ni

.

A θK =
∏n

i=1 θ
bi , illetve

∏K
i=1 ni =

∏n
i=1 i

bi azonosságok alkalmazásával adódik (15).
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4. A Moran-modell

4.1. Bevezetés

A Moran-modellben az egyik jelent®s különbséget az fogja jelenteni, hogy nem

tesszük fel a generációk diszjunktságát. S®t, egy id®pontban csak egy születést és

halálozást engedünk meg. A megfelel® Markov lánc így több szempontból köny-

nyebben kezelhet® lesz, és így számos mennyiséget pontosan, közelítések nélkül

tudunk meghatározni.

Ismét egy 2N egyedb®l álló állandó méret¶ populációt tekintünk. A t = 1,2, ...

id®pontokban véletlenszer¶en választunk egy egyedet, aki szaporodik, majd ismét

véletlenszer¶en egy újabb egyedet, aki meghal. Ez utóbbi nem lehet az új egyed, de

lehet az el®z®leg választott szül®.

A kétallélos esetet vizsgálva, jelölje X(t) az A1 allélok számát a t id®pontban. Ha

X(t) = i, akkor X(t+1) lehetséges értékei i−1, i, i+1, és az átmeneti valószín¶ségek

pi, i−1 = pi, i+1 =
i(2N − i)

(2N)2

pi, i =
(i2 + (2N − i)2)

(2N)2
.

X(t) átmenetmátrixa tehát kontinuáns, és ρi = 1, i = 0,1, ...,2N .

A 2.3. Állítás alapján, ha az indulási id®pontban i darab A1 gén van, akkor A1

�xálódásának valószín¶sége i
2N

.

Az elnyel®désig eltelt id® várható értékét, i darab A1 génnel indulva (2) alapján

kaphatjuk:

ti,j =

{
2N i

j
, i ≤ j

2N 2N−i
2N−j

, i > j,

így

ti = 2N

(
(2N − i)

i∑
j=1

1

2N − j
+ i

2N−1∑
j=i+1

1

j

)
.

A fenti két összeg két integrálközelít® összegként is felfogható. Ha tehát x = i
2N

-el
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jelöljük A1 relatív gyakoriságát kezdetben, akkor az egyik allél �xálódásáig szükséges

id® várható értéke

t(x) ≈ −(2N)2(x log x+ (1− x) log(1− x)),

ami (6)-tól csak egy N szorzóban különbözik. Mivel a Moran-modellben 2N új egyed

születéséhez 2N , míg a Wright-Fisher modellben 1 id® szükséges, egy 2N szorzót

intuitíven is jogosnak érezhetünk.

4.2. Mutációk

Legyen az A1 → A2 mutáció valószín¶sége u, az A2 → A1-é pedig v. A modell a

következ®képpen módosul:

pi,i−1 = µi =
i(2N − i)(1− v) + ui2

(2N)2

pi,i+1 = λi =
(i(2N − i)(1− u) + v(2N − i)2)

(2N)2
(18)

pi,i = 1− pi,i−1 − pi,i+1.

A stacionárius eloszlást a 2.4. Állítás alapján kaphatjuk meg. Átalakítás után a

ϕj = ϕ0
(2N)! Γ(j + A)Γ(B − j)

j! (2N − j)! Γ(A)Γ(B)
(19)

alakot kapjuk, ahol A = 2Nv
(1−u−v)

, B = 2N(1−v)
(1−u−v)

. A binomiális együtthatók általános-

abb
(
a
b

)
= Γ(a+1)

Γ(b+1)Γ(a−b+1)
de�nícióját használva tehát

ϕj = ϕ0

(
A−1+j
A−1

)(
B−1−j
B−2N−1

)(
B−1
2N

) .

Felhasználva a
∑2N

j=0 ϕj = 1 feltételt illetve a binomiális azonosságokat,

ϕ0 =

(
B−1
2N

)(
A+B−1

A+B−2N−1

) =
Γ(B)Γ(A+B − 2N)

Γ(A+B)Γ(B − 2N)
.
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Nagy a és a-hoz képest kis b esetén Γ(a+b)
Γ(a)

∼ ab. Ha tehát most N -et és j-t növeljük,

u-t és v-t pedig csökkentjük úgy, hogy az x = j
2N

, α = 2Nu, β = 2Nv mennyiségek

�xek maradjanak, akkor elég nagy N -re

ϕj ≈
1

2N

Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
xβ−1(1− x)α−1.

Ez a közelítés, bár a (19) alakkal szemben nem pontos, de nyilván lényegesen jobban

kezelhet®.

4.3. Végtelen allél

A Wright-Fisher modellhez hasonlóan vezethetünk be itt is végtelen sok allélt :

az újonnan született gén u valószín¶séggel mutálódjon, és minden mutációnál új al-

lél jöjjön létre. Stacionárius eloszlásrol ismét a 3.4. Tétel el®tti értelemben beszél-

hetünk. Számos, a Wright-Fisher modellben megismert eredmény analógja leveze-

thet®. Be fogjuk látni a ESF-t, ami most pontos valószín¶ségeket fog adni, ráadásul

akármekkora mintára. Speciálisan az egész populációra fogjuk tudni a stacionárius

eloszlást, ennek a bizonyításával kezdjük.

4.1. Tétel. Jelölje Bi az i darab reprezentánssal rendelkez® gének számát a populá-

cióban, B = (B1, B2, ..., B2N). Ekkor stacionárius esetben minden b = (b1, b2, ..., b2N)

vektorra, amire
∑2N

j=1 jbj = 2N ,

P (B = b) =
2N !

S2N(θ)

2N∏
i=1

θbi

ibibi!
, (20)

ahol θ = 2Nu
1−u

.

Bizonyítás. Jelöljük a de�niált eloszlást π(b)-vel. Megmutatjuk, hogy π kielégíti a

π(b)pbb′ = π(b′)pb′b egyenleteket minden b, b′-re, azaz a megfelel® Markov-lánc meg-

fordítható és valóban stacionárius eloszlást kapunk. Jelölje továbbá Li az i reprezen-

tánnsal rendelkez® alléllal rendelkez® egyedek halmazát, nyilván |Li| = ibi.

Nézzük meg, hogy ha a mostani generációban az allélok által meghatározott kon-

�guráció b, akkor a következ® generációban milyen b′ kon�guráció jöhet szóba. Mivel
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a b = b′ eset triviális, ezért a továbbiakban feltesszük hogy különböz® típusú gén

szaporodott és halt meg, vagy pedig mutáció történt. Ha történt mutáció, akkor a

szaporodó gén típúsa lényegtelen, a meghaló gén pedig legyen Lj-beli. Ekkor b′m =

= bm + δ1m + δj−1,m − δjm. Ha nem volt mutáció, és egy Li-beli gén szaporodott,

továbbá egy (el®bbit®l eltér® típusú ) Lj-beli halt meg, akkor b′m = bm + δi+1,m −
− δim + δj−1,m − δjm. Ebb®l egyrész leolvasható, hogy pbb′ ̸= 0 ⇔ pb′b ̸= 0, másrészt a

pozitív valószín¶séggel szóba jöv® esetek:

1. b′ = (b1 + 1, ..., bj−1 + 1, bj − 1, ..., b2N),

2. b′ = (b1 + 2, b2 − 1, ..., b2N),

3. b′ = (b1, b2, ..., bj−1 + 1, bj − 1, ..., bi − 1, bi+1 + 1, ..., b2N),

4. b′ = (b1, ..., bi−1 + 1, bi − 2, bi+1 + 1, ..., b2N),

5. b′ = (b1, ..., bi−1 − 1, bi + 2, bi+1 − 1, ..., b2N).

A bizonyítás mind az 5 esetre nagyon hasonló, ezért most csak az 1. esetet rés-

zletezzük. Ha b′ = (b1 + 1, ..., bj−1 + 1, bj − 1, ..., b2N), akkor egy mutációnak kellett

történnie, továbban egy Lj-beli egyednek meghalnia. Fordítva, ha b′-b®l indulunk ki,

akkor ahhoz, hogy a b kon�gurációt kapjuk, egy Lj−1-belinek kell szaporodnia és egy

L1-belinek meghalnia. Így

π(b)pbb′ =
2N ! θ

∑2N
i=1 bi

1b12b2 · · · 2N b2N b1! b2! · · · b2N !S2N(θ)
u
(1− u)jbj

2N
=

2N ! θ
∑2N

i=1 bi

1b1 · · · jbj−1 · · · 2N b2N b1! · · · (bj − 1)! · · · b2N !S2N(θ)

θ

(2N)2
=

=
2N ! θ(

∑2N
i=1 bi)+1

1b1+1 · · · (j − 1)bj−1+1jbj−1 · · · 2N b2N (b1 + 1)! · · · (bj−1 + 1)! (bj − 1)! · · · b2N !S2N(θ)
×

×b1(j − 1)(bj−1 + 1)

(2N)2
= π(b′)pb′b
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Most az ESF egy újabb tulajdonságát látjuk be: ha a teljes populáció (20) eloszlású,

akkor minden véletlen választott minta eloszlása is ilyen típusú lesz.

4.2. Tétel. Legyen 1 ≤ n ≤ 2N tetsz®leges. Ekkor ha az n elem¶ mintában az

i reprezentánssal rendelkez® allélok számat Bi jelöli, Bn = (B1, B2, ..., Bn), akkor

minden olyan b = (b1, b2, ..., bn) vektorra, amire
∑n

i=1 ibi = n teljesül,

P (Bn = b) =
n!

Sn(θ)

n∏
i=1

θbi

ibibi!
.

Bizonyítás. Az n = 2N esetet az el®bbi tételben láttuk. Ebb®l megmutatjuk, hogy

n = 2N − 1 esetben is igaz a formula, ezt a lépést ismételve látható minden n-re.

Legyen tehát b = (b1, b2..., b2N) olyan, hogy
∑2N

i=1 ibi = 2N − 1. Alkalmazva a teljes

valószín¶ség tételét és felhasználva (20)-t :

P (B2N−1 = b) =
∑
b′

P (B = b′)P (B2N−1 = b|B = b′) =

= P (B = (b1 + 1, b2, ..., b2N))
b1 + 1

2N
+ P (B = b1 − 1, b2 + 1, b3, ..., b2N)

2(b2 + 1)

2N
+ · · ·

· · ·+ P (B = (b1, ..., b2N−1 − 1, b2N + 1))
2N(b2N + 1)

2N
=

=
(2N − 1)! θ(

∑
bi)+1

1b1 · · · 2N b2N b1! · · · b2N !S2N(θ)
+
∑
bj>0

(2N − 1)! θ
∑

bi

1b1 · · · jbj−1 · · · 2N b2N b1! · · · (bj − 1)! · · · b2N !S2N(θ)
=

=
(2N − 1)! θ

∑
bi

1b1 · · · 2N b2N b1! · · · b2N !

(
θ +

∑
bj>0 jbj

S2N(θ)

)
=

(2N − 1)! θ
∑

bi

1b1 · · · 2N b2N b1! · · · b2N !S2N−1(θ)
,

hiszen
∑

bj>0 jbj =
∑2N

j=1 jbj = 2N−1. Innen átrendezéssel kapjuk a tételbeli alakot.

A megfelel® következmények is érvényben maradnak, ismét pontos eredményeket

adva, és ismét bármekkora mintára.

4.3. Következmény. 1. P (Kn = k) = |Sk
n|θk

Sn(θ)
,

2. Fn = P (Kn = 1) = (n−1)!
(θ+1)(θ+2)...(θ+n−1)

,
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3. E(Kn) = θ
∑n−1

j=0
1

θ+j
,

4. D2(Kn) = θ
∑n−1

j=1
j

(θ+j)2
.
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5. A Cannings-modell

5.1. Sajátértékek

Röviden foglalkozunk az igen általános Cannings-modellel, aminek az el®z®ekben

tárgyalt két modell speciális esete. A nagyfokú általánosság mellett egyszer¶ képletet

kapunk a Markov-láncot meghatározó átmenetmátrix sajátértékeire. Csak a két allé-

los, mutáció nélküli esettel foglalkozunk.

Jelölje ismét X(t) az A1 allélok számát és egy adott generációban az i-edik egyed

utódainak száma legyen Yi. Ezek nemnegatív érték¶ valószín¶ségi változók, és teljesül∑2N
i=1 Yi = 2N . Ezen felül csupán annyit teszünk fel, hogy felcserélhet®ek, azaz bár-

mely (Yn1 , Yn2 ..., Ynk
) és (Ym1 , Ym2 , ..., Ymk

) részhalmazokat kiválasztva, ezek együttes

eloszlása megegyezzen (speciálisan minden Yi azonos eloszlású). Ezek alapján X(t+

+ 1) =
∑X(t)

k=1 Yk, azaz Pij = P (
∑i

k=1 Yk = j) (i, j = 0,1, ...,2N).

Az Yl utód-változókat felfoghatjuk Yl = Y 0
l + Y 1

l alakban is, ahol Y 0
l 0− 1 érték¶

változó. Ekkor Y 0
l jelöli azt, hogy az l-dik egyed életben maradt-e a következ® gen-

erációban vagy sem, Y 1
l pedig a tényleges utódok számát. Így a Cannings-modell

valóban magába foglal egymást átfed® generációkat megenged® modelleket, többek

között a Moran-modellt is.

5.1. Tétel. Az fent de�niált P mátrix sajátértékei :

λ0 = 1, λj = E(

j∏
k=1

Yk) j = 1,2, ...,2N.

A felcserélhet®ség miatt természetesen bármelyik j darab Yk-t használhatjuk λj kife-

jezésében.

Bizonyítás. El®ször egy lemmát látunk be, aminek a tétel már egyszer¶ következménye

lesz.

5.2. Lemma. Legyen {Xt} Markov-lánc, állapottere (0,1, ..., n), átmenetmátrixa P .

Ha az Xt = i feltétel mellett Xt+1 j-edik momentuma i-nek legfeljebb j-edfokú poli-

nomja, azaz

E(Xj
t+1|Xt = i) = λji

j + λj−1,ji
j−1 + · · ·+ λ0,j,
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minden j = 0,1, ..., n esetén, akkor a λj együtthatók a P mátrix sajátértékei.

Bizonyítás. A korábban bevezetett x[i] jelölést használva a fenti azonosság nyilván-

valóan ekvivalens átfogalmazása:

E(X
[j]
t+1|Xt = i) = λji

j + λ′j−1,ji
j−1 + · · ·+ λ′0,j.

Vezessük be a B = {bij} = {
(
i
j

)
} (n+ 1)× (n+ 1)-es mátrixot, ekkor B−1 = {bij} =

= {(−1)i+j
(
i
j

)
}. Az A = B−1PB mátrix sajátértekei megegyeznek P sajátértékeivel.

Másrészt A-ról belátjuk, hogy fels® háromszögmátrix, így sajátértékei az átlóban lev®

elemek, amik pedig épp λj-k lesznek.

akj = (B−1(PB))kj =
n∑

i=0

bki(PB)ij =
n∑

i=0

bki
n∑

l=0

pil

(
l

j

)
=

n∑
i=0

bki
1

j!
E(X

[j]
t+1|Xt = i) =

= (−1)k
n∑

i=0

(−1)i
(
k

i

)
1

j!
E(X

[j]
t+1|Xt = i) = (−1)k

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
1

j!
E(X

[j]
t+1|Xt = i)

Felhasználva a
∑k

i=0(−1)iim
(
k
i

)
= 0 (m < k), illetve

∑k
i=0(−1)iik

(
k
i

)
= (−1)kk!

azonosságokat, és a feltétel átfogalmazását, ebb®l valóban adódik akj = 0 (j < k),

illetve akk = λk.

A tétel bizonyítására rátérve:

E(Xj
t+1|Xt = i) = E

( i∑
k=1

Yk

)j
 = Sj(i)E

(
j∏

k=1

Yk

)
+i alacsonyabb fokú hatványai =

= ijE

(
j∏

k=1

Yk

)
+ i alacsonyabb fokú hatványai,

ahol csak a második egyenl®ség igényel magyarázatot. Ha a j-dik hatvány minden

tényez®jéb®l különböz® Yk-t szeretnék választani, azt i[j] féleképpen tehetem meg.

Az olyan szorzatok száma pedig, ahol van olyan Yk, ami 1-nél magasabb hatványon
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szerepel, i-nek j-nél alacsonyabb fokú hatványa. Ezután a lemma alkalmazásával

kapjuk az állítást.

A triviális P (Yl = 1) = 1 esetben nyilván minden sajátérték 1. Más esetben ez nem

fordulhat el®, s®t, pontosan meg tudjuk mondani a különböz® sajátértékek számát is.

Ehhez vezessük be a következ® jelölést: jelölje k azt a természetes számot, amire igaz,

hogy minden generációban N−k+1 egyedhez tartozó Yl mindenképp 0. Azaz, minden

lépésben (2N − k+1) egyednek utód nélkül kell meghalnia, de (2N − k+2)-nek már

nem szükséges.

5.3. Tétel. Ha P (Yl = 1) = 1 nem teljesül, akkor

1 = λ0 = λ1 > λ2 > · · · > λk = λk+1 = · · · = λ2N = 0.

Bizonyítás. De�níció szerint k darab Yl közül az egyik értéke mindenképp 0 lesz,

így E(
∏j

l=1 Yl) = 0, így λj = 0, ha j ≥ k.

λ0 = 1 de�níció szerint, míg λ1 = E(Y1) = 1 szimmetriaokokból teljesül. Ha

j < k, akkor mivel (k − 1) darab Yl pozitív valószín¶séggel nem mind 0, ezért λj =

= E(
∏j

l=1 Yl) > 0. Így már csak a λj−1 > λj egyenl®tlenségeket kell belátni 1 < j < k

esetén. Mivel
∑2N

l=1 Yl = 2N , ezért

E(Y1Y2 · · ·Yj) = E(Y1Y2 · · ·Yj−1(2N − Y1 − · · · − Yj−1 − Yj+1 − · · ·Y2N)) =

= 2NE(Y1 · · ·Yj−1)− (j − 1)E(Y1 · · ·Yj−2Y
2
j−1)− (2N − j)E(Y1 · · ·Yj)

a felcserélhet®ség miatt. Átrendezés után

E(Y1 · · ·Yj) =
2NE(Y1 · · ·Yj−1)− (j − 1)E(Y1 · · ·Yj−2Y

2
j−1)

2N − j + 1
. (21)

Az Y1 · · ·Yj−2Yj−1(Yj−1 − 1) valószín¶ségi változó nemnegatív, és mivel P (Yj−1 =

= 1) < 1 illetve j − 1 < k, ezért pozitív valószín¶séggel vesz fel pozitív értéket is,

így

E(Y1 · · ·Yj−2Yj−1(Yj−1 − 1)) > 0 ⇔ E(Y1 · · ·Yj−2Y
2
j−1) > E(Y1 · · ·Yj−1).
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Ezt használva (21)-ben

λj = E(Y1 · · ·Yj) < E(Y1 · · ·Yj−1) = λj−1.

A legnagyobb nem 1 sajátérték tehát E(Y1Y2), amit a következ®képpen is megkaphatunk:

(2N)2 = E

( 2N∑
l=1

Yl

)2
 = 2NE(Y 2

1 ) + 2N(2N − 1)E(Y1Y2)

a felcserélhet®ség miatt. Innen

E(Y1Y2) = 1− E(Y 2
1 )− 1

2N − 1
= 1− σ2

2N − 1
,

ahol σ2 = D2(Y1).

Megjegyezzük, hogy a sajátértékekre ismert explicit formula mutáció, s®t, M > 2

allél esetén is, ezek azonban már jelent®sen bonyolultabbak. Ekkor a λl sajátértékek a

genetikai diverzitás csökkenésének sebességét jellemzik: ha a jelenlegi generációban l

allél van, akkor annak a valószín¶sége, hogy a következ® generációban l-nél kevesebb

allél van, aszimptotikusan 1− λl.

5.2. Speciális esetek

Az 5.1. Tételt alkalmazva kiszálmolhatjuk a korábbiakban tárgyalt két modell

esetében az átmenetmátrix sajátértékeit. A Wright-Fisher modellben (Y1, Y2, ..., Y2N)

multinomiális eloszlású 2N renddel és egységesen 1
2N

paraméterrel. Vezessük be a

következ® jelölést, ha y = (y1, y2, ..., yj) :(
2N

y

)
=

2N !

y1! y2! · · · yj! (2N − y1 − y2 − · · · yj)!
.
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Ekkor

λj = E(

j∏
l=1

Yl) =
∑

· · ·
∑

y1 · · · yj
(
2N

y

)(
1

2N

)∑
yl
(
1− j

2N

)2N−
∑

yl

=

=
(2N)[j]

(2N)j

∑
· · ·
∑(

2N − j

y-1

)(
1

2N

)∑
(yl−1)(

1− j

2N

)2N−j−
∑

(yl−1)

=
(2N)[j]

(2N)j
,

hiszen az átalakított összegzés szintén egy multinomiális eloszlás valószín¶ségeinek

az összegzése, azaz 1.

A Moran-modell esetében a rendezetlen {Y1, ..., Y2N} halmaz két értéket vehet

fel : {1,1, ...,1}-et 1
2N

valószín¶séggel, illetve {2,0,1,1, ...,1}-et 2N−1
2N

valószín¶séggel.

Az els® esetben E(
∏j

l=1 Yl|{Y1, ..., Y2N} = {1,1, ...,1}) = 1, míg a másodikban

E(
∏j

l=1 Yj|{Y1, ..., Y2N} = {2,0,1,1, ...,1}) = (2N−j)(2N+j−1)
2N(2N−1)

. Tehát

λj =
1

2N
+

2N − 1

2N

(2N − j)(2N + j − 1)

2N(2N − 1)
= 1− j(j − 1)

(2N)2
(j = 0,1, ...,2N).
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6. Családfák vizsgálata

6.1. A retrospektív néz®pont

A korábbi fejezetekben azt vizsgáltuk, hogy különböz® feltevések mellett a pop-

uláció bizonyos tulajdonságai az id® el®rehaladtával hogyan változnak. A populáció

jöv®jének vizsgálata helyett ugyanakkor lehetséges a múltjával foglalkozni. A populá-

ciógenetika története során ez a megközelítés azért válhatott érdekessé, mert a techni-

ka fejl®désével egyre több adat állt rendelkezésre populációk genetikai állományáról,

és felmerült a kérdés, hogy milyen folyamatok vezethettek a meg�gyelt mintához.

Az ilyen irányú vizsgálatok egy fontos eszköze a családfák szerkezetéhez kap-

csolódó coalescent folyamat. Vegyünk egy n elem¶ mintát az r-dik, Gr generációból,

legyenek ezek az egyedek γ1, γ2, . . . γn. A minta szülei Gr−1-ben egy legfeljebb n el-

em¶ halmazt alkotnak, de néhány szül® egybeeshet. Az egybeesés valószín¶sége poz-

itív, így néhány generációt visszamenve, a mintának biztosan kevesebb mint n ®se

lesz. Ezt ismételve pedig el®bb-utóbb egy olyan generációhoz is eljutunk, amikor az

egész mintának egy közös ®se van. Ezzel a minta családfáját kaptuk meg (1.ábra), az

így kapott vonalakat családi vonalaknak, azok közös szül® miatti egybeesését össze-

olvadásnak is hívjuk. Ezt ekvivalenciarelációk segítségével is megfogalmazhatjuk: Ψs

legyen az az ekvivalenciareláció {1,2, ...n}-en, ami pontosan akkor tartalmazza az

(i, j) párt, ha γi és γj ®se Gr−s-ben megegyezik. Nyilván Ψ0 = {(i, i), i = 1,2, ...n},
és Ψs ⊆ Ψs+1. Minden Ψs ekvivalenciaosztálynak megfelel a Gr−s generáció egy tag-

ja. Ha két ilyen egyed szül®je megegyezik, akkor (és csak akkor) a két megfelel®

ekvivalenciaosztály összeolvad Ψs+1-ben. A (Ψs) sorozat tehát Markov-láncot alkot

az {1,2, ..., n} halmazon értelmezett ekvivalenciarelációkkal mint állapottérrel, és a

Pξη = P (Ψs+1 = η|Ψs = ξ) átmeneti valószín¶ségekre Pξη = 0 hacsak nem ξ ⊆ η.

6.2. Alkalmazás a Wright-Fisher modellben

Tegyük most fel, hogy a populációnkban a Wright-Fisher modell szerinti kapcsolat

van az egymást követ® generációk között. Ekkor Pξη-t konkrétabban is ki tudjuk

számolni. Jelöljük ξ ≺ η-val, ha η-t ξ két osztályának egybeolvasztásával kapjuk.
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1. ábra.

Ekkor

Pξη = δξη +
1

2N
qξη +O

(
1

N2

)
ahol

qξη =


1, ha ξ ≺ η
k(k−1)

2
, ha ξ = η és |ξ| = k

0, egyébként.

Mátrixos alakban a P2N átmenetmátrixra

P2N = I +
1

2N
Q+O

(
1

N2

)
.

Ekkor megmutatható ([7]), hogy minden t-re limN→∞ P
⌊2Nt⌋
2N = exp(tQ). Nem

bizonyítjuk, de ekkor, ha R az a folytonos paraméter¶ folyamat, amire R(t) =

= Ψ(⌊2Nt⌋), akkor N → ∞ esetén R eloszlásban tart egy folytonos paraméter¶ S

Markov-folyamathoz a Q generátorral. Nagy N -re tehát lehet közelíteni a folyamatot

S-sel, amire tehát ξ ̸= η esetén

Pξη(h)

h
=
P (S(t+ h) = η|S(t) = ξ)

h
→ qξη ha h→ 0.
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A továbbiakban azt fogjuk �gyelni, hogy mikor olvadnak össze családi vonalak, azaz,

mikor csökken az ekvivalenciaosztályok száma. Legyen tehát |ξ| = k, ekkor

P (|S(t+ h)| = k − 1|S(t) = ξ) =
∑
ξ≺η

Pξη(h) =
∑
ξ≺η

1 · h+ o(h) =
k(k − 1)

2
h+ o(h),

tehát

P (|S(t+ h)| = k − 1| |S(t)| = k) =
k(k − 1)

2
h+ o(h)

A coalescent tehát felfogható egy tiszta halálozási folyamatként, aminek a

paraméterei j(j−1)
2

(j = n, n − 1, ...,2). Az ahhoz szükséges Tj id®, hogy j ®sb®l

j − 1 legyen, exponenciális eloszlású 2
j(j−1)

várható értékkel, és Tj-k függetlenek. Az

egyetlen közös ®s eléréséig eltelt T id®re T = T2 + T3 + · · ·+ Tn, így

E(T ) =
n∑

i=2

E(Ti) = 2(1− 1

n
). (22)

Mivel E(T2) = 1, ezért az egyetlen közös ®sig eltelt id®nek átlagosan több mint a

felében pontosan 2 közös ®se van a mintának. Hasonlóan,

D2(T ) =
n∑

i=2

D2(Ti) = 8
n−1∑
i=1

1

i2
− 4

(
1− 1

n

)(
3 +

1

n

)

A szórás nagy részéért is a kevés ®ssel eltöltött id® szórása a felel®s, például D2(T6 +

+ T7 + · · ·+ Tn) ≤ D2(T6 + T7 + · · · ) < 0,011.

A szül®-gyerek viszonyon kívül a folyamatban �gyelembe vehetjük a mutációt

is. Az eredeti Wright-Fisher modell-beli mutáció u valószín¶séggel következett be

egy génnél, 1 id®egység alatt. A coalescent de�niálása során az id®t ugyanakkor

átparamétereztük. Nem túl merész tehát most arra gondolni, hogy a mutáció

valószín¶sége 1 id®egység alatt legyen 2Nu = θ
2
. Mivel ez nem feltétlen értelmes,

ezért ehelyett azt tesszük fel, hogy egy adott vonalon a (t, t + δ) intervallumban a

mutáció valószín¶sége legyen δ θ
2
+ o(δ), ha δ → 0.

A családfa vizsgálatakor tehát id®r®l id®re mutációkat �gyelhetünk meg, amik

szintén egy Poisson-folyamat szerint fordulnak el®, ezeket feljegyezhetjük a családfán
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2. ábra.

3. ábra.

(2. ábra). Ha a t id®pontban j közös ®s van, akkor annak a valószín¶sége, hogy a

(t, t+ δ) intervallumban mutáció vagy családi vonalak összeolvadása történik, 1
2
j(j+

+ θ − 1)δ + o(δ).

El®ször a mintában található legid®sebb allél korát szeretnénk meghatározni. A

továbbiakban, ha mutációt észlelünk egy családi vonalon, akkor azt a vonalat ne vizs-

gáljuk tovább (3. ábra). Így akár mutáció, akár összeolvadás történik, a vonalak száma

1-gyel csökken. Az el®bbiek alapján, ha j vonal van, akkor a következ® csökkenésig

szükséges T ′
j id® exponenciális eloszlású

1
2
j(j+θ−1) paraméterrel. A legid®sebb allél
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életkora T ′ =
∑n

j=1 T
′
j , így

E(T ′) =
n∑

j=1

E(T ′
j) =

n∑
j=1

2

j(j + θ − 1)
. (23)

Összehasonlítva (22)-t és (23)-t, az egyértelm¶ közös ®sig θ < 2 esetén várhatóan

hamarabb eljutunk, mint a legid®sebb allél létrejöttéig, így az ® típusa is jelen van a

mintában. θ > 2 esetén a fordított eset áll fenn, míg θ = 2 esetén a két id®pont csak

egy 1
n2 nagyságrend¶ tagban különbözik.

Ha a Z1 és Z2 valószín¶ségi változók exponenciális eloszlásúak λ1 illetve λ2

paraméterekkel, akkor P (Z1 < Z2) = λ1

λ1+λ2
. Ha tehát bármilyen esemény (tehát

mutáció vagy összeolvadás) történik, akkor annak a valószín¶sége, hogy ez mutáció,
θ

j+θ−1
. A mintában lév® allélok számának várható értéke tehát

n∑
j=1

θ

j + θ − 1
,

ami megegyezik a 3.6. Következményben kapott eredménnyel. Ennél még többet is

mondhatunk. Ismét Kn-nel jelölve a különböz® allélok számát,

P (Kn = k) =
∑

j1,j2,...,jn−k
jl ̸=jml̸=m,1≤jl≤n

θk(j1 − 1)(j2 − 1) · · · (jn−k − 1)

θ(θ + 1) · · · (θ + n− 1)
=

=
θk

Sn(θ)

∑
j1,j2,...,jn−k

jl ̸=jml̸=m,1≤jl≤n

(j1 − 1)(j2 − 1) · · · (jn−k − 1) =
θk|Sk

n|
Sn(θ)

,

azaz a 3.5. Következményt is megkaptuk.

A családfa egészén meg�gyelt mutációk Sn számának a statisztikai vizsgálatok

során van fontos szerepe. Feltételezve ugyanis, hogy a meg�gyelt szekvencia bármelyik

helyén legfeljebb egyszer történhetett mutáció, Sn éppen azon helyek száma, ahol nem

mindegyik mintaelem rendelkezik ugyanazzal a bázissal. Így a következ®k alapján a

mintából torzítatlan becslést tudunk adni θ-ra. Legyen a családfa összhossza Ln,

nyilván Ln =
∑n

j=2 jTj. Ln = l esetén Sn Poisson eloszlású, θl
2
paraméterrel. Így
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tehát

E(Sn) = E(E(Sn|Ln)) =
θ

2
E(

n∑
j=2

jTj) =
θ

2

n∑
j=2

j
2

j(j − 1)
= θ

n−1∑
j=1

1

j
,

illetve

D2(Sn) = E(D2(Sn|Ln)) +D2(E(Sn|Ln)) =
θ

2

n∑
j=2

jE(Tj) +
θ2

4

n∑
j=2

j2D2(Tj) =

=
θ

2

n∑
j=2

j
1

j(j − 1)
+
θ2

4

n∑
j=2

j2
4

j2(j − 1)2
= θ

(
n−1∑
j=1

1

j
+

1

j2

)
.
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