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3



Tartalomjegyzék
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1. Bevezetés 5
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4. Klasszifikáció 18
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4.3. Feloldható és nilpotens Leibniz-algebrák . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5. További kérdések, tételek, nyitott problémák 34

Hivatkozások 36

4



1. Bevezetés

1.1. Motiváció

A fizika területén fontos szerepet kapnak bizonyos nemasszociat́ıv algebrai struktú-
rák. Így például a Lie-algebrák a húrelméletben, a különböző fizikai modellekben,
pl. a konformális testelméletben jelennek meg. Akadnak azonban olyan témák, ahol
nem elegendő az, amit a Lie-algebrák tudnak, ezek túl speciálisak, ı́gy szükség van
új fogalmak bevezetésére.

A nemasszociat́ıv algebrák egy t́ıpusát, az úgynevezett Leibniz-algebrákat először
Jean-Louis Loday vezette be 1993-ban, mint a Lie-algebrák egyfajta nemantikommu-
tat́ıv általánośıtását [9]. Loday nyomán ezeket az algebrákat Loday-algebráknak is
nevezik. Loday leginkább mátrixalgebrák ciklikus homológiájával illetve Hochschild-
homológiájával kapcsolatban foglalkozott a Leibniz-algebrákkal. Az utóbbi 20 évben
a Leibniz-algebrák elméletét akt́ıvan tanulmányozták, és a Lie-algebrák elméletének
számos eredményét ki lehetett terjeszteni a Leibniz-algebrákra.

A Leibniz-algebrák alkalmazási területe többek között a klasszikus, illetve a
nemkommutat́ıv geometria. Fontos szerepet játszanak a Nambu-Poisson sokasá-
gok homológia- és kohomológia-elméletében, valamint a szuperkonformális Chern-
Simons elméletben.

Ez a dolgozat a Leibniz-algebrák fogalmával, alapvető tulajdonságaival foglal-
kozik. Mivel ezek a Lie-algebrák egyfajta általánośıtásának tekinthetők, felmerül a
kérdés, hogy a Lie-algebrákra vonatkozó fogalmak, álĺıtások közül melyek vihetők át
a Loday-algebrákra, illetve melyek nem. Utóbbi esetben az is kérdés, hogy lehet-e
úgy módośıtani a defińıciókat, (és ha igen, akkor hogyan), hogy a Lie-algebrákra
ne változzon meg a jelentésük, de a módośıtott defińıciókkal már meg lehessen jól
fogalmazni az álĺıtásainkat, hogy azok általánosabb esetben is igazak legyenek.

A dolgozatban többek között erre is törekszem. A második részében pedig az elő-
zőleg kapott álĺıtások seǵıtségével a Leibniz-algebrák néhány speciálisabb csoportját
osztályozom, rendszerezem.

Először megismerkedünk a Leibniz-algebra fogalmával, és néhány konkrét példát
láthatunk Leibniz-algebrákra. A második fejezetben azokat az alapvető fogalmakat
tekintem át, melyek ismerete szükséges ahhoz, hogy a témával behatóbban is foglal-
kozhassunk. Ezt követően a Leibniz-algebrák néhány egyszerűbb alaptulajdonságát
nézzük át. A harmadik, rövidebb fejezetben a Lie-algebrákra vonatkozó Levi-tétel
Leibniz-algebrákra adott általánośıtását bizonýıtom. Ez a tétel az osztályozásban
jelent nagy seǵıtséget. Végül a negyedik fejezetben alacsony dimenziós példákat vizs-
gálok meg. Továbbá a Leibniz-algebrák egy speciális t́ıpusát osztályozom. Zárásként
pedig a még nyitott kérdésekről és a további lehetőségekről lesz szó.
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1.2. A Leibniz-algebra defińıciója

1.2.1. Defińıció. Egy K test feletti (L, [·, ·]) algebra Leibniz-algebra, ha ∀x, y, z ∈ L
esetén fennáll az úgynevezett Leibniz-azonosság:

[[x, y], z] = [[x, z], y] + [x, [y, z]]

Példák:

1. Speciálisan minden Lie-algebra ilyen, hiszen a Jacobi-azonosság szerint

[[x, y], z] = −[z, [x, y], ] = [x, [y, z]] + [y, [z, x]] = [x, [y, z]] − [[z, x], y] =
= [x, [y, z]] − [−[x, z], y] = [x, [y, z]] + [[x, z], y]

2. Legyen (L, d) differenciál Lie-algebra. Azaz L Lie-algebra, amin adott a
d : L→ L leképezés, hogy ∀x, y,∈ L d[x, y] = [dx, y] + [x, dy], és d2x = 0.
Az [x, y]d := [x, dy] módon definiált szorzással L Leibniz-algebra lesz:

[[x, z]d, y]d+[x, [y, z]d]d = [[x, dz], dy]+[x, d[y, dz]] = [[x, dz], dy]+[x, [dy, dz]]+
+ [x, [y, d2z]] = −[[dz, x], dy]− [[dy, dz], x] = [[x, dy], dz] = [[x, y]d, z]d

1.2.2. Defińıció. Tenzoralgebra. Legyen V egy K feletti vektortér.

Ekkor T̄ (V ) =
⊕
k≥1

V ⊗k, ahol V ⊗1 = V .

Adott a természetes ιn : V ⊗n→ T̄ (V ) beágyazás. Így ∀v ∈ T̄ (V ) feĺırható
v = ιn1(v1)+· · ·+ ιnk

(vk)

alakban, ahol vi ∈ V ⊗ni és ni 6= nj ha i 6= j.

Elegendő a · : V ⊗m×V ⊗n→ V ⊗(m+n) szorzásokat definiálni, hiszen ez maga után
vonja a · : ιm(V ⊗m)×ιn(V ⊗n)→ ιm+n(V ⊗(m+n)) műveleteket, és ı́gy T̄ (V )-n is értel-
mezhető a szorzás.

Mivel V ⊗m ⊗ V ⊗n ∼= V ⊗(m+n), ı́gy a · : V ⊗m × V ⊗n → V ⊗(m+n) művelet a
következőképp definiálható :

(v1 ⊗ · · · ⊗ vm) · (w1 ⊗ · · · ⊗ wn) = v1 ⊗ · · · ⊗ vm ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wn
Az ebből adódó T̄ (V )-beli szorzással T̄ (V ) algebra lesz, és ezt h́ıvjuk V tenzoral-

gebrájának.

1.2.3. Álĺıtás. A [·, ·] : T̄ (V ) × T̄ (V ) → T̄ (V ) szorzással, melyet alább indukt́ıv
módon definiálunk, T̄ (V ) Leibniz-algebra lesz. Ezt h́ıvjuk a V feletti szabad Leibniz-
algebrának.

[x, v] = x⊗ v, ∀x ∈ T̄ (V ), v ∈ V ,

[x, y ⊗ v] = [x, y]⊗ v − [x⊗ v, y], ∀x, y ∈ T̄ (V ), v ∈ V .

Bizonýıtás. Legyen zn ∈ ιn(V ⊗n). Az n szerinti teljes indukcióval :

i) n = 1 esetén z1 = v ∈ V .

[x, [y, z1]] = [x, [y, v]] = [x, y ⊗ v] = [x, y]⊗ v − [x⊗ v, y] = [[x, y], v]− [[x, v], y].
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ii) Tegyük fel, hogy n-re igaz az álĺıtás. Vagyis zn ∈ ιn(V ⊗n) és x, y ∈ T̄ (V )
esetén [x, [y, zn]] = [[x, y], zn]− [[x, zn], y].

iii) Legyen most zn+1 ∈ ιn+1(V
⊗(n+1)). Ekkor z = zn ⊗ v, valamely zn ∈ ιn(V ⊗n)

és v ∈ V -re, és ı́gy

[x, [y, zn+1]] = [x, [y, zn ⊗ v]] = [x, [y, zn]⊗ v − [y ⊗ v, zn]] =

= [x, [y, zn]]⊗ v − [x⊗ v, [y, zn]]− [[x, y ⊗ v], zn] + [[x, zn], y ⊗ v]
ii)
=

ii)
= [x, [y, zn]]⊗ v − [x⊗ v, [y, zn]]− [[x, y]⊗ v, zn]+

+ [[x⊗ v, y], zn]] + [[x, zn], y]⊗ v − [[x, zn]⊗ v, y]
ii)
=

ii)
= [[x, y], zn]⊗ v − [[x, y]⊗ v, zn]− [[x⊗ v, zn], y] + [[x, zn]⊗ v, y] =

= [[x, y], zn ⊗ v]− [[x, zn ⊗ v], y] =

= [[x, y], zn+1]− [[x, zn+1], y].

Mivel tetszőleges z ∈ T̄ (V ) ilyen zn-nek összege és a szorzás lineáris, ezért
∀x, y, z ∈ T̄ (V )-re [x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y].

1.2.4. Defińıció. D dialgebra egy vektortér, melyen adott két D×D → D bilineáris
művelet, a és `, melyekre teljesül a következő öt axióma:

x a (y a z)
1
= (x a y) a z 2

= x a (y ` z)

(x ` y) a z 3
= x ` (y a z)

(x a y) ` z 4
= x ` (y ` z)

5
= (x ` y) ` z

∀x, y, z ∈ D. [10]

1.2.5. Álĺıtás. Tetszőleges D dialgebra esetén az [x, y] := x a y − y ` x módon
definiált szorzással (D, [., .]) Leibniz-algebra lesz.

Bizonýıtás. [[x, y], z] = (x a y − y ` x) a z − z ` (x a y − y ` x) =
= (x a y) a z − (y ` x) a z − z ` (x a y) + z ` (y ` x)

Másrészt [[x, z], y] + [x, [y, z]] = (x a z − z ` x) a y − y ` (x a z − z ` x) +
+ x a (y a z − z ` y)− (y a z − z ` y) ` x =

= (x a z) a y︸ ︷︷ ︸−(z ` x) a y − y ` (x a z) +
︷ ︸︸ ︷
y ` (z ` x) +

+ x a (y a z)− x a (z ` y)︸ ︷︷ ︸− ︷ ︸︸ ︷
(y a z) ` x+(z ` y) ` x =

= x a (y a z)− y ` (x a z)− (z ` x) a y + (z ` y) ` x.

Innen könnyen látszik, hogy [[x, y], z] = [[x, z], y] + [x, [y, z]].

2. Alapvető tulajdonságok

Ahhoz, hogy behatóbban tanulmányozzuk ezeket a struktúrákat, értelmezni kell az
alapfogalmakat. A Lie-algebrák nyomán bizonyos új defińıciók természetes módon

7



adódnak. A Leibniz-algebrák általánosabb volta miatt azonban több ponton mó-
dośıtásra lesz szükség, hogy értelmes fogalmakat kapjunk, melyek lehetőség szerint
Lie-algebrákra a régi defińıciót adják vissza. Ezen fogalmak birtokában az alaptu-
lajdonságok megkaphatók, és ezek ismeretében kezdhetünk el mélyebb álĺıtásokkal
is foglalkozni.

2.1. Alapfogalmak

Legyen (L, [·, ·]) Leibniz-algebra. Egy S ⊆ L részhalmaz részalgebra L-ben, ha S
maga is Leibniz-algebra a [·, ·] szorzással. A részalgebrát jelölje S ≤ L.

Egy S ≤ L részalgebra ideál L-ben, ha az is teljesül, hogy [x, y] ∈ S ∀x ∈ S, y ∈
∈ L, illetve [y, x] ∈ S ∀x ∈ S, y ∈ L. Az ideált jelölje S / L.

2.1.1. Jelölés. Legyen S / L ideál L-ben. Jelölje [S, L] = span{[x, y]|x ∈ S, y ∈ L}
és [L, S] = span{[x, y]|x ∈ L, y ∈ S}.

2.1.2. Defińıció. L Leibniz-algebra jobbmerőlegese S ⊆ L, melyre S = {x ∈
∈ L|[y, x] = 0 ∀y ∈ L}.

A jobbmerőleges nemcsak részhalmaza L-nek, hanem ideál is. Ugyanis, ha x ∈
∈ S, y, z ∈ L tetszőleges:
[y, [x, z]] = [[y, x], z]− [[y, z], x] = [0, z]− 0 = 0, és
[y, [z, x]] = [[y, z], x]−[[y, x], z] = 0−[0, z] = 0, vagyis S zárt az L-beli elemekkel való
szorzásra. Összeadásra és K-beli skalárral való szorzásra pedig S a szorzás linearitása
miatt nyilvánvalóan zárt.

Egy nagyon egyszerű, de igen fontos tulajdonság az, amit a Leibniz-azonosság
kétszeri alkalmazásával kapunk:

[[x, y], z] = [[x, z], y] + [x, [y, z]]

[[x, y], z] = [[x, y], z] + [x, [z, y]], [x, [y, z]]

0 = [x, [y, z] + [z, y]]

Vagyis minden y, z ∈ L esetén [y, z] + [z, y] ∈ S, azaz [y, z] + [z, y] benne van a
jobbmerőlegesben. Ha L Lie-algebra, akkor persze [y, z] + [z, y] = 0, és ı́gy az álĺıtás
nem mond sokat, de ha L nem Lie, akkor ez egy lényeges információ.

2.1.3. Defińıció. V egy L-bimodulus, ha V vektortér, és adott egy L × V → V
illetve egy V × L→ V bilineáris függvény, melyekre teljesül, hogy ∀x, y ∈ L, v ∈ V

[[x, y], v] = [[x, v], y] + [x, [y, v]]

[[x, v], y] = [[x, y], v] + [x, [v, y]]

[[v, x], y] = [[v, y], x] + [v, [x, y]].
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Például minden S / L ideál egyben modulusnak is tekinthető.

Egy M modulust, melynek csak a 0 és önmaga a részmodulusa, egyszerű modu-
lusnak nevezünk.

2.1.4. Defińıció. Legyen V vektortér a K test felett. Jelölje V endomorfizmusait
End(V ). Ekkor f, g ∈ End(V ) és λ ∈ K esetén ∀v ∈ V -re (λf)(v) = λ(f(v)) és
(fg)(v) = f(g(v)). Értelmezzük a [·, ·] : End(V ) × End(V ) → End(V ) szorzást
a kommutátorként, vagyis f, g ∈ End(V ) esetén [f, g] = fg − gf . Az ı́gy kapott
művelet nyilván bilineáris. A [·, ·] szorzással és a korábban megadott K-beli skalár-
ral való szorzással tehát egy algebrát kapunk. Jelölje ezt az algebrát gl(V ). Könnyű
ellenőrizni, hogy gl(V ) Lie-algebra.

A modulusokkal rokon fogalom egy Leibniz-algebra reprezentációja.

2.1.5. Defińıció. Legyen L Leibniz-algebra, M pedig egy vektortér K felett. Adott
két K-lineáris függvény:

λ : L→ gl(M) és

ρ : L→ gl(M).

Jelölje λ(x)-et és ρ(y)-t rendre λx és ρy ∀x, y ∈ L. Azt mondjuk, hogy M az
L-nek reprezentációja, ha a következő tulajdonságok teljesülnek:

(1) ρ[x,y] = ρyρx − ρxρy,
(2) λ[x,y] = ρyλx − λxρy,
(3) λ[x,y] = ρyλx + λxλy.

∀x, y ∈ L.

Ha M az L-nek egy reprezentációja, akkor a [·, ·] : M × L → M és a [·, ·] : L ×
×M →M szorzásokat az alábbi módon definiálva M egy L-modulus lesz:

[m,x] := ρx(m) és

[x,m] := λx(m),
∀x ∈ L,m ∈M .

Vagyis minden reprezentációból modulus képezhető, és ford́ıtva: ha adott egy M
L-modulus, akkor a

ρx := [·, x] ∀x ∈ L és λx := [x, ·] ∀x ∈ L
módon a ρ : L→ gl(M) és λ : L→ gl(M) leképezéseket kaptuk, amelyek szerint M
az L egy reprezentációja.

2.2. Direkt és szemidirekt összeg

2.2.1. Defińıció. (L1, [·, ·]1) és (L2, [·, ·]2) Leibniz-algebrák direkt összege az (L, [·, ·])
Leibniz algebra, ahol L = L1 ⊕ L2 vektortér értelemben, és [(x1, x2), (y1, y2)] =
= ([x1, y1]1, [x2, y2]2) ∀x1, y1 ∈ L1, x2, y2 ∈ L2.
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2.2.2. Defińıció. Egy d : L → L K-lineáris leképezést L deriválásának nevezünk,
ha fennáll a következő azonosság:

d([x, y]) = [dx, y] + [x, dy] (∀x, y ∈ L).

Az L Leibniz-algebra összes deriválását jelölje DerK(L).

Az, hogy L-ben a szorzásra teljesül a Leibniz-azonosság, azt jelenti, hogy ∀x ∈ L
esetén ρx := [·, x] ∈ DerK(L), úgynevezett belső deriválás. Valóban, ha x ∈ L adott,
akkor
ρx([y, z]) = [[y, z], x] = [[y, x], z] + [y, [z, x]] = [ρx(y), z] + [y, ρx(z)],
azaz ρx ∈ DerK(L). DerK(L) a szokásos K-lineáris struktúrával és a kommutá-
torként definiált szorzattal Lie-algebrát alkot, hiszen ha d1, d2 ∈ DerK(L), akkor
x, y ∈ L esetén
(d1d2 − d2d1)([x, y]) = d1([d2x, y] + [x, d2y]) − d2([d1x, y] + [x, d1y]) = [d1d2x, y] +
+ [d2x, d1y] + [d1x, d2y] + [x, d1d2y]− [d2d1x, y]− [d1x, d2y]− [d2x, d1y]− [x, d2d1y] =
= [d1d2x, y] − [d2d1x, y] + [x, d1d2y] − [x, d2d1y] = [(d1d2)x, y] + [x, (d1d2)y], vagyis
(d1d2 − d2d1) ∈ DerK(L).

Ez az a tulajdonság, ami miatt ezeket a Leibniz-algebrákat jobboldali Leibniz-
algebráknak is nevezik. A Leibniz-zárójelet úgy is definiálhatjuk, hogy azt kötjük ki,
hogy a balról való szorzás legyen L-nek egy deriválása. Az ilyen algebrákat balol-
dali Leibniz-algebrának h́ıvják. Ezekre természetesen minden, jobboldali algebrákra
vonatkozó fogalom és álĺıtás a megfelelő módon átvihető.

2.2.3. Defińıció. Legyenek M és L Leibniz-algebrák, továbbá M az L egy reprezen-
tációja. Ha a reprezentációban megadott ρ és λ leképezésekre fennáll, hogy:

(4) ρz([x, y]m) = [ρz(x), y]m + [x, ρz(y)]m, azaz ρz M-nek egy deriválása,

(5) λz([x, y]m) = [λz(x), y]m − [λz(y), x]m, és

(6) ρz([x, y]m) = [ρz(x), y]m − [x, λz(y)]m,

∀z ∈ L, x, y ∈M , akkor L és M szemidirekt összege definiálható.

A fenti feltételek mellett L és M szemidirekt összege a G = LnM algebra, melyet
úgy kapunk, hogy L×M-en az alábbi módon definiáljuk a szorzást :

[(x,m), (x′,m′)] := ([x, x′], [m,m′] + λx(m
′) + ρx′(m)),

∀x, x′ ∈ L,m,m′ ∈M .

2.2.4. Álĺıtás. Ezzel a szorzással G Leibniz-algebra lesz, továbbá :

1. Ha λ = ρ = 0, akkor G éppen L és M direkt szorzata.

2. L és M izomorf G egy-egy részalgebrájával, sőt M (pontosabban a vele izomorf
részalgebra) ideál G-ben.

3. x ∈ L és m ∈M esetén [x,m]LnM = λx(m).
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Bizonýıtás. A jelölés egyszerűśıtése érdekében L×M helyett G = L+M -et, (x,m)
helyett x+m-et, λx(m

′), illetve ρx′(m) helyett rendre [x,m′]-t és [m,x′]-t ı́runk.

Mivel M az L egy reprezentációja, ezért érvényesek a 2.1.5 defińıcióbeli (1), (2),
(3) jelölésű összefüggések, illetve a szemidirekt összeg defińıciójában a (4), (5) és (6)
jelű tulajdonságok.

A G-n definiált szorzás nyilván bilineáris, továbbá minden G-beli elem x + m
alakú, ı́gy a Leibniz-azonosságot elegendő az x+0 = x és 0+m = m alakú elemekre
ellenőrizni. Két érdekes eset áll fenn: ha a 3 tényezőből kettő x alakú, vagyis L-beli,
és egy M -beli, illetve ha kettő m alakú, azaz M -beli és egy L-beli.

Ha két L-beli elem van, x, y, és m ∈ M . A háromtagú szorzatban m három
helyen szerepelhet:

1. m a jobb szélső elem:

[[x, y],m]
(3)
= [[x,m], y] + [x, [y,m]]

2. m a középső elem:

[[x,m], y]
(2)
= [[x, y],m] + [x, [m, y]]

3. m a bal szélső elem:

[[m,x], y]
(1)
= [[m, y], x] + [m, [x, y]]

Másrészt, ha két M -beli elem (m,m′) és egy L-beli elem (x) van, akkor x szere-
pelhet 3 helyen:

1. x a jobb szélső elem:

[[m,m′], x]
(4)
= [[m,x],m′] + [m, [m′, x]]

2. x a középső elem:

[[m,x],m′]
(6)
= [[m,m′], x]− [m, [m′, x]]

3. x a bal szélső elem:

[[x,m],m′]
(5)
= [[x,m′],m] + [x, [m,m′]]

Tehát G Leibniz-algebra. Most visszatérhetünk az (x,m) jelölésre.

1. Legyen most λ = ρ = 0.
Ekkor [(x,m), (x′,m′)] = ([x, x′], [m,m′] + 0 + 0) = ([x, x′], [m,m′]).

2. Nyilván L izomorf az S1 = {(x,0)|x ∈ L} részalgebrával, mı́g M izomorf az
S2 = {(0,m)|m ∈M} részalgebrával.
Utóbbi ideál, mivel (x, n) ∈ G esetén [(x, n), (0,m)] =(0, [n,m] + λx(m)) ∈ S2,
és [(0,m), (x, n)] = (0, [m,n] + ρx(m)) ∈ S2.
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3. [(x,0), (0,m)] = (0, λx(m)).

A (4), (5) és (6) feltételeket nem véletlenül ı́gy kellett megfogalmazni, hiszen épp
ezek a tulajdonságok kellenek ahhoz, hogy L és M szemidirekt szorzatát jól lehessen
definiálni.

Lie-algebrák esetében ρ = −λ választással a szemidirekt szorzatot az

[(x,m), (x,m′)] := ([x, x′], [m,m′]+λx(m
′)−λx′(m)) formában kapjuk meg, ahol

λx, λx′ ∈ gl(M) az M egy-egy deriválása. Ez pedig megegyezik a korábbi defińıcióval.

Ha M/L ideál és S ≤ L részalgebra, továbbá S∩M = 0, akkor M -et tekinthetjük
S egy reprezentációjának a ρx = [·, x] és λx = [x, ·] (x ∈ S) választással. Az ı́gy
kapott ρ és λ leképezésekre a szemidirekt szorzat minden feltétele teljesül, ı́gy van
értelme az SnM -ről beszélni. A szemidirekt szorzat egy másik jelölése S+̇M lehet.
Ha az is teljesül, hogy L = S +M , akkor L = S+̇M alakban álĺıtottuk elő L-et.

Ebben az esetben az (5) és (6) feltétel közül az egyik el is hagyható, mert egy-
mással ekvivalensek. Ez könnyen látszik, ha felidézzük, hogy minden x, y ∈ L esetén
[x, y] + [y, x] a jobbmerőlegesben van. Ez vezet el egy újabb defińıcióhoz.

2.2.5. Defińıció. Legyen L Leibniz-algebra és M / L ideál. Azt mondjuk, hogy L
felbomlik M felett, ha létezik S ≤ L részalgebra, melyre L = S + M és S ∩M = 0.
Ez éppen azt jelenti, hogy L = S+̇M alakban ı́rható.

2.3. A Leibniz-mag

2.3.1. Defińıció. L Leibniz-algebra Leibniz-magja I = span{x2|x ∈ L}, ahol x2 =
= [x, x].

2.3.2. Álĺıtás. Az I Leibniz-mag kommutat́ıv részalgebra, sőt ideál L-ben, és a
szerinte vett L/I faktoralgebra Lie-algebra. Továbbá ez a legszűkebb olyan ideál L-
ben, ami szerint vett faktor Lie-algebra.

Bizonýıtás. I ideál : összeadásra nyilvánvalóan zárt, másrészt [y, [x, x]] = [[y, x], x]−
− [[y, x], x] = 0, tehát [L, I] = 0 ⊆ I.
Továbbá [[x, x], y] = [y + [x, x], y + [x, x]]− [y, y], azaz [I, L] ⊆ I.

Egyúttal azt is megkaptuk, hogy ha S jelöli L jobbmerőlegesét, akkor I / S.
A kommutativitás [L, I] = 0 egyenes következménye, hiszen [[x, x], [y, y]] = 0 =
= [[y, y], [x, x]].

A faktor nyilván Leibniz-algebra, másrészt x ∈ L esetén [x+ I, x+ I] = [x, x] +
+ I = I, azaz a faktoralgebrában minden elem négyzete 0. Így a faktor Lie-algebra.
Legyen M / L ideál, hogy L/M Lie-algebra, azaz ∀x ∈ L esetén [x + M,x + M ] =
= [x, x] + M = M . Vagyis ∀x ∈ L-re x2 ∈ M . Ekkor persze span{x2|x ∈ L} ⊆ M ,
azaz I ⊆M .
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Mivel L/I Lie-algebra, ezért ha x, y ∈ L, akkor [x, y] + I = [x+ I, y + I] =
−[y + I, x+ I] = −[y, x] + I, vagyis [x, y]− (−[y, x]) = [x, y] + [y, x] ∈ I.

Lie-algebrák esetén minden elem négyzete 0, és ı́gy a négyzetek által generált
ideál a triviális 0 ideál, I = 0.

Azt is érdemes megjegyezni, hogy dim(L) ≥ 1 esetén az I Leibniz-magra I 6= L
mindig fennáll. Ugyanis, ha I = L lenne, akkor [L,L] = [L, I] = 0 adódna. És mivel
I ⊆ [L,L] = 0, ezért L = I = 0 lenne, ami ellentmond annak, hogy az L dimenziója
legalább 1.

2.4. Osztályozás : egyszerű, Lie-egyszerű, féligegyszerű, nil-
potens és feloldható algebrák

Láttuk, hogy ha L nem Lie-algebra (azaz I 6= 0), akkor I nemtriviális ideál L-ben,
tehát a Lie-algebráknál bevezetett defińıció az egyszerűségre Leibniz-algebráknál
nem alkalmazható. Ezért az egyszerűség a következőképp módosul:

2.4.1. Defińıció. L Leibniz-algebra egyszerű, ha [L,L] 6= I és csak a következő 3
ideálja van: 0, I, L.

2.4.2. Megjegyzés. Mivel Lie-algebrák esetén I = 0, ı́gy látható, hogy ebben az
esetben az egyszerűség defińıciója megegyezik a régi defińıcióval.

A következőkben egy példát láthatunk egyszerű Leibniz-algebrára.

2.4.3. Álĺıtás. Legyen G egyszerű Lie-algebra, és M egy egyszerű L-modulus úgy,
hogy [x,m] = 0∀x ∈ G,m ∈M , továbbá [M,G] 6= 0. Ekkor az L = G+M-en

[x+m, y + n] := [x, y] + [m, y] ∀x, y ∈ G,m, n ∈M
módon definiált szorzással L egyszerű Leibniz-algebra lesz. [7]

Bizonýıtás. Legyen x, y, z ∈ G és l,m, n ∈M tetszőleges. Ekkor

[[x+ l, y +m], z + n] = [[x, y] + [l, y], z + n] = [[x, y], z] + [[l, y], z] =

= [[x, z], y] + [x, [y, z]] + [[l, z], y] + [l, [y, z]] =

= [[x, z], y] + [[l, z], y] + [x, [y, z]] + [l, [y, z]] =

= [[x, z] + [l, z], y +m] + [x+ l, [y, z] + [m, z]] =

= [[x+ l, z + n], y +m] + [x+ l, [y +m, z + n]]

és mivel a szorzás nyilván bilineáris, ezért L valóban Leibniz-algebra.

Az [M,G] 6= 0 feltételre a következők miatt van szükség:
Ha [M,G] = 0, akkor M -ben minden, összeadásra és skalárral való szorzásra zárt
részhalmaz részmodulus. Vagyis M -nek, mint vektortérnek minden altere részmodu-
lus M -ben. M egyszerűségéből következik tehát, hogy dimK(M) = 1, vagyis M -et
egyetlen, nem nulla eleme generálja.

13



L-ben [x+m,x+m] = [x, x] + [m,x] = 0 + [m,x] = 0, azaz minden L-beli elem
négyzete 0. Ekkor a Leibniz-mag I = 0, és ı́gy L Lie-algebra. De épp [M,G] = 0
miatt M és G is nemtriviális ideál L-ben, ezért ekkor L nem lenne egyszerű.

Tehát szükséges az [M,G] 6= 0 feltétel. Ez esetben ı́gy folytathatjuk a bizonýıtást :

L-ben [x+m,x+m] = [x, x] + [m,x] = 0 + [m,x] = [m,x]. Azaz I ⊆ 0 + M .
Másrészt I ideál, ı́gy m ∈ I, y ∈ G esetén [m, y] ∈ I, vagyis I részmodulusa M -nek.
De M egyszerű, ı́gy I = 0 vagy I=M . Ha I = 0, akkor ∀m ∈M,x ∈ G-re [m,x] = 0,
ami ellentmond a feltevésünknek. Így I = M .

[L,L] = span{[x + m, y + n]|x, y ∈ G, m, n ∈ M} = span{[x, y] + [m, y]|x, y ∈
∈ G, m ∈M}. De G egyszerű Lie-algebra, azaz [G,G] 6= 0, és ı́gy [L,L] 6= M = I.

Tekintsük az M⊥ := {y ∈ G|[M, y] = 0} ⊆ G halmazt. M⊥ ideál G-ben, ugyanis
nyilvánvalóan zárt az összeadásra és a skalárral való szorzásra, és tetszőleges z ∈
∈ G,m ∈M, y ∈M⊥ esetén
−[m, [z, y]] = [m, [y, z]] = [[m, y], z]− [[m, z], y] = [0, z]− [m′, y] = 0− 0 = 0,

hiszen [m, z] = m′ ∈ M . Vagyis M⊥ / G. Mivel G egyszerű, ezért M⊥ = 0 vagy
M⊥ = G. De [M,M⊥] = 0, és [M,G] 6= 0. Tehát M⊥ = 0. Azaz ha 0 6= x ∈ G,
akkor [M,x] 6= 0.

Legyen 0 6= S / L ideál. Jelölje SG = {x ∈ G|∃ m ∈ M : x + m ∈ S} és
SM = {m ∈M |∃ x ∈ G : x+m ∈ S}.

Annak a bizonýıtásához, hogy L-nek csak a 0, I és L idáljai vannak, két esetet
vizsgálunk.

1. Ha SG = 0, akkor S = SM és 0 6= S miatt ∃ 0 6= m ∈ SM .
Mivel S ideál, ezért tetszőleges y + n ∈ L-re [m, y + n] = [m, y] ∈ S és ı́gy [m, y] ∈
∈ SM . Továbbá ha m,n ∈ S = SM , akkor amiatt, hogy S ideál, m+n ∈ SM . Vagyis
SM részmodulus M -ben. M egyszerű és SM 6= 0, ezért SM = M . Azaz S = 0 +M =
= I.

2. Ha SG 6= 0, akkor ∃ 0 6= x ∈ G,m ∈M , hogy x+m ∈ S.
Az SG összeadásra és skalárral való szorzásra zárt, és ha x ∈ SG, vagyis x + m ∈ S
és y ∈ G tetszőleges, akkor [y, x+m] = [y, x] = −[x, y] ∈ S, tehát [x, y], [y, x] ∈ SG.
Azaz 0 6= SG / G⇒ SG = G.

SM 6= 0 is teljesül. Ugyanis tegyük fel, hogy SM = 0, azaz S ∩M = 0. Ekkor
0 6= S = SG / G és ∃ 0 6= x ∈ L ∩ G. S ideál L-ben, vagyis ∀m ∈ M -re [m,x] ∈ S,
ı́gy 0 6= [M,x] ⊆M ∩ S = 0, ami ellentmondás.

Vagyis ∃ 0 6= x ∈ G, 0 6= m ∈ M , hogy x + m ∈ S. Az továbbra is igaz, hogy
0 6= [M,x] ⊆ S, tehát ∃ 0 6= m′ ∈M ∩S. De ekkor 0 6= M ∩S részmodulusa M -nek.
Ugyanis összeadásra és skalárral való szorzásra zárt, és m ∈ M ∩ S és y + n ∈ L
esetén [m, y+n] = [m, y] ∈M ∩S, továbbá [y+n,m] = 0 ∈M ∩S. M egyszerűsége
miatt azt kapjuk, hogy M ∩ S = M , vagyis M ⊆ S.

SG = G ⇒ ∀y ∈ G ∃ m ∈ M : y + m ∈ S. M ⊆ S ⇒ m ∈ S ⇒ y ∈ S. Ezek
szerint G ⊆ S, és mivel M ⊆ S, ı́gy G+M ⊆ S ⊆ L = G+M . Tehát S = L.
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Így azt kaptuk, hogy [L,L] 6= I, és L ideáljai a következők: 0, I = M,L, ami épp
azt jelenti, hogy L egyszerű.

Ha L egyszerű Leibniz-algebra, akkor L/I egyszerű Lie-algebra, viszont az álĺıtás
megford́ıtása nem igaz. Erre példát is fogunk látni a 4. fejezetben.

2.4.4. Defińıció. Ha adott az (L, [·, ·]) Leibniz-algebra, akkor az

L1 = L, Lk+1 = [Lk, L], k ≥ 1, L[1] = L, L[s+1] = [L[s], L[s]], s ≥ 1,

módon definiált ideálokból álló láncot L kompoźıció- illetve deriváltláncának ne-
vezzük.

2.4.5. Defińıció. L feloldható, ha van olyan k ≥ 1 egész, hogy L[k] = 0, valamint
L nilpotens, ha van olyan k ≥ 1 egész, hogy Lk = 0.

2.4.6. Álĺıtás. Minden i, j pozit́ıv egész esetén [Li, Lj] ⊆ Li+j. Ebből következik,
hogy minden k ≥ 2-re L[k] ⊆ L2k−1

, azaz minden nilpotens Leibniz-algebra feloldható.

Bizonýıtás. Az álĺıtás első részét j szerinti indukcióval látjuk be. Nyilván j = 1
esetén [Li, L] = Li+1, minden i-re.
Most tegyük fel, hogy j-re igaz az álĺıtás minden i esetén. Ekkor [Li, Lj+1] =
= [Li, [Lj, L]] ⊆ [[Li, Lj], L]+[[Li, L], Lj] ⊆ [Li+j, L]+[Li+1, Lj] ⊆ Li+j+1+Li+1+j =
= Li+j+1.

Az L[k] ⊆ L2k−1
tartalmazás k szerinti indukcióval : L[2] = L2 = L22−1

.
Tegyük fel, hogy k-ra már igaz az álĺıtás. Ekkor
L[k+1] = [L[k], L[k]] ⊆ [L2k−1

, L2k−1
] ⊆ L2k−1+2k−1

= L2k .

Tetszőleges Leibniz-algebra I Leibniz-magjára I [2] = [I, I] = 0, azaz I feloldható.
Ha L egyszerű, akkor I 6= [L,L]. De [L,L] ideál L-ben, és I ⊆ [L,L] minden Leibniz-
algebra esetén. Így ha L egyszerű, akkor csak [L,L] = L lehetséges. Ebből pedig az
is következik, hogy Lk = L[k] = L (k ≥ 1), vagyis L nem nilpotens, és nem is
feloldható.

2.4.7. Megjegyzés. A Lie-algebrákkal analóg módon belátható, hogy ha L feloldha-
tó, és A ⊆ L részalgebra, B pedig homomorf képe L-nek, akkor A és B is feloldható.
Továbbá, ha B ⊆ L feloldható ideál, és L/B is feloldható, akkor L is feloldható.
Végül pedig igaz az is, hogy feloldható ideálok összege is feloldható ideál.

Hasonlóan, az is igaz, hogy nilpotens ideálok összege is nilpotens.

2.4.8. Következmény. Ha L véges dimenziós, akkor létezik maximális feloldha-
tó ideálja, R, melyet L radikájálnak nevezünk. Továbbá létezik maximális nilpotens
ideálja is, mely minden nilpotens ideált tartalmaz. Ezt az ideált L nilradikáljának
nevezzük, és N-nel jelöljük.

2.4.9. Defińıció. Egy L Leibniz-algebra féligegyszerű, ha a maximális feloldható
ideálja I.
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Nyilván I / R minden esetben. Ezért ha L egyszerű, akkor R = I vagy R = L
lehet. R feloldhatósága miatt [R,R] 6= R, vagyis [R,R] ⊂ R valódi ideál. De ha
R = L lenne, akkor I ⊆ [L,L] = [R,R] ⊂ R = L. Az L-ben 0, I, L kivételével nincs
más ideál, és ı́gy [L,L] = I adódna, ami ellentmond L egyszerűségének. Tehát L-re
igaz, hogy R = I, vagyis az egyszerűség maga után vonja a féligegyszerűséget.

Ha L Lie-algebra, akkor ismét azt kapjuk, hogy a féligegyszerűség új és régi
defińıciója megegyezik.

Nyilván, egy L Leibniz-algebra pontosan akkor féligegyszerű, ha az L/I faktor-
algebra féligegyszerű Lie-algebra.

Azonban a Lie-algebráktól eltérően most felmerül az algebrák egy harmadik osz-
tálya is, amely bizonyos értelemben az egyszerű és a féligegyszerű algebrák ”között”
helyezkedik el :

2.4.10. Defińıció. L Lie-egyszerű, ha L féligegyszerű és az L/I faktoralgebra egy-
szerű Lie-algebra.

Jelölje az egyszerű n-dimenziós Leibniz-algebrákat Simpn, a Lie-egyszerűeket
LieSimpn, a féligegyszerűeket pedig SemiSimpn. Nyilvánvaló, hogy fennáll a kö-
vetkező tartalmazás :

Simpn ⊆ LieSimpn ⊆ SemiSimpn.

Ugyanis minden egyszerű Leibniz-algebra esetén a Lie-faktor egyszerű, illetve ha
a Lie-faktor egyszerű algebra, akkor nyilván féligegyszerű is. A tartalmazás való-
di : létezik olyan Lie-egyszerű Leibniz-algebra, mely nem egyszerű. Ilyen algebrára
fogunk a 4. fejezetben példát látni.

3. Levi tétele

A Lie-algebrák osztályozásakor fontos szerepet kap Levi tétele, mely a következő-
képpen szól :

3.1. Tétel. Ha L véges dimenziós Lie-algebra K felett, ahol char(K) = 0, és R /L
a feloldható radikálja, akkor létezik az S ≤ L féligegyszerű részalgebra, úgy, hogy
L = S+̇R.

Ahogy eddig is láttuk, a Leibniz-algebrák a Lie-algebrák egyfajta általánośıtásá-
nak tekinthetők. Továbbá előzőleg már több párhuzamot is vontunk Lie- és Leibniz-
algebrák között, ezért ismét felmerül a kérdés, hogy át lehet-e ezt a tételt is vinni va-
lamilyen formában Leibniz-algebrákra? Ha ez sikerül, akkor ezzel a Leibniz-algebrák
klasszifikációja is könnyebbé válik, és egy újabb eszközt kapunk a rendszerezéshez.

A kérdésre igenlő választ adhatunk. A Levi-tétel Leibniz-algebrákra a követke-
zőképpen szól :
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3.2. Tétel (Levi). Legyen L véges dimenziós Leibniz-algebra K felett, ahol a K
testre char(K) = 0. Legyen R / L a feloldható radikálja. Ekkor létezik S ≤ L fél-
igegyszerű részalgebra, hogy L = S + R és S ∩ R = 0, vagyis L = S+̇R. Ez az S
részalgebra egy féligegyszerű Lie-algebra.

Bizonýıtás. [2] alapján. A szokásos módon jelölje I = Leib(L). Korábban láttuk,
hogy L/I Lie-algebra. L/I részalgebrái és ideáljai S/I illetve H/I alakúak, ahol S ≤
≤ L részalgebra, valamint H /L, ezért L/I feloldható radikálja épp R/I. Két esetet
vizsgálunk.

1. eset. Ha L féligegyszerű, akkor R = I. Mivel [L, I] = 0, ezért L a féligegyszerű
L/I Lie-algebra egy jobboldali modulusának tekinthető. Whitehead [8] tételéből kö-
vetkezik, hogy L teljesen reducibilis. Vagyis létezik egy I-t kiegésźıtő S részmodulus:
L = S + I modulus-értelemben. S részmodulus, ezért [S, L] ⊆ S. Ekkor persze az is
igaz, hogy [S, S] ⊆ S, tehát S részalgebra. Az ı́gy kapott S részalgebra teljeśıti az
álĺıtás feltételeit.

2. eset. L nem féligegyszerű. Az L/I faktoralgebra feloldható radikálja R/I.
A Lie-algebrákra vonatkozó Levi-tétel szerint ekkor létezik egy féligegyszerű S∗/I
részalgebra L/I-ben úgy, hogy (S∗/I) + (R/I) = L/I és (S∗/I) ∩ (R/I) = 0. Azaz
S∗ ∩ R = I. Legyen S∗ feloldható radikálja R∗. Ekkor S∗/I feloldható radikálja
R∗/I. De S∗/I féligegyszerű Lie-algebra, ezért R∗/I = 0, ami azt jelenti, hogy R∗ =
= I. Ekkor az S∗ féligegyszerű algebra, ı́gy az 1. eset szerint S∗ = S + I, ahol S
féligegyszerű részalgebra S∗-ban és S∩I = 0. Persze S ilyenkor L-ben is részalgebra.
S ∩R ⊆ S ∩ (S∗ ∩R) = S ∩ I = 0, vagyis S ∩R = 0. Így azt kapjuk, hogy L = S∗+
+ R = S + I + R = S + R vektortér értelemben, ahol S féligegyszerű részalgebra
L-ben és S ∩R = 0.

Mivel S ≤ L és R /L, L = S +R és S ∩R = 0, ezért nyilván L = S+̇R alakban
ı́rható.

A bizonýıtás menetéből látszik, hogy a kapott S egy féligyegyszerű algebrának a
Leibniz-mag szerint vett faktora, ami persze egy féligegyszerű Lie-algebra.

Azt kaptuk tehát, hogy egy Leibniz-algebra egy féligegyszerű Lie-algebra és a
feloldható radikál szemidirekt összegeként ı́rható fel. Féligegyszerű Lie-algebrák pe-
dig egyszerűek direkt összegeként kaphatóak meg, melyeket már ismerjük, hiszen az
egyszerű Lie-algebrák klasszifikációja már ismert. Így a Leibniz-algebrák osztályo-
zásakor a fő probléma a feloldható radikál vizsgálata. A feloldható algebrákat pedig
a nilradikáljuk szerint lehet rendszerezni, ı́gy a nilpotens Leibniz-algebrák tanul-
mányozása is rendḱıvül fontos feladat. Speciális nilradikállal rendelkező feloldható
algebrák bizonyos fizikai problémák kapcsán kiemelt fontosságot kapnak. A követke-
ző fejezetben éppen ezért (többnyire alacsony dimenziós) egyszerű, nilpotens, illetve
feloldható algebrákról lesz szó.
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4. Klasszifikáció

A továbbiakban véges dimenziós Leibniz-algebrákat fogunk megvizsgálni. Bizonyos
esetekben a dimenzió tetszőleges n szám, más esetekben a vizsgálódás során 2,3
illetve 4 dimenzióra szoŕıtkozunk.

4.1. A Lie-faktor sl2

Ha L véges dimenziós egyszerű Leibniz-algebra, akkor az L/I hányadosalgebra egy-
szerű Lie-algebra, és I (jobboldali) L/I modulusnak tekinhető az

m ∗ (a+ I) = [m, a], ahol m ∈ I

hatás seǵıtségével.

L legyen 3-dimenziós egyszerű Lie-algebra. Ekkor L-nek van egy {e, f, h} bázisa
a következő szorzástáblával :

[e, h] = 2e, [f, h] = −2f, [e, f ] = h,
[h, e] = −2e, [h, f ] = 2f, [f, e] = −h.

Ezt az egyszerű 3-dimenziós Lie-algebrát sl2-vel jelölik, és a fenti bázisát kanoni-
kus bázisnak nevezik. Minden 3-dimenziós egyszerű Lie-algebra izomorf sl2-vel. [8]

Olyan L Leibniz-algebrákat fogunk vizsgálni, melyekre az I Leibniz-mag szerinti
faktoralgebra, vagyis L/I éppen sl2-vel izomorf.

A következő, Lie-algebrákra vonatkozó álĺıtásokat fogjuk felhasználni a Leibniz-
algebrára vonatkozó álĺıtás igazolásához.

4.1.1. Tétel. Minden m = 0,1,2 . . . egészhez izomorfia erejéig pontosan egy M ir-
reducibilis sl2-modulus létezik, amelynek a dimenziója m+ 1. Ennek az M modulus-
nak van olyan {x0, x1, . . . , xm} bázisa, hogy az {e, f, h} kanonikus bázissal megadott
szorzótáblázat a következő :

[xk, h] = (m− 2k)xk, k = 0, . . . ,m,
[xm, f ] = 0, [xk, f ] = xk+1, k = 0, . . . ,m− 1,
[x0, e] = 0, [xk, e] = −k(m+ 1− k)xk−1, k = 1, . . . ,m.

4.1.2. Tétel. Ha L véges dimenziós, 0-karakterisztikájú K test feletti féligegyszerű
Lie-algebra, akkor minden véges dimenziós L-modulus egyszerű L-modulusok direkt
összegeként megkapható.

Ha L egyszerű Leibniz-algebra, melyre L/I ∼= sl2, akkor vektortér értelemben L
izomorf sl2⊕ I-vel. Az L egyszerűsége miatt I-t egy sl2 feletti egyszerű modulusnak
tekinthetjük. Legyen dim(I) = m+ 1.

Az ilyen L algebrákra a következő álĺıtás érvényes:
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4.1.3. Tétel. Legyen L komplex n-dimenziós (n ≥ 5) egyszerű Leibniz-algebra, és
jelölje I a Leibniz-magját. Ha az L/I faktor izomorf az sl2 egyszerű Lie-algebrával,
akkor létezik egy olyan {e, f, h, x0, x1, . . . , xn−4} bázisa L-nek, hogy a nemnulla szor-
zatokat ebben a bázisban feĺırva, a következő szorzótáblát kapjuk [11]:

[xk, h] = (n− 4− 2k)xk, (0 ≤ k ≤ n− 4)
[xk, f ] = xk+1, (0 ≤ k ≤ n− 5)
[xk, e] = k(k + 3− n)xk−1, (1 ≤ k ≤ n− 4)
[e, h] = −[h, e] = 2e, [h, f ] = −[f, h] = 2f,
[e, f ] = −[f, e] = h

Ezt a tételt 3 részletben bizonýıtjuk: ha m = n−4 páratlan, ha m = 2, és végül,
ha m > 2 páros szám.

4.1.4. Álĺıtás. Legyen m ∈ Z+ páratlan. Ekkor létezik olyan {e, h, f, x0, x1, . . . , xm}
bázisa L-nek, hogy ebben a bázisban a szorzótáblázat a következő :

[e, h] = 2e, [h, f ] = 2f, [e, f ] = h,
[h, e] = −2e, [f, h] = −2f, [f, e] = −h,
[xk, h] = (m− 2k)xk, k = 0, . . . ,m,
[xk, f ] = xk+1, k = 0, . . . ,m− 1,
[xk, e] = −k(m+ 1− k)xk−1, k = 1, . . . ,m,

a többi, fent nem szereplő szorzat pedig 0.

Bizonýıtás. [11] Legyen {x0, x1, . . . , xm} I bázisa. Ekkor

[e, h] = 2e+
m∑
k=0

αkxk, [f, h] = −2f +
m∑
k=0

βkxk, és [e, f ] = h+
m∑
k=0

γkxk.

A h∗ = h +
m∑
k=0

γkxk helyetteśıtéssel [e, f ] = h∗, és [L, I] = 0 miatt [e, h∗] és

[f, h∗] értéke nem változik. Vagyis az általánosság megsértése nélkül feltehető, hogy
[e, f ] = h.

A 4.1.1 Tétel értelmében az L = span{e, f, h, x0, x1, . . . , xm} algebrára

[xk, h] = (m− 2k)xk, k = 0, . . . ,m,

[xk, f ] = xk+1, k = 0, . . . ,m− 1, [xm, f ] = 0,

[xk, e] = −k(m+ 1− k)xk−1, k = 1, . . . ,m, [x0, e] = 0.

Mivel m páratlan, ezért m− 2k± 2 6= 0, vagyis oszthatunk vele. Így a következő
báziscserét hajthatjuk végre:

e′ = e−
m∑
k=0

αk
m− 2k − 2

xk,

f ′ = f −
m∑
k=0

βk
m− 2k + 2

xk,
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h′ = h−
m−1∑
k=0

αk
m− 2k − 2

xk+1

Az ı́gy kapott báziselemekre
[e′, h′] =

= [e−
m∑
k=0

αkxk
m− 2k − 2

, h−
m−1∑
k=0

αkxk+1

m− 2k − 2
] =

= [e, h]− [
m∑
k=0

αk
m− 2k − 2

xk, h]− [e,
m−1∑
k=0

αk
m− 2k − 2

xk+1] + 0 =

= 2e+
m∑
k=0

αkxk −
m∑
k=0

αk[xk, h]

m− 2k − 2
− 0 = 2e+

m∑
k=0

αkxk −
m∑
k=0

αk(m− 2k)

m− 2k − 2
xk =

= 2e+
m∑
k=0

αk
m− 2k − 2−m+ 2k

m− 2k − 2
xk = 2(e−

m∑
k=0

αk
m− 2k − 2

xk) = 2e′.

Hasonlóan kapjuk, hogy [f ′, h′] = −2f ′, illetve [e′, f ′] = h′. A vesszős jelölést
elhagyva a következőket tudjuk tehát :

[e, e] = a, [e, h] = 2e, [h, e] = −2e+ p,
[f, f ] = b, [f, h] = −2f, [h, f ] = 2f + q,
[h, h] = c, [e, f ] = h, [f, e] = −h+ r,
[xk, h] = (m− 2k)xk, k = 0, . . . ,m,
[xk, f ] = xk+1, k = 0, . . . ,m− 1, [xm, f ] = 0
[xk, e] = −k(m+ 1− k)xk−1, k = 1, . . . ,m, [x0, e] = 0,

valamilyen a, b, c, p, q, r ∈ I-re.

A Leibniz-azonosság alapján
[a, h] = [[e, e], h] = [[e, h], e] + [e, [e, h]] = 4a

Legyen a =
m∑
k=0

λkxk. A szorzótábla alapján

4
m∑
k=0

λkxk = 4a = [a, h] = [
m∑
k=0

λkxk, h] =
m∑
k=0

λk(m− 2k)xk.

Vagyis 0 = λk(m − 2k − 4), ha 0 ≤ k ≤ m. Mivel m páratlan, ezért λk = 0, ha
0 ≤ k ≤ m, tehát a = 0.
Ez alapján pedig

0 = [a, f ] = [[e, e], f ] = [[e, f ], e] + [e, [e, f ]] = [h, e] + [e, h] = p.

Most legyen b =
m∑
k=0

µkxk, hasonló számolással

[b, h] = [[f, f ], h] = [[f, h], f ] + [f, [f, h]] = −4[f, f ] = −4b,

amiből µk(m − 2k + 4) = 0, és mert m páratlan, ebből µk = 0, ha 0 ≤ k ≤ m,
azaz b = 0.

Ha c =
m∑
k=0

νkxk, akkor
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[c, e] = [[h, h], e] = [[h, e], h] + [h, [h, e]] = −2[e, h]− 2[h, e] = 0,

vagyis 0 = [c, e] =
m∑
k=0

νk[xk, e] = −
m∑
k=1

νkk(m + 1 − k)xk−1. Ezért ν1 = · · · =

= νm = 0, és c = ν0x0.

Legyen q =
m∑
k=0

θkxk. A következő egyenlőséget vizsgáljuk:

ν0x1 = [c, f ] = [[h, h], f ] = [[h, f ], h] + [h, [h, f ]] = 2[f, h] + [q, h] + 2[h, f ] = −4f +

+ [q, h] + 4f + 2q = 2q + [q, h] =
m∑
k=0

2θkxk +
m∑
k=0

θk[xk, h] =
m∑
k=0

(m− 2k + 2)θkxk.

Innen azt kapjuk, hogy θk = 0, ha k 6= 1, és θ1 = ν0
m

, és eszerint q = ν0
m
x1.

Mivel b = 0, ı́gy
0 = [b, e] = [[f, f ], e] = [[f, e], f ] + [f, [f, e]] = −[h, f ] + [r, f ] − [f, h] = −2f − q +
+ [r, f ] + 2f , amiből
ν0
m
x1 = q = [r, f ].

Most r =
m∑
k=0

ηkxk.

ν0
m

= [r, f ] =
m∑
k=0

ηk[xk, f ] =
m−1∑
k=0

ηkxk+1.

Innen kapjuk, hogy η0 = ν0
m

, ηk = 0 (1 ≤ k < m). Vagyis r = ν0
m
x0 + ηmxm.

Végül a
−2h = [−2e, f ] = [[h, e], f ] = [[h, f ], e] + [h, [e, f ]] = 2[f, e] + [q, e] + [h, h] = −2h +
+ 2r + [q, e] + c
egyenlőség alapján
0 = 2r+ [q, e] + c = 2ν0

m
x0 + 2ηmxm + ν0

m
[x1, e] +ν0x0 = 2ν0

m
x0 + 2ηmxm−ν0x0 +ν0x0.

Ezért ν0 = ηm = 0, tehát q = r = c = 0.

Azt kaptuk tehát, hogy a = b = c = p = q = r = 0, amivel a bizonýıtás véget is
ér.

4.1.5. Álĺıtás. Legyen dim(I) = m = 2. Létezik egy {e, f, h, x0, x1, x2} bázisa L-
nek, melyben a nemnulla szorzatokat megadó szorzótábla a következő :

[e, f ] = h, [e, h] = 2e, [h, f ] = 2f
[f, e] = −h, [h, e] = −2e, [f, h] = −2f
[x0, h] = 2x0, [x0, f ] = x1,
[x1, e] = −2x0, [x1, f ] = x2,
[x2, h] = −2x2, [x2, e] = −2x1.

Bizonýıtás. [11] A 4.1.1 Tételből következően I-nek van olyan {x0, x1, x2} bázisa,
hogy

[x0, h] = 2x0, [x0, e] = 0, [x0, f ] = x1
[x1, h] = 0, [x1, e] = −2x0, [x1, f ] = x2
[x2, h] = −2x2, [x2, e] = −2x1, [x2, f ] = 0
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Legyen [e, h] = 2e+ αeh0 x0 + αeh1 x1 + αeh2 x2. Az

e′ = e+
αeh1
2
x1 +

αeh2
4
x2

báziscserével azt kapjuk, hogy

[e′, h] = [e, h]+
αeh1
2
·0+

αeh2
4

(−2x2) = 2e+αeh0 x0+αeh1 x1+αeh2 −
αeh2
2
x2 = 2e′+αeh0 x0.

A továbbiakban e′ helyett e-t ı́rva,
[[e, e], h] = [[e, h], e] + [e, [e, h]] = [2e+ αeh0 x0, e] + [e,2e+ αeh0 x0] = 4[e, e].

Az [e, e] = αee0 x0 + αee1 x1 + αee2 x2 jelöléssel
4(αee0 x0 +αee1 x1 +αee2 x2) = 4[e, e] = [[e, e], h] = [αee0 x0 +αee1 x1 +αee2 x2, h] = 2αee0 x0 +
+ 0− 2αee2 x2,
ahonnan αee0 = αee1 = αee2 = 0, vagyis [e, e] = 0.

Hasonlóan, [f, h] = −2f + αfh0 x0 + αfh1 x1 + αfh2 x2, és az

f ′ = f − αfh1
4
x0 −

αfh2
2
x1

báziscserét végrehajtva adódik, hogy [f ′, h] = −2f ′ + αfh2 x2. A továbbiakban f ′

helyett f -et ı́rva [[f, f ], h] = [[f, h], f ] + [f, [f, h]] = −4[f, f ] alapján [e, e] kiszámı́tá-
sához hasonlóan kapjuk, hogy [f, f ] = 0.

Legyen most [h, e] = −2e+ αhe0 x0 + αhe1 x1 + αhe2 x2. A

h′ = h+
αhe0
2
x1 +

αhe1
2
x2

cserével [h′, e] = −2e+ αhe2 x2. Ha [h′, h′] = αhh0 x0 + αhh1 x1 + αhh2 x2, akkor a

h′′ = h′ − αhh0
2
x0

választással [h′′, h′′] = αhh1 x1 + αhh2 x2.

A Leibniz-azonosságot felhasználva

[[h′′, h′′], e] = [[h′′, e], h′′] + [h′′, [h′′, e]]

[αhh1 x1 + αhh2 x2, e] = [−2e+ αhe2 x2, h
′′] + [h′′,−2e+ αhe2 x2]

−2αhh1 x0 − 2αhh2 x1 = −2[e, h′′]− 2αhe2 x2 − 2[h′′, e]

−2αhh1 x0 − 2αhh2 x1 = −2(2e+ αeh0 x0)− 2αhe2 x2 − 2(−2e+ αhe2 x2)

−2αhh1 x0 − 2αhh2 x1 = −2αeh0 x0 − 4αhe2 x2

Ezért αhh1 = αeh0 , αhh2 = αhe2 = 0 és ı́gy [h′′, h′′] = αeh0 x1 és [h′′, e] = −2e.
A vesszős jelölést ismét elhagyjuk, vagyis h′′ helyett h-t ı́runk. Most a [h, f ] szor-
zatot vizsgáljuk: [h, f ] = 2f + αhf0 x0 + αhf1 x1 + αhf2 x2. Ismét a Leibniz-azonosságot
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alkalmazzuk:

[[h, h], f ] = [[h, f ], h] + [h, [h, f ]]

[αeh0 x1, f ] = [2f + αhf0 x0 + αhf1 x1 + αhf2 x2, h] + [h,2f + αhf0 x0 + αhf1 x1 + αhf2 x2]

αeh0 x2 = 2[f, h] + 2αhf0 x0 − 2αhf2 x2 + 2[h, f ]

αeh0 x2 = 2(−2f + αfh2 x2) + 2αhf0 x0 − 2αhf2 x2 + 2(2f + αhf0 x0 + αhf1 x1 + αhf2 x2)

αeh0 x2 = 4αhf0 x0 + 2αhf1 x1 + 2αfh2 x2

Vagyis αfh2 =
αeh0
2

, αhf0 = αhf1 = 0, és ı́gy

[f, h] = −2f +
αeh0
2
x2, [h, f ] = 2f + αhf2 x2.

Végül, [e, f ]-et h + αef0 x0 + αef1 x1 + αef2 x2 formában ı́rhatjuk fel. Az [[e, f ], h],
[[e, f ], e] és [[h, f ], e] szorzatokra ı́rjuk fel a Leibniz-azonosságot.

[[e, f ], h] = [[e, h], f ] + [e, [f, h]]

[h+ αef0 x0 + αef1 x1 + αef2 x2, h] = [2e+ αeh0 x0, f ] + [e,−2f +
αeh0
2
x2]

αeh0 x1 + 2αef0 x0 − 2αef2 x2 = 2[e, f ] + αeh0 x1 − 2[e, f ]

2αef0 x0 + αeh0 x1 − 2αef2 x2 = αeh0 x1,

azaz αef0 = αef2 = 0, és ı́gy [e, f ] = h+ αef1 x1.

[f, e] = −h+ αfe0 x0 + αfe1 x1 + αfe2 x2

[[e, f ], e] = [[e, e], f ] + [e, [f, e]]

[h+ αef1 x1, e] = [e,−h+ αfe0 x0 + αfe1 x1 + αfe2 x2]

−2e− 2αef1 x0 = −[e, h]

−2e− 2αef1 x0 = −(2e+ αeh0 x0),

ezért αef1 =
αeh0
2

, és [e, f ] = h+
αeh
0

2
x1.

[[h, f ], e] = [[h, e], f ] + [h, [f, e]]

[2f + αhf2 x2, e] = [−2e+ αhe2 x2, f ] + [h,−h+ αfe0 x0 + αfe1 x1 + αfe2 x2]

2[f, e]− 2αhf2 x1 = −2[e, f ]− [h, h]

2[f, e]− 2αhf2 x1 = −2(h+
αeh0
2
x1)− αeh0 x1

Ebből [f, e] = −h + (αhf2 − αeh0 )x1. Jelölje α = αeh0 és β = αhf2 . Ezekkel a
jelölésekkel az eredeti szorzótábla a következőre egyszerűsödik:
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[e, h] = 2e+ αx0, [h, e] = −2e, [e, e] = 0,
[e, f ] = h+ α

2
x1, [f, h] = −2f + α

2
x2, [h, f ] = 2f + βx2,

[f, f ] = 0, [f, e] = −h+ (β − α)x1, [h, h] = αx1.

Még egyszer alkalmazzuk a Leibniz-azonosságot, most [[f, e], f ]-re:

[[f, e], f ] = [[f, f ], e] + [f, [e, f ]]

[−h+ (β − α)x1, f ] = 0 + [f, h+
α

2
x1]

−(2f + βx2) + (β − α)x2 = −2f +
α

2
x2

Vagyis α = 0. Végül pefig az f ′ = f + β
2
x2 cserével

[f ′, e] = [f + β
2
x2, e] = −h+ βx1 − βx1 = −h, és

[f ′, h] = [f + β
2
x2, h] = −2f − βx2 = −2f ′.

4.1.6. Álĺıtás. Legyen m = 2l, l ≥ 2. Ekkor létezik L-nek olyan {e, h, f, x0, . . . , xm}
bázisa, mellyel a nemnulla szorzatok a következőek:

[e, h] = 2e, [h, f ] = 2f, [e, f ] = h,
[h, e] = −2e, [f, h] = −2f, [f, e] = −h,
[xk, h] = (m− 2k)xk, k = 0, . . . ,m,
[xk, f ] = xk+1, k = 0, . . . ,m− 1
[xk, e] = −k(m+ 1− k)xk−1, k = 1, . . . ,m.

Bizonýıtás. A korábbi bizonýıtásokhoz hasonló módon járunk el. [11]

Legyen [e, h] = 2e+
m∑
k=0

αehk xk.

Az e′ = e−
∑
k 6=l−1

αehk
m− 2k − 2

xk cserével kapjuk, hogy

[e′, h] = [e−
∑
k 6=l−1

αehk
m− 2k − 2

xk, h] = [e, h]−
∑
k 6=l−1

αehk
m− 2k − 2

[xk, h] =

= 2e+
m∑
k=0

αehk xk −
∑
k 6=l−1

αehk
m− 2k − 2

(m− 2k)xk =

= 2e−
∑
k 6=l−1

m− 2k +m− 2k + 2

m− 2k − 2
αehk xk + αehl−1xl−1 = 2e′ + αehl−1xl−1.

Az [e′, e′]-t feĺırhatjuk a báziselemek szerint kifejtve: [e′, e′] =
m∑
k=0

αeek xk. Ezért az
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[[e′, e′], h] =
m∑
k=0

αeek (m− 2k)xk alakot kapjuk. A Leibniz-azonosságot alkalmazzuk:

[[e′, e′], h] = [[e′, h], e′] + [e′, [e′, h]]

[
m∑
k=0

αeek xk, h] = [2e′ + αehl−1xl−1, e
′] + [e′,2e′ + αehl−1xl−1]

m∑
k=0

αeek (2l − 2k)xk = 4[e′, e′]− αehl−1(l − 1)(2l + 1− l + 1)xl−2

m∑
k=0

αeek (2l − 2k)xk = 4
m∑
k=0

αeek xk − (l − 1)(l + 2)αehl−1xl−2

Vessük össze a megfelelő báziselemek együtthatóit :
αeek (2l − 2k) = 4αeek , ha k 6= l − 2, és
αeel−2(2l − 2l + 4) = 4αeel−2 − (l − 1)(l + 2)αehl−1, ezek alapján

αeek = αehl−1 = 0, ha k 6= l − 2.

Ebből pedig következik, hogy [e′, h] = 2e′, és [e′, e′] = αeel−2xl−2.
Az e′ helyett ezentúl e-t ı́runk.

A fentiekhez hasonlóan, ha [f, h]-t [f, h] = −2f +
m∑
k=0

αfhk xk formában ı́rjuk fel,

majd az

f ′ = f −
∑
k 6=l+1

αfhk
m− 2k + 2

xk

helyetteśıtést elvégezzük, akkor

[f ′, h] = [f −
∑
k 6=l+1

αfhk
m− 2k + 2

xk, h] = [f, h]−
∑
k 6=l+1

αfhk
m− 2k + 2

[xk, h] =

= −2f +
m∑
k=0

αfhk xk −
∑
k 6=l+1

αfhk
m− 2k + 2

(m− 2k)xk =

= −2f −
∑
k 6=l+1

m− 2k −m+ 2k − 2

m− 2k + 2
αfhk xk + αfhl+1xl+1 =

= −2f ′ + αfhl+1xl+1.

Az [f ′, f ′] =
m∑
k=0

αffk xk feĺırásából adódik az [[f ′, f ′], h] =
m∑
k=0

αffk (m−2k)xk kifejtés.
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Ismét a Leibniz-azonosságból vezethetjük le az együtthatókra vonatkozó álĺıtásokat.

[[f ′, f ′], h] = [[f ′, h], f ′] + [f ′, [f ′, h]]
m∑
k=0

αffk (m− 2k)xk = [−2f ′ + αfhl+1xl+1, f
′] + [f ′,−2f ′ + αfhl+1xl+1]

m∑
k=0

αffk (m− 2k)xk = −4[f ′, f ′] + αfhl+1xl+2

m∑
k=0

αffk (m− 2k)xk = −4
m∑
k=0

αffk xk + αfhl+1xl+2

Újra megvizsgálva az együtthatókat, azt kapjuk, hogy αffk = αfhl+1 = 0, ha k 6= l+ 2.

Emiatt [f ′, h] = −2f ′, és [f ′, f ′] = αffl+2xl+2.

Ha a [h, e] = −2e +
m∑
k=0

αhek xk, illetve [h, h] =
m∑
k=0

αhhk xk szorzatokat vesszük,

majd a

h′ = h+
m−1∑
k=0

αhek
(k + 1)(m− k)

xk+1 −
αhh0
m
x0

cserét elvégezzük, akkor

[h′, e] = [h+
m−1∑
k=0

αhek xk+1

(k + 1)(m− k)
− αhh0 x0

m
, e] =

= [h, e] +
m−1∑
k=0

αhek
(k + 1)(m− k)

[xk+1, e]−
αhh0
m

[x0, e] =

= −2e+
m∑
k=0

αhek xk +
m−1∑
k=0

αhek
(k + 1)(m− k)

(−k − 1)(m+ 1− k − 1)xk =

= −2e+ αhemxm,

és

[h′, h′] = [h+
m−1∑
k=0

αhek xk+1

(k + 1)(m− k)
− αhh0

m
x0, h+

m−1∑
k=0

αhek xk+1

(k + 1)(m− k)
− αhh0

m
x0] =

= [h, h] +
m−1∑
k=0

αhek
(k + 1)(m− k)

[xk+1, h]− αhh0
m

[x0, h] =

=
m∑
k=0

αhhk xk +
m−1∑
k=0

αhek (m− 2k − 2)

(k + 1)(m− k)
xk+1 −

αhh0
m
mx0 =

=
m∑
k=1

αhhk xk +
m−1∑
k=0

αhek (m− 2k − 2)

(k + 1)(m− k)
xk+1 =

m∑
k=1

(
αhhk +

αhek−1(m− 2k)

k(m− k + 1)

)
xk.
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Ennek ismeretében a számolás ı́gy folytatható :

[[h′, h′], e] = [[h′, e], h′] + [h′, [h′, e]]

[
m∑
k=1

(
αhhk +

αhek−1(m− 2k)

k(m− k + 1)

)
xk, e] = −2[e+ αhemxm, h

′] + [h′,−2e+ αhemxm]

Ebből pedig azt kapjuk, hogy:

−
m∑
k=1

αhhk k(m+ 1− k)xk−1 −
m−1∑
k=0

αhek (m− 2k − 2)xk = −αhemmxm − 2αhemxm

−
m−1∑
k=0

(αhhk+1(k + 1)(m− k) + (m− 2k − 2)αhek )xk = −αhem (m+ 2)xm

Ezek szerint αhem = 0, és 1 ≤ k ≤ m esetén αhhk k(m− k+ 1) + (m− 2k)αhek−1 = 0,
ami azt jelenti, hogy [h′, e] = −2e, [h′, h′] = 0. Ismét elhagyjuk a h′ jelölést, és h-t
ı́runk helyette.

[[e, h], f ] = [[e, f ], h] + [e, [h, f ]]

[2e, f ] = [[e, f ], h] + [e,2f +
m∑
k=0

αhfk xk]

[2e, f ] = [[e, f ], h] + 2[e, f ],

azaz [[e, f ], h] = 0, és az [e, f ] = h+
m∑
k=0

αefk xk kifejtéssel

0 = [[e, f ], h] = [h+
∑
k=0

mαefk xk, h] =
∑
k=0

mαefk [xk, h] = h+
∑
k=0

mαefk (m− 2k)xk.

Ezért αefk = 0, ha k 6= l, ı́gy [e, f ] = h+ αefl xl.

Felhasználjuk a Leibniz-szabály következő formáját :

[[f, h], e] = [[f, e], h] + [f, [h, e]]

[−2f, e] = [[f, e], h] + [f,−2e+ αhemxm]

−2[f, e] = [[f, e], h]− 2[f, e],

vagyis [[f, e], h] = 0, és [f, e] = −h+
m∑
k=0

αfek xk feĺırással

0 = [[f, e], h] =
m∑
k=0

αfek [xk, h] =
m∑
k=0

αfek (m− 2k)xk.

Azaz αfek = 0, ha k 6= l, tehát [f, e] = −h+ αfel xl.

Az [[f, e], f ] szorzatra a Leibniz-szabály értelmében

[[f, e], f ] = [[f, f ], e] + [f, [e, f ]]

[−h+ αfel xl, f ] = [αffl+2xl+2, e] + [f, h+ αefl xl]

−[h, f ] + αfel xl+1 = −αffl+2(l + 2)(l − 1)xl+1 − 2f
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Ebből kapjuk, hogy [h, f ] = 2f + (l + 2)(l − 1)αffl+2xl+1 + αfel xl+1.
A [[h, e], f ] szorzatra is kíırjuk az azonosságot:

[[h, e], f ] = [[h, f ], e] + [h, [e, f ]]

[−2e, f ] = [2f + (l + 2)(l − 1)αffl+2xl+1 + αfel xl+1, e] + [h, h+ αefl xl]

−2(h+ αefl xl) = 2(−h+ αfel xl)− (l + 1)l(αfel + (l + 2)(l − 1)αffl+2)xl + 0,

ahonnan αffl+2 = 1
(l+2)(l−1)

(
2αfe

l +2αef
l

l(l+1)
− αfel

)
adódik. Ezek alapján pedig: [h, f ] =

= 2f + 2
l(l+1)

(αfel + αefl )xl+1.

Még egyszer feĺırva a Leibniz-azonosságot:

[[e, e], f ] = [[e, f ], e] + [e, [e, f ]]

[αeel−2xl−2, f ] = [h+ αefl xl, e] + [e, h+ αefl xl]

αeel−2xl−1 = −2e− αefl l(l + 1)xl−1 + 2e

αeel−2xl−1 = −αefl l(l + 1)xl−1.

Az α = αefl , és β = αfel jelöléssel

αeel−2 = −l(l + 1)α,

αffl+2 = 1
(l+2)(l−1)

(
2β+2α
l(l+1)

− β
)

Végül az

e′ = e− l(l+1)α
(l−1)(l+2)

xl−1
h′ = h− 2α

(l−1)(l+2)
xl,és

f ′ = f +
(

β
l(l+1)

− 2α
l(l−1)(l+1)(l+2)

)
xl+1

báziscserét végrehajtva a várt eredményt kapjuk.

Ezzel a 4.1.3 Tétel bizonýıtását is megkaptuk. Az is könnyen ellenőrizhető, hogy
a megadott szorzótáblával rendelkező Leibniz-algebra tényleg egyszerű.

Nyilván e, f, h ∈ [L,L], és ı́gy [L,L] 6= I. Az ideálok megállaṕıtásához két esetet
vizsgálunk. Legyen 0 6= S / L ideál.

1. eset.

Ha S ⊆ I, akkor legyen y egy nemnulla eleme S-nek: y =
n−4∑
k=0

λkxk. Legyen

továbbá j := min{k : λk 6= 0}. Nyilván k ≤ n − 4, mert y 6= 0. Ha tehát
λj 6= 0, de minden nála kisebb indexű együttható 0, akkor y-t (n− 4− j)-szer
f -fel jobbról szorozva azt kapjuk, hogy
[[. . . [[y, f ], f ], . . . ], f ] = λjxn−4 ∈ S ⇒ xn−4 ∈ S. Most xn−4-et megfelelő
sokszor e-vel szorozva adódik, hogy ∀0 ≤ k ≤ n− 4 xk ∈ S, azaz S = I.
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2. eset.

Ha S \ I 6= 0, akkor y = αe + βf + γh ∈ S, ahol (α, β, γ) 6= (0,0,0). Tegyük
fel, hogy α 6= 0. Mivel S ideál, ezért [y, f ] = αh+ 2γf ∈ S ⇒ [αh+ 2γf, f ] =
= 2αf ∈ S ⇒ f ∈ S. Innen [e, f ] = h ∈ S és [e, h] = 2e ∈ S ⇒ e ∈ S.
Ez esetben pl. [x0, f ] = x1 ∈ S, és ı́gy az 1. eset alapján I ⊆ S. Vagyis azt
kapjuk, hogy S = L. Ha β 6= 0 vagy γ 6= 0, a gondolatmenet nagyon hasonló,
és szintén S = L a végeredmény.

Ennek ismeretében már tetszőleges L Leibniz-algebrára lehet a tételt általánośıtani.

Tehát [L,L] 6= I, és L-ben tényleg csak a 0, I és L ideálok vannak, ezért L
egyszerű Leibniz-algebra.

4.1.7. Tétel. Legyen L véges dimenziós komplex Leibniz-algebra, melyre a Lie-faktor
L/I ∼= sl2. Ekkor L-nek van olyan {e, f, h, x11, . . . , x1t1 , x

2
1, . . . , x

2
t2
, . . . , xp1, . . . , x

p
tp}

bázisa, hogy a nemnulla szorzatokat tartalmazó szorzótáblázat az alábbi módon néz
ki [11]:

[e, h] = 2e, [f, h] = −2f, [e, f ] = h,
[h, e] = −2e, [h, f ] = 2f, [f, e] = −h,

[xjk, h] = (tj − 2k)xjk, k = 0, . . . , tj,

[xjk, f ] = xjk+1, k = 0, . . . , tj − 1,

[xjk, e] = −k(tj + 1− k)xjk−1, k = 1, . . . , tj,

1 ≤ j ≤ p.

Bizonýıtás. A 4.1.2 Tételből adódik, hogy I, mint sl2-modulus, egyszerű modulusok
direkt összegeként feĺırható : I = I1⊕I2⊕· · ·⊕Ip. Vagyis L = sl2⊕I1⊕· · ·⊕Ip, mint
vektortér. Jelölje tj = dim(Ij), és {xj1, . . . , x

j
tj} legyen Ij 4.1.1 Tételnek megfelelő

bázisa.

Mivel I része L jobbmerőlegesének, ezért csak az [sl2, sl2] és [I, sl2] szorzatokat
kell megállaṕıtani. Minden j ∈ {1, . . . , p} esetén tj paritásától, illetve értékétől füg-

gően a 4.1.4-4.1.6 Álĺıtásokhoz tartozó bizonýıtások valamelyike szerint eljárva az
e, h, f bázisvektrokat transzformáljuk.

Az ı́gy kapott új e, h, f báziselemek szorzatait kifejtve most már a kifejtésben
nem szerepel {xj1, . . . , x

j
tj} egyike sem. Ezt minden 1 ≤ j ≤ p-re sorban elvégezzük.

Eközben a többi szorzat nem ”romolhat el”, hiszen a bázistranszformációknál xjk
számszorosát vonjuk le. Mivel [xil, x

j
k] = 0, ha k 6= j, ı́gy a többi szorzat változatlan

marad.

Végül megkapjuk a ḱıvánt bázist és szorzótáblázatot.

Az ı́gy megadott L Leibniz-algebra alkalmas példa olyan L algebrára, melyre
L ∈ LieSimpn \ Simpn, vagyis a Simpn ⊂ LieSimpn tartalmazás valódi. Ugyanis a
fenti t́ıpusú algebra nyilván Lie-egyszerű, hiszen a Lie-faktor, sl2 egyszerű. Másrészt
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ha p > 1, akkor 0 6= Ij ⊂ I olyan ideál L-ben, ami nem 0, nem I és nem is L. Tehát
ekkor L nem egyszerű Leibniz-algebra.

Érdemes megvizsgálni az n = 4 esetet is. Azaz L olyan 4-dimenziós Leibniz-
algebra, melyben I egydimenziós ideál, az L/I faktor sl2-vel izomorf. Ekkor legyen
I bázisa {x}, L bázisa pedig {e, h, f, x}. Az alábbiakat tudjuk a szorzótábláról :

[e, f ] = h+ λefx, [e, h] = 2e+ λehx, [h, f ] = 2f + λhfx,
[f, e] = −h+ λfex, [h, e] = −2e+ λhex, [f, h] = −2f + λfhx,
[x, e] = λex, [x, h] = λhx, [x, f ] = λfx,
[e, e] = λeex, [h, h] = λhhx, [f, f ] = λffx,

minden más szorzat nulla. Az [[x, e], f ] szorzatot vizsgálva:

[[x, e], f ] = [[x, f ], e] + [x, [e, f ]]

[λex, f ] = [λfx, e] + [x, h+ λefx]

λeλfx = λfλex+ λhx

0 = λhx,

ahonnan λh = 0 adódik. Hasonlóan, az [[x, e], h] és [[x, f ], h] szorzatok kíırásával
rendre kapjuk, hogy λe = 0 és λf = 0.

Most az [[e, f ], h szorzatot ı́rjuk ki:

[[e, f ], h] = [[e, h], f ] + [e, [f, h]]

[h+ λefx, h] = [2e+ λehx, f ] + [e,−2f + λfhx]

λhhx = 2h+ 2λefx− 2h− 2λefx

λhhx = 0,

vagyis λhh = 0. Ismét, az [[f, h], f ] és az [[e, h], e] szorzatok feĺırásából rendre λff = 0
illetve λee adódik.

Az [[f, f ], e] szorzatból kiindulva, és arra feĺırva a Leibniz-azonosságot:

[[f, f ], e] = [[f, e], f ] + [f, [f, e]]

0 = [−h+ λfex, f ] + [f,−h+ λfex]

0 = −2f − λhfx+ 2f − λfhx
0 = (λhf + λfh)x,

ahonnan λfh = −λhf . Az [[e, e], f ] és [[h, e], f ] szorzatok kíırásából kapjuk, hogy
λhe = −λeh és λfe = −λef .

Végül az e′ := e+ λeh

2
x, h′ := h+ λefx, f ′ := f + λhf

2
x báziscserével a nemnulla

szorzatok a következő alakot öltik:

[e′, h′] = [e+ λeh

2
x, h+ λefx] = [e, h] = 2e+ λehx = 2e′ = −[h′, e′],

[e′, f ′] = [e+ λeh

2
x, f + λhf

2
x] = [e, f ] = h+ λefx = h′ = −[f ′, e′],
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[h′, f ′] = [h+ λefx, f + λhf

2
x] = [h, f ] = 2f + λhfx = f ′ = −[f ′, h′].

Vagyis az L Leibniz-algebra az sl2 ⊕ C algebra. Azaz L valójában Lie-algebra,
ı́gy a Leibniz-magja I = 0. L-nek valóban van egy olyan egydimenziós ideálja, amire
teljesül, hogy a szerinte vett faktor sl2, ez éppen a C-nek megfelelő span{x} ideál.

4.2. Alacsony dimenziós egyszerű algebrák

Az egy- és kétdimenziós Leibniz-algebrákat könnyű megadni. Egynél nagyobb di-
menzió esetén csak azokkal a Leibniz-algebrákkal foglalkozunk, amelyek nem Lie-
algebrák.

Ha L egydimenziós, akkor L = span{x}. Legyen [x, x] = αx. Mivel [x, [x, x]] =
= 0, ezért α2 = 0, vagyis [x, x] = 0 adódik. Tehát izomorfia erejéig az egyetlen
egydimenziós Leibniz-algebra a kommutat́ıv algebra.

Általában igaz, hogy ha L n-dimenziós Leibniz-algebra (n ≥ 1), mely nem Lie,
akkor 1 ≤ dim(I) ≤ n− 1.

Ha L kétdimenziós és nem Lie, akkor az I-vel jelölt Leibniz-magra dim(I) = 1.
Legyen {x} az I bázisa, {x, y} pedig L-nek egy bázisa. Ekkor a nemnulla szorzatok
a következők:
[y, y] = αx és [x, y] = βx.
Két esetet különböztethetünk meg:

1. β = 0. Ebben az esetben α 6= 0, különben L kommutat́ıv lenne, és azt kapnánk,
hogy dim(I) = 0, ami ellentmond a feltevésnek. Így az e1 = y és e2 = αx
választással olyan bázist kapunk, amelyben a szorzótáblázat egyetlen nemnulla
eleme az [e1, e1] = e2 szorzat.

2. β 6= 0. Ha α = 0, akkor az y′ = y + x helyetteśıtéssel [y′, y′] = [y + x, y + x] =
= [x, y] = βx 6= 0 adódik. Így feltehető, hogy α 6= 0. Az e1 := 1

β
y és e2 := α

β2x
báziscserével :
[e1, e1] = 1

β2 [y, y] = 1
β2αx = e2

[e2, e1] = α
β2 · 1β [x, y] = α

β3βx = e2.

Tehát kétdimenziós nem-Lie Leibniz-algebrákból izomorfia erejéig kétféle létezik:

1. L = span{e1, e2}, [e1, e1] = e2. Ekkor L2 = L[2] = [L,L] = span{e2} = I.
Emiatt L[3] = [I, I] = 0, és L3 = [I, L] = 0, vagyis L feloldható és nilpotens is.

2. L = span{e1, e2}, [e1, e1] = [e2, e1] = e2. Ebben az esetben L2 = L[2] = [L,L] =
= span{e2} = I. Továbbá L[3] = [I, I] = 0, valamint L3 = [I, L] = I. Ezért
minden k ≥ 3 esetén Lk = I, azaz L feloldható, de nem nilpotens.

A legfeljebb 4-dimenziós algebrák közül keresünk további példákat, melyek egy-
szerűek.
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Láttuk már, hogy ha L Leibniz-algebra, mely nem Lie, dim(L) = n, és I a
Leibniz-mag, akkor 1 ≤ dim(I) ≤ n− 1.

Ha dim(I) = n− 1, akkor L bázisa {x1, x2, . . . , xn−1, x}, ahol az első n− 1 elem
I bázisa. De ekkor [xi, xj] = 0 (i, j ≤ n − 1), és mivel I ideál, ı́gy [xi, x] ∈ I, ∀i =
= 1, . . . , n − 1. Ekkor viszont I ⊆ [L,L] ⊆ I, vagyis [L,L] = I, és ı́gy L nem lehet
egyszerű.

Tehát ha L egyszerű Leibniz-algebra, mely nem Lie, akkor 1 ≤ dim(I) ≤ n− 2.
Vagyis minden ilyen algebra eleve legalább 3 dimenziós.

1. n = 3.

Ekkor dim(I) = 1, és ı́gy dim(L/I) = 2. Azonban ha L egyszerű Leibniz-
algebra, akkor L/I egyszerű Lie-algebra, vagyis L/I egyszerű, kétdimenziós
Lie-algebra. Ilyen viszont nem létezik. Vagyis nincs háromdimenziós egyszerű
Leibniz-algebra, mely nem Lie.

2. n = 4. Komplex számtest felett az alábbiak igazak:

Ekkor dim(I) 1 vagy 2 lehet, és dim(L/I) rendre 3 vagy 2, valamint L/I
egyszerű Lie-algebra. Az előző esethez hasonlóan a dim(I) = 2 nem lehetséges.
Ha pedig dim(I) = 1, és ı́gy L/I egyszerű 3-dimenziós Lie-algebra, akkor
L/I ∼= sl2. Vagyis L egy olyan egyszerű Lie-algebra, melyre a Lie-faktor sl2-
vel izomorf.

Azonban beláttuk, hogy ha L olyan négydimenziós Leibniz-algebra, melyben
adott I egy egydimenziós ideál a következő tulajdonságokkal:

L/I ∼= sl2, [L, I] = 0 és span{x2|x ∈ L} ⊆ I,

akkor L ∼= sl2 ⊕ C. Tehát L Lie-algebra, ráadásul nem is egyszerű. Vagyis
nincsen olyan négydimenziós egyszerű Leibniz-algebra, amely nem Lie.

Az n = 5 esetben a 4.1.3 Tétel már megad egy egyszerű, n-dimenziós Leibniz-
algebrát : L bázisa {e, h, f, x0, x1} a következő szorzótáblával :

[x0, h] = x0, [x1, h] = −x1,
[x0, f ] = x1, [x1, e] = −x0,
[e, h] = −[h, e] = 2e, [h, f ] = −[f, h] = 2f,
[e, f ] = −[f, e] = h

Így azt kaptuk, hogy a legkisebb n dimenzió, amelyre létezik n-dimenziós egy-
szerű nem-Lie Leibniz algebra, az n = 5.

4.3. Feloldható és nilpotens Leibniz-algebrák

Az előző részben kiszámoltuk, hogy két dimenzióban izomorfia erejéig egy olyan
nem-Lie Leibniz-algebra létezik, amely nilpotens:
L = span{e1, e2}, és [e1, e1] = e2 kivételével minden szorzat 0.
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Három dimenzióban már lényegesen több, egymással nem izomorf nilpotens al-
gebra létezik. Ezek a következőek [1] :

λ1 : kommutat́ıv
λ2 : [e1, e1] = e3,
λ3 : [e1, e2] = e3, [e2, e1] = −e3,

λ4(α) : [e1, e1] = e3, [e2, e2] = αe3, [e1, e2] = e3,
λ5 : [e2, e1] = e3, [e1, e2] = e3,
λ6 : [e1, e1] = e2, [e2, e1] = e3.

A fenti algebrák közül λ1 és λ3 Lie.

Ezen algebrákról könnyű ellenőrizni, hogy valóban nilpotensek:

A λ1 algebrára [L,L] = 0.
A λ2, λ3, λ4, λ5 algebrákra [L,L] = span{e3}, és L3 = [[L,L], L] = 0.
A λ6 algebra esetén [L,L] = span{e2, e3}, L3 = span{e3}, és végül L4 = 0.

Egy példa háromdimenziós, nem nilpotens Leibniz-algebrára a következő :
[e1, e3] = −2e1, [e2, e2] = e1, [e3, e2] = e2, [e2, e3] = −e2,
ahol L-nek {e1, e2, e3} egy bázisa. [13]

Ugyanis ebben az esetben L2 = [L,L] = span{e1, e2}, L3 = L2, és emiatt minden
k ≥ 3 esetén Lk = L2. Vagyis L tényleg nem nilpotens. Viszont L[3] = [L2, L2] =
= span{e1}, és L[4] = 0, vagyis L feloldható.

Ha pedig L négydimenziós, akkor még ennél is többféle, egymással nem izomorf
Leibniz-algebra létezik. Például legyen Li := λi ⊕ C, (1 ≤ i ≤ 6), ahol λi a fenti
háromdimenziós nilpotens algebrák valamelyike. Nilpotens algebrák direkt összege
is nilpotens, ı́gy Li négydimenziós nilpotens Leibniz-algebra lesz.

Néhány példa négydimenziós, nem nilpotens és nem is egyszerű négydimenziós
algebrára:

1. L bázisa {e1, e2, e3, x}, a szorzótáblája pedig [5] :
[e1, e1] = e3, [e1, x] = −[x, e1] = e1, [e3, x] = 2e3, [x, x] = e2.

Ekkor [L,L] = span{e1, e2, e3}, és L3 = span{e1, e3}, és minden k ≥ 4 esetén
Lk = L3. Vagyis L nem nilpotens. Viszont L[3] = span{e3} és L[4] = 0, tehát
L feloldható. Erre az algebrára az N -nel jelölt nilradikál N = [L,L].

2. L bázisa {e1, e2, x, y}, a szorzótáblája pedig [5] :
[e1, x] = −[x, e1] = e1, [e2, y] = −[y, e2] = e2.

Ekkor [L,L] = span{e1, e2}, és L3 = [L,L] = Lk(k ≥ 3). A nilradikál N =
= [L,L], kétdimenziós. Másrészt L[3] = [L2, L2] = 0, vagyis L feloldható, de
nem nilpotens.

3. A korábban kapott sl2⊕C algebra esetében [L,L] = sl2, és ı́gy L[3] = [sl2, sl2] =
= sl2. Azaz minden k ≥ 2 esetén L[k] = sl2, ı́gy L nem feloldható, ezért nem
is nilpotens.
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4. Legyen L egy n-dimenziós Leibniz-algebra, melynek bázisa {e1, e2, . . . , en−1, x},
és a szorzótáblázat a következő [6] :

[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 2,
[x, e1] = e1,
[ei, x] = −iei, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Erre az algebrára L2 = [L,L] = span{e1, e2, . . . , en−1}. Ekkor L[3] = [L2, L2] =
= span{e2, . . . , en−1}, és L[4] = [L[3], L[3]] = 0, ezért L feloldható. Azonban
L3 = [L2, L] = L3, amiből azt kapjuk, hogy Lk = L3 6= 0, minden k ≥ 3
esetén, tehát L nem nilpotens.

5. További kérdések, tételek, nyitott problémák

A Leibniz-algebrák tanulmányozása egy meglehetősen új kutatási terület, és még sok
a tisztázatlan kérdés. Amint azt láttuk is, a Lie-algebrákra vonatkozó álĺıtások egy
részét már át lehetett vinni a Leibniz-algebrákra. Azonban számos nyitott probléma
még megoldásra vár. Ebben a fejezetben ilyen kérdéseket nézünk meg.

Ismeretes az az álĺıtás, miszerint egy féligegyszerű Lie-algebra feĺırható, mint egy-
szerű Lie-algebrák direkt összege, ahol az egyszerű algebrák ideálok L-ben. Felmerül
a kérdés, hogy hasonló álĺıtás igaz-e Leibniz algebrákra is. Kiderült, hogy ez álta-
lában nem lesz igaz, vagyis létezik olyan féligegyszerű Leibniz-algebra, amely nem
bomlik fel egyszerű Leibniz-ideálok direkt összegére. Ilyen algebrára példát ld. [7].

Egy újabb felmerülő kérdés lehet, hogy ha egyszerű Leibniz-algebrák összegé-
re nem is bomlik fel, azért az igaz-e, hogy minden féligegyszerű Leibniz-algebra
felbomlik Lie-egyszerű algebrák direkt összegére. Létezik ellenpélda, vagyis erről a
feltételezésről is kiderült, hogy nem igaz [7].

Az egyszerű Leibniz-algebrák osztályozásában sokat seǵıt a következő tulajdon-
ságuk:

5.1. Álĺıtás. Legyen L egyszerű Leibniz-algebra. Ekkor L = S+̇I, ahol I a Leibniz-
mag, továbbá S ≤ L, méghozzá S Lie-algebra.

Bizonýıtás. Ha L egyszerű Leibniz-algebra, akkor az R-rel jelölt feloldható radikál
éppen R = I, ahol I a Leibniz-mag. Hiszen R ideál L-ben, ı́gy R = 0, I vagy L lehet.
De L egyszerű, ezért nem feloldható, azaz R nem lehet L. Viszont I feloldható, vagyis
I ⊆ R. Azaz R = I. A Levi-tétel szerint ekkor létezik egy S ≤ L részalgebra, hogy
L = S+̇R, jelen esetben L = S+̇I.

L egyszerűsége miatt L/I egyszerű Lie-algebra. L = S+̇I, és ı́gy L/I ∼= S, vagyis
L előáll L = S+̇I alakban, ahol S egyszerű Lie-algebra, I a Leibniz-mag.

Jelölje G = L/I, M = I. Ekkor G egyszerű Lie-algebra, és M pedig egy G-
modulusnak tekinthető. L = G+M vektortér értelemben. Tudjuk, hogy [L,M ] = 0.
Ezért L = G+M -en
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[x+m, y + n] = [x, y] + [m, y] + [x, n] + [m,n] = [x, y] + [m, y].

Ha még azt is tudjuk, hogy M egyszerű G-modulus, akkor ez megfelelhet annak
a konstrukciónak, amit az egyszerűség fogalmának bevezetésekor példaként vettünk
(2.4.3 Álĺıtás).

Sőt, féligegyszerű L esetén is R = I, és ismét a Levi-tételt alkalmazva L = S+̇I,
ahol S ≤ L részalgebra. S ∼= L/I, és L/I féligyegyszerű Lie-algebra. Vagyis minden
L féligegyszerű Leibniz-algebra előáll L = S+̇I alakban, ahol I a Leibniz-mag, S
pedig féligegyszerű Lie-algebra.

Mivel a féligegyszerű Lie-algebrák osztályozása ismert, ı́gy azokból és a Leibniz-
magból valamint a szemidirekt összegből minden féligegyszerű Leibniz-algebra meg-
kapható.

Vannak olyan álĺıtások, melyeket sikerült a nemantikommutat́ıv esetben is iga-
zolni. A Lie-algebrákra vonatkozó klasszikus Engel-tételt sikerült Leibniz-algebrákra
általánośıtani.

5.2. Tétel (Engel). Legyen L Leibniz-algebra. Jelölje a ∈ L esetén az a-val va-
ló jobbról szorzást Ra. Az L Leibniz-algebra akkor és csak akkor nilpotens, ha Ra

nilpotens minden a ∈ L-re. [3]

Az Engel-tételnek több bizonýıtása is létezik (kettő még megjelenés alatt van).
Ezek közül van olyan, amelyik a Lie-algebrákra vonatkozó Engel-tételt használja fel
(ld. [3]). Létezik azonban olyan bizonýıtás is, mely nem hagyatkozik a Lie-algebrákra,
vagyis következményként, speciális esetként megkapjuk a klasszikus Engel-tételt. [12]
Ezeken ḱıvül a tételnek általánośıtásai is léteznek. [4]

A Leibniz-algebrák tanulmányozásának egy másik fontos eszköze a kohomológi-
ák és deformációk vizsgálata. A Leibniz-kohomológiák definiálása is Loday nevéhez
fűződik. Ebben a témakörben is vannak szép eredmények, de számos nyitott kérdés
vár még megválaszolásra.
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