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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretném megkoszonni Michaletzky Gyorgy tandr urnak, hogy megirhattam
ndla ezen szakdolgozatot. Haldval tartozom (a teljesség igénye nélkiil) az érdekes téma-
felvetésért, a rendszeres konzulticidkért, a szakmai és technikai részletekre egyarant ki-
terjedd figyelméért valamint hogy készségesen védlaszolt felmeriil kérdéseimre.
Szeretném tovabba megkdszonni csalddom €s bardtaim tdmogatdsat, biztatdsuk és 0szton-

z€siik nélkiil jelen dolgozat nem késziilhetett volna el.



Bevezetés

Csatolas (coupling) alatt egy, a valdszinliségszdmitasban alkalmazott bizonyitési tech-
nikdt értiink, melynek segitségével valdsziniiségi valtozokat bizonyos értelemben Ossze
tudunk hasonlitani.

A dolgozat elején bemutatunk két motivacios példat, melyek ramutatnak, hogy mit is
jelent a fenti értelemben vett 0sszehasonlitds. Ezt kovetden definidljuk a csatoldst és
Osszefiiggésbe hozzuk a megfeleld mértékelméleti fogalmakkal. Mindek6zben szdmos
alkalmazdson keresztiil mutatjuk be a csatolds-modszer erejét, mint példaul a Poisson-
approximécio, kirtyakeverés €s a felujitds-elmélet. Ezen eredményekre ismeretes tobb,
csatoldst nem haszndlé bizonyitds is, a csatoldst haszndldk azonban gyakran "elemibbek"
és elegdnsabbak a tobbinél.

A haszndlt jelolésekrdl: X és ennek szdrmazékai (X, X; stb.) mindig valds értékd valo-
szintiségi valtozot jelol. Sy az S, = So + X1 + -+ - + X Osszeget jelenti. Az X; tagok
értékkészlete a fenti 6sszegben jellemzden ugyanaz, igy célszerl Sy-t ugy definidlni, hogy
olyan valdszintiségi véaltoz6 legyen, melynek értékkészlete megegyezik az X;-k érték-
készletével, egyébként pedig tetszSleges. U egy, a [0, 1] intervallumon egyenletes elosz-
lasd valészindségi valtozot takar, végiil Z-t folyamatok jelolésére fogjuk alkalmazni. Az
X valoszinlségi valtozo altal generalt mértéket, azaz X eloszlasét () x-el fogjuk jelolni,
tehat Qx(A) = P(X '(A)) minden, a megfeleld térbdl vett A Borel-halmazra. x jeloli
az indikétorvaltozot.

Mivel a dolgozat angol nyelvii forrdsok alapjan késziilt és tudomédsom szerint a témaban
megjelent magyar nyelvl irdsok szdma elenyészd, ezért a fontosabb fogalmak emlitése-
kor zardjelben feltiintettem az eredeti angol megfelel6t is. Az alabbi bizonyitasok alapjaul
legnagyobbrészt Thorisson [6] miive szolgilt.

A bevezetd szakasz hdtralévo részében bemutatunk két példat, melyek a csatolds mo-
tivacidjaul szolgélhatnak.

Hamis érmék:

Tegyiik fel, hogy van két érménk, az egyikkel p, a masikkal ¢ > p valdészinliséggel do-
bunk fejet. Most ha mindkét érmét n-szer feldobjuk, arra szamitunk, hogy az els6é érmével
kevesebb alkalommal dobunk fejet, mint a masodikkal. Pontosabban tetszéleges rogzitett
k-ra annak a valdsziniisége, hogy az els6 érmével legaldabb £-szor dobtunk fejet, kisebb,

mint annak a valdszinlisége, hogy ez a masodik érmével torténik meg. Ennek bizonyi-



tdsaként tekintsiik az X7, Xo, ... X, indikdtor véltozokat, melyek vegyenek fel 1 értéket
pontosan akkor, ha az elsd érmével fejet dobunk. Legyen most Y7, Y5, ..., Y, olyan, hogy
(1) Ha X; = 1, akkor Y; = 1;

(2) Ha X; =0, akkor Y; = 1 1= val6sziniiséggel.

Ekkor az igy definidlt Y; sorozat eloszldsa megegyezik a masodik érme dobdsaibdl sz4-
mitott indikétor-valtozok sorozatanak eloszldsaval. Ugyanakkor, mivel Y; értéke fiigg X,
értékétdl, a két érme dobdsonkénti Osszehasonlitdsa lehetségessé valt: minden £ < n-re

PXi+Xo4 4+ X, >k <PYi+Yo+---+Y, > k)

Bolyongas:

Végezzen két részecske, A és B egyszer( szimmetrikus bolyongast két dimenziéban, az-
az minden ¢t = 1,2, ... idGpontban a két részecske 1/2 — 1/2 val6szintiséggel felfele vagy
lefele, illetve 1/2 — 1/2 valésziniiséggel balra vagy jobbra 1ép egyet és ezen 1épések egy-
mastdl fiiggetlenek. A induljon a (0,0), B pedig a (2, 2) pontbdl.A és B 1épései a masik
részecske 1€pésétSl nem fiiggetlenek, nevezetesen ha A és B pillanatnyi pozicidjanak elsé
koordinatdja nem 1, akkor ha A felfele 1ép, 1épjen B is felfele, ha pedig A balra 1ép, 1épjen
B jobbra és forditva. Azaz vizszintes irdnyban a Iépések egymads tiikorképei, fliggdlege-
sen pedig megegyeznek. Konnyedén meggondolhatd, hogy 1 valdészintiséggel lesz olyan
pillanat, hogy mindketten az 1-en dtmend fiigg6leges egyenesen lesznek. Ekkor cseréljiik
meg a szabdlyokat: fliggdlegesen egymas tiikkorképeit 1épik, vizszintesen pedig ugyanazt.
A fenti 1épések egymadsutanjdval tehat 1 valdszintiséggel elértiik, hogy a részecskék ta-
lalkozzanak. Csatoldsnak nevezziik a szabdlyt, mellyel elSirtuk, hogy hogyan fiiggjenek
egymastdl A és B 1épései. Némileg homdlyosan ugyan, de fogalmazhatunk tgy is, hogy

a bolyongds sordn hosszu tdvon nem szamit az indulds helye.



1. fejezet

Az altalanos elmélet

Az aldbbiakban definidljuk a csatoldst €s a hozza kapcsolédé alapveté fogalmakat,

majd bizonyitunk néhdny, a késdbbiekhez sziikséges allitast.

1.1. Alapfogalmak, definiciok

1.1.1. Definicio. Egy X valosziniiségi vdltozo mdsolata vagy reprezentdcioja (copy) az

X valosziniiségi valtozo, ha X és X eloszldsa megegyezik.
Ezt a tovdbbiakban X 2 X alakban fogjuk jelolni.

1.1.2. Definicié. Az X;,i € I (ahol 1 tetszbleges indexhalmaz) valosziniiségi vdltozok

csatoldsa az (Xl 21 € 1) valdsziniiségi vdltozokbdl dllo csaldd, ha Vi € 1-re X2 X

Vegyiik észre, hogy csak az egyes X161 tettiik fel, hogy a megfelel6 X;-k masolatai.
Tehét az X;-k egyiittes eloszldsdnak nem kell megegyeznie az X;-k egyiittes eloszlasaval
(nem is sziikséges, hogy ezeknek legyen egy kitiintetett egyiittes eloszldsa). A szokdsos
zarojelezéssel jeloljik, ha az Xk egylittes eloszldsdra gondolunk. Tehat a csatolds mo-
gotti filozéfia az, hogy a margindlis eloszlasok rogzitettek (ezek az X;-k), a feladatunk
pedig egy megfeleld fiiggdségi struktira (egyiittes eloszlds) keresése, melybdl az eredeti
csalddra szdmunkra érdekes kovetkeztetéseket vonhatunk le. Az aldbbiakban mutatunk
két egyszerl példat csatoldsra.

FAE csatolds: Legyen adott az X val6szintiségi véltozo. Ekkor X néhany fiiggetlen ma-
solatabol 4ll6 csatoldst X fiiggetlen, azonos eloszldsu csatoldsanak nevezziik.
Kvantilis csatolds: Legyen X valdszinliségi valtozo F' eloszlasfiiggvénnyel Legyen ekkor

F~1 az F 4ltaldnositott inverze ( a kvantilisfiiggvény), azaz:
F~Yu) = sup{z € R: F(z) <u},u € [0,1]

Legyen most U[0, 1]-en egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtoz6. Ekkor az X =F! (U)



masolata X -nek, ugyanis
PX<2)=P(F'(U)<z)=P{U< F(z)) = F(z), VreR

ahol felhasznaltuk, hogy F~'(u) < x akkor €s csak akkor, ha v < F(z). Most ha fix U-ra
F végigfut az Osszes eloszlasfiiggvényen, az 0sszes kiilonbozo eloszlasu valdszinliségi

valtozé csatolasat kapjuk.

1.2. Csatolasi esemény (coupling event)

Legyen X,;,7 € I egy diszkrét vagy folytonos valoszintiségi valtozokbol allé csalad.
Olyan csatoldst konstrudlunk , hogy a valészintiségi valtozdk értékei a lehetd legnagyobb

mértéki halmazon megegyezzenek.

~

1.2.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy (X; : i € 1) az X;, i € 1 valdsziniiségi vdltozok csatold-
sa és legyen C' egy olyan esemény, hogy C teljesiilése esetén az X,k megegyeznek, azaz:
C C{X; = X; minden i,j € I-re}

Egy ilyen eseményt csatoldsi eseménynek neveziink.

Elsdként tekintsiik a diszkrét esetet: az X;-k értékei essenek az £/ megszdmlédlhat6 hal-

mazba és jelolje p; az X; eloszlasat:

P(X; =x)=pi(x),Vx € E

C definicidja szerint minden ¢, j € [ és x € E-re:

P(X;'(x)NC) =P(X;}(2) N C) < py(x)

J

ésigy Vi € [ és x € F-re:

P()A(i’l(:c) NC) < inf p,(z)

jel

x € F-re 0sszegezve a kés6bbiekben alapvetd szerepet jatszé egyenltlenséget kapjuk:

1.2.1. Tétel. Ha C csatoldsi esemény diszkrét X;,i € 1 valosziniiségi vdltozok csatoldsa

sordn, melyek értékkészletét tartalmazza az E2 megszdmldlhato halmaz, akkor:

P(C) <) infp;(x) (1.1)



Hasonl6 egyenl6tlenséget bizonyithatunk folytonos valtozdkra is. Legyenek ezittal
X;,1 € I-k folytonos valdszintiségi valtozok f; strliségfiiggvényekkel, azaz tetszleges

A Borel-halmazra:

P(icA)= [ J

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy az I indexhalmaz megszamldlhat6. Legyen

most (X; : i € ) az X;,i € I valoszintiségi véltozok csatoldsa és C' egy csatolasi

esemény. Ekkor:

~

mxﬁmwwnszfmww»sAﬂ. (12)

Tekintsiik azt az esetet, mikor I véges, ekkor feltehetd, hogy I = {1,2,...,n}. Vegyik a
kovetkezd rekurzivan definidlt halmazokat:

A1 ={a e R: fila) = inf [i(o))

Ay ={z eR: fi(z) = inf fj(x)}\(AiN---NA_1)(1<k<n).

1<j<n

Ekkor (1.2)-b6l kapjuk A helyére A\ Ag-t irva:

P(X;I(AmAk)mC)g/ fj:/A inf fy, (1.3)

ANAy N4, 1Sisn

Ay, definicidja szerint. k-ra 0sszegezve kapjuk:

P(X1(A)NC) S/ilelgfj,iél[ (1.4)
J

A

Amennyiben [ megszamlalhatéan végtelen, rogzitsiink egy n < oo-t, igy kapjuk, hogy
(1.3) teljesiil 7, & < n-re. Ebbdl inf 1 f; helyett inf,<;<,, f;-t irva (1.4) teljesiil. Ha most
n-el végtelenbe tartunk, (1.4)-t kapjuk, ugyanis lim,_, infi<;j<, f; = inf;c1 f;. A =R
helyettesitéssel (1.1) folytonos megfelelje adodik:

1.2.2. Tétel. Ha C csatoldsi esemény folytonos, fi, fo, ... siriiségfiiggvényii valoszinii-

ségi valtozok csatoldsdndl, akkor :

H@S/Mﬁ (1.5)

A kovetkezdkben megkonstrudlunk egy olyan csatoldst C' csatoldsi eseménnyel, hogy
a (1.1) és (1.5) egyenlStlenségekben egyenldség teljesiiljon. Az ilyen csatoldst maximd-
lis csatoldsnak, C-t maximdlis csatoldsi eseménynek fogjuk hivni. A konstrukciét csak a

diszkrét esetben fogjuk megadni, a folytonos eset analég médon kovetkezik, ha az elosz-



lasokat a megfeleld stirtiségfiiggvényekkel helyettesitjiik. Legyen tehat

Ha c = 0, legyenek az Xk fiiggetlenek és C' = (). Ha ¢ = 1, legyenek az X;-k azonosak
és C' = (), a lehetséges kimenetelek halmaza. Végiil, ha 0 < ¢ < 1, legyenek I,V és

W, € I fliggetlen valdszintiségi valtozok, a kovetkezd tulajdonsdggal:

I0-1értékd, P(I =1) =¢;

P(V:w):M,VxEE;
PV = o) = 2@ 1C_<c *) vz e E.

Legyen tovabbd minden ¢ € I-re:

) V,hal=1,
X
Wihal = 0.

Ekkor:
PX;=2)=PV=x)PU=1)+P(W,=2)P(I =0) =P(X; =x)

Tehét (X;,7 € I) valéban az X;-k csatoldsa, tovdbba C' = {I = 1} csatoldsi esemény és
P(C)=c

1.2.3. Tétel. Legyenek az X;,i € -k diszkrét valosziniiségi valtozok, melyek értékkészlete

az FE megszdamldlhato halmazba esik. Ekkor létezik maximdlis csatolds.
Az analdg allitas folytonos valdszintiségi valtozokra:

1.2.4. Tétel. Legyenek az X;,i € l-k valdsziniiségi vdltozok fi, fo, ... stiriiségfiiggvé-

nyekkel. Ekkor létezik maximdlis csatolds C csatoldsi eseménnyel:

mm:/@ﬁ

1.3. Teljes megvaltozas

1.3.1. Definicio. Legyen i1 és o az X és az X' valdszinidiségi vdltozok eloszldsa. Ekkor

a két mérték teljes megvdltozds (total variation)-metrika szerinti tdavolsdga:
|11 — pol| == 25311) |1 (A) = p2(A)]- (1.6)

7



Tovdbbd azt mondjuk, hogy az (X,,) valdsziniiségi vdltozokbdl dllé sorozat teljes megvdltozds-

metrikdban konvergdl az X valdsziniiségi vdltozohoz, ha:
. . g2 t
lim [|Qx, — Qx| =0, jelélése: Qx, = Qx
n—oo

A teljes megvaltozds elnevezést az aldbbi 4llitas indokolja:

1.3.1. Tétel. Legyenek X és X' diszkrét valdsziniiségi vdltozok, p és q eloszldssal, vagy
folytonosak, f és g stirliségfiiggvénnyel.

s — poll = 3 p() — a(2)] vagy 1 — pool] = / . (1.7)
s — poll = 23" (0() — ()" vagy [l — pio]| = 2 / (f — o). (1.8)

lpa = poll =2 =2 min(p(x), q(x)) vagy || — paf =2 — 2/min(f, g9). (1.9)

Itt a™ a pozitiv részét, a~ a negativ részét jeloli.

Bizonyitds: Most csak a folytonos esetre bizonyitunk, a diszkrét eset ugyanigy kezelhetd.

11 (A) — pa(A) < / (f—g)*

tetszGleges A Borelre, és egyenlGség teljesiil A = {f > g} esetén. Ezért
sup(in(4) ~ ma(4)) = [(F = 9)",

ugyanigy:
sup(s(4) — m(4)) = [(f = 9)" (1.10)
A

Mivel [ f=1= [g,ezért

Jt=a = [tr=0 (1.11)

(1.11)-t (1.10)-be helyettesitve kapjuk, hogy:
sup i (4) = ma(4)] = [ (F = 9"
Tehat (1.8)-t igazoltuk. Ugyanakkor |f — g| = (f — g)" + (f — g)~, igy (1.7) is igaz.

Végiil (f — g)t = f —min(f,g) és [ f = 1 miatt (1.9) is teljesiil. O
Tekintsiik most két valészintiségi valtozé, X és X’ (X, X’) csatoldsat. Legyen C csa-



tolasi esemény, ekkor kapjuk:
P(X € ANC)=P(X' € ANC),
innen:

P(XcA)-PX cA)=PXecA-PX cA
=P(XeANCY) —P(X' € ANCY)
P(C°).

IN

(1.6) szerint a fenti egyenl6tlenségbdl kovetkezik az alabbi csatoldsi esemény-egyenldtlenség:
1Qx — @x/[] < 2P(C°). (1.12)

Eredményiinket (1.9)-el Osszevetve lathatjuk, hogy a kapott eredmény nem mads, mint
(1.1) és (1.5) két valtozos véltozata. Tovabba a csatolds pontosan akkor maximalis, ha

(1.12) egyenléséggel teljesiil. Tehdt ha (X, X’) maximélis csatolds,

1Qx — Qx/|| = 2P(X # X'). (1.13)

1.4. Poisson-approximacio

Legyenek a fiiggetlen Y;,,, 1 < m < n val6sziniiségi valtozék {0, 1} értékiiek, a ko-

vetkez$ valdszintiségekkel:
PY,=1)=p, 1<m<n,

és legyen X = > " _|Y,,. Ismeretes, hogy ha a p,,-ek kicsik, akkor X megkozelitdleg
A = > _ DPm paraméterli Poisson-eloszldsi. A A > ( paraméterti Poisson eloszlds,
melyet Poi(\)-val jeloliink, a kovetkezd eloszldssal irhat6 le:
)\i
pai) = G_AFJ eN

Legyen Y,/ 1 < m < n eloszldsa Poi(p,,) és legyenek az Y, véltozok egymastdl fiig-
getlenek. Ekkor X' = Y"" | Y/ eloszldsa Poi(> " _| Dm).

Most megadunk egy csatolast X és X’ kozott tigy, hogy a csatoldsi esemény valGszi-
ntisége minél nagyobb legyen, ugyanis (1.12) szerint: ||Qx — Poi(\)], < 2P(X # X),
igy az approximdcidra akkor kapunk j6 becslést, ha a fenti egyenl6tlenség jobb oldala ki-

csi. Legyenek az (Y, Y",,), 1 < m < n parok fiiggetlen {0,1} x N értékii valSszindiségi



valtozok, melyek eloszlasa:

(
1 — pm, hai=0,7 =0;
NN e P —(1—p,), hai=1,17=0;
P((V V) = (7)) = o)
0, hai =0,i > 0;
\e‘pm%, hai=1,7 > 0.
i'-re 6sszegezve:
N 1—p,, hai=0;
PY,—=i)=4 T
D haz = 0.

1-re Osszegezve:

!

N —p P’
P(Y/m:z):e p ZT

Tehat (Ym, Y’m) csatoldsa Y,,-nek és Y -nek, igy X = ZYm,X "= >"Y,, jeloléssel
(X, X") csatoldsa X -nek és X’-nek. Tovdbba:

PX#X)=PY Vu# Y V)
m=1 m=1

<P(Eme{l,...,n}: Vi %Y/m)
<Y PV #Y'm)

m=1
— me(l - e_prn)

m=1
<>

m=1

Azaz:

1Qx — Poi(Y_ pm)l <2 p,.
m=1 m=1

Ha most a p,,-eket mind p-nek vélasztjuk, akkor X eloszldsa n, p paraméter(i binomiélis

(jel. B(n, p)). Igy a fentiek szerint:
|B(n, p) — Poi(np)|| < 2np*.
Fix c-re a p = c¢/n vdlasztdssal a jobb oldal 2¢? /n, ami n — 0 esetén 0-hoz tart, ahonnan:

lim B(n,c/n) % Poi(c).

n—oo

10



Megjegyezziik, hogy a fentieknél joval er6sebb allitdsok is igazak:

1.4.1. Tétel (Le Cam). A fenti jelolésekkel:

1Qx — Poi(me)|| <2 max p,
m=1

1<m<n
ahonnan a binomidlis esetre:
|1B(n,p) — Poi(np)]| < 2p.

Alljon az (Y},)men sorozat fiiggetlen 0 — 1 értékii valdszintiségi valtozékbél, ekkor
az X,, = > _, Y, részletosszegekbdl all6 sorozatra és a T,, Poi(Y " _, p,) eloszldsd

valdszintiségi valtozokbdl all6 sorozatra a kovetkezd aszimptotikus eredmény igaz:

1.4.2. Tétel. Ha > _, p; — 00 és max(py,...,p,) — 0, mikozben n — oo:

12D _1p2
1Qx, — Qr, || ~ (2me) /2 &p=lon
Zm:lpm

1.5. Valosziniiségi valtozok konvergenciaja

Legyenek Xy, ..., X diszkrét valészinliségi valtozok k6zos megszamlilhaté E ér-
tékkészlettel. Meg fogjuk mutatni, hogy a teljes megvaltozas-metrika szerinti konvergen-
cia ekvivalens az eloszldsokra vett pontonkénti konvergencidval. Ezutdn megmutatjuk,
hogy az eloszldsbeli konvergencidk csatoldssal 4talakithatok egy olyan konvergencidvd,
melynél a valoszinliségi véltozok elérik a hatarértéket, majd ott is maradnak (mintegy
beleiilnek a hatarértékbe).

Tegyiik fel tehat, hogy:

lim P(X,, =z) =P(X,o=2) Vzxe€kE. (1.14)

n—oo

Ekkor a pozitiv részekre felirhato:

(P(Xoo=2)—-P(X,=2))" =0
(P(Xoo =2) —P(X, =2))" <P(X, =1).

Tovédbba nyilvan ) . P(Xo = z) = 1 < oo, ezért Lebesgue domindlt konvergencia-
tétele alapjén:
nh_)rglo Z(P(XOO =z)—P(X, =1)) 0.

zeE
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Ekkor (1.8) szerint teljesiil a teljes megvaltozds-metrika szerinti konvergencia:
— Xoo, n—o00. (1.15)

A forditott irdny pedig szintén (1.8) miatt trividlis.
A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy ha (1.14) teljesiil, akkor 1étezik olyan K véletlen

A

egész szdm és olyan (X1, ..., X ) csatoldsa X7, . .., X.-nek, hogy:
X, =Xo, n>K. (1.16)

Ezt a jelenséget neveztiik a bevezetd szakaszban a hatarértékbe valé beleiilésnek.

1.5.1. Tétel. Legyenek X1,..., X diszkrét valosziniiségi valtozok megszdamldlhaté E
értékkészlettel. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:

(1.14)  lim P(X,=2)=P(X,=2), x€EF,

n—oo
tv

(1.15) X, = Xo, n— o0,
(1.17) liminfP(X,, =2) =P(Xx =2), z€FE,
n—oo
tovdabbd pontosan akkor teljesiilnek, ha X1, . . ., X -nek létezik olyan (X' Tyoo- ,Xm) csa-

toldsa egy véges véletlen K egésszel iigy, hogy:
(1.16) X, =X., n>K.

Bizonyitds: Eldszor a beleiilés-tulajdonsag és (1.14) ekvivalencidjat bizonyitjuk. Te-
gyiik fel (1.14) teljesiilését. A konstrukci6 hasonlitani fog a maximalis csatoldsi esemény

konstrukciéjdhoz. (1.14) szerint minden x € F-re:

qn(z) ;== inf P(Xy=12) "P(X, =2x), han — co. (1.17)

n<k<oo

Legyen qo = 0 és legyenek K, Vi,...,Wy,... fliggetlen valészinliségi valtozok, ugy,
hogy tetszéleges v € E/, 1 < n < oo-re teljesiiljon:

P(K = n) = 0 esetén legyen V,, eloszlasa tetszGleges, ha pedig P(K = n) > 0, akkor
legyen P(V, = ) = (¢n(2) = gn—1(2))/P(K = n);

P(K > n) = 0 esetén legyen W, eloszlasa tetszSleges, ha pedig P(K > n) > 0, akkor
legyen P(W,, = ) = (P(X,, = ) — ¢u(x))/P(K > n).

K értéke 1 valdszintiséggel véges, hiszen:

lim P(K <n)= nh_}rgqun(x) = ZP(X<>O =z)=1

n—0o00
zel zeE
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A hatarérték és a limesz a domindlt konvergencia-tétel miatt cserélhetdk fel, a tagok

egyenldsége pedig éppen (1.17). Legyen most 1 < n < oco-re:

A~ VK hanzK,
X, = (1.18)
W, han< K.

Ezekkel a valtozokkal X1, ..., X csatoldsat kapjuk, ugyanis 1 <n < oo, x € E-re:

P(X,=1)= Y P(Vi=2)P(K=k) +P(W,=x2P(K >n)

= Z (e(2) = ge—1(2)) + (P(Xy, = 2) — gu(2))
1<k<n
=P(X, =x),

és Xoo = Vg, ezért (1.17) miatt minden x € E'-re:

P(Xe=2)= ) (a(2) = gra1(2)) = P(Xoo = ).

1<k<oco

(1.16) pedig teljesiil. A forditott irdny bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy (1.16) teljesiil.
Ekkor { K < n} egy csatoldsi eseménye X,, és X (X, Xoo) csatoldsdnak. K végességét
és a (1.12) csatolasi egyenl6tlenséget felhaszndlva kapjuk:

1@x, = @x. [l <2P(K >n) =0 (n— o0),

ahonnan (1.14) kovetkezik. (1.16) bizonyitdsahoz (1.17)-ra volt sziikségiink, ami nyilvan-
valéan kovetkezik (1.14)-bol. Ezzel a bizonyitést befejeztiik. [

A tovabbiakban a fenti 1.5.1 Tétel folytonos valdszintiségi véltozokra valé megfelels-
jét adjuk meg. Legyenek tehat X, ..., X, folytonos valészintiségi valtozok f1, ..., fo
stiriségfiiggvénnyel. (1.14) folytonos megfeleldje:

fo(x) = foo(z), m— 00 VzeR, (1.19)

ebbdl a diszkrét eset bizonyitdsdban az eloszldsokat stiriségfiiggvényekre cserélve kap-
Juk:

tv

X, B X, n— oo, (1.20)

azaz a konvergencia a teljes megvaltozas-metrika szerint tovdbbra is teljesiil. Megjegyez-
ziik, hogy az dllitas ezen része specidlis esete Scheffé tételének: ha f, > 0, f, — fx

pontonként és [ f,, — [ fo (ez stirliségfiiggvényekre nyilvanvaldan teljesiil), akkor

Szintén anal6g médon kapjuk, hogy (1.19)-bdl kovetkezik a hatdrértékbe valé beleiilés,

13



A~

azaz X1i,..., Xo-nek létezik olyan (Xl, ..., Xoo) csatoldsa véges K véletlen egésszel,

hogy:
X,=X., n>K. (1.21)

A diszkrét eset bizonyitdsabol lathatd, hogy (1.21) teljesiilésének feltétele g, " f., azaz:

liminf f,, = f., (1.22)
n—oo

amely feltétel lathatéan gyengébb (1.19)-nél. Megmutatjuk, hogy (1.22) ekvivalens (1.21)-

el, feladatunk tehat a limeszbe val6 beleiilésbdl a liminf stirliségfiiggvény voltdnak igazo-

l4sa. Legyen tehat egy olyan csatoldsunk véges K egésszel, amivel (1.21) teljesiil. Ekkor

~ A

{n > K} csatolési eseménye a (X, ..., X,) csatoldsnak, (1.4) szerint:
P(XooeA,Kén)S/gn, 1 <n <oo,
A

minden A Borel-halmazra. Mivel lim,, ., g, = liminf, .., f,, a monoton konvergencia-

tétel szerint kapjuk:
P(X, € A) < / lim inf f,, (1.23)

A n—o0

ahol felhasznaltuk, hogy K véges. [ g, < [ f, = 1 miatt [ liminf, ,. f, < 1, igy ezen
egyenlGtlenséget tetszGleges A Borel-halmazra és komplementerére alkalmazva kapjuk:

1=P(X, € A)+P(X,, € A9

< / liminf f, —I—/ liminf f, < 1.
A Moo Ae M0

Igy kapjuk, hogy tetszdleges A Borel halmazra (1.23) egyenlséggel teljesiil, amivel

(1.22)-t igazoltuk.

Megmutathatd, hogy a diszkrét eset bizonyos ekvivalencidi nem teljesiilnek mindkét irdny-

ban folytonos esetben, ezt itt nem részletezziik. Végeredményként a kovetkezd tételt kap-

juk:

1.5.2. Tétel. Ha X1, ..., X folytonos valosziniiségi vdltozok f,. .., fe siriségfiigg-
vényekkel, akkor (1.19)-bol kovetkezik (1.22), amibdl pedig kovetkezik (1.20). Azaz, ha
lim, .o frn = foo teljesiil, akkor liminf, .. f, = fo és ha ez utobbi teljesiil, akkor

X, n Xoo, amint n — o0. Tovdbbd (1.22) pontosan akkor teljesiil, ha (1.21) teljesiil.
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1.6. Valésziniiségi valtozok konvergenicaja: pontonkénti kon-

vergencia €s eloszlasbeli konvergencia

Ebben a szakaszban kiilonféle konvergenciafogalmak kapcsolatat fogjuk megvizsgélni.

F~1-el tovabbra is F' dltaldnositott inverzét fogjuk jeldlni.

1.6.1. Definicié. Legyenek X és X' valosziniiségi viltozok, X eloszldsfiiggvénye legyen

F, X' siiriiségfiiggvénye pedig G. Ekkor X' sztochasztikusan domindlja X -et (jelolés:
D

X <X'),haVz e R: F(x) <G(x).

A kovetkezd tétel csatolds segitségével kapcsolatot teremt a pontonkénti és a szto-

chasztikus dominancia kozott.

D
1.6.1. Tétel. Legyenek X és X' valdsziniiségi vdltozok. Ekkor X < X' pontosan akkor
teljesiil, ha létezik X, X'-nek olyan (X , X/ ) esatoldsa, hogy X <X (pontonként).

Bizonyitds: Ha létezik olyan csatolds, hogy X < X', akkor {X <z} D {X ' <z},
amiért P(X < ) > P(X’ < z) és igy Vz € R-re F(z) > G(z).

A forditott irdny igazoldsdhoz tegyiik fel a sztochasztikus dominancia teljesiilését. Ekkor:
{reR:G(x)>u} C{r eR: F(z) > u},

ezért I~ (u) < G '(u) teljesiil minden u € [0, 1]-ra és igy F~(U) < G~Y(U) is igaz.
A kvantilis csatolds lefrdsandl megmutattuk, hogy ezek a valdszinliségi véltozok X és
X' mésolatai, azaz X = F~'(U), X’ = G~'(U) valasztassal a pontonkénti dominancia
teljesiil X és X' egy csatoldsara. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. 0

Legyenek X1, ..., X, valészinlségi véltozok [, . .., F., eloszlastiiggvényekkel. Ek-
kor azt mondjuk, hogy az (X,,),en sorozat pontonként tart X -hez, ha tetszéleges w ki-

menetelre:
lim X, (w) = Xoo(w) (1.24)

n—oo
Egy ekvivalens megfogalmazas a kovetkezd: tetszdleges € > 0-ra 1étezik egy w-tdl fiiggd

véges K. véletlen egész, hogy:
Vn > K.(w) | Xn(w) — Xoo(w)| <e (1.25)

Ez a feltétel (1.21)-el szemben csak azt koveteli meg a sorozattdl, hogy elég nagy n-re

kozel maradjon X .-hez, azaz nem kell sziikségszerlien egyenlové valnia vele.

Azt allitjuk, hogy pontonkénti konvergencia pontosan akkor teljesiil alkalmasan va-

lasztott mésolatokra, ha minden z-re, ahol F, folytonos:

lim F,(x) = Fo(z). (1.26)

n—oo
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(A konvergencia ezen formdjét eloszldsbeli konvergencidnak is szokds nevezni, jelolése
D
X, = Xo, N — 00.)

1.6.2. Tétel. Legyenek X1, ..., X valdsziniiségi valtozok. Ekkor X, Z X oo, mikozben
n — oo pontosan akkor teljesiil, ha létezik a vdltozoknak egy (X’ Ty--- ,Xw) csatoldsa,
hogy X, = X pontonként, n — oQ.

Bizonyitds: A pontonkénti konvergencia (1.25)-ben megfogalmazott ekvivalens alakja

alapjan :
Fo(z)=P(X,<z,K.<n)+P(X, <z K.>n)
<PXo<z+e)+P(K.>n) = Folx+¢), n— oo,
F.(x) > P(X, <z,K.<n)
>P(Xoo<z—¢,K.<n)— Folr—¢) n— oo.

Azaz tetszbleges x € R, e > 0 -ra:

Foo(z — ) <liminf F,,(z) < limsup F,,(z) < Fo(z + €).
n—oo n—00
Itt e-al 0-hoz tartva kapjuk (1.26)-ot.
A forditott irdnyhoz sziikségiink lesz arra a j6l ismert tényre, hogy egy monoton fiiggvény
szakaddsi pontjainak halmaza megszdmlélhatd; ennek bizonyitdsat itt nem részletezziik.

F~1 nyilvanvaléan monoton n&, ezért:
F(FH(u)) <u< F(F ' (u), wuwel01], (1.27)

tovabbd ha F~! folytonos u-ban és F(z) < u < F(x+), akkor F~!(u) = z. Mivel Fi_!
monoton nd, ezért a szakadasi pontjainak halmaza megszamlalhatd. Tehat 1étezik U [0, 1]-
en egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozo, melynek értékkészlete abba a halmazba

esik, ahol F._! folytonos. Ezen U-val legyen:

~

V 0<n<oco: X,=F1U).

Megmutatjuk, hogy (1.26)-bél kovetkezik, hogy az F_! inverzfiiggvény u folytonosségi
pontjaiban lim, . F ' (u) = FZ'(u) teljesiil, azaz X,, — X, n — oo, amit bizo-
nyitani szeretnénk.

E célbol rogzitsiink egy u € [0, 1]-t és legyen x = liminf, ., F, !(u). Mivel F,, szaka-
dési pontjainak szdma megszamléalhatd, valaszthat6 tgy tetszdlegesen kicsi € > 0, hogy

F, folytonos legyen x — e-ban és = + e-ban egyardnt. x valasztdsa miatt 1étezik olyan
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(ng)r>1 sorozata pozitiv egészeknek, hogy:
r—e<F 'u)<z+e Vk>1
F. ! monotonit4sa miatt és (1.27) szerint ebbdl:
F,(t—¢)<u<F,(x+e) Vk>1
k-val végtelenbe tartva, x —e €s x+¢ folytonossdgi pont voltat felhasznélva (1.26) szerint:
Fo(x—¢e) <u< Fyo(x+¢).

Most pedig tartsunk e-nal 0-hoz:

Foo(z—) <u < Fyo(x).
Helyettesitsiink ebbe az egyenl6tlenségbe y = limsup,, . F,;*(u)-t:

Foo(y—=) < u < Foo(y).
Ha most F_! folytonos u-ban, akkor az el6z8ek alapjédn:

F ' (u) = v = liminf F, ' (u),

n—0o0
F ' (u) =y = limsup F; *(u).
n—o0
Ezzel bizonyitottuk a tételt. O

Végiil a dominélt konvergencia-tételnek a kdvetkezd eloszlasbeli véltozatat bizonyit-

juk:
1.6.3. Tétel. Ha X1, ..., X, X valosziniiségi vdltozok, 1igy, hogy teljesiilnek:
D
1Xn <X, 1<n<o;

E(X) véges;

D
X, = Xoo N — 00

ekkor teljesiil E(| X |) < 00 és BE(X,,) - E(Xy), n— o0

(A kovetkeztetés ugyanaz, mint a tétel pontonkénti vdltozatdndl.)

Bizonyitas: A feltételek szerint véaltozdink teljesitik a kovetkezd egyenlGtlenségeket:

_D D _ D o_
X <X, X, <X XF= Xt X, =X n — oo.

o0
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A szakaszban bizonyitottak szerint ekkor 1étezik X -nak és X, -nak olyan mésolata, ame-
lyet X egy mdsolata pontonként dominal ((1.6.1) tétel) és pontonként konvergédlnak X *
és X masolatdhoz((1.6.2) tétel). Ekkor a domindlt konvergencia-tétel pontonkénti val-

tozatdt alkalmazva a E(X) < oo feltevés mellett:

E(X1)<oo, lim E(X])=E(XL),E(X.)<oo, limE(X,)=E(XL).

n—oo n—oo
Ekkor E(| X«|) = E(X1) + E(X) < oo, valamint:
E(X,) = E(X}) - E(X) = E(X%) - BE(XZ) = E(X.), amint n — 0. O

Tételiink kovetkezménye:

1.6.4. Tétel. Ha X;, t € [0,00] és X valdsziniiségi vdltozok, melyekre teljesiil:

D
Xy < X, Vte|[0,00),
E(X) véges,
lim Xt = XOO?

t—o00
akkor E(| X |) < 00 és limy_,o E(X}) = E(X).

Bizonyitds: Az allitas bizonyitasahoz elegendé megmutatni, hogy tetszdleges végtelen-
be tarté részsorozat mentén a hatdrértékek megegyeznek E (X )-vel. Ez pedig az el6z8

tétel nyilvanvalo kovetkezménye. U
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2. fejezet

Markov-lancok

Ebben a fejezetben Markov-lancok aszimptotikus tulajdonsagait vizsgédljuk a csatolds
segitségével. Els6ként sziiletési-haldlozasi folyamatokat (birth and death processes) vizs-
gilunk és bevezetjiik a klasszikus csatoldst, majd 4ltalanos Markov-lancok vizsgélatira
tériink at, ahol szembesiiliink a klasszikus csatolds korlataival, amiért is egy madsik, az

ugynevezett Ornstein-csatolds megkonstrudlasara lesz sziikségiink.

2.1. Sziiletési-halalozasi folyamatok — Klasszikus csatolas

Folytonos idejii sziiletési-haldlozasi folyamaton valdszintiségi véltozok sorozatat ért-
jik: Z = (Zs)seo,00), melynek értékei az £ = {0, 1, ...} tn. allapottérbdl valdk. s-t az
idoparaméternek fogjuk hivni, Z-re pedig kikotjiik, hogy véges iddintervallumokon egy
valészintiséggel csak véges sokszor véltoztathat allapotot. Feltessziik tovabb4, hogy ha Z
egy ¢ allapotba keriil, akkor exponenciélis ideig marad ebben az dllapotban (exponenci-
alis vdrakozdsi idd), melynek leteltével vagy atlép az 7 4 1 éllapotba (sziiletés), vagy az
¢+ — 1 allapotba (haldlozas, amely csak akkor torténhet, ha « > 0) pozitiv, csak -t6l fiig-
g6 valoszintis€gekkel. Ebbol kovetkezik, hogy a folyamat irreducibilis, azaz tetszleges
allapotbdl indulva minden éllapot elérhetd pozitiv valoszintiséggel. Végiil megkoveteljitk
Z jobbfolytonossagat, azaz limpy s Z; = Z; Vs € [0, 00)-ra.

Néhany jelolés: legyen A = )z, a kezdeti eloszlds. A = ();), ahol \; annak a valészind-

sége, hogy a j dllapotbdl indultunk. Az dtmenet-matrixok:
t_ (pt . -
P_(Pij'lmjeE)? O§t7

ahol Pfj jelenti annak a valészintiségét, hogy az i dllapotbdl a j dllapotba keriiltiink ¢ id6
alatt:
Pfj =P(Zy=jlZs=14) 0<s,t, i,j€E.

A-t mint sorvektort képzelve AP! éppen Z; eloszldsa (szintén sorvektor forméban).
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Legyen most Z’ fiiggetlen Z-t8l, ugyanazon dtmenetmatrixokkal, viszont Z’ kezdeti
eloszlasa kiilonb6zzon Z-ét6l, jelolje ezt \'. Ekkor Z'-t Z mdsképpen inditott fiiggetlen

vdltozatanak nevezziik. Legyen T az az id6pont, mikor Z és 7’ el6szor taldlkoznak:
T=if{t>0:27 =2}
Legyen Z” az a folyamat, amely 7’ mentén halad T'-ig, itt pedig atvalt Z-re:

Z;, hat <T,
Z, hat>T.

" o__
Z, =

A T id6pontban Z és Z' ugyanazon éllapotban vannak és gy folytatédnak, mintha mind-
ketten tjraindulndnak ezen éllapotban (ez az ugynevezett erds Markov-tulajdonsag, amit
a kovetkezd szakaszban definidlunk). fgy Z/-r6l attérve Z-re T-ben nem viltoztatja meg
7' eloszlasét, azaz 7" masolata Z'-nek. Ezért (Z, Z") csatoldsa Z-nek és Z'-nek, ez az
ugynevezett klasszikus csatolds.

A T id6pontot, amikor Z” és Z egyesiil, csatoldsi id6nek (coupling time/coupling
epoch) nevezzik. A {T' < t} = {Z;, = Z]'} esemény csatolasi eseménye a (Z;, Z,')
csatolasnak. (1.12) alapjéan:

AP — NP <2P(T >t), t>0. (2.1)

A kapott egyenldtlenséget csatoldsi id6 egyenldtlenségnek nevezziik. A csatolds sikeres,
ha P(T < co) = 1. Ebbdl kovetkezik az aszimptotikus emlékezetvesztés:

Ha P(T < o0) = 1, akkor |AP" — N'P'|| = 0, t— oco. (2.2)

A tovabbiakban P;-vel jeloljiik a Zy = j (azaz Z a j allapotbdl indul) feltétel mellett
vett feltételes valoszintséget , P\-val pedig a (Qz, = A (2, eloszlasa \) feltétel mellett

vett feltételes valdszindiséget. A j allapot visszatérd, ha :
Pj(r; < 00) =1, ahol 7; = inf{t > 0: Z,_o # j, Z, = j},

azaz feltéve, hogy Z a j allapotbdl indul, 1 valdszintiséggel véges 1ddn beliil visszatériink
j-be. A Z folyamatot visszatéronek nevezziik, ha minden j; € E allapot visszatérd. Ek-
kor az irreducibilitds miatt tetszéleges \ kezdeti eloszldsra és j dllapotra teljesiil az, hogy
Py\(1; < 00) = 1, ugyanis ellenkez§ esetben lenne két dllapot, ¢ és j ugy, hogy Z eljut-
hatna 7-bdl i-be, majd soha nem térne vissza j-be, ami ellentmond a j 4llapot visszatérd
voltanak. Mivel a varakozasi id6k az egyes allapotokban exponencidlis idejtiek, Z és Z’

nem "ugorhatjdk 4t" egymdst taldlkozds nélkiil (a Iépéshosszak egységnyiek). Igy ha Z a
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Z' folott indul, T < 79, ha pedig Z a Z' alatt indul, 7" < 7, ahonnan:
T < max(o, 75) (2.3)

Ha Z visszatér§, ebbdl kovetkezik, hogy P(T < 0o) = 1 ésigy (2.2) szerint egy irreduci-
bilis visszatérd sziiletési-haldlozasi folyamat elfelejti a kezdetét: tetszéleges A, N’ kezdeti
eloszlasra:

Ha Z visszatérd, |[A\P' — N'P'|| — 0, t— oo. (2.4)

Legyen Z visszatér6. Rogzitsiink egy tetszbleges k allapotot és legyen

Tk
v =By /0 V(zmyds], i€ E. (2.5)

a véarhat6 i-ben toltétt idGtartam két k-ba vald belépés kozott. Ekkor a v = (14,1 € E)

sorvektor stacionarius:
vP'=v, t>0. (2.6)

Vegyiik észre ugyanis, hogy:

v; = B}, [/ X{ZS:z',rk>s}d3] = / P(Zs =i, 1 > s)ds. 2.7
0 0

Tovabbd a {7, > s} esemény bekovetkezte eldonthetd Z-t csupan a [0, s] halmazban
megfigyelve, ezért:
Pl = PuZarr = j|Zy = i, > 9),

Ezekbdl kapjuk:
Vle] = /o Po(Zsyy = 3, Zs =i, T, > S)ds.

i-re 0sszegezve kapjuk:

Tk

I/Pf = /0 Pi(Zsyr = §, 1 > 8)ds = Ek[/o
T+t
= Ek[/ X{Zszj}ds}
t

T T+t
[ ] 5[ ]
t

Tk

X{Zs+1=3} ds}

Mivel Z a k allapotban 7, id6pontban djraindul, az utolsé tag értéke megegyezik a F, [ J: Ot X{Zs=j }ds}
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mennyiséggel. Igy a fentieket folytatva:

t

Tk
vP} = Ek[/t X{Zs=j}ds] + Ek’[/o X{Zszj}ds}

Tk
= Ek |:/ X{Zszj}ds] = Vj,
0

azaz (2.6) teljesiil. Figyeljiik meg, hogy

S v Ek[/oTk > Xz.-ids| = B [/OTk 1| = Bu(my). 2.8)

i€l i€l

Nevezziik a Z folyamatot pozitiv visszatérének, ha ez az m; := E;(7;) mennyiség
minden j € FE éllapotra véges (m; a visszatérésig megtett Iépésszdm vdrhat6 értéke, az
atlagos visszatérési idG). Ebben az esetben (2.6) és (2.8) miatt a m = v//my, sorvektor sta-
ciondrius eloszldsa Z-nek, azaz tP' = m, VYt >0, és Zie 5 T; = 1. Z' staciondriusnak
vélasztva kapjuk, hogy Z aszimptotikusan staciondrius: (2.4)-ben A’ = 7-t helyettesitve
kapjuk:

APt m, t— o0.

A (1.5.1) tétel szerint ez azt is jelenti, hogy tetszSleges A kezdeti eloszlds mellett minden
J € E-re teljesiil, hogy:

Ha Z pozitiv visszatérd, akkor P(Z; = j) = n;, t — oo. (2.9)

Ebbdl kovetkezik m egyértelmiisége is, ugyanis a kezdeti A eloszlds helyére tetszdleges
7' staciondrius eloszlést is irhatunk. Igy tehdt = nem fiigg a (tetszSlegesen) rogzitett k

allapottol sem. Legyen minden j € E-re h; a j-beli varakozasi id6 vérhato értéke:
h; = E;(inf{t >0: Z,_ = j, Z; # j}). (2.10)
Ekkor vy, = hy, igy kapjuk, hogy az egyértelmii 7 staciondrius eloszldsra

T = (m;) = (hj/m;), jE€E.

A Z visszatérd folyamatot nullvisszatérének neveziink, ha minden j € E allapot null-
visszatéro:

m; = Ej(7;) = o0 2.11)

Ekkor (2.6) szerint v; P}, < vg. v, = hy, és hy, véges, ugyanis egy exponenciélis eloszla-

su valdészindségi valtozé varhato értéke, tehat v, véges. Tovabba az irreducibilitds miatt
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létezik olyan ¢, hogy P, > 0, igy kapjuk:
v <oo, i€k (2.12)

Vegyiik most dllapotok egy véges B halmazit és legyen \' = (), ahol:

Vil D ien Vis haj € B;

N = _
0, haj ¢ B.

Ekkor elemenként 6sszehasonlitva \' < v/, v;, ahonnan N'P; < vPj/ 3. pvi, és
igy (2.6) szerint:
NP/ <v;/> v, jEE. (2.13)
i€B

Ezt felhaszndlva kapjuk a kovetkezd egyenlStlenséget:

P(Z = j) < |P(Z: = j) — P(Z[ = j)| + P(Z; = j)
<|P(Z=j)—P(Z =) +v/ Y v

i€B

ahol Z’ kezdeti eloszldsa \'. (2.4) szerint ekkor:

limsupP(Z; = j) < uj/ZVi. (2.14)

=00 i€B

Most B-t "hizlalva" tartsunk E-hez. Ekkor kapjuk, hogy :

Zyi/‘ZVi:mk:oo.

i€B i€E
Igy bizonyitottuk, hogy tetszdleges ) kezdeti eloszlds esetén minden j € E illapotra:

Ha Z nullvisszatérd, P(Z; = j) - 0, t— oc.

Innen nyilvanvald, hogy a nullvisszatérd esetben nem létezhet staciondrius eloszlas, ugyan-
is ha létezne ilyen, 7, akkor legyen ez Z kezdeti eloszldsa €s igy a fentiek alapjan kap-
nink 7, = P(Z; = j) — 0-t, amint ¢ — oo, azaz 7; = 0 lenne minden j-re, ami
ellentmond annak, hogy 7 eloszlas, azaz ) .., m; = 1. Tovdbba vegyiik észre, hogy a
pozitiv visszatérd esetben staciondrius eloszldshoz jutottunk pusztan azt feltéve, hogy va-
lamilyen & éllapotra my véges és ekkor lim; .., P(Z; = j),j € E a staciondrius el-
oszlds. Most pedig valamelyik k allapotra feltéve, hogy itt m; = oo, azt kaptuk, hogy
lim; . P(Z; = j) = 0,7 € E. Mivel egy staciondrius eloszlds nem lehet azonosan

0, ezért eredményeinkbdl kovetkezik, hogy vagy minden allapot pozitiv visszatérd, vagy
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mindegyik nullvisszatérd, azaz ha Z visszatérd, akkor vagy pozitiv visszatérs, vagy null-
visszatéro.

Foglaljuk 6ssze gondolatmenetiinket. Célunk a Z folyamat aszimptotikus viselkedésé-
nek leirdasa volt; vettiink egy Z’ masképpen inditott fiiggetlen véltozatat és addig halad-
tunk ezen Z’ folyamat mentén, ameddig nem taldlkoztunk Z-vel a T" id6pontban. Ekkor
Z-re valtottunk és igy kaptuk Z’ egy Z” masolatat. Ezutdn megmutattuk, hogy 7" egy val6-
szintiséggel véges, ezzel igazolva, hogy Z és 7’ aszimptotikus viselkedése azonos. Végiil
Z'-t megfelelGen vélasztva a pozitiv visszatérd esetben kaptuk, hogy Z aszimptotikusan
staciondrius, mig a nullvisszatérd esetben "elszdll". A kovetkezd szakaszban latni fogjuk,
hogy tetsz6leges Markov-lanc esetében is hasonlé gondolatmenet szerint jarhatunk el: az

egyetlen nehézséget T' végességének biztositdsa fogja jelenteni.

2.2. Visszatéro Markov-lancok: folytonos ido

Els6ként folytonos idejti Markov-lancokat fogunk vizsgalni. Ez olyan Z = (Z;)c[0,00)
sztochasztikus folyamatot jelent, amely rendelkezik a Markov-tulajdonsdggal: a folyamat

nem emlékezik a maltra. Formalisan:

P(Zeyt = jlZn,0< h <8, Z,=14) =P(Zyyy = j|Zs=14) = P}, s,t>0,i,j€FE.

ij>
Azt a tulajdonsagot, hogy az dtmenet-valdszinliség fiiggetlen s-t6l, idShomogenitdsnak
nevezziik. A Markov-lanc trajektoridirdl feltessziikk még, hogy s fiiggvényeként jobbrol
folytonosak. A dolgozatban csak olyan Markov-ldncokkal foglalkozunk, melyekre a ko-
vetkezdk teljesiilnek: véges 1d6 alatt 1 valdszinliséggel csak véges sokszor véltoztat alla-
potot, a folyamat az egyes ¢ dllapotokban exponencidlis id6t tolt (ezek egymastol fiiggetle-
nek), melynek paramétere csupan ¢-tdl fiigg, majd egy masik allapotba ugrik szintén csak
1-tol fliggd valdszinliségekkel. Ezen feltételek mellett 1éteznek trajektoridk (bizonyitast
lasd pl. [1]). Megmutathat6, hogy a fenti tulajdonsdggal rendelkezd folyamat Markov-
lanc. Tehat a sziiletési-haldlozasi folyamat olyan specidlis Markov-lanc, ahol az allapottér
a nemnegativ egészek halmaza és az egyes allapotokbdl pontosan a szomszédos allapo-
tokba lehet atugrani.

A fenti Markov-tulajdonsdgnal tobbet kovetel az erés Markov-tulajdonsdg, aminek telje-
stilését szintén feltessziik az itt szerepld6 Markov-lancokra:

Legyen (Z;)ic[0,00) Markov-ldnc és legyen 1" 1 val6szinfiséggel véges megdlldsi ideje a fo-
lyamatnak (azaz egy olyan valészintiségi valtoz6, melynek értékérdl minden ¢ idGpontban

a folyamatra nézve eldonthetjiik, hogy nagyobb-e ¢-nél vagy sem). Ekkor:

P(Zgpr|Zn,0 Sh < T5 Zp = i) = P(Ziyr|Zr = i) = P, Wt >0,i,j € E
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Tegyiik fel tovabba Z-r6l, hogy irreducibilis, azaz minden ¢, 7 € E-re létezik ¢ > 0, hogy
Pfj > (0, azaz i-b0l j véges sok dllapoton keresztiil elérhetd. Azt allitjuk, hogy ekkor:

P, >0, Vt>0, Vi jekE. (2.15)

Legyen i, j rogzitett. Az irreducibilitds miatt 1étezik allapotok véges sorozata: my, . . . , My,
ugy, hogy mg = i, my = j és V1 < [ < k-ra a folyamat pozitiv valészintiséggel keriil m,
allapotbdl az m,; allapotba (ellenkez6 esetben 0 valdszintiséggel juthatnank el ¢ dllapot-
bél j éllapotba). Elég tehdt megmutatni, hogy P >0 Vit >0, ahol i’-bdl 1éphetiink
kozvetleniil j'-be. Ez pedig azért teljesiil, mert tetszdleges t-re pozitiv annak a valdszinii-
sége, hogy valamilyen ¢’ < t id6t toltiink ¢’-ben, majd j'-be 1épiink és ott legaldbb ¢ — ¢
1dot toltiink a varakozasi idok exponencidlis volta miatt.

Z-t dtmenetinek (tranziensnek) nevezziik, ha minden j € E allapot dtmeneti:
P;(1; < 00) < 1,

azaz j-bdl val6 induldst feltételezve nem nulla annak a valészintisége, hogy soha nem

tériink vissza j-be. Legyen most:
kj =sup{t >0:2Z; = j},

az utols6 id6pont, mikor elhagytuk j-t (ha sosem jarunk j-ben, legyen «; = 0). Ekkor, ha
Z atmeneti, tetsz6leges \ kezdeti eloszlasra és j € E-re:

P\(kj < 00) = 1.

Egy irreducibilis Markov lanc vagy visszatérd vagy dtmeneti. Tegyiik fel ugyanis, hogy
Z 1 allapotbdl indul és hogy van egy visszatérd j allapot. Ekkor az irreducibilitds miatt
Z mindenképp jar j-ben, ellenkezd esetben ugyanis j-bol val6 induldst feltételezve el-
mehetnénk j-bdl i-be, majd ezen j-ben nem jar6 utat vdlasztva soha nem térnénk vissza
j-be, azaz j nem lenne visszatérd. Tovabba Z j-t elhagyva pozitiv valészintiséggel el6bb
1€p i-be, mint hogy djra j-be 1épne, ellenkezd esetben ugyanis egyéltaldn nem juthatna el
i-be, ezzel ellentmondva az irreducibilitdsnak. gy kapjuk, hogy i-b8l indulva z 1 val6szi-
niiséggel visszatér i-be, azaz ¢ is visszatérd allapot. Tehat ha van egy visszatérd allapot,
akkor minden allapot visszatér8, azaz Z is visszatérd.

A hosszas felvezetés utan megfogalmazhatjuk f6 allitdsunkat visszatérd, folytonos ideji

Markov-lancokra:

2.2.1. Tétel. Legyen Z egy irreducibilis visszatérd folytonos idejii Markov-ldnc E meg-
szdmldlhato dllapottérrel. Tovdbbd rogzitett k dllapotra legyen v; :== E), [ fOTk X{ Zs:i}ds]

minden i € F dllapotra. Ekkor v; minden i € E-re véges és a v = (v;);cg vektor stacio-
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ndrius.

Z pozitiv visszatérd vagy nullvisszatérd lehet:

ha Z pozitiv visszatérd, a klasszikus csatolds sikeres és létezik egy egyértelmii staciondri-
us eloszlds;

ha pedig Z nullvisszatérd, tetszdleges \ kezdeti eloszldsra és minden 7 € E dllapotra

P\(Z;) = 7 — 0, amint t — oo és (igy) nem létezik staciondrius eloszlds.

P

Bizonyitds: Mint azt az el6z0 szakasz végén jeleztiik, egyediil a klasszikus csato-
las sikerességét kell bizonyitanunk, a bizonyitds tobbi része tokéletesen megegyezik a
sziiletési-haldlozasi folyamatoknal l4tottakkal.

Legyen tehat Z' Z-nek egy masképpen inditott fiiggetlen véltozata. Ekkora Z* = (Z;, Z1)
kétdimenzids folyamat szintén folytonos ideji Markov-lanc, E? 4llapottérrel. Az dtmenet-
matrixokra:

= P. P}

t . ., . ./
P(z',i’)(j,j’) i Ll g >0 Vi>0 1,01,7,] € E,

ugyanis mindkét tényez$ (2.15) szerint pozitiv. Igy Z szintén irreducibilis, ezért vagy
visszatérd, vagy dtmeneti.

Elsoként tegyiik fel, hogy Z7 visszatérd. Ekkor a klasszikus csatolds 1" csatoldsi idejére:
T <715, Vj€FE (nyilvinelegendd lenne egyetlen megfeleld j-t taldlni)

ahol 7(j,j) Z7 els6 (j,7)-be valo érkezésének id6pontjat jelenti. Mivel Z7 visszatér,
ezért ebbdl kapjuk, hogy P(T" < 0o) = 1, azaz a csatolds a visszatér§ esetben sikeres.

Most tegyiik fel, hogy Z; dtmeneti. EKKor tetszOleges j-re jelentse x; ;) azt az idopontot,
mikor Z utoljdra elhagyja (j, j)-t. Ekkor x(; j) 1 valoszin(iséggel véges az dtmenetiség

miatt. Legyen 7’ kezdeti eloszldsa ugyanaz, mint Z-€, ekkor:
P(Zy=j)? =P((Z,2]) = (j,j)) < P(kgj >t) =0, t— o0,
igy tetsz6leges A kezdeti eloszldsra:
P(Z;=j)—0, t— o0

Ekkor Z-nek nem lehet pozitiv visszatérs k édllapota, ugyanis ekkor a m = v//my, stacio-
ndrius eloszlast vélasztva kezdeti eloszlasnak, kapnank, hogy 7; = 0, ami ellentmond 7
eloszlas voltanak. Tehat Z nullvisszatérd €s valoban nem l€tezik stacionarius eloszlas.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. [
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2.3. Visszatéro Markov-lancok: diszkrét ido

Diszkrét idejii Markov-lanc alatt egy Z = (Z)ren val6szintiségi valtozkbdl alkotott

sorozatot értiink, melyre teljesiil a Markov-tulajdonsag, azaz:
P(Zo1=jlZ,.... 21,2, =1)=P(Zys1 =jlZ,=1)=P; VYneN, i,jeE

P;;-t a folytonos idejii definicihoz hasonldan dtmenet-mdtrixnak nevezziik. A folytonos
esettel 0sszehasonlitva lathatjuk, hogy itt 1étezik kitiintetett ¢: az idSegység. A t = k idejt
dtmenet-matrixot az el6z8 P-vel felirhatjuk P* alakban. 7; tovébbra is az elsg idGpont,

mikor a j allapotba keriiliink (ha 7-b6l indulunk, az els6 visszatérés idopontja):
7, =inf{n >0: 2, = j}

Szintén a folytonos esetre hivatkozva lathatjuk, hogy fix k allapotra k-bdl indulva az i-
ben toltott varhaté v; = Eg[> " | x{z,=1}] idStartam a k-ba val6 visszatérésig ismét
stacionarius: v P = v, ahol v a v;-kbdl all6 sorvektor.

Az irreducibilitdsndl (In : PJ} > 0) erSsebb feltételre lesz sziikségiink: a Markov-ldncot

aperiodikusnak nevezziik, ha minden j allapot aperiodikus:
Inko{n >1: P >0} =1

Az irreducibilitdsbol ez a tulajdonsdg nem kovetkezik: tekintsiik ugyanis azt a Markov-
lancot, melynek allapottere a 0, 1 és minden 1épésben 1 valdszinliséggel a masik allapotba
1ép. Ez nyilvan irreducibilis, azonban nem aperiodikus, hiszen csak paros sok 1épésben

térhetiink vissza pozitiv valészintiséggel a kezddéllapotunkba.

Sziikségiink lesz a kovetkez6 lemmara:

2.3.1. Lemma. Legyen A a nemnegativ egészek egy részhalmaza, amely aperiodikus és
additiv (tetszdleges a,b € A-ra a + b € A). Ekkor létezik olyan elég nagy n 4 egész, hogy

tetszdleges n > ny-ran € A.

Bizonyitds: Feltehetd, hogy 0 € A. Tekintsiik most az
A" :={m € Z: Ing,,ng, € A, melyekre ny, —ng, = m}

halmazt. Ez aperiodikus (hiszen A részhalmaza, ny,-t 0-nak vdlasztva), additiv: legyen
A* D m = ng, —ng,, A* > m' = nj —nj, ,ekkor A* > m+m' = (ng, +nj, ) — (g, +n4, ),
tovabba ha m € A*, akkor —m € A* (a két A-belit felcserélve). Azt allitjuk, hogy
ekkor A* = 7Z. Mivel A* zart az ellentett-képzésre és additiv, tartalmazza dZ-t, ahol
d =min{k > 1: k € A*}. Tegyiik fel, hogy d # 1. Ekkor, mivel A* aperiodikus, 1étezik
olyan b eleme, melyre k1d < b < kd. igy viszont A* 3 b — kyd < d, ellentmondés. Tehat
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d=1,igy A* = 7Z,ezért 1 € A*, azaz van A-nak két szomszédos eleme, g és ¢+ 1. Ekkor
n>q¢*ren=q(g+p)+r,aholp>0,0<r<gqigyn=(q+p—r)g+r(ig+1)c A
az additivitds miatt. Tehdt > = n 4 j6 vélasztés. [
Most mar készen allunk a diszkrét idejd visszatér6 Markov-lancokra vonatkoz6 tétel bi-

zonyitdsdra.

2.3.1. Tétel. Legyen Z egy irreducibilis visszatérd diszkrét idejii Markov-ldnc megszdm-
ldlhato I dllapottérrel. Ekkor Z pozitiv visszatérd vagy nullvisszatérd és vagy aperiodi-
kus vagy nincs aperiodikus dllapota.

Ha a folyamat aperiodikus és pozitiv visszatérd, a klasszikus csatolds sikeres, tovdbbd
m=(m;,j € E)=(1/m;,j € E) az egyértelmii staciondrius eloszlds (m; tovdbbra is a
j-be valo visszatérés vdarhato értéke), valamint tetszoleges \ kezdeti eloszldsra és j € E
dllapotra:

P\(Z, =j) > 7mj, n—oo.

Ha pedig 7 aperiodikus és nullvisszatérd, akkor nem létezik staciondrius eloszlds, tovdb-

bd tetszoleges \ kezdeti eloszlds mellett és minden j € E dllapotra:
P\(Z,=j)—0, n— oo

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy Z-nek létezik egy h aperiodikus dllapota. Ekkor 2.3.1
Lemma szerint 1étezik olyan n pozitiv egész, hogy Py, > 0 és Pif 1> 0 (a visszatérési
id6pontok zartak az 6sszeaddsra és aperiodikus halmazt alkotnak). Vegyiink most egy tet-
szGleges 1 allapotot. Az irreducibilitds miatt 1étezik k, hogy ¢-bdl h pozitiv valészinliség-
gel érhetd el k 1épésben. Ugyanigy létezik [, hogy h-bdl i pozitiv valdszintiséggel érhetd
el [ 1épésben. Ekkor pedig ¢-bdl pozitiv valdszinliséggel visszatérhetiink i-be k + n + {
és k +n + 1+ [ 1épésben is (i-bdl elmegyiink h-ba, ott tesziink egy "kort", majd vissza-
megylink i-be), azaz ¢ is aperiodikus. Tehat ha van aperiodikus dllapot, minden allapot
aperiodikus. A bizonyitds innentdl a folytonos esethez hasonl6an folytathatd, amint meg-
mutattuk, hogy a kétdimenzids Z; = (Zj, Z;) Markov-lanc irreducibilis. Ehhez azt kell
bizonyitanunk, hogy létezik olyan n, hogy tetszSleges i, j, i, j' € E-re P} és P egy-
ardnt pozitivak. Legyen h egy rogzitett dllapot. Legyenek [, m, ', m’ olyanok, hogy P},
ISHE Py, PJ’F,; mindegyike pozitiv legyen (ilyen pozitiv egészek 1éteznek 7 és Z’ irreduci-
bilitdsa miatt), tovabbd legyen n akkora, hogy h-bél visszatérhessiink h-ba n — (I +m) és
n — (I'+m’) 1épésben is (ilyen n létezik a 2.3.1 Lemma szerint). Ezekre a megvalasztott
értékekre teljesiilnek a kovetkezd egyenltlenségek:

pr> PP Cmph s 0, pr > P P pr s g,
azaz Z}, is irreducibilis.

Jegyezziik még meg, hogy (a sziiletési-haldlozasi folyamatokndl bevezetett jeloléssel élve
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v; = h; = 1 a diszkrét esetben. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. [

2.4. Keverési ido

Mind a folytonos, mind a diszkrét esetben (2.1) szerint ha 7" 1 valészintiséggel véges
voltan feliil azt is tudnank, hogy milyen gyorsan tart P(7" > t) 0-hoz, adhatnank becslést

arra, hogy milyen gyorsan tart a Markov-lanc eloszldsa a staciondriushoz.

2.4.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy teljesiil ||Qz, — 7| — 0. Ekkor a legkisebb olyan t-t,

melyre ||Qz, — || < 1/4 teljesiil, a Markov-ldnc keverési idejének nevezziik.

Tekintsiink most egy kartyapaklit NV € N darab szdmozott 1, ..., N lappal. Nevezziik
a pakli egy elrendezésének Py, azaz (1,..., N) permutdcidinak egy elemét. Ennek elsé

koordinatdja mutatja meg az 1 kartya helyét, masodik koordinétdja a 2 kértya helyét, stb.

2.4.2. Definicié. A pakli keverésének neveziink egy o € Py permutdciot a paklira al-
kalmazva. Véletlen keverésnek egy olyan keverést neveziink, melynél a fenti permutdciot

valamilyen, a Py halmazon definidlt eloszldsnak megfelelen vdlasztjuk.

Ha az egymadsutdni véletlen keverések egymadstol fiiggetlenek, X = (X,,),>; Markov-
lanc Py-en. Ha minden keverést ugyanazon eloszlds szerint vélasztjuk a permuticidok
halmazabdl, akkor X id6homogén. Altaldban X irreducibilis és aperiodikus. Py-en 1é-
tezik egy egyértelmi 7 staciondrius eloszlds, amely egyenletes a permutdciok halmazan
(ez egy olyan véletlen keverést jelent, melyet sokszor alkalmazva a pakli lapsorrendje

véletlenszert lesz).
2.4.3. Definicié. T'-t erds egyenletes idonek nevezziik, ha teljesiilnek rd a kovetkezd tulaj-
donsdgok:
i)T megdlldsi idd;
1) X1 2o
111) X és T fiiggetlenek.

T tehat az a véletlen idSpont, amikor a pakli véletlen keverése megéll, ugy, hogy a

pakli elrendezése véletlenszeri. Megmutathatd, hogy ilyen T'-kre teljesiil:
1Qx, — || <2P(T">n) Vn>1.

Azaz T csatolasi ideje tetszbleges kezdeti eloszlassal rendelkezd pakli keverésének és egy
7 kezdeti eloszldssal rendelkezd pakli keverésének. A bevezetés alapjan tehat elég az erds

egyenletes id6t megfelelen valasztani, hogy a keverési id6re j6 becslést kaphassunk.
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Példaul megmutathatd, hogy az tn. 6sszeporgetd keverési technikdval egy N kéartyabol
all6 paklira t = % log, N keverési id6. Igy egy hagyoményos 52 lapos paklit elég 8-szor,
mig a 32 lapos paklit 7-szer megkeverni ezzel a technikdval, hogy a megkevert pakli

véletlenszer( legyen. Tovabbi részletekért 1asd [2] és [4].

2.5. Ornstein-csatolas

Ebben a szakaszban az egész szamokon torténd véletlen bolyongédsokat fogunk vizs-

gdlni, melyek a Markov-lancoknak egy specidlis alosztalyat alkotjdk.

2.5.1. Definicid. Legyenek X1, Xo, ... egész értékii, fiiggetlen, azonos eloszldsii valdszi-
niiségi valtozok, amelyek fiiggetlenek a szintén egész értékii Sy valosziniiségi vdltozotol.
Legyen:

Sp=S0+X; 4+ - +X;, 0<k<oo.

Ekkor az S = (Si) folyamatot az egészeken torténd véletlen bolyongdsnak nevezziik,

ahol az Xy-k a lépéshosszak, Sy pedig a kiinduldsi hely.

A klasszikus csatolds a nullvisszatéré és az atmeneti Markov-lancok esetében nem
mindig sikeres. Ugyanakkor az aldbbi lemma tantisdga szerint az egész értéki véletlen

bolyongésok éppen ilyen tulajdonsdguak.

2.5.1. Lemma. Ha S olyan véletlen bolyongds az egészeken, amely aperiodikus és irre-

ducibilis, akkor nullvisszatérd vagy dtmeneti.

Bizonyitds: S éllapottere Z. Ha pozitiv visszatérd lenne, akkor a 2.3.1 Tétel szerint

//////

varhato értéke minden j-re megegyezik, jeloljiik ezt a kozos értéket m-el. Ekkor, mivel 7
eloszlds: 1 =), 1/m; = >, 1/m = oo, ami ellentmondds. Tehat S vagy nullvisszaté-
rd, vagy atmeneti, amit bizonyitani kellett. 0
Alabb konstrudlunk egy olyan kapcsoldst, amely minden egész értékl véletlen bolyon-
gés esetén sikeres, ehhez azonban S-rdl fel kell tenniink az aperiodikussdg egy erdsebb

formdjanak teljesiilését: S-et erdsen aperiodikusnak nevezziik, ha:
Vk: Inko{k+i:P(X;=14)>0}=1
Az erds aperiodikussagbol kovetkezik, hogy a 1épéshosszak aperiodikusak:
Inko{n € Z : P(X; =n) >0} =1,

ez éppen a k = 0 eset. A 1épéshosszak aperiodikussdgdbol azonban nem kovetkezik az

er0s aperiodikussdg: az egyszerli szimmetrikus bolyongés aperiodikus, de nem erdsen
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aperiodikus (egyszerd szimmetrikus bolyongas:P(X; = 1) = P(X = —1) = 1/2):
k = 1-re 2 a legnagyobb kozos osztd. Ugyanakkor ha k helyére egy pozitiv valészini-
séggel felvett ¢’ ellentettjét irjuk, lathatjuk, hogy az erds aperiodikussagbdl kovetkezik a
1épéshosszak kiilonbségeinek aperiodikussiga.

Legyen most S’ masképpen inditott fiiggetlen valtozata S-nek:
Sp=Sy+X{+--+X,, 0<k<o0,

ahol a Iépéshosszak eloszldsa ugyanaz, mint S lépéshosszainak eloszldsa. Rogzitsiink
most egy olyan i egészt, amit X; pozitiv valdszintiséggel vesz fel. Ekkor X; — ¢ ape-
riodikussdga miatt l1étezik olyan elég nagy c konstans, hogy X; — ¢ aperiodikus mar a
{|X1 —i| < ¢} halmazon is. Azaz:

Inko{n € Z:P(X; —i=n,|X; —i|<¢)>0}=1 (2.16)
Most megadjuk a csatolést: legyen S(/)/ =S5)ésk>1,

. X, ha | X, — X}| <¢
X, ha |Xk — Xl/c| > C.
Meg kell mutatnunk, hogy S” az S’ mdsolata.
P(X, =n,| Xy — X;| <) =P(X, =n,| Xy — X;| <o),

ezért:

P(X, =n)=P(X, =n,| Xy — X;| <)+ P(Xy =n,|Xr — X;| > ¢)
—P(X.=n), nez

Igy S” és S 1épéshosszainak eloszldsa megegyezik, a kezdeti eloszlasuk pedig ugyanaz,
ezért S” val6ban S’ mdsolata. A fenti csatoldst Ornstein-csatoldsnak nevezziik. Szem-
léletesen tehat S” ugy 1ép, mint S’, ha S és S” 1épéshossza kozotti kiilonbség "kicsi”,
egyébként pedig ugyanazt 1épi, mint S.

Tekintsiik most az R = (Ry,)° kiilonbség-bolyongast:

Ry, =Sy — S5, 0<keo.
Ennek 1épéshosszai X, — X/, ezek pedig korlatosak és szimmetrikusak:

X, — X' <e¢, Xi—X!/Z2X'—X,.
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Megmutatjuk, hogy R 1épéshosszai aperiodikusak, azaz:
Inko{n € Z : P(X; — X{ =n) >0} =1.
Legyen ugyanis ¢ ugyanaz, mint el6zdleg, n € Z tetszdleges. Ekkor:

P(X) — X} =n) > P(X, - X} =n, | X, - X{| <)

P
P(X{ :l',Xl —i:n,|X1 —Z| S C)
P(X, =i)P(X, —i=n,|X|—i| <o)

v

ami P(X] = 4) > 0 miatt pontosan akkor pozitiv, ha P(X; —i = n, | X; —i| < ¢) pozitiv.
Ekkor viszont (2.16) miatt R 1épéshosszai aperiodikusak. A kovetkezd lemma tanulsdga

szerint az ilyen tulajdonsdgu bolyongésok irreducibilisek €s visszatérok.

2.5.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy az R = (Ry)° bolyongds lépéshosszai szimmetrikusak,

korldtosak, valamint aperiodikusak. Ekkor R irreducibilis és visszatérd.

Bizonyitds: Legyen R’ = (R})5° = (R — Ro)y°. Most legyen:
A={n€Z:P(R, =n) > 0valamilyen k-ra}

A additiv (ha eljuthat n;-be k1, no-be ko 1€pésben pozitiv valészintiséggel, akkor nq + no-
be pozitiv valdszintiséggel jut el k; + ko 1€pésben), a 1épéshosszak aperiodikussdga miatt
aperiodikus €s zdrt az ellentett-képzésre a 1épéshosszak szimmetrikus volta miatt. Az ilyen
tulajdonsagu halmazokrél a 2.3.1 Lemma bizonyitdsa sordn megmutattuk, hogy meg-
egyeznek Z-vel. gy R irreducibilis.
Hatra van még R visszatérd voltanak igazoldsa. Rogzitsiink egy tetszOleges r > 0-t és egy
elég nagy n-et, amire mar p = P(R), € [—2r,2r]) < 1. Ekkor pozitiv k egészre annak
a valészindsége, hogy R’ az n.,2n.,..., kn. 1épés megtétele utan is a [—r, ] intervallu-
mon beliil van, legfeljebb p* (ti. p definicidja szerint legfeljebb p valészintiséggel van n
1épés utdn [—r, r]-ben és ha a kovetkezd n 1épés sordn tett 1épéseinek (eljeles) Gsszege
¢ [—2r,2r], akkor biztosan elhagyja [—r, r|-t, azaz legfeljebb p? valdszintiséggel lesz a
kovetkezd n 1€pés utdn is [—r, r|-ben, stb.). Tartsunk most k-val a végtelenbe és kapjuk,
hogy P (supg<ioo | R},| < 7) = 0. Mivel r-t tetsz6legesen vdlaszthattuk, ebbdl kapjuk,
hogy:

1=P( sup |Ry|=00)=P( sup |Ry| = o0) (2.17)

0<k<oo 0<k<oo

A 1épéshosszok szimmetrikussdga miatt:

P( sup Ry =o00)=P( inf Ry = —00). (2.18)

0<k<oo 0<k<oo
Legyen M, = supg<p<, Bk, Moo = SUPgcpeoo Rk Az {Mo = 00} esemény beko-
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vetkezte nem fiigg attdl, ha az elejérdl véges sok 1épést elhagyunk (azaz {M,, = oo}
farokesemény), ezért P(M,, = oco) = 0 vagy 1 a Kolmogorov-féle 0-1 torvény értelmé-
ben. Ekkor (2.17) szerint ez az érték 1, és ekkor (2.18) szerint:

1=P( sup Rp,=00)=P( inf Ry =—00)

0<k<oo 0<k<0o0

Tehat R végtelen sokszor valt eldjelet és a korldtos 1épéshosszak miatt elGjelvaltds nem

torténhet anélkiil, hogy egy alkalmasan vélasztott konstans c-re R ne litogatnd meg a

{0,1...,¢— 1} halmazt. Azaz R végtelen sokszor belelép egy véges halmazba, ami az
irreducibilitds miatt azt is jelenti, hogy R visszatérd. [l

sz 2

Megjegyezziik, hogy a visszatérdség bizonyitdsa sordn nem hasznaltuk fel a 1épéshosszak
egész voltat, ezért azt is beléttuk, hogy tetszéleges szimmetrikus, pozitiv valdszintiséggel
nemnulla 1épéshosszakkal rendelkezd, 1 valdszintiséggel legfeljebb c 1épéshosszu vélet-
len bolyongds R-en 1 val6szintiséggel belelép [0, c)-be.

Visszatérve az Ornstein-csatoldssal kapott R-re, amirdl épp most bizonyitottuk, hogy ir-

reducibilis és visszatérd, legyen:
T =inf{k>0:S, =5/},

azaz az elsd id6pont, mikor 12 0-ba 1€p, 1 valdszintiséggel véges (jar O-ban az irredu-
cibilitds miatt és véges id6ben odaér, hiszen visszatérg). Legyen most S™ S’ mdsolata,
ami 7-ig S” mentén halad, majd atvalt S-re. Ekkor (.5, S”) csatoldsa S-nek és S’-nek T

csatoldsi id6vel. A csatoldsi egyenl6tlenség ((1.12)) szerint:

v

ami K 1 valoszintiséggel véges volta miatt adja a kovetkezd tételt:

2.5.1. Tétel. Legyen S véletlen bolyongds az egészeken erdsen aperiodikus lépéshosszak-
kal. Legyen tovdbbd S' mdsképp inditott fiiggetlen vdltozata S-nek. Ekkor létezik sikeres

csatoldsa S-nek és S'-nek:
|Qs, — QS,’CH — 0, amint k — 0.

Mit mondhatunk olyan lépéshosszakkal rendelkez6 folyamatrdl, melyek ugyan fiigget-
lenek egymastol, viszont nem azonos eloszlasiak és nem is egész értékiiek? Megmutatjuk,
hogy az Ornstein-csatolds alkalmas médositasdval ilyen feltételek mellett is biztosithatjuk
a csatolds sikerességét.

Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan V' er&sen aperiodikus valdszintiségi véltozé valamint

33



egy p > 0 szdm, hogy minden k > 1-re:
P(X,=n)>pP(V =n), nelZ.

Ezt a feltételt szokds Doeblin-feltételnek hivni. Legyenek tovabba Iy, I, ... fiiggetlen,
azonos eloszlasu, 0 — 1-értéki valoszintiségi valtozok, melyekre az (X1, 1), (Xa, I5), . ..

parok fiiggetlenek és minden k& > 1-re:

Vilasszuk a Vi, Vs, ... -ket V fiiggetlen, azonos eloszldsi mdsolatainak, melyek egytittal

fiiggetlenek az (X, I1), ... paroktdl és legyen k > 1-re:

Vk, ha Ik = 1;
Xk, ha[k = 0.

X; =

Végiil vegyiik az Sy-t és az S fiiggetlen, egész értéki valdszintiségi valtozokat, melyek
fiiggetlenek mind a V;-ktSl, mind az (X, I;) paroktol. k > 1-re:

Sp=S0+X1+ - +X, S,=S+X+ +X.

Feltehetjiik, hogy V' korlatos. Ekkor R, = S, — S},0 < k < oo véletlen bolyongas az
egészeken, szimmetrikus, korlatos és aperiodikus 1épéshosszakkal. Ezért az I? bolyongés
els6 0-ba érkezésének 7' id6pontja 1 valdszinliséggel véges, igy a fent leirtak egy sikeres

csatolasat adjak S-nek és S’-nek.

2.6. Ornstein-csatolas visszatéro Markov-lancokra

Ebben a szakaszban az el6z6 szakaszban konstrudlt Ornstein-csatolds segitségével to-
vabbi vizsgalatnak vetjiik ald a visszatérd Markov-lancokat. Ismét kiilon kezeljiik a foly-
tonos és a diszkrét idejl esetet, az el6bbivel kezdve.

Legyen Z = (Z,)sejo,00) itreducibilis, visszatér6, megszamlalhat6 allapottert, folytonos
idejli Markov-lanc. Z-b6l szarmaztatunk egy véletlen bolyongast az egészeken a kovet-

kez6képp:

S():lnf{lgk’ENZk:]}
Spp1=mf{l<keN:k>5,2Z,=j} Vn>0,

ahol j egy rogzitett allapot. A fenti definicidval S,, az n+ 1-edik egész ideji(!) j-ben jaras
id6pontja. S = (5,,)5° véletlen bolyongas volta abbdl kovetkezik, hogy Z az S,, id6kben
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djraindul az er6s Markov-tulajdonsédg alapjan. Azt éllitjuk, hogy P (S, < oo) = 1 tet-
szbleges n > 0-re. Z visszatérOsége miatt ugyanis 1 valdszintiséggel végtelen sokszor jar
j-ben. Mivel minden ilyen alkalommal a folyamat djraindul (eré6s Markov-tulajdonsag), a
j-beli exponencidlis varakozasi id6k fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok,
igy egy valdszinliséggel végtelen sokszor 1 idoegységnél tovabb marad j dllapotban Z.
Ilyenkor pedig egy egész id6ben is j allapotban taldlhatd, azaz végtelen sok & egészre
teljesiil Z;, = j., amivel allitdsunkat igazoltuk.

Ahhoz, hogy S X; = S; — S;_1 1épéshosszai erSsen aperiodikusak legyenek, elég meg-

mutatni, hogy X; pozitiv valoszinliséggel vesz fel 1-et és 2-t is:

1)

(Z1=17) >0,
2) =

b
Pi(Zy =i)P(Zy = j) >0, i#],

v

hiszen (2.15) szerint Pé > ( minden ¢, j-re.

Legyen most Z’ masképpen inditott fiiggetlen valtozata Z-nek, S’ pedig a Z’-bSl szarmaz-
tatott bolyongas. Ekkor S’ masképpen inditott fiiggetlen valtozata S-nek és az Ornstein-
csatolds mutatja, hogy létezik sikeres csatoldsa S-nek és S’-nek. Megmutatjuk, hogy ek-
kor 1étezik sikeres csatoldsa Z-nek és Z’'-nek is.

Jelolje a tovabbiakban:

D = (Zt>0§t<507
Cr = (Zsy_1+0))o<t<x,, 1<k <oo.

A definici6 értelmes, ugyanis az Si-k szigorian monoton nének. D-t késleltetésnek, a
Cl-kat pedig ciklusoknak fogjuk hivni. Z-t egyértelmiien megadhatjuk a késleltetés és
a ciklusok megaddsdval. D hossza megadja Sp-t, a Cx-k hossza pedig a megfeleld X-
kat. Tovabba a C;-k fuggetlenek és azonos eloszlasiak, D-rdl pedig annyit mindenesetre
allithatunk, hogy fiiggetlen a Cj-kt6l. Hasonlé médon S is felbontja Z’-t késleltetésre és
ciklusokra.

Most az Ornstein-csatolds lefrasandl (2.5 szakasz) bemutatott médon jarunk el: legyen Z”
késleltetése D" = D' és a ciklusok:

Cl, hal|lX,—X/|<g

C/l —
" Cn, hal|X,—X/|>c.

Jegyezziik meg, hogy c 1étezik, hiszen a 1épéshosszak erGsen aperiodikusak. Ekkor C”/
masolata C! -nek. Mivel a (C,,,C"),1 < n < oo pérok fiiggetlen, azonos eloszldstak,
tovabba fiiggetlenek D'-t8l, a C)/ ciklusok is fiiggetlen, azonos eloszlastak, tovabba fiig-
getlenek D" = D'-t8l. Azaz Z” maésolata Z'-nek.

S” azon egész idGpontok sorozata, melyekben Z” egy rogzitett j allapotban van. Legyen
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K =inf{n >0:S5, =S5]}.Mivelaz R = (R;,)1<n<0c = (Sn — 5}){1 < n < oo} folya-
mat véletlen bolyongés az egészeken, szimmetrikus, korlatos, aperiodikus 1épéshosszak-
kal, K 1 valoszintiséggel véges, igy T' = Sk = S}, is az.

A (C,,C") 1 < n < oo parok fiiggetlen, azonos eloszlastak, tovabba fiiggetlenek
(D, D')-t8].

Minden k& > 0-ra { K = k} bekovetkeztét eldonthetjik (D, D", Cy,CY, ..., Cy, C}) meg-
figyelésével (azaz K megilldsi id6), igy { K = k} fiiggetlen (Cyyp, C ., )-t6l tetszSleges
1 < n < oo-re. Ezért O, Cryo, ... valamint C% ,, C%_,, ... fiiggetlen, azonos el-
oszldsd mdsolatai C;-nek és fuggetlenek (D, C,...,Ck)-tél és (D", CY, ..., Cf)-tol.
Igy Z és Z" tjraindulnak T idSpontban a j 4llapotbél (ismét az erés Markov-tulajdonsig
miatt). Legyen most Z" az a folyamat, amely Z” mentén halad 7-ig majd atvalt Z-re,
tehat 2" késleltetése D" = D" és ciklusai:

C”, han < K;
OI//: n
C,, han>K.

Ekkor Z” madsolata Z”-nek (mindketten djraindulnak 7-ben) és igy Z’'-nek is. Azaz
(Z,Z") csatoldsa Z-nek és Z'-nek T 1 val6szinliséggel véges csatoldsi idGvel. A csa-

tolasi egyenlGtlenség felhasznédlasaval kapjuk a kovetkezd tételt:

2.6.1. Tétel. Tetszdleges két, mdsképpen inditott irreducibilis, visszatérd, folytonos idejii,

megszdmldlhato dllapotterii Markov-ldncnak létezik sikeres csatoldsa. Tovabba:
|APY = NP =0, t— o0

tetszdleges \, N kezdeti eloszldsra.

Kovetkezzék a diszkrét eset: legyen Z = (Zj,)y° irreducibilis, aperiodikus, visszaté-
10, diszkrét idejl, megszamlalhat6 allapotterti Markov-lanc. Ha a fix j dllapotba torténd
belépések altal meghatarozott bolyongds 1épéshosszai erdsen aperiodikusak, a folytonos
eset bizonyitasdban latottak egyarant elmondhatdak a diszkrét esetre is. Ha nem teljesiil
az er0s aperiodikussag, tekintsiik az [y, [1,... 0 — 1 értékd fiiggetlen, azonos eloszlasu
val6szintiségi véltozok, ahol P(/; = 1) = 1/2. Ekkor (Zy, I;)g° irreducibilis, visszatérd,
megszamldlhat6 dllapotterti Markov-lanc. Legyen most j rogzitett allapot, 7;(n) az n-edik

j-be érkezés ideje. Tekintsiik az:
A={k>1:Pj(r;(n) =k) > 0 valamilyen n-re}

halmazt. A additiv és aperiodikus. fgy a 2.3.1 Lemma szerint léteznek olyan n, n’, h egé-
szek, hogy mind P;(7;(n) = h), mind P;(7;(n’) = h + 1) pozitivak. Tovabba :

Pyt = k) > 27"Pi(15(n) = k), Vk,n>1.
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Ezért 71y, (Z1, I1)5° két (j, 1)-beli latogatasdnak ideje kozti kiilonbség erSsen aperiodi-

kus (h-t és h + 1-et is pozitiv valdszinliséggel veszi fel). Legyen most:

So=inf{l <keN:(Z, 1) =(4,1)} = 7451
Spri=mf{l1<keN:k>5,, (Z 1) =1} =1n+1) Vn>0.

A folytonos esettel analég médon kapjuk (Z-t (Z, I)-re cserélve), hogy ekkor létezik
sikeres csatoldsa (7, I)-nek és (Z', I')-nek, ahol (Z', I') tetszGleges maés késleltetési vil-
tozata (Z, I)-nek. Ekkor (Z, Z"") sikeres csatoldsa (Z, Z')-nek, igy kapjuk a 2.6.1 Tétel

diszkrét idejii valtozatat:

2.6.2. Tétel. Tetszdleges két, mdsképpen inditott irreducibilis, visszatérd, aperiodikus,
diszkrét idejii, megszamldlhato dllapotterii Markov-ldncnak létezik sikeres csatoldsa. To-
vabba:

|APY = NP =0, t— o0
tetszbleges \, \' kezdeti eloszldsra.

Vegyiik észre, hogy a fenti mddszer ugyan biztositotta, hogy a Markov-lancok csa-
toldsa sikeres legyen, dm a rogzitett j dllapot egymdsutdni eléréseit leir6 (7;(n));° és a
(77(n))5° bolyongdsokra nem adott sikeres csatoldst; azt kaptuk, hogy van két 1 valészi-
ntiséggel véges véletlen idSpont, jelesiil M és M™ ugy, hogy 7;(M) = 7;(M") =T =
TG, (K) = 7(j 1) (K), valamint:

(4,1

(M +k)=1"(M" +Fk), k>0,

azaz a két bolyongds végiil csak egy véletlen M — M"" idGeltolddas erejéig egyesiil.
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3. fejezet
Felujitas és e-csatolas

Ebben a fejezetben az Ornstein-modszert alkalmazzuk véletlen bolyongédsokra, melyek
1épéshosszai nem feltétleniil egész értékiiek vagy esnek valamilyen dZ, d > 0 halmazba,
un. rdcsba. Ilyen feltételek mellett csak azt fogjuk tudni biztositani, hogy a bolyongé-
sok e-kozelségbe keriiljenek egy véletlen idGeltolds erejéig (vo. a 2.6 szakasz végén tett

megjegyzéssel). A csatoldst Blackwell felujitasi tételének bizonyitdsara fogjuk hasznélni.

3.1. Nem racs-értékii bolyongasok

Az X val6szinliségi valtozot és F' eloszlasfiiggvényét nem rdcs-értékiinek nevezziik,
haP(X € dZ) <1 Vd > 0. Tovdbbd azt mondjuk, hogy X megkézeliti z-et, ha:

V6 >0:P(X €x—0,z+4]) >0.

Mivel a fenti definiciéban 6 > 0 tetszSleges, ezért X pontosan akkor kozeliti meg z-et,

ha x novekedési pontja F-nek, azaz:
F(x —6) < F(x +9)

Ezzel a sz6haszndlattal élve X pontosan akkor nem racs-értékd, ha eloszlasfiiggvényének
novekedési pontjai nem elemei ugyanannak a racsnak. Legyen most S nem racs-értéki
véletlen bolyongas, S’ pedig egy masképpen inditott fiiggetlen véltozata. Tovabba legye-
nek Iy, [5,..., I, [}, ... fuggetlen, azonos eloszlasi 0-1 értéki valdszintiségi valtozok,
melyek fiiggetlenek S-t6l és S'-t6l, valamint P(/; = 1) = 1/2. Legyen tovéabba:

K():O
K,=inf{k>K, ;: I, =1} Vn>1
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Ekkor a K,,-ek ciklusokra bontjdk az S bolyongast:
Cn=Xk, y41,--,Xg,), n>1

Ezek fiiggetlen, azonos eloszldsuak és fiiggetlenek az S, kiindulasi helytdl. Legyen most:
Y, =Xk, 11+ -+ Xk, n>1,

az egy ciklus alatt megtett lépések Osszege. Ugyanigy kapjuk S’-b6l C -t és Y, -t. Rogzit-

stink valamilyen € > 0-t és legyen:

C!, haly, =Y/ <e;
Cn, halY,—-Y/!|>ec.

" o__
C, =

(Cpn,C1) 2 (Cr,C,) miatt:
P(Cy € B,[Y, — ]| £2) = P(C, € B, [V — V]| < 2)

teljesiil minden B halmazra, melynek elemei a C,, ciklus dltal felvett lehetséges értékek

(vektorok) koziil keriilnek ki. Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy C// 2 C,, minden n > 1-re:

P(C'e B)=P(C/, € B,|Y, - Y!|<e)+P(C, € B,|Y,, - Y| > ¢)
=P(C, € B).

C! tehat mdsolata C,-nek és egybeesik vele, ha egy ciklusban a két bolyongéds e-ndl
messzebb keriilne egymastol.

A (C,,C!",n > 1 ciklusokbdl all6 parok fiiggetlen, azonos eloszlasuak és fiiggetlenek
(So, Sp)-tol. Legyen tovabba Y, a kovetkezo:

V!, halY,-Y! <¢g;

Y// —
" Y., halY,—Y/|>e

Legyen most R = (R,)° a Sy — S, kezdbdllapotd, Y,, — Y, n > 1 1épéshosszakkal
rendelkezd bolyongds. Ezek a 1épéshosszak a fentiek szerint szimmetrikusak és korldtosak
e korlattal. Megmutatjuk, hogy P(Y; — Y{" # 0) > 0. Legyen Y7 — Y/ eloszlasfiiggvénye
F*, valamint:

A = {x € R : z novekedési pontja F-nek}.

Megmutatjuk, hogy A nem racs, additiv, zart az ellentett-képzésre és zart részhalmaza R-

nek. Nem rics, ugyanis X; nem rdcs-értéki a feltevés szerint és ha X; megkozeliti x-et,

39



akkor x eleme A-nak, ugyanis tetsz6leges o > 0-ra:

P(Y,— Y] € [z —b,a+0)])

Y

P(X1+X2—X{E [ZL’—(S,JZ—F(;])

(V4
Co| — 00|

P(X, €[z —0/3,2+4/3])* >0,

azaz Y7 — Y/ is megkozeliti z-et.

Az additivitds: Y7 — Y/ pontosan akkor kozeliti meg z-et, ha 1éteznek k és k' szamok gy,
hogy X + -+ + Xj, — X| — - - - — X/, megkozeliti z-et. Tegyiik fel tehdt, hogy Y7 — Y/
megkozeliti x-et és y-t, azaz 1éteznek k, k', [, I’ szdmok ugy, hogy X; +--- + X} — X| —
-+« — X}, megkozeliti z-et és X7 + --- + X; — X] — - -+ — X, megkozeliti y-t. Ekkor

tetszSleges 0 > (-ra:

P(Xi+ 4 Xjpn— X, = — X Elr+y—b.x+y+6)
>SP(X, 4+ 4 Xy — X, — o — X, € [x—8/2,2+0/2])-
PX 4 A Xy = X, = = X!, €[y —0/2,y+3/2]) >0,

azaz Y7 — Y/ megkozeliti x + y-t is.
Az ellentett-képzésre valé zdrtsag nyilvanvald, hiszen Y; — Y/ szimmetrikus.
A zartsdg bizonyitdsdhoz legyenek az x; € A-k novekedési pontjai F*-nak és x, — «,

amint k — oo. Ekkor tetsz8leges 6 > 0-ra létezik olyan k, hogy |z, — x| < 0/2 és igy:
F*(x —0) < Fay —6/2) < F(xr +0/2) < F(z +9).

3.1.1. Lemma. Legyen A egy nem rdcs zdrt részhalmaza R-nek, ami additiv és zdrt az
ellentett-képzésre. Ekkor A = R.

Bizonyitds: A nemiires, mivel nem récs, ugyanezért nem lehet az egyelemd {0} hal-
maz, igy, mivel az ellentett-képzésre zart, van pozitiv eleme. Legyen d = inf A N (0, c0).
Ekkor a zartsag miatt d € A és igy A tartalmazza dZ-t. Ekkor, mivel A nem rics, kell len-
nie olyan 0 < = € A-nak, melyre = ¢ dZ, igy 1étezik olyan k € Z, hogy 0 < z — kd < d
é€s x — kd € A az additivitds miatt, ami ellentmondas, ha d # 0. Tehat d = 0, igy
vehetiink egy olyan (d;,) € AY sorozatot, melyre d;, \, d = 0. Ekkor A siird, hiszen
Vn>0:3dk:d, < % és igy tetszOleges y valds szam € > 1/n > 0 sugard kornyezeté-
ben van eleme A-nak, ami A zartsdga miatt azt jelenti, hogy y € A, azaz A = R. O]
A lemmat felhasznalva kapjuk, hogy A megegyezik R-el, ezért Y7 — Y/ megkozeliti € /2-
t, ahonnan kapjuk, hogy Y7 — Y/ is megkozeliti £/2-t (azért vettiink /2-t , hogy legyen
kétoldali kornyezete, melybe Y, — Y] eshet). Tehat P(Y; — Y{" # 0) > 0. Azaz R 1épés-
hosszai pozitiv valoszintiséggel nem 0-k, tehat R "nem ragad be" egy értéknél. A 2.5.2
Lemma bizonyitdsa utani megjegyzés szerint R (szimmetrikus, -korldtos és nemnulla 1é-

péshosszakkal rendelkezvén) 1 valdszintiséggel véges iddn beliil belelép [0, €)-ba, ami azt
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jelenti, hogy M = inf{n > 0: R, € [0,¢)} 1 valészintiséggel véges. Legyenek ekkor a
C!".n > 1 ciklusok olyanok, hogy:

C”. han < M,
C,, han> M.

" o__
C, =

A C!” ciklusok fuiggetlen, azonos eloszlast masolatai C'-nek és fiiggetlenek S)-t6l (ugyan-
is Cargn; Clipyy,n > 1 egyardnt fiiggetlen, azonos eloszlasi masolatai C';-nek és fiigget-
lenek (S),CY,...,Cl)-t8l). Legyen K[! = 0, K] = inf{k > K", : I}/ = 1} és X}/
olyan, hogy:

n n _ "
( K,;{Ll-‘rl’""XK;{/)_OTL’ nZl.

Az S" S]" = S| kiindulasi hellyel és X{", XJ', ... 1épéshosszakkal rendelkez$ bolyon-
gds masolata S’-nek, ugyanis kiinduldsi helyiik megegyezik és 1épéshosszaikat ugyan-
olyan médon kapjuk ciklusaik sorozatabodl, melyek elemei rendre fiiggetlenek S|-tdl és

v

C, fiiggetlen, azonos eloszldsti masolatai. igy kapjuk a kovetkezd tételt:

3.1.1. Tétel. Tetszdleges ¢ > 0-ra (S,S") csatoldsa a két mdsképp inditott nem rdcs-

értékii S és S’ bolyongdsnak. Tovabbd Ky és K; 1 valosziniiséggel végesek és:

SKMJrk - }/({X/}—l-k =Ry € [078)7 k= 0.
A fentiekben e-t tetszlegesen vdlaszthattuk. Most € = 1-et valasztva a diszkrét eset-
ben kapjuk, hogy Y; — Y{" a —1,0, 1 értékeket veheti fel. Szintén a folytonos eset bizo-
nyitdsara hivatkozva lathatjuk, hogy:

A={z€Z:P(Y1-Y/ =2)>0}

aperiodikus(ti. pozitiv valoszintiséggel vesz fel valami nemnulla szdmot, ami csak 1 és —1
lehet) , additiv és az ellentett-képzésre zart. Igy a 2.3.1 Lemma bizonyitdsdban latottak
szerint A = 7Z, azaz Y} — Y/ mindhdrom értéket fel is veszi. Igy kapjuk az el6z6 tétel

egész értékll bolyongasokra vonatkoz6 valtozatat:

3.1.2. Tétel. Legyenek S és S’ két mdsképp inditott viltozata egy egész értékii, aperio-
dikus lépéshosszakkal rendelkezd bolyongdsnak. Ekkor létezik (Q , S ) csatoldsa S-nek és
S’-nek, valamint két véletlen egész (1 valdsziniiséggel): K és K’ iigy, hogy

Skir=Swrin, 0<k< 0.

Egy X val6szintiségi véltozot erdsen nem rdcs-értékiinek neveziink, ha létezik olyan
x pont, hogy X megkozeliti z-et és X — x nem racs-értékd. Tegyiik fel most, hogy S

€és S’ olyanok, hogy 1épéshosszaik er6sen nem racs-értéktiek. Ekkor megmutathatd, hogy
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1étezik olyan (S, S™) csatoldsa S-nek és S’-nek, amelyre:
SK_,_/@—S},(/Jrk:RKE[O,&], k>0,

ahol K = inf{k > 0 : R, € [0,¢e]}. Azaz a bolyongdsok ténylegesen ¢ kozelségbe

keriilnek, nemcsak egy véletlen ideltolodas erejéig.

3.2. Felijitasi folyamatok

Képzeljiik el a kovetkezd szitudciot: van egy orank, mely néha megall és ilyenkor azon-
nal felhiizzuk, hogy Ujra jarjon. Mikor el6szor felvettiik az 6rit, az mér jart €s nem tudjuk,
hogy mikor hiztdk fel utoljara (mondjuk valaki més viselte el6ttiink). Tegyiik fel, hogy
egyszeri felhizds utdn az 6ra valamilyen pozitiv, de véletlen X id6tartamig miikodik. Te-
gyiik fel, hogy E(X) véges, mondjuk m Ekkor intuiciénk szerint arra szamitunk, hogy h
ideig viselve az 6rit, a felhtizdsok szdma h/m-hez fog tartani. Ez valGban igy is van, ezt
mondja ki Blackwell feldjitési tétele, melyet ebben a szakaszban bizonyitunk.

Feltjitasi folyamatnak egy olyan S = (Sj)5° bolyongést neveziink, melyre a kiinduldsi
hely nemnegativ, a 1épéshosszak pedig szigordan pozitivak, azaz S, nemnegativ valdszi-
niliségi valtozo és:

Sp=5S +X; +--+X;, 0<k<oo,

ahol az X;-k fiiggetlen, azonos eloszlasu, szigorian pozitiv értékd, Sy-tdl fiiggetlen va-
16szintiségi valtozok. Az Si-k azokat az idSpontokat jelentik, mikor torténik valami (az
6ra k + 1. felhdzasa), ezek a felijitdsi idépontok. Sy-t késleltetésnek nevezziik (ekkor all
meg elészor az 6ra az el6z0 viseldjének utolso felhizasat kovetden), eloszlasfiiggvényét
jelolje G; az X1, X, ... valdszinliségi valtozokat élettartamnak hivjuk, ko6zos eloszlas-
fiiggvényiiket pedig F-el jeloljiik. Legyen m = E(X}), az dtlagos élettartam; N (¢,t + h]

jelolje a (t,t + h] idGintervallumba esé feldjitasok szamat:
N(t,t+h|=#{k>0:t < S, <t+h}, t,h>0.

Ekkor a [0, t]-be esd feltjitdsok szamat N;-vel jelolve (N; := inf{k > 0 : Sy > t})
N(t,t + h] = Nypn — Ny (V)0 -t a feldjitasi folyamatnak fogjuk hivni). Legyen > 0
olyan, hogy F(x) < 1 éslegyen L, az n. olyan k > 1, melyre X; > z (indukciéval
definidlva: L; = inf{k < 1: Xy > z},L, = inf{k > L, 1 : X} > x}). Ekkor
E(L,) = nE(L,) =n/(1 — F(z)) < oo, mivel az X;-k fiiggetlenek, L, eloszldsa pedig

1 — F(z) paraméterti geometriai eloszlds (L,, eloszldsa negativ binomidlis). Mivel

Sk > TX{X1>x} + o+ TX{ X >z}
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ezért:

Ne <inf{k : ax(x,50) + - F TX(xp>2) > U} = If{k  x(xi50) + -+ X{xsa) > t/2)
= Lit/2)+415
igy kapjuk, hogy:
E(N,) < oo, t>0. 3.1)

Ha Sy = 0, S-t nem késleltetettnek nevezziik. S-t egyszertien dtalakithatjuk nem késlelte-

tetté (késdbb S ezen SO valtozatat a nem késleltetett véltozatnak fogjuk hivni):
S = (S — S0)g” = (X1 + -+ + Xp)§

N; + 1 megéllasi ideje S-nek, 1évén az elsd ¢ idopontot kovetd feldjitas: N; + 1 = n pon-
tosan akkor, ha X; +-- -+ X, <t, Xj+---+ X, > t. Ezért {N,+1 = n} fiiggetlen
X1, .. .-tol, tehdt X, 1141 ... feltételesen fiiggetlenek X, ..., Xy,11-t6]l és X;-el azo-
nos eloszlasdak, igy a [Sn,+1, Sn,+1 + h]-ba es6 feldjitasok szama, NSy, 11, Sn,+1 + Al
masolata NP-nak. N(t,t + h] < N[Sn,+1, SN, 11 + h] szintén teljesiil, ezért:

D
N(t,t+h] < N2, t,h>0. (3.2)

Tegyiik fel tovabbd, hogy F' nem rdcsos, azaz P(X; € dZ) < 1 Vd > 0. A mar beha-

rangozott Blackwell-tételt a kovetkez$ alakjdban fogjuk bizonyitani:

3.2.1. Tétel (Blackwell). Ha F' nem rdcsos, akkor:
lim E(N(t,t + h]) = h/m,

t—o00

ham > 0 és 0, ha m = oo tetszdleges G eloszldsfiiggvényii késleltetés mellett.

Bizonyitds: A bizonyitds menete a kovetkez0: keresiink egy olyan S’ véltozatat S-nek,

amely S’ késleltetésének eloszlasfiiggvénye G’ és teljesiil:
E(N'(t,t+h])=h/m ¥t>0

Ezutan konstrudlunk olyan csatoldst, mely soran a két folyamat, S és S’ feldjitasi idejei
(majdnem) megegyeznek egy egy valdszinliséggel véges véletlen 7" id6 utdn. A 3.1.1 Té-

tel segitségével megmutatjuk, hogy az e-csatolds ilyen csatolas.

3.2.1. Lemma. Az N° nem késleltetett feliijitdsi folyamatra:

[0 F@ENL )=t 0<i<os
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n

Bizonyitds: (S9.; — X1)3 mésolata S°-nak (az X;-k eloszldsa azonos). Igy kapjuk:

o0 o0 o0
NO _ D _
t—z = X{s89<t—z} = X{89 ,—X1<t—a} = X{z+89, ,—X1<t}
n=0 n=0 n=0

X, lathatéan fliggetlen az egyenldséglinc utolsé tagjatdl, igy bevihet6 a varhat6 értékbe:

(1 - F(2)E(NL,) = E[X{Xlzcc} ZX{x+SO —Xlgt}]

n+1
n=0

Integrélva x szerint és felcserélve az Osszegzést a varhat6 értékkel valamint az integrallal
(megtehetd, hiszen minden, az egyenletben szerepld valtozé nemnegativ):
X3
0

| 0= F@yBWE i = SB[ s, xcada].

y = x + Sp11 — X;-et helyettesitve a jobb oldalon:

00 Sn+1
| 0= PG = 3Bl [ e

n+1—X1

= Z E[min(S,,t) — min(Sy,, — Xi,t)]

= Z(E(min(52+1, t) — E(min(Sy, 1))

= lim E(min(SY,,t) — E(min(Sp, t))

n—oo

—t—0=t,

n+l X4 2 Sg L
Most ha m < oo, legyen G, = E(min(X;,x))/m, 0 <z < oo.Ezkonnyen lathatéan

ahol ismét felhasznaltuk, hogy S°

7

eloszlasfiiggvény. Az el6z0 tétel alapjén:

3.2.1. Kovetkezmény. Ha m < oo, Goo-nek van siriségfiiggvénye: az (1 — F(x))/m
fiiggvény és a késleltetés G eloszldsfiiggvényét Go.-nek vdlasztva E(N (t,t + h|) értéke
h/m tetszdleges t, h > 0-ra.

Bizonyitds: 0 < x < co-re min(Xy,r) = fox X{x:>y}dy, ahonnan:

E(min(X;,x)) = E[/Ox X (x>} Y]



Tehéat (1 — F'(z))/m valdban siirtiségfiiggvénye G.-nek. A masodik éllitdshoz legyen

G = (G« és a most kapott sliriségfiiggvénnyel:
E(N;) = E(N,g,)

m/ (1— F(z)E(N)dz = t/m,

az el6z6 lemma allitdsa szerint. Igy E(N(¢,t + h]) = E(Nyyn) — E(N,) = h/m, amit
bizonyitanunk kellett. 0
Legyen most 0 < a < oco-re a G, eloszlasfiiggvény a kovetkezoképp definidlva:

E(min(X;,x)) — E(min(Xy, a)), 0<z<a,
Go() =
1, a<x <o0.

3.2.2. Kovetkezmény. Tetszdleges a < oo-re a (1 — F(x))x{o<<e<a}/E(min(Xy,a))
fiiggvény G, siiriiségfiiggvénye és G-t G,-nak vdlasztva E(N (t, t+h]) < h/E(min(Xy, a)),
tetszoleges t, h > 0O-ra.

Az elsé allitds bizonyitdsa ugyantigy megy, mint az el6z6 kovetkezmény bizonyitdsa-

ban. Legyen most G = (&, ekkor:

E(N(t,t+h)) = E(N},,_s,) — BV g,)
1

a lemma dllitdsa szerint és igy E(N(¢,t + h]) < h/E(min(X1,a)). O
Vegyiik észre, hogy h/E(min(Xy,a)) \, h/m amint a — oo és igy ez utébbi kovet-
kezmény szerint vélaszthaté ugy a G’ eloszldsfiiggvény, hogy E(N'(t, t + h]) kozel keriil
0-hoz t-ben egyenletesen, ha m = oo. A tétel bizonyitasabdl annyival tehiat megvagyunk,
hogy taldltunk egy j6 késleltetést, amivel a tétel allitasa teljestil.

Most konstrudlunk egy megfeleld csatoldst, ami "kozel visz" tetszleges S-et egy jo kés-
leltetéssel induld folyamathoz. Az 3.1.1 Tétel jeloléseit hasznaljuk rogzitett € mellett. Le-
gyen N a felujitasi folyamata S"'-nek és legyen T' = Sk,,. A [T, 00) idGintervallumban

S feltjitasai Ry, id6vel torténnek S feldjitasai el6tt, igy:

t>T:N"(t— Ry,t+h— Ry = N(tt+h)]
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Mivel Ry, € [0,¢), ezért € < h-ra:
Nmt, t+h— 5]X{T§t} < N(t, t+ h]X{TSt} < N”/(t - €,t + h]

(az elsd egyenlStlenségnél az el6z6 azonossdgot hasznéltuk a bal oldalon révidebb inter-
vallumot {rva (ekkor N’ értéke sem néhet), a masodiknal pedig hosszabb intervallumot
vettiink N"”-re) A bal oldalbdl (N"(t,t 4 h] — N"'(t,t + h — €]) x>t} > O-t levonva, a
kozéps6 és a jobb oldalhoz N (t,t + h|x 1> -t adva:

N"(t, t+h—e|=N"(t,t+h]xir>1y < N(t,t+h] < N"(t—e, t+h]+N(t, t+hlxrsn

Felhaszndlva, hogy N’ 2 N, vegyiink vérhat6 értéket:

E(N'(t,t+h—e]) = B(N"(t,t + x> < B(N(t,t+ h]) (3.3)
<E(N'(t —e,t+h]) + E(N(t,t + h)Xr>e

Tegyiik fel most, hogy m < oo. Legyen ekkor G’ = GG, és vonjunk ki (3.3) mindha-
rom "oldaldbol" E(N'(t,t + h]) = h/m-et:

[E(N(t,t+ h]) = h/m| < e/m+E(N"(t,t + hlxirsn) + BN (L L+ hlxrsy)-

N"(t,t 4+ hlx{r>e és N(t,t + h]xqr>¢ egyardnt 0-hoz tartanak, amint ¢ — oo, tovdbba
mindkettSt sztochasztikusan domindlja (3.1) és (3.2) alapjan a véges vérhat6 értékd Np.

Igy a 1.6.4 Tétel alapjan:

E(Nm(t, t+ h]X{T>t}) — 0, t— o0 3.4)
E(N(t,t+ h]X{T>t}) — 0, t — 00,

ahonnan kapjuk, hogy

limsup |E(N(t,t + h]) — h/m| < g/m.

t—o00

Ha most e-al 0-hoz tartunk, a tétel allitasat kapjuk az m < co megkotés mellett.
Tekintsiik most azt az esetet, ahol m = oo és legyen G’ = G,. Ekkor (3.3) masodik
egyenltlenségében felhaszndlva, hogy E(N'(t — e,t + h]) < (h + ¢)/E(min(Xy, a)),
kapjuk:

E(N(t,t +h]) < (h+¢)/E(min(Xy,a)) + E(N(t,t + hlx{rse).

Tartsunk most t-vel co-be €s haszndljuk fel (3.4)-ot €s a monoton konvergencia-tételt, igy
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kapjuk:

limsup E(N(¢,t + h]) < (h+¢)/E(min(Xy, a)) — 0, amint a — o0

t—00

Ezzel a Blackwell-tétel bizonyit4sat befejeztiik. 0

3.3. Tovabbi megjegyzések, megoldatlan problémak

Ebben a szakaszban a dolgozat zardsaként kimondunk néhany tételt, bizonyitasukat
mell6zve és felsorolunk megoldatlan problémadkat a feldjitaselméletb6l. Mit mondhatunk
akkor, ha F' a Blackwell-tétel feltételével ellentétben racs-értékii?

Ha F' racs-értékd, akkor 1étezik olyan d > 0, hogy P(X; € dZ) = 1 és az ilyen d-k
kozott 1étezik maximalis, nevezziik ezt F' periddusénak. Jelolje N = Y7 (s, —nay @

feldjitasok szaméat az nd idépontban.

3.3.1. Tétel. Ha F rdcs-értékii d periodussal, akkor a fenti jeloléssel:
E(N™) — d/m, amint n — co.

(bizonyitést 1asd [3])

Bevezetiink néhany Gj mennyiséget: legyen A, =t — Sy, _; a t-beli életkor (ennyi ide-
je jar az orank az utolsé felhizas 6ta), B, = Sy, — t a t-beli hatralevd élettartam (ennyi
ideig jar még az 6rank, miel6tt Gjra fel kell hiznunk), D, = Xy, = A; + B; a t-beli teljes
élettartam (ennyi ideig miikodik az ora a legutolsé felhiizastdl szdmitva), végiil legyen
U, = Ay/ D, arelativ t-beli életkor (ennyied része telt el az éra élettartaméanak ¢-ig). A
feldjitdsi folyamatot pozitiv visszatérének hivjuk, ha m = E(X;) < oo és nullvissza-
térének, ha m = oo. Tegyiik fel, hogy F' nem récsos és legyen U [0, 1]-en egyenletes

eloszlas.

3.3.2. Tétel. Ha a feliijitdsi folyamat pozitiv visszatérd, akkor U, eloszldsban U-hoz tart,

amint t — o0.

A probléma megoldatlan nullvisszatérd feldjitasi folyamatra. Tegyiik fel, hogy a fel-

Ujitasi folyamat pozitiv visszatérd és legyen D olyan, hogy:
P(D < l’) = E<X1X{X1§x})/E(X1), Yz > 0.

3.3.3. Tétel. Ha a feliijitdsi folyamat pozitiv visszatérd, D, a teljes megvdltozds metrikd-
ban (és igy eloszldsban is) tart D-hez, amint t — oco. Ha a felijitdsi folyamat nullvissza-

o D .
téré, Dy = oo, amint t — oc.
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Tegyiik fel, hogy a felujitasi folyamat nullvisszatérd. Létezik-e ekkor egy olyan mono-
ton nové ¢ fiiggvény, hogy D;/¢(t) eloszldsban egy nem-elfajulé valészintiségi valtozo-
hoz tart, amint t — 0o? Esetleg teljesiil-e ez ¢(t) = E(min(X},t))-re?

3.3.4. Tétel. Legyen a felijitdsi folyamat pozitiv visszatérd. Ekkor a t-beli életkor és a

t-beli hdtralévd élettartam vdarhato értékére:

E(X?)
2B(X))

E(A;) = E(B,) =

3.3.1. Kovetkezmény (Inspection paradox). Ha a feliijitdsi folyamat pozitiv visszatérd és
X szdrdsdra D(Xy) > 0 teljesiil, akkor:

E(X))

E(A;) = E(B,) > 5

E(D;) > E(X))

Azaz a folyamatot egy véletlen id6pontban megvizsgalva az aktudlisan vizsgalt dolog

véarhat6 teljes élettartama nagyobb a vérhat6 élettartamnal.

v

Végiil A; és B, hatareloszlasarol szol a kovetkezd tétel:

3.3.5. Tétel. Ha a feliijitdsi folyamat pozitiv visszatérd, A, és By eloszldsban U D-hez

tart, amint t — oo.

Tovabbi megoldatlan problémaékeért 1asd [8].
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