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Bevezetés

Az algebrai topológia egy lényeges kérdése, hogy egyes tereknek mik a ho-
motopikus csoportjai. Ezt nem könny¶ megválaszolni még akkor sem, ha
a viszonylag egyszer¶nek t¶n® gömbökre vonatkozik a kérdés; bár vannak
eredmények, de teljes általánosságban nem ismert a válasz. A szakdolgoza-
tomnak az els® olyan módszer bemutatása a célja, amivel gömbök homotopi-
kus csoportjait lehetett kiszámítani. Ez Pontrjagintól származik és az algeb-
rai topológiai feladatot di�erenciálgeometriává változtatja úgy, hogy sokasá-
gok kobordizmusosztályait felelteti meg a homotopikus csoportok elemeinek.
Pontrjagin ezzel meghatározta az összes πn+1(Sn) és πn+2(Sn) csoportot (bár
az utóbbit el®ször hibásan, ami mutatja is a feladat nehézségét; ebben a
dolgozatban természetesen a helyes bizonyítás szerepel).

A dolgozatom (sajnos) nem tartalmaz saját eredményt, úgyhogy érdemes
dolog felsorolni a forrásaimat. Az 1. fejezet Pontrjagin-konstrukcióról szóló
része és a 2. és 3. fejezetek Andrew Putman [11] írásának alapján készültek
(amely maga is feldolgozás, Pontrjagin eredeti bizonyításait írja le közért-
het®bben); a 4. fejezet Sz¶cs András [14] cikkéb®l származik; az 1. fejezet
átépítésr®l szóló része és az 5. fejezet Nagy Csaba [9] TDK-dolgozatának
másolata; a dolgozat többi része pedig innen-onnan lett összeszedve (több-
nyire Sz¶cs András magyarázataiból, internetes ismeretterjeszt® oldalakról
és tankönyvekb®l).

A tartalomjegyzéket megnézve talán unalmasnak t¶nhet, hogy csak egy-
egy csoport kiszámolásáról van szó, viszont ezek különböz® és önmagukban
érdekes módszerekkel történnek:

� A 2. fejezetben Freudenthal szuszpenziós tételével de�niáljuk a gömbök
stabil homotopikus csoportjait, majd a J homomor�zmus bevezetésével
kiszámoljuk az els® stabil csoportot.

� A 3. fejezetben a Freudenthal-tétel egy kiegészítésével elérjük, hogy
csak a második stabil csoporttal kelljen foglalkozni. Ezután de�niálunk
egy függvényt felületi görbéken, ami az adott felület kobordizmusosztá-
lyát hivatott mérni, és err®l egy a felület els® Z2-együtthatós homoló-
giacsoportján értelmezett algebrai invariáns segítségével belátjuk, hogy
valóban így van. Ezzel az eszközzel a második stabil csoport kiszámo-
lása már egyszer¶.

� A 4. fejezetben els®sorban immerziókat használunk, és a korábban csak
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beágyazásokra de�niált dolgokat megfogalmazzuk ezekre is. El®ször
adunk egy alsó becslést a harmadik stabil csoportra, ezután belátunk
egy érdekes nullkobordizmust, amelynek a segítségével felülr®l is meg-
becsüljük a csoportot. Majd karakterisztikus osztályok segítségével a
korábbi két becslést kijavítjuk pontosra.

� Az 5. fejezetben belátjuk, hogy a magas dimenziós sokaságok mind fel-
tehet®k egyszeresen összefügg®nek, ezután ilyenek kobordizmusán ér-
telmezett Morse-függvények [7]-ben leírt tulajdonságait felhasználva ki-
számoljuk a negyedik stabil csoportot is.

Mindezzel a célom az, hogy példákon keresztül mutassam be ezt a szép
geometriai konstrukciót, de egyúttal azt is, hogy nem nagyon könny¶ számol-
ni vele. Serre nyomán léteznek jóval több algebrát és kevesebb szemléletet
használó módszerek, melyek hatékonyabbak a Pontrjagin-féle megközelítés-
nél, de ez már nem ennek a dolgozatnak a témája.

A dolgozat során mindenhol, ahol sokaságok szerepelnek, a sima kategóri-
ában vagyunk (kivéve ott, ahol ezt külön írom), minden sokaság irányítható
(szintén kivéve, ahol azt írom) és általában kompakt is (ahol nem az, ott
ez nyilvánvaló lesz). A homológiák alatt, ha mást nem írok, Z-együtthatós
szinguláris homológiákat értek.

A dolgozatom hossza miatt el®re elnézést kérek azoktól, akik elolvasnák,
és remélem, hogy a téma van olyan izgalmas rajtam kívül másnak is, hogy
ez ne legyen fárasztó.

Köszönetnyilvánítás

Szeretném megköszönni Sz¶cs Andrásnak a nagyon érdekes témát és a ren-
geteg magyarázatot ezzel kapcsolatban.
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1. Alapok

1.1. De�níciók és néhány egyszer¶ tulajdonság

1.1.1. De�níció. Legyen X topologikus tér, x0 ∈ X és n ∈ N. Ekkor X n-
dimenziós szferoidjai az f : (In, ∂In)→ (X, x0) alakú folytonos leképezések.

1.1.2. Megjegyzés. Triviális, hogy az alábbi kett® is ezzel ekvivalens de�-
níciója a szferoidoknak:

(1) f : (Dn, ∂Dn)→ (X, x0) alakú folytonos leképezések

(2) f : (Sn, p)→ (X, x0) alakú folytonos leképezések, ahol p ∈ Sn

1.1.3. De�níció. Legyen X topologikus tér, x0 ∈ X és n ∈ N+. Ekkor X
n-edik homotopikus csoportja (πn(X, x0), ·), ahol

� πn(X, x0) elemei az X n-dimenziós szferoidjainak a határon kötött ho-
motópiaosztályai (azaz olyan H : In × I → X homotópiákat nézünk,
melyekre tetsz®leges t ∈ I esetén a H(·, t) szferoid). Az f szferoid által
reprezentált osztályt [f ] jelöli.

� ha [f ], [g] ∈ πn(X, x0), akkor legyen

h : (In, ∂In)→ (X, x0)

(t1, . . . , tn) 7→

{
f(2t1, . . . , tn), ha 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g(2t1 − 1, . . . , tn), ha 1
2
≤ t1 ≤ 1

,

és [f ] · [g] := [h].

� a neutrális elem reprezentánsa a konstans x0 leképezés.

� ha [f ] ∈ πn(X, x0), akkor legyen

g : (In, ∂In)→ (X, x0); (t1, . . . , tn) 7→ f(1− t1, t2, . . . , tn),

és [f ] inverze [g].

1.1.4. Megjegyzés. Belátható, hogy ez valóban csoport, útösszefügg® tér
esetén x0-tól független és n ≥ 2 esetén kommutatív (ekkor additívan írjuk).
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1.1.5. De�níció. Ha X topologikus tér, x0 ∈ X, akkor π0(X, x0) az X
0-dimenziós szferoidjainak, azaz egy p pontra a {p} → X leképezéseknek
homotópiaosztályai.

Mostantól általában elhagyom a rögzített x0 pontot a homotopikus cso-
portok jelöléséb®l, mert fölöslegesen hosszúvá teszi a képleteket és érthet®ek
nélküle is.

1.1.6. Állítás. Ha f : Sn → X szferoidja egy X topologikus térnek, akkor
ekvivalens a következ® három állítás:

(i) f határon kötötten nullhomotóp.

(ii) f szabadon nullhomotóp.

(iii) Létezik olyan F : Dn → X folytonos leképezés, hogy F |Sn = f .

Bizonyítás. Az (i)⇒ (ii) implikáció triviális.

Az (ii)⇒ (iii) implikáció bizonyítása:

Ha H : Sn × I → X nullhomotópia, ahol H|Sn×{1} egy pontba képz®dik,
akkor ez meghatároz egy olyan G : (Sn × I)/(Sn × {1}) → X leképezést,
hogy ha p a kanonikus szürjekció a faktortérre, akkor H = G ◦ p. Viszont
(Sn × I)/(Sn × {1}) ∼ Dn, ezért a keresett F -nek megfelel G kompozíciója
ezzel a homeomor�zmussal.

Az (iii)⇒ (i) implikáció bizonyítása:

Legyen az F kitrjesztésnél p ∈ Sn olyan, hogy F (p) = f(p) = x0. Ekkor

H : Sn × I → X; (q, t) 7→ F (tp+ (1− t)q)
egy határon kötött nullhomotópiája f -nek. �

1.1.7. De�níció. Legyen X topologikus tér és n ∈ N olyan szám, hogy
minden 0 ≤ j ≤ n esetén πj(X) ' 0. Ekkor azt mondjuk, hogy X n-szeresen
összefügg®.

1.1.8. De�níció. Legyen X és Y topologikus tér, Y egyszeresen összefügg®
és X szuszpenziója SX := ((X×I)/(X×{0}))/(X×{1}). Ekkor [SX;Y ]-on
a szorzás az a m¶velet, amely tetsz®leges [f ], [g] homotópiaosztályokhoz egy
γ : I → Y útra im f(·, 1) és im g(·, 0) között, azt a [h]-t rendeli, amelyre

h : SX → Y ; (x, t) 7→


f(x, 3t), ha 0 ≤ t ≤ 1

3

γ(3t− 1), ha 1
3
≤ t ≤ 2

3

g(x, 3t− 2), ha 2
3
≤ t ≤ 1

.
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1.1.9. Megjegyzés. Könnyen belátható, hogy ez a de�níció értelmes és
[SX;Y ] csoport erre a m¶veletre.

1.1.10. Állítás. Ha X egyszeresen összefügg® topologikus tér, akkor minden
n ∈ N+ esetén πn(X) ' [Sn;X].

Bizonyítás. Létezik egy természetes πn(X) ↪→ [Sn;X] beágyazás, mégpe-
dig az, ahol minden szferoid határon kötött homotópiaosztályához a szabad
homotópiaosztályát rendeljük. Ez pedig szürjektív, hiszen ha egy f szferoidra
[f ] = 0 ∈ [Sn;X], akkor az 1.1.6 állítás szerint [f ] = 0 ∈ πn(X). �

1.1.11. Tétel. Ha 1 ≤ k < n, akkor πk(Sn) ' 0.

Bizonyítás. Bármely Sk → Sn függvény homotóp egy simával, ezért πk(Sn)
tetsz®leges elemét reprezentálhatjuk egy f sima szferoiddal. Ennek a Sard-
lemma ([4], 3. fejezet, 1.3. tétel) miatt létezik p ∈ Sn reguláris értéke, ezért
k < n miatt f nem veszi fel p-t. Tehát im f ⊂ Sn \ {p}, ami pontrahúzható
(azaz deformációs retraktuma egy pont). �

1.2. A Pontrjagin-konstrukció

Most be fogjuk vezetni a homotopikus csoportok geometriai kiszámításához
használt legfontosabb eszközünket, de ehhez el®bb néhány fogalmat de�niálni
kell.

1.2.1. De�níció. Legyen n ∈ N, k ∈ N+, és Mn ⊂ Rn+k egy n-dimenziós
részsokaság. Ekkor Rn+k érint®nyalábjánakMn-re vettMn×Rn+k megszorí-
tásában vehetjük minden p ∈ Mn esetén TpMn Rn+k-beli ortogonális kiegé-
szít®jét. Ezt a p-beli normáltérnek nevezzük és Np(M

n ⊂ Rn+k)-val jelöljük.
Mn normálnyalábja N(Mn ⊂ Rn+k) :=

∐
p∈Mn

Np(M
n ⊂ Rn+k).

1.2.2. De�níció. Legyen n ∈ N, k ∈ N+, és Mn ⊂ Rn+k egy n-dimenziós
részsokaság. Mn egy tüskézésének nevezzük

(1) N(Mn ⊂ Rn+k) egy trivializációját, azaz egy

U : Mn × Rk → N(Mn ⊂ Rn+k)

(folytonos vagy sima) leképezést, amely minden p ∈Mn-szerinti �bru-
mon egy Rk ' Np(M

n ⊂ Rn+k) vektortérizomor�zmus.
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(2) egy �brumonként kiválasztott bázisát N(Mn ⊂ Rn+k)-nak, azaz egy

U : Mn → R(n+k)×k

(folytonos vagy sima) leképezést, ahol U oszlopai pontonként a nor-
máltér egy bázisát adják.

Tüskézett sokaságnak egy (Mn,U ) vagy egy (Mn,U ) párt nevezünk, ahol
Mn ⊂ Rn+k részsokaság, és U illetve U ennek egy-egy tüskézése az (1) illetve
a (2) de�níció szerint.

1.2.3. Megjegyzés. A fenti de�nícióban (1) és (2) nyilván ekvivalens, attól
függ®en fogom használni ®ket, hogy melyik a kényelmesebb az adott helyzet-
ben, és ezt ezentúl is aláhúzással illetve annak hiányával fogom jelezni (az
U -nak megfelel® bázist U -val jelölöm és viszont).

1.2.4. Megjegyzés. Az, hogy a simaságot nem kötöttem ki, csak azt szol-
gálja, hogy a bizonyítások néha egyszer¶bbek legyenek, de ezeknél midig
approximálhatunk sima leképezéssel.

1.2.5. Megjegyzés. Egy tüskézett sokaság mindig irányítható, hiszen a nor-
málnyaláb triviális. Mostantól tehát automatikusan csak irányítható sokasá-
gokról lesz szó.

1.2.6. De�níció. Legyen n ∈ N, k ∈ N+, és (Mn,U ) és ((Mn)′,U ′)
tüskézett n-dimenziós sokaságok Rn+k-ban. Ezek tüskézetten kobordánsak,
ha létezik olyan (W n+1,V ) peremes tüskézett sokaság Rn+k × I-ben, hogy
∂W n+1 ⊂ Rn+k ×{0, 1}, és i = 0, 1-re Wi := ∂W n+1 ∩ (Rn+k ×{i}) jelöléssel
(W0,V |W0×Rk) = (Mn,U ) és (W1,V |W1×Rk) = ((Mn)′,U ′).

1.2.7. Megjegyzés. A tüskézett kobordizmus ekvivalenciarelációt ad meg
a beágyazott tüskézett sokaságok halmazán.

1.2.8. Megjegyzés. Mostantól csak kompakt sokaságokról lesz szó, ezért
minden eddigi (és ezutáni) de�níció elmondható Rn+k helyett Sn+k-val is,
hiszen a sztereogra�kus projekcióval adható egy Rn+k ∪ {∞} ≡ Sn+k azono-
sítás.

1.2.9. De�níció. Legyen n ∈ N, k ∈ N+. Ekkor az Rn+k-beli n-dimenziós
tüskézett kobordizmuscsoport (Embfr(n, k),+), ahol
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� Embfr(n, k) elemei az n-dimenziós beágyazott kompakt sokaságok tüs-
kézettkobordizmusosztályai. Az (Mn,U ) sokaság által reprezentált osz-
tályt [(Mn,U )] jelöli.

� ha [(Mn,U )], [(Nn,V )] ∈ Embfr(n, k), akkor

[(Mn,U )] + [(Nn,V )] := [(Mn tNn,U ∪ V )]

(és itt azMntNn-et úgy értjük, hogy a beágyazott Nn-et egy eltolással
hipersíkkal elválaszthatóvá tesszük Mn-t®l, ha szükséges).

� a neutrális elem reprezentánsa az üres sokaság.

� [(Mn,U )] ∈ Embfr(n, k) inverzét az a sokaság reprezentálja, amelyet
úgy kapunk, hogyMn-et a tüskézéssel együtt tükrözzük egy hipersíkra.

1.2.10. Megjegyzés. Könnyen belátható, hogy ez valóban csoport, s®t,
Abel-csoport.

1.2.11. Tétel (Pontrjagin). Ha n ∈ N, k ∈ N+, akkor

πn+k(S
k) ' Embfr(n, k).

Bizonyítás. Legyen most Sn+k ≡ Rn+k ∪ {∞} és Sk ≡ Rk ∪ {∞}, és egy
tetsz®leges πn+k(S

k)-beli elem reprezentánsa f : Sn+k → Sk, ahol f(∞) =∞.
Feltehet®, hogy f sima, és egy p ∈ Rk reguláris értéke. Ekkor f−1(p) egy kom-
pakt n-dimenziós sokaság Rn+k-ban. Ha rögzítünk egy TpSk ' Rk irányítás-
tartó izomor�zmust, akkor ez f di�erenciáljával visszahúzva megad egy U
tüskézést f−1(p)-n. Az (f−1(p),U )-t az f leképezés Pontrjagin-sokaságának
nevezzük. Legyen

Φ: πn+k(S
k)→ Embfr(n, k)

az a leképezés, amely az el®bbi módon megadottan tetsz®leges [f ]-hez hoz-
zárendeli [(f−1(p),U )]-t.

Állítás. Φ jól de�niált.

Bizonyítás. I. Φ független f választásától.

Tegyük fel, hogy f ′ : Sn+k → Sk sima leképezés olyan, hogy f ′(∞) =
∞, [f ] = [f ′] és p reguláris értéke f ′-nek is. Ekkor van közöttük egy olyan
H : Sn+k × I → Sk homotópia, hogy bármely t ∈ I esetén H(∞, t) = ∞, és
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ez szintén választható simának és úgy, hogy p reguláris értéke. Ekkor H−1(p)
egy tüskézett kobordizmust ad meg a két tüskézett ®skép között.

II. Φ független p és a TpSk ' Rk izomor�zmus választásától.

Tegyük fel, hogy p′ ∈ Rk szintén reguláris értéke f -nek és rögzítsünk
egy Tp′Sk ' Rk irányítástartó izomor�zmust. Ekkor a sokaságok homogeni-
tásából könnyen következik, hogy létezik egy kompakt tartójú τ : Rk → Rk
di�eomor�zmus, ahol

(a) τ(p) = p′.

(b) a p-beli di�erenciálból kapott Rk ' TpS
k dτp−−→ Tp′S

k ' Rk kompozíció
az identitás.

(c) τ egy kompakt tartójú di�eotópián át di�eotóp az identitással.

Ekkor ez kiterjed egy (most szintén τ -val jelölt) τ : Sk → Sk sima leképezéssé,
amely (c) miatt egy ∞-t �xen hagyó di�eotópiával átvihet® az identitásba,
emiatt [τ ◦ f ] = [f ]. Nyilvánvaló, hogy (a) miatt p′ reguláris értéke τ ◦ f -nek
és (τ ◦ f)−1(p′) = f−1(p), s®t, ezen a két leképezésb®l adódó tüskézés (b)
miatt megegyezik. �

Mostantól feltesszük, hogy p = 0 ∈ Rk ⊂ Sk.

Állítás. Φ szürjektív.

Bizonyítás. Legyen (Mn,U ) egy kompakt tüskézett sokaság Rn+k-ban. Ek-
kor létezik ennek T cs®szer¶ környezete, és U megad egy τ : T → Mn × Rk
di�eomor�zmust. Legyen π : Mn × Rk → Rk a természetes vetítés. Ekkor

f : Sn+k → Sk; q 7→

{
π(τ(q)), ha q ∈ T
∞, egyébként

olyan, hogy [f ] ∈ πn+k(S
k) és f−1(0) = Mn, s®t, az U -ból kapott T0S

k ' Rk
izomor�zmust választva látható, hogy Φ([f ]) = [(Mn,U )]. �

Az el®bbi függvény ilyen módon való megadását nevezzük Pontrjagin-
konstrukciónak.

Állítás. Φ injektív.

Bizonyítás. Legyen f : Sn+k → Sk, f(∞) =∞ olyan, hogy 0 reguláris értéke
és Φ([f ]) = 0 ∈ Embfr(n, k). Legyen (Mn,U ) a bel®le kapott tüskézett
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sokaság, és legyen f ′ az ebb®l Pontrjagin-konstrukcióval kapott leképezés.
Ekkor

H : Sn+k × I → Sk; (q, t) 7→

{
tf(q) + (1− t)f ′(q), ha q ∈ Rn+k

∞, ha q =∞

bizonyítja, hogy f ∼= f ′ ∞-ben kötötten. Legyen (W n+1,V ) az (Mn,U ) egy
nullkobordizmusa. Ekkor a Pontrjagin-konstrukciót (W n+1,V )-re alkalmazva
kapjuk f ′ egy nullhomotópiáját, emiatt [f ] = 1 ∈ πn+k(S

k). �

A fentiekb®l az is látszik, hogy Φ homomor�zmus, így izomor�zmus. �

1.2.12. Következmény. Minden n ∈ N+-ra πn(Sn) ' Z.

Bizonyítás. Azt fogjuk belátni, hogy Embfr(0, n) ' Z.
Nyilvánvaló, hogy Embfr(0, n) tetsz®leges elemének reprezentánsa véges

sok pont úgy, hogy ezek mindegyikéhez a tüskézés hozzárendeli Rk egy irányí-
tását. Ha egy ilyen sokaságnak van két pontja (legyenek ezek p és q) úgy, hogy
a hozzájuk rendelt irányítás ellentétes, akkor a [p, q] szakaszfelez® mer®leges
hipersíkját t-vel jelölve Rn+1

+ -ban t körül átforgathatjuk p-t q-ba. p tüskéit
is elforgatva, a forgatás során leírt pálya egy tüskézett nullkobordizmusa a
{p} t {q}-ból kapott tüskézett sokaságnak. Emiatt minden Embfr(0, n)-beli
elem reprezentálható olyan sokasággal, aminek minden pontjában ugyanazt
az irányítást vesszük.

Legyen k ∈ Z-re Mk egy |k| pontból álló tüskézett sokaság, ahol minden
pontban az sgn k irányítást vesszük (egy tetsz®leges rögzített irányításhoz
képest). Nyilvánvaló, hogy az [Mk] 7→ k leképezés egy Embfr(0, n) → Z
izomor�zmus. �

1.2.13. Megjegyzés. Ugyanezt a bizonyítást úgy is el lehetett volna monda-
ni, hogy kobordizmusosztályok helyett az f : Sn → Sn leképezések fokszámát
vesszük.

1.3. Átépítés

Most de�niálni fogunk egy átépítésnek nevezett konstrukciót, amir®l nem-
sokára kiderül, hogy nagyon hasznos a kobordizmusok elméletében (és így a
homotopikus csoportok kiszámolásához is).
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1.3.1. De�níció. Legyen n, λ ∈ N+, Mn egy n-dimenziós sokaság és

i : Sλ−1 × Rn+1−λ ↪→Mn

egy beágyazás. Legyen χ(Mn, i) az a sokaság, amelyet úgy kapunk, hogy az

(Mn \ i(Sλ−1 × {0})) t (
◦

Dλ × Sn−λ) unióban minden p ∈ Sλ−1, q ∈ Sn−λ

és t ∈
◦
I esetén azonosítjuk az i(p, tq) és (tp, q) pontokat. Ezt az eljárást

az i(Sλ−1 × {0}) mentén vett átépítésnek (vagy m¶tétnek) nevezzük és azt
mondjuk, hogy egy λ-fület ragasztottuk.

Kicsit következetlenül a λ-fül elnevezést használni fogjuk Dλ × Sn−λ-ra
és Dλ × Dn+1−λ-ra is (utóbbit kobordizmusoknál fogjuk használni, el®ször
az 1.3.6 tételben).

1.3.2. Megjegyzés. Belátható, hogy χ(Mn, i) valóban topologikus sokaság
és a diszjunkt unió atlaszainak egyesítéséb®l kap egy sima struktúrát.

1.3.3. Megjegyzés. Ha egy n-dimenziós Mn sokaságból egy λ-fül ragasztá-
sával kapjuk (Mn)′-t, akkor (Mn)′-b®l egy (n+ 1−λ)-fül (megfelel®) ragasz-
tásával visszakapjuk Mn-et.

1.3.4. Lemma. Ha n ∈ N, k ∈ N+, és (Mn,U ) olyan tüskézett sokaság
Rn+k-ban, hogy Mn izotóp valami (Mn)′ ⊂ Rn+k-val, akkor ennek létezik egy
U ′ tüskézése, melyre (Mn,U ) fr∼((Mn)′,U ′).

Bizonyítás. Mivel Mn kompakt, ezért létezik T ⊂ Rn+k cs®szer¶ környe-
zete, és a T ≡ N(Mn ⊂ Rn+k) azonosítást nyilván megtehetjük. Legyen
ϕ : Mn × I → Rn+k egy izotópia, ahol ϕ(·, 0) és ϕ(·, 1) rendre Mn és (Mn)′

természetes beágyazásai. Ez a [4] könyv 8. fejezetének 1.5. tétele szerint kiter-
jed egy Φ: T ×I → Rn+k izotópiává, ahol Φ(·, 0) a T természetes beágyazása
és Φ|Mn×I = ϕ.

Legyen tetsz®leges t ∈ I esetén ϕt := ϕ(·, t), Φt := Φ(·, t), Mt := imϕt és
Tt := im Φt. Ha p ∈ Mn tetsz®leges, akkor egy rögzített TpMn-beli B bázist
d(ϕt)p egy Tϕt(p)Mt-beli bázisba visz és ugyanígy d(Φt)p a B-b®l és U (p)-b®l
összetett bázist egy TΦt(p)Tt-belibe. Emiatt az

Ut : Mt × Rk → N(Mt ⊂ Rn+k); (p, q) 7→ d(Φt)p(U (ϕ−1
t (p), q))

leképezésnél U (p) oszlopainak képei függetlenek az érint®tért®l és egymástól
is, így ez egy tüskézés (feltehet®, hogy valóban a normáltérbe képez, hiszen
a függetlenség miatt pontonként vetíthetünk rá).

8



Ekkor W n+1 := {(ϕt(p), t) | p ∈ Mn, t ∈ I} ⊂ Rn+k × I az Ut (t ∈ I)
tüskézésekb®l természetes módon kapott tüskézéssel a kívánt kobordizmust
adja, hiszen U = U0 és U ′ := U1 tüskézése (Mn)′-nek. �

1.3.5. Lemma. Ha n, k ∈ N, Mn egy n-dimenziós kompakt sokaság és k ≥
n+ 3, akkor tetsz®leges i, i′ : Mn ↪→ Rn+k beágyazások izotópok.

Bizonyítás. Két esetet fogunk megkülönböztetni.

I. Tegyük fel, hogy im i ∩ im i′ = ∅.

Ekkor i és i′ között egy sima homotópia

H : Mn × I → Rn+k; (p, t) 7→ ti(p) + (1− t)i′(p).

Erre alkalmazva Whitney tételét ([7], 6.12. lemma (bizonyítás nélkül)), lát-
hatjuk, hogy mivel n + k ≥ 2n + 3, ezért létezik egy ϕ : Mn × I → Rn+k

izotópia i és i′ között.

II. Tegyük fel, hogy im i ∩ im i′ 6= ∅.

Ekkor im i∪ im i′ kompakt, ezért nyilvánvalóan nem s¶r¶, azaz létezik egy
U ⊂ Rn+k nyílt golyó, amelyt®l diszjunkt. Ha τ : Rn+k → U egy di�eomor�z-
mus, akkor τ ◦ i egy olyan beágyazásaMn-nek, hogy a képe diszjunkt im i-t®l
és im i′-t®l is, ezért az el®z® eset szerint mindkett®vel izotóp, így tehát i is
izotóp i′-vel. �

1.3.6. Tétel. Legyen n, k, λ ∈ N+, k ≥ n + 4, (Mn,U ) egy tüskézett n-
dimenziós sokaság Rn+k-ban és j : Dλ × Dn+1−λ ↪→ Rn+k+1 egy olyan be-
ágyazás, hogy egy V tüskézésre (im j,V ) egy tüskézett peremes sokaság. Le-
gyen i : Sλ−1 × Rn+1−λ ↪→ Mn egy beágyazás, és U := i(Sλ−1 × Dn+1−λ).
Ha j(Sλ−1 × Dn+1−λ) = U , és ezen U |U×Rk = V |U×Rk , akkor létezik olyan
χ(Mn, i) ⊂ Rn+k beágyazás, és ennek U ′ tüskézése, hogy

(Mn,U ) fr∼(χ(Mn, i),U ′).

1.3.7. Megjegyzés. Észrevehetjük, hogy bár Dλ×Dn+1−λ rendelkezik �sar-
kokkal�, ez a normálnyalábot nem zavarja, így értelmes tüskézésér®l beszélni.

Bizonyítás. Három lépésben készítjük el a tüskézett kobordizmust.

I. Létezik egy W n+1 kobordizmus Mn és χ(Mn, i) között.
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Legyen egy kis ε > 0 számra a : [1, 2] → [1 − ε, 1] olyan, hogy a(1) =
a(2) = 1, lim

1+0
a′ = −∞ és lim

2−0
a′ = 0, és legyen

A := {(i(p, sq), t) ∈Mn × I | p ∈ Sλ−1, q ∈ Sn−λ, s ∈ [1, 2], t ∈ (a(s), 1]}.

Ekkor az ((Mn × I) \ A) t (Dλ × Dn+1−λ) unióban azonosítva (i(p), 1)-et
és j−1(i(p))-t minden p ∈ Sλ−1 × Dn+1−λ pontra, kapunk egy sima W n+1

sokaságot. Látható, hogy ∂W n+1 ≈Mn t χ(Mn, i).

II. W n+1 beágyazható megfelel®en Rn+k × I-be.
A [7] könyvben a 3.5. következmény miatt ∂W n+1 egy U környezetére

létezik egy τ : U → (Mn tχ(Mn, i))× [0, 1) di�eomor�zmus. Whitney tétele
([7], 6.12. lemma) szerint van egy l : χ(Mn, i) ↪→ Rn+k beágyazás, hiszen
n+ k ≥ 2n+ 1. Legyen

f : W n+1 → Rn+k × I

p 7→



(q, t), ha p ∈ U, τ(p) = (q, t) ∈Mn × [0, 1
3
]

(l(q), 1− t), ha p ∈ U, τ(p) = (q, t) ∈ χ(Mn, i)× [0, 1
3
]

(3
2
(1− t)q, t+1

4
), ha p ∈ U, τ(p) = (q, t) ∈Mn × [1

3
, 1)

(3
2
(1− t)l(q), 1− t+1

4
), ha p ∈ U, τ(p) = (q, t) ∈ χ(Mn, i)× [1

3
, 1)

(0, 1
2
), ha p ∈ W n+1 \ U

Ezt approximálhatjuk simával, amely τ−1((Mn t χ(Mn, i))× [0, 1
4
])-en meg-

egyezik vele, így szintén a Whitney-tétel miatt van olyan

g : W n+1 ↪→ Rn+k × I

beágyazás, amely τ−1((Mn t χ(Mn, i))× [0, 1
4
])-en megegyezik f -fel.

III. g(W n+1) tüskézhet® is megfelel®en.

Terjesszük ki U -t a természetes módon (Mn × I) \ A-ra, és jelöljük ezt
W -vel. Mivel n+ k+ 1 ≥ 2n+ 5, ezért az 1.3.5 lemma szerint (Mn × I) \A-
nak bármely két beágyazása Rn+k × I-be izotóp. Így az 1.3.4 lemma szerint
g((Mn × I) \ A)-n adódik egy W ′ tüskézés és egy tüskézett kobordizmus
((Mn × I) \A,W )-vel. Ugyanígy adódik g(Dλ ×Dn+1−λ)-n egy V ′ tüskézés
és egy tüskézett kobordizmus (im j,V )-vel.

Ha ι : U × {1} → GL+(k) a konstans 1k leképezés, akkor U × {1}-en
(a következ®kben mátrixm¶veleteket tekintve) egyrészt W · (W ′ ◦ g)−1 ∼= ι,
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másrészt V · (V ′ ◦ g ◦ j−1)−1 ∼= ι, hiszen a tüskézett kobordizmusokra is
de�niálhatjuk a megfelel® leképezéseket, amely ezek konstrukciója miatt egy
homotópiát ad. Mivel minden p ∈ U -ra W (p, 1) = U (p) = V (p), ezért
(W ′ ◦ g) · (V ′ ◦ g ◦ j−1)−1 ∼= ι.

Legyen g((Mn × I) \ A)-nak egy új tüskézése

W ′′ : g((Mn × I) \ A)→ R(n+k+1)×k

g(p, t) 7→ W (p, 0) ·W ′(g(p, 0))−1 ·W ′(g(p, t)).

Ekkor az U × {1} halmazon (W ′′ ◦ g) · (W ′ ◦ g)−1 ∼= ι, így az el®z®ek miatt
(W ′′ ◦ g) · (V ′ ◦ g ◦ j−1)−1 ∼= ι. Tehát ez egy nullhomotóp leképezés a golyóval
homeomorf j(Dλ×Dn+1−λ) határának egy kompakt részér®l, így a j−1 ◦g−1-
zel való kompozíciója is az g(Dλ×Dn+1−λ) határából GL+(k)-ba, így kiterjed
egy folytonos h : g(Dλ×Dn+1−λ)→ GL+(k) leképezéssé. Így g(Dλ×Dn+1−λ)
tüskézése V ′′ := h · V ′.

Látható, hogy g(U × {1})-en V ′′ megegyezik W ′′-vel, így jól de�niált a

T : g(W n+1)× Rk → N(g(W n+1) ⊂ Rn+k+1)

(p, q) 7→

{
W ′′(p, q), ha p ∈ g((Mn × I) \ A)

V ′′(p, q), ha p ∈ g(Dλ ×Dn+1−λ)

tüskézés. Mivel W ′′|(Mn×{0})×Rk = U , ezért U ′ := T |g(τ−1(χ(Mn,i)×{0}))×Rk

jelöléssel (g(W n+1),T ) a kívánt tüskézett kobordizmus. �

1.3.8. De�níció. Legyen n ∈ N+, és Mn és Nn összefügg® n-dimenziós
sokaságok. Ezeknek az összefügg® uniója Mn#Nn := χ(Mn t Nn, i), ahol
az i : S0 × Rn ↪→ Mn t Nn beágyazás olyan, hogy im i|{1}×Rn ⊂ Mn és
im i|{−1}×Rn ⊂ Nn.

1.3.9. Megjegyzés. Mn#Nn egy összefügg® sokaság és di�eomor�zmus ere-
jéig független i-t®l.

1.3.10. Tétel. Legyen n, k ∈ N+, k ≥ n+ 4, és (Mn,U ) és (Nn,V ) össze-
függ® tüskézett n-dimenziós sokaságok Rn+k-ban. Ekkor Mn#Nn-nek létezik
olyan W tüskézése, hogy (Mn tNn,U ∪ V ) fr∼(Mn#Nn,W ).

Bizonyítás. Az 1.3.6 tételt fogjuk alkalmazni az összefügg® unió de�níci-
ójában szerepl® χ(Mn t Nn, i) átépítésre, ahol az i : S0 × Rn ↪→ Mn t Nn

beágyazásnál p := i({1} × {0}) ∈ Mn és q := i({−1} × {0}) ∈ Nn. Tehát
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elég találnunk egy megfelel® j : D1 × Dn ↪→ Rn+k+1 beágyazást, és ennek
megfelel® tüskézését.

Legyen U ′(p) és V ′(q) egy-egy bázisa Rn-nek rendre p-hez és q-hoz ren-
delve úgy, hogy (U ′(p),U (p)) és (V ′(q),V (q)) különböz® irányításokat ad.
Ekkor ({p} t {q}, (U ′,U |{p})∪ (V ′,V |{q})) tüskézetten nullkobordáns, azaz
létezik olyan (W 1,T ) tüskézett egydimenziós sokaság Rn+k+1

+ -ban, amelynek
pereme.

Egy egydimenziós kompakt peremes sokaságnak minden összefügg®ségi
komponense egy szakasz vagy egy kör, így p és q egy komponensen vannak
W 1-ben. Ekkor feltehet®, hogyW 1 összefügg®, hiszen különben elhagyhatjuk
a p-t és q-t nem tartalmazó komponenseit. Így tehát létezik egy τ : D1 → W 1

di�eomor�zmus.
Bontsuk fel a tüskézést T = (T 1,T 2) alakban, ahol im T 1 ⊂ R(n+k+1)×n

az els® n és im T 2 ⊂ R(n+k+1)×k a többi k tüske. Mivel W 1 kompakt, ezért
létezik T cs®szer¶ környezete és ez nyilván azonosítható N(W 1 ⊂ Rn+k+1)-
gyel. Ezzel egy T1 : W 1 × Rn ↪→ T beágyazást kapunk. Legyen

j := T1|W 1×Dn ◦ (τ, idDn) : D1 ×Dn ↪→ Rn+k+1.

Feltehet®, hogy i(S0 ×Dn) = j(S0 ×Dn), hiszen az összefügg® unió nem
változik attól, hogy kisebb golyók mentén vesszük. Szintén feltehet®, hogy
U |i({1}×Dn)×Rk és V |i({−1}×Dn)×Rk konstansok, ugyanis ha nem ez a helyzet,
akkor U helyett azt a tüskézést véve, amely i({1} ×Dn)-en azonosan U (p)
és minden t ∈ I és r ∈ Dn esetén i(1, (t + 1)r)-ben U (i(1, 2tr)) (illetve
ugyanezt V -re eljátszva), az eredetiekkel triviális módon tüskézetten kobor-
dáns sokaságokat kapunk. Ehhez persze az is kell, hogy i(S0 × 2 ·Dn) valódi
golyókb®l álljon, de ez nyilván feltehet®, hiszen az 1.3.5 lemma miatt Mn és
Nn természetes beágyazásai izotópok ilyenekkel, ekkor pedig az 1.3.4 lemma
miatt tüskézett kobordizmus erejéig ugyanazokat a sokaságokat kapjuk így,
mint amik voltak.

Most már abban a helyzetben vagyunk, hogy ki tudjuk terjeszteni T2-t
j(D1 × {0}) = W 1-r®l im j egy tüskézésévé. Ha ez

T ′ : j(D1 ×Dn)× Rk → N(j(D1 ×Dn) ⊂ Rn+k+1)

(j(r, s), x) 7→ T2(j(r, 0), x),

akkor T ′|j(S0×Dn)×Rk = U |i({1}×Dn)×Rk∪V |i({−1}×Dn)×Rk , tehát ez pont olyan
tüskézés, amilyet kerestünk. �
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1.4. Fibrálások

Egy kis id®re most elszakadunk a di�erenciálható sokaságoktól, hogy egy
újabb hasznos eszközt bevezessünk.

1.4.1. De�níció. Ha E és B topologikus terek, akkor a p : E → B folytonos
szürjekció Serre-�brálás, ha a következ® teljesül rá: Minden K véges CW-
komplexushoz, és f : K → E és h : K×I → B olyan folytonos leképezésekhez,
ahol a

K
f //

_�

(idK ,0)

��

E

p

��
K × I h //

<<

B

diagram kommutatív, létezik olyan folytonos H : K × I → E, hogy a kom-
mutativitás megmarad. Itt B-t bázisnak és E-t totális térnek nevezzük.

1.4.2. De�níció. Ha E és B topologikus terek, p : E → B Serre-�brálás,
akkor egy rögzített b0 ∈ B pontra az F := p−1(b0) teret �brumnak nevezzük

és így jelöljük: p : E
F→ B.

1.4.3. Megjegyzés. Nem lesz rá szükség, ezért nem bizonyítom, de homo-
topikus egzakt sorozatok és az 5-lemma segítségével belátható, hogy néhány
egyszer¶ feltétel mellett a �brum gyenge homotopikus ekvivalencia erejéig
független a rögzített b0 ponttól.

1.4.4. De�níció. Legyenek E és B topologikus terek, p : E → B folytonos
szürjekció. Ekkor p lokálisan triviális �brálás, ha létezik egy F topologikus
tér úgy, hogy bármely b ∈ B pontnak van olyan Ub ⊂ B környezete, melyre
p−1(Ub) ∼ Ub × F , ahol a homeomor�zmus kompozíciója az Ub-re való vetí-
téssel p|p−1(Ub). Itt B-t bázisnak, E-t totális térnek, F -et �brumnak nevezzük

és így jelöljük: p : E
F→ B.

1.4.5. Megjegyzés. Vegyük észre, hogy minden fed® leképezés �brálás.

1.4.6. Tétel. Minden lokálisan triviális �brálás Serre-�brálás.

Bizonyítás. Legyenek B, E, F topologikus terek, és p : E
F→ B lokáli-

san triviális �brálás és legyen K véges CW-komplexus, illetve f : K → E és

13



h : K × I → B olyan folytonos leképezések, hogy az alábbi diagram kommu-
tatív:

K
f //

_�

(idK ,0)

��

E

p

��
K × I h // B

Minden b ∈ B ponthoz válasszunk egy Ub ⊂ B környezetet úgy, hogy
létezik ϕb : Ub × F → p−1(Ub) olyan homeomor�zmus, amilyet a de�níció-
ban feltételeztünk. Ekkor {Ub | b ∈ B} nyílt fedés, ezért a Lebesgue-lemma
szerint létezik I-nek 0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1 felosztása és K-nak véges cel-
lafelbontása, hogy tetsz®leges 1 ≤ j ≤ k és a felbontásbeli tetsz®leges C ⊂ K
cella esetén h(C × [tj−1, tj]) ⊂ Ub valami b ∈ B-re.

H|K×{0}-t de�niáljuk úgy, hogy minden x ∈ K-raH(x, 0) := f(x). Ezután
tegyük fel, hogy valami 1 ≤ j ≤ k-ra H|K×{tj−1} de�niált. Innen fogjuk
megadni H|K×[tj−1,tj ]-t a cellák dimenziójára vonatkozó rekurzióval.

Tegyük fel, hogy n ∈ N olyan, hogy H|C×[tj−1,tj ] de�niált minden (n− 1)-
dimenziós C cellára. Legyen χ : Dn → K a kanonikus leképezés K egy n-
dimenziós cellájára, és legyen

ψ : Dn × I → K × [tj−1, tj]; (x, t) 7→ (χ(x), (1− t)tj−1 + ttj).

Így az
A := (Dn × {0}) ∪ (∂Dn × I) ⊂ Dn × I

(illetve n = 0 esetén A := {0}×{0}) halmaz ψ-szerinti képén már értelmeztük
H-t, és valami b ∈ B-re tetsz®leges x ∈ A esetén H(ψ(x)) = ϕb(h(ψ(x)), fx)
(valami fx ∈ F -re). A Dn × I ↪→ Dn × R természetes beágyazásnál legyen
π a (0, 2) ∈ Dn × R pontból való centrális vetítés A-ra. Ezzel de�niálhatjuk
H-t az egész imψ-n úgy, hogy H|imψ ◦ ψ := H|ψ(A) ◦ ψ ◦ π.

Minden n-dimenziós cellára így ki tudjuk terjeszteni H-t folytonosan és
csak véges sok cella van, így az egész K × [tj−1, tj]-re is és végig megmarad
az a tulajdonság, hogy (a megfelel® megszorítással) p ◦ H = h. Ezt minden
1 ≤ j ≤ k-ra eljátszva, megkapjuk a kívánt H leképezést. �

1.5. Homotopikus egzakt sorozat

Az ok, amiért az el®bb �brálásokról beszéltünk, az, hogy ezek homotopikus
csoportjainak van egy hosszú egzakt sorozata, amit állandóan fel fogunk majd
használni. Itt �brálás alatt általában Serre-�brálást értek majd.
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1.5.1. De�níció. Legyen X topologikus tér, A ⊂ X altér, x0 ∈ A és n ∈ N+.
Ekkor az (X,A) térpár n-edik homotopikus csoportja (πn(X,A, x0), ·), ahol

� πn(X,A, x0) elemei az f : In → X relatív szferoidok ekvivalenciaosz-
tályai, azaz In−1 ≡ {(t1, . . . , tn) ∈ In | tn = 0}-ra f(In−1) ⊂ A és
f(∂In \ In−1) = x0. Itt f akkor ekvivalens valami g-vel, ha van közöt-
tük egy H : In × I → X homotópia, melyre tetsz®leges t ∈ I esetén a
H(·, t) relatív szferoid.

� a m¶velet ugyanaz, mint (πn(X, x0), ·)-ban.

1.5.2. Megjegyzés. HaX és Y topologikus tereket vagy térpárokat jelölnek,
f : X → Y folytonos, akkor X minden g szferoidjára f ◦ g egy szferoid Y -
ban, ezért természetes módon adódik egy f∗ : πn(X)→ πn(Y ) leképezés, ami
nyilván homomor�zmus.

1.5.3. Tétel. Ha X topologikus tér, A ⊂ X altér és x0 ∈ A, akkor az alábbi
sorozat egzakt:

. . .→ πn(A)
i∗→ πn(X)

j∗→ πn(X,A)
∂→ πn−1(A)

i∗→ πn−1(X)→ . . .

Itt i : A ↪→ X és j : X ↪→ (X,A) a természetes beágyazások és ∂ az a le-
képezés, amely tetsz®leges [f ] ∈ πn(X,A) elemhez hozzárendeli [f |In−1 ] ∈
πn−1(A)-t (triviális, hogy ez jól de�niált és homomor�zmus).

Bizonyítás. Hat állítást kell belátnunk.

I. im i∗ ⊂ ker j∗.

Legyen f : (In, ∂In) → (A, x0) egy szferoid. Legyen H : In+1 → X az a
leképezés, amelyre az In ≡ {(t1, . . . , tn+1) ∈ In+1 | tn+1 = 0} azonosítással
minden (t1, . . . , tn−1, tn, 0) ∈ In-re a [(t1, . . . , tn−1, tn, 0), (t1, . . . , tn−1, 0, tn)]
szakaszon H értéke f(t1, . . . , tn−1, tn), az In+1 többi részén pedig x0. Ekkor
nyilvánvaló, hogy H folytonos, H(·, 0) = f , H(·, 1) ≡ x0 és relatív szferoi-
dokból áll. Tehát j∗(i∗([f ])) = 1 ∈ πn(X,A).

II. im j∗ ⊂ ker ∂.

Ez triviális.

III. im ∂ ⊂ ker i∗.

Ha f : (In, In−1, ∂In \ In−1) → (X,A, x0) egy πn(X,A)-beli elem repre-
zentánsa, akkor [f |In−1 ] = i∗(∂([f ])) és f |{(t1,...,tn)∈In|tn=1} ≡ x0, ezért f egy
határon kötött nullhomotópia, azaz i∗(∂([f ])) = 1 ∈ πn−1(X).
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IV. im i∗ ⊃ ker j∗.

Legyen f egy ker j∗-beli elem reprezentánsa. Ekkor létezik H : In+1 → X
folytonos leképezés, hogy In szokásos azonosításával és

Jn := {(t1, . . . , tn−1, tn, tn+1) ∈ In+1 | tn = 0}

jelöléssel H|In = f , imH|Jn ⊂ A és ∂In+1 többi része x0-ba képz®dik. Ekkor
nyilvánvaló, hogy H-ból kaphatunk egy homotópiát f és H|Jn között, és ez
a határon kötött. Emiatt [f ] reprezentálható egy A-beli szferoiddal is, azaz
[f ] ∈ im i∗.

V. im j∗ ⊃ ker ∂.

Legyen f egy ker ∂-beli elem reprezentánsa. Ekkor létezik egy olyan foly-
tonos h : In → X leképezés, hogy a szokásos azonosításokkal h|In−1 = f |In−1

és h|∂In\In−1 ≡ x0. Legyen In és Jn az el®z® pontban is használt két hiperlapja
In+1-nek, és H : In+1 → X az a leképezés, amelyre minden (t1, . . . , tn, 0) ∈ In
esetén

H|[(t1,...,tn,0),(t1,...,tn−1,
tn+1

2
,1)] ≡ f(t1, . . . , tn, )

és minden (t1, . . . , tn−1, 0, tn+1) ∈ Jn esetén

H|
[(t1,...,tn−1,0,tn+1),(t1,...,tn−1,

tn+1
2

,1)]
≡ h(t1, . . . , tn−1, tn+1).

Látható, hogy ekkor H folytonos, és egy relatív szferoidokból álló homotópiát
ad meg f és egy im j∗-beli reprezentánsa között, azaz [f ] ∈ im j∗.

VI. im ∂ ⊃ ker i∗.

Ez szintén triviális. �

1.5.4. Lemma. Legyenek B, E, F topologikus terek, és p : E
F→ B �brálás.

Ha b0 ∈ B, e0 ∈ p−1(b0) = F , akkor πn(B) ' πn(E,F ).

Bizonyítás. Azt fogjuk belátni, hogy a p : (E,F ) → (B, b0) leképezésb®l
kapott p∗ : πn(E,F )→ πn(B) egy izomor�zmus.

Állítás. p∗ szürjektív.

Bizonyítás. Legyen [f ] ∈ πn(B) tetsz®leges, ahol f : (Sn, p)→ (B, b0) (vala-
mi p ∈ Sn-re) szferoid. Mivel

Sn ∼ ΣSn−1 := (Sn−1 × I)/((Sn−1 × {0, 1}) ∪ ({q} × I))
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(egy q ∈ Sn−1-re), ezért f természetes módon azonosítható egy Sn−1×I → B
leképezéssel. Sn−1-en az azonosan e0 leképezést tekintve létezik egy olyan
f̃ : Sn−1 × I → E leképezés, ahol p ◦ f̃ = f . f̃ -nál Sn−1 × {0} képe e0 és
(Sn−1×{1})∪ ({q}× I) képe F ⊂ E-be esik, ezért ez egy relatív szferoid, és
nyilván p∗([f̃ ]) = [f ]. �
Állítás. p∗ injektív.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy f : Sn → B határon kötötten nullhomotóp
szferoid és f̃ : Sn → E az el®z® módon de�niált felemeltje. Ekkor f̃ határon
kötötten homotóp egy olyan szferoiddal, amelynek a képe F ⊂ E-ben van, és
ez az 1.5.3 tétel miatt 1 ∈ πn(E,F ) reprezentánsa (hiszen az ottani jelöléssel
j∗ ◦ i∗ triviális). �

És a homomor�zmusság nyilvánvaló. �

1.5.5. Tétel. Legyenek B, E, F topologikus terek, p : E
F→ B �brálás, és

b0 ∈ B, e0 ∈ p−1(b0) = F . Ekkor az alábbi sorozat egzakt:

. . .→ πn(F )
i∗→ πn(E)

p∗◦j∗−−−→ πn(B)
∂◦p−1
∗−−−→ πn−1(F )→ . . .

Itt i : F ↪→ E és j : E ↪→ (E,F ) a természetes beágyazások és ∂ az 1.5.3
tételben de�niálthoz hasonló.

Bizonyítás. Az 1.5.3 tételb®l és az el®z® lemmából triviális. �

1.5.6. Következmény. Minden n ≥ 2 esetén πn(S1) ' 0

Bizonyítás. Legyen p : R Z→ S1 az univerzális fedés. Ennek a homotopikus
egzakt sorozata:

. . .→ πn(Z)→ πn(R)→ πn(S1)→ πn−1(Z)→ . . .

Minden n ∈ N+-ra πn(Z) ' πn(R) ' 0, emiatt πn+1(S1) ' 0. �

1.5.7. Következmény. Minden n ≥ 3 esetén πn(S2) ' πn(S3).

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy S3 a C2-beli egységkörrel, S2 pedig a CP 1

projektív egyenessel homeomorf. Legyen

p : S3 → S2; (z0, z1) 7→ [z0 : z1]

a Hopf-leképezés.
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Lemma. A Hopf-leképezés p : S3 S1

→ S2 lokálisan triviális �brálás.

Bizonyítás. Tetsz®leges [w0 : w1] ∈ S2-re a homogén koordináták közül
nem mindkett® 0, ezért feltehet®, hogy w0 6= 0, és van olyan c ∈ R+, hogy

|w0| > c|w1|. Ekkor U := {[z0 : z1] ∈ S2 | |z0| > c|z1|} ∼
◦

D2 egy környezete

[w0 : w1]-nek, és p−1(U) = {(z0, z1) ∈ S3 | |z0| > c|z1|} ∼ S1 ×
◦

D2. �

A Hopf-�brálás egzakt sorozata:

. . .→ πn(S1)→ πn(S3)→ πn(S2)→ πn−1(S1)→ . . .

n ≥ 3 esetén ezért a 0→ πn(S3)→ πn(S2)→ 0 egzakt sorozat izomor�zmust
ad meg. �

18



2. A πn+1(S
n) csoportok

Azt már beláttuk az 1.5.6 következményben, hogy π2(S1) ' 0 és következik
az 1.5.7 és 1.2.12 következményekb®l, hogy π3(S2) ' Z. Ebben a fejezetben
belátjuk, hogy n ≥ 3 esetén πn+1(Sn) ' Z2.

2.1. Freudenthal gyenge szuszpenziós tétele

De�niálni fogunk egy izomor�zmust gömbök homotopikus csoportjai között.
Most inkább a témába vág tüskézett sokaságokkal foglalkozni, ezért ezt az
Embfr(n, k) csoportokra fogjuk megtenni.

2.1.1. De�níció. Legyen n ∈ N, k ∈ N+, és (Mn,U ) tüskézett n-dimenziós
sokaság Rn+k-ban. Ennek a felemeltje (e(Mn), e(U )), ahol

� e(Mn) := Mn ⊂ Rn+k ⊂ Rn+k+1 a természetes beágyazással.

� ha Mn ≡ e(Mn) és Rk ≡ Rk × {0} ⊂ Rk+1, akkor

e(U ) := (U (·, e1), . . . ,U (·, ek), en+k+1).

2.1.2. Megjegyzés. Ha S a szuszpenziós funktor és f : Sn+k → Sk olyan,
hogy [f ] ∈ πn+k(S

k) és (Mn,U ) a Pontrjagin-sokasága, akkor (Mn,U ) fel-
emeltje az Sf : SSn+k → SSk Pontrjagin-sokasága.

2.1.3. Megjegyzés. Triviális, hogy tüskézetten kobordáns sokaságok fel-
emeltjei is tüskézetten kobordánsak, ezért a következ® de�níció is értelmes.

2.1.4. De�níció. Ha n ∈ N, k ∈ N+, akkor

En,k : Embfr(n, k)→ Embfr(n, k + 1); [(Mn,U )] 7→ [(e(Mn), e(U ))]

illetve az ez által természetes módon meghatározott (és szintén így jelölt)

En,k : πn+k(S
k)→ πn+k+1(Sk+1); [f ] 7→ [Sf ]

leképezések a szuszpenziós homomor�zmusok.

2.1.5. Megjegyzés. Az En,k-k m¶velettartósága nyilvánvaló.
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A dolgozatom nyomokban Morse-elméletet tartalmaz. Ehhez most belát-
juk a [8] könyv 1. fejezetének egy egyszer¶ következményét, amit (bármennyi-
re speci�kus is) többször föl fogunk használni, például nemsokára a sokaságok
felemeltjeinek vizsgálatánál.

2.1.6. Lemma. Legyen n ∈ N, k ∈ N+, Mn ⊂ Rn+k egy n-dimenziós kom-
pakt (esetleg peremes) részsokaság és f : Rn+k → R1 vetítés az utolsó ko-
ordinátára. Ekkor létezik olyan i : Mn ↪→ Rn+k beágyazás, amely izotóp az
eredetivel és f |i(Mn) Morse-függvény.

Bizonyítás. Jelölje C∞(Mn;Rn+k) és C∞(Mn;R1) azMn-b®l rendre Rn+k-
ba és R1-be men® sima leképezések tereit (a kompakt-nyílt topológiával).
Ekkor mivel f nyílt leképezés (azaz nyílt halmaz képe nyílt), ezért

f∗ : C
∞(Mn;Rn+k)→ C∞(Mn;R1); g 7→ f ◦ g

is nyílt leképezés.
Mivel C∞(Mn;Rn+k)-ban a beágyazások nyílt halmazt alkotnak, ezért

idMn-nek van egy U környezete, amely vele izotóp beágyazásokból áll. A [8]
könyvben a 6.8. következmény szerint C∞(Mn;R1)-ben a Morse-függvények
s¶r¶n vannak, így az f∗(U) nyílt halmazban van Morse-függvény, azaz van
egy idMn-nel izotóp i beágyazás, amelyre f ◦ i Morse. �

2.1.7. Lemma. Legyen n, k ∈ N, k ≥ 2, és legyen Mn ⊂ Rn+k n-dimenziós
kompakt (esetleg peremes) részsokaság és v : Mn → Rn+k egy (sehol sem
elt¶n®) normálvektormez®. Ekkor létezik olyan

ϕ : Mn × I → Rn+k

izotópia, hogy (ϕt := ϕ(·, t) (t ∈ I) jelöléssel) ϕ0 = idMn, v folytonosan
deformálható úgy, hogy minden t ∈ I-re normálvektormez® lesz (ezt vt-vel
jelölöm) és v1 ≡ en+k. S®t, ha van olyan K ⊂Mn kompakt rész, hogy v|K ≡
en+k, akkor ϕ választható úgy, hogy minden t ∈ I-re vt|K ≡ en+k.

2.1.8. Megjegyzés. A bizonyítás során ki fogjuk kihasználni, hogy itt nem
kell feltenni, hogy v ortogonális Mn-re, elég, hogy minden pontban független
az érint®terét®l, hiszen Mn kompaktsága miatt ekkor v-nek a normáltérre
vett vetülete egy ortogonális vektormez®t ad.

2.1.9. Megjegyzés. A következ® bizonyítás a [12] cikkb®l származik.
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Bizonyítás. v helyett a v
‖v‖ vektormez®t is vehetjük, így feltehet®, hogy v

eleve egységnyi hosszú.

Állítás. Feltehet®, hogy v sehol sem veszi fel −en+k-t.

Bizonyítás. Ha f : Mn → R az Rn+k utolsó koordinátájára való vetítés, ak-
kor err®l a 2.1.6 lemma miatt használni fogjuk azt, hogy Morse-függvény. Ezt
azért tehetjük fel, mert egy izotópia mentén v-t is deformálhatjuk úgy, hogy
az a mostani lemma belátásának módján ne változtasson (ennek a bizonyí-
tása ugyanaz, mint az 1.3.4 lemmának, csak elég egy vektormez®vel tör®dni
k helyett).

Ha p ∈ Mn-re v(p) = −en+k, akkor TpMn ⊥ en+k, így p kritikus pontja
f -nek. Az ilyenek izoláltan vannak, ezért van olyan U ⊂Mn környezete, ahol
p az egyetlen kritikus pont.

Mivel a normáltér legalább kétdimenziós, ezért itt elforgathatjuk v(p)-t
úgy, hogy ne −en+k legyen, és az Uriszon-lemma miatt ez a forgatás folyto-
nosan kiterjed N(Mn ⊂ Rn+k)-ra úgy, hogy U -n kívül az identitás. Feltehet®,
hogy ez ráadásul sima is, hiszen approximálhatjuk ilyennel. Ezzel egy olyan
normálvektormez®t kaptunk, amely f egyik kritikus pontjában sem veszi fel
−en+k-t, máshol pedig nyilván nem tudja. �

Legyen α : Mn → (0, π] pontonként v és −en+k szöge, és legyen v′ az a
vektormez®, amelyet úgy kapunk, hogy minden p ∈ Mn-re 〈v(p), en+k〉-ban
elforgatjuk v(p)-t π−α(p)

2
-vel en+k irányába. Mivel α > 0, ezért ez jól de�niált

és mivel v sima, ezért α is az, így v′ is. Minden p ∈Mn esetén v′(p) és TpMn

független és (v′(p)|en+k) > 0.
Mivel Mn kompakt, ezért létezik T cs®szer¶ környezete, és legyen most

T ≡Mn×Dk. De�niáljunk egy u sima vektormez®t Rn+k-n a következ®kép-
pen:

(a) Legyen g : I → I sima leképezés úgy, hogy g(0) = 0, g(1) = 1 és
lim
0+0

g′ = lim
1−0

g′ = 0. T -n a vektormez® legyen az, hogy minden p ∈Mn,

q ∈ Sk−1 és t ∈ I esetén u(p, tq) a v′(p) elforgatottja 〈v′(p), en+k〉-ban
g(t)π−α(p)

2
-vel en+k felé.

(b) T -n kívül legyen u konstans en+k.

Ha az u által generált folyam

{Φt : Rn+k → Rn+k | t ∈ R},
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akkor minden p ∈ Mn-b®l induló integrálgörbe elhagyja a kompakt T -t, így
van olyan s > 0 is, hogy minden t ≥ s és p ∈Mn esetén Φt(p) /∈ T . Ekkor

ϕ : Mn × I → Rn+k; (p, t) 7→

{
p, ha 0 ≤ t ≤ 1

2

Φ(2t−1)s(p), ha 1
2
≤ t ≤ 1

pont a kívánt izotópia úgy, hogy t ∈ [0, 1
2
] esetén vt a bizonyítás elején vett

elforgatások, t ∈ [1
2
, 1] esetén pedig vt := u|imϕt .

A bizonyításból látszik az is, hogy ha v|K ≡ en+k valami K ⊂ Mn kom-
paktra, akkor minden t ∈ I-re vt|K ≡ en+k. �

2.1.10. Megjegyzés. Ugyanaz nyilván elmondható a tüskézésekr®l is, ami-
r®l a 2.1.8 megjegyzésben szó volt, ezt most fogjuk használni.

2.1.11. Tétel (Freudenthal). Az En,k homomor�zmus

(1) szürjektív, ha k ≥ n+ 1.

(2) injektív, ha k ≥ n+ 2.

Bizonyítás. A bizonyítás során (Mn,U ) mindig egy Rn+k+1-beli tüskézett
sokaság.

(1) bizonyítása:

Legyen minden 1 ≤ j ≤ k + 1 esetén uj := U (·, ej) (azaz ekkor U =
(u1, . . . , uk+1)). A 2.1.7 lemma miatt ki tudjuk egyenesíteni az utolsó vektort,
azaz Mn-nel izotóp egy olyan (Mn)′ sokaság, hogy azon (a lemma jelölését
használva) u′k+1 := (uk+1)1 ≡ en+k+1. Innen az 1.3.4 lemma bizonyításához
nagyon hasonlóan láthatjuk be, hogy u′k+1 kiterjed (Mn)′ egy U ′ tüskézésévé,
ahol (Mn,U ) fr∼((Mn)′,U ′). A különbség csak az, hogy az izotópia Mn × I
egy beágyazásán adott, ahol az I-n a beágyazások olyanok, hogy a megfelel®
(uk+1)t vektorokkal párhuzamos minden �brum. Legyen U ′ = (u′1, . . . , u

′
k+1)

az új tüskék.
A természetes π : Rn+k+1 → Rn+k vetítés olyan, hogy Nn := π((Mn)′)

immertált sokaság és V := (π ◦ u′1, . . . , π ◦ u′k) ennek tüskézése. A Whitney-
tétel ([7], 6.12. lemma) miatt ha n + k ≥ 2n + 1, akkor π approximálható
beágyazással, így feltehet®, hogy Nn ⊂ Rn+k beágyazott sokaság, és triviális,
hogy ennek felemeltje ((Mn)′,U ′). Tehát En,k([(Nn,V )]) = [(Mn,U )], és
ezt akartuk belátni.
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(2) bizonyítása:

Tegyük fel, hogy (Mn,U ) = (e(Nn), e(V )) tüskézetten nullkobordáns,
azaz határa egy (W n+1,W ) tüskézett sokaságnak Rn+k+2

+ -ban. Ahogy az
el®bb tettük, úgy most is feltehetjük, hogy a W = (w1, . . . , wk+1) mátrix-
ra wk+1 ≡ en+k+1, hiszen olyan izotópiát veszünk, amely W n+1 kompakt
részén, Mn-en a tüskézést nem változtatja.

Ekkor ugyanúgy, ahogy az el®bb, a π : Rn+k+2
+ → Rn+k+1

+ természetes
vetítésnél (W n+1)′ := π(W n+1) immertált sokaság, amelyr®l n + k + 1 ≥
2(n+ 1) + 1 esetén feltehet®, hogy beágyazott. Ennek itt is tüskézése W ′ :=
(π ◦ w1, . . . , π ◦ wk), és így ((W n+1)′,W ′) egy tüskézett nullkobordizmusa
(Nn,V )-nek. Tehát ha En,k([(N

n,V )]) = 0, akkor [(Nn,V )] = 0, és ezt
akartuk belátni. �

2.1.12. Következmény. Minden n ∈ N-re π2n+2(Sn+2) ' π2n+3(Sn+3) ' . . .

2.1.13. De�níció. Ha n ∈ N, akkor a gömbök n-edik stabil homotopikus
csoportja πS(n) := π2n+2(Sn+2).

2.2. Körök tüskézései és πS(1)

Az összes πn+1(Sn) csoport megadásához már elég kiszámolnunk πS(1)-et.

2.2.1. Állítás. Ha n ∈ N, k ∈ N+, (Mn,U ) összefügg® n-dimenziós tüs-
kézett sokaság Rn+k-ban, és valami p ∈ Mn pontban det U (p) > 0, akkor
(Mn,U ) fr∼(Mn,U ′), ahol minden p ∈Mn esetén U ′(p) ∈ SO(k).

Bizonyítás. Ha bármely A ∈ GL+(k) mátrixhoz a bel®le Gram�Schmidt-
ortogonalizáció által kapott SO(k)-beli mátrixot A′ jelöli, akkor

R : GL+(k)× I → GL+(k); A 7→ tA′ + (1− t)A

egy deformációs retrakciója GL+(k)-nak SO(k)-ra. Mivel a determináns foly-
tonos függvény (Mn,U )-n és 0-t nem veszi fel, ezért értelmes az a (W n+1,V )
tüskézett kobordizmus, amelynek minden t ∈ I esetén Rn+k ≡ Rn+k×{t}-be
es® része (Mn, R(·, t)◦U ) (a normálteret pontonként Rk-val azonosítva). Ek-
kor t = 0 esetén (Mn,U )-t kapjuk, t = 1 esetén pedig az állításnak megfelel®
(Mn,U ′)-t. �

Ezentúl ahol lehet, ott általában feltesszük azt is, hogy a tüskézés orto-
gonális transzformációkból áll.
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2.2.2. Lemma. Ha n ≥ 3, akkor π1(SO(n)) ' Z2.

Bizonyítás. Ha p : SO(n) → Sn−1 az, ahol minden mátrixhoz az utolsó

oszlopát rendeljük, akkor ez nyilvánvaló módon egy p : SO(n)
SO(n−1)−−−−−→ Sn−1

�brálás. Ennek a homotopikus egzakt sorozatának része

π2(Sn−1)→ π1(SO(n− 1))→ π1(SO(n))→ π1(Sn−1),

ez pedig izomor�zmust ad n ≥ 4 esetén π1(SO(n− 1)) és π1(SO(n)) között.
Mivel SO(3) ∼ RP 3, ezért π1(SO(3)) ' Z2, így az állítást beláttuk. �

2.2.3. Lemma. Ha n ≥ 3 és S1 ⊂ R2 ⊂ Rn+1 standard módon beágyazva,
akkor kobordizmus erejéig ennek legfeljebb kétféle tüskézése van.

Bizonyítás. Legyen a standard tüskézés

S : S1 → R(n+1)×n; p 7→ (p, e3, . . . , en+1),

azaz a �kifele mutató� és a �felfele mutató� tüskék. Ha U tetsz®leges tüské-
zés, akkor egy f : S1 → SO(n) hurkot kapunk úgy, hogy S1 minden pont-
jában vesszük az adott pontban S -r®l U -ra való áttérés mátrixát. Valóban
feltehet®, hogy SO(n)-be képez az f , hiszen ha az S és az U által megha-
tározott irányítások különböznek, akkor az S1 hipersíkjára való tükrözéssel
komponálva U -t, az eredetivel tüskézetten kobordáns sokaságot kapunk és
itt az irányítás már megfelel®. Kobordizmus erejéig nyilván feltehet®, hogy
f(p) = 1n valami p ∈ S1 pontra.

Ha egy (S1,U ′)-b®l ilyen módon kapott f ′ leképezés határon kötötten
homotóp f -fel, és H : S1 × I → SO(n) a homotópia közöttük, akkor minden
t ∈ I esetén S1-nek azt a tüskézését véve, amely minden p ∈ S1-szerinti
�brumon S -nek H(p, t)-b®l kapott képe, kapunk egy (S1,U ′) fr∼(S1,U ) ko-
bordizmust. Ez tehát megad egy

J : π1(SO(n))→ Embfr(1, n)

leképezést, amely felveszi az összes tüskézett kör által reprezentált elemet, és
|π1(SO(n))| = 2. �

2.2.4. Tétel. πS(1) ' Z2.
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Bizonyítás. A bizonyítás során végig n ≥ 3, és a 2.1.11 Freudenthal-tétel
miatt tetsz®leges lehet.

Ha [(M1,U )] ∈ Embfr(1, n) tetsz®leges elem, akkor M1 véges sok disz-
junktan beágyazott kör. Ekkor mivel feltehet®, hogy n+ 1 ≥ 5, ezért az 1.3.4
és 1.3.5 lemmák miatt feltehet®, hogy ezek standard módon R2 ⊂ Rn+1-be
ágyazott körök eltoltjai. Mostantól tehát tegyük is fel, hogy (M1,U ) ilyen
és legyen π1(SO(n)) ≡ Z2, illetve J az el®z® lemma bizonyításában de�niált
leképezés.

Ha (M1,U ) egyik komponense J(0)-nak felel meg, akkor kobordáns egy
olyannal, amin standard tüskézés adott. Az (S1,S ) tüskézett kör R3

+ ⊂
Rn+2

+ -ban határolja azt a tüskézett sokaságot, amelyet a standardan beágya-
zott S2

+ félgömb és az el®z® lemma bizonyításában lev®höz hasonló módon
de�niált standard tüskézés alkot, tehát nullkobordáns. Emiatt (M1,U ) ko-
bordáns egy olyan sokasággal, amelynek nincs standard módon tüskézett
komponense.

Ha (M1,U )-nak két komponense J(1)-nek felel meg, akkor legyen a két
kör középpontjainak szakaszfelez® mer®leges hipersíkja t. Feltehet®, hogy a
tüskézések is egymás tükörképei t-re, hiszen egy nemstandard tüskézés tü-
körképe sem standard. Így a két kör uniója tüskézetten nullkobordáns, hiszen
R3

+ ⊂ Rn+2
+ -ban tüskézéssel együtt átforgatva t körül az egyiket a másikba,

a leírt pálya egy nullkobordizmus.
Az el®z®ek miatt ha [(M1,U )] 6= 0 ∈ Embfr(1, n), akkor feltehet®, hogy

egy nemstandard módon tüskézett kör, tehát az Embfr(1, n) csoport legfel-
jebb kételem¶.

Állítás. J(1) 6= 0 ∈ Embfr(1, n).

Bizonyítás. Vegyünk egy (S1,U ) tüskézetten nullkobordáns kört, amely te-
hát Rn+2

+ -ban határol egy (W 2,V ) tüskézett felületet. Feltehet®, hogy n ≥ 5,
és ekkor szintén az 1.3.4 és 1.3.5 lemmák szerint vehetjük olyan izotópiáját
kobordizmusnak, hogy (az eredeti helyett a vele izotóp felületet tekintve)
W 2 ⊂ R3

+ ⊂ Rn+2
+ .

Ekkor ha W 2-nek pontonként az R3
+-beli normális egységvektorát és a

maradék n−1 koordinátát generáló standard bázisvektort bázisnak tekintjük,
természetes módon kapjuk egy tüskézését W 2-nek. Pontonkét véve az err®l
V -re való áttérés mátrixát, kapunk egy f : W 2 → SO(n) leképezést, amely
nyilván folytonos.

Ekkor f(W 2) felfogható SO(n)-beli szinguláris 2-szimplexek összegének,
és ∂f(W 2) = f(S1), tehát [f(S1)] = 0 ∈ H1(SO(n)). Viszont Hurewicz tétele
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([2], 2A.1. tétel) szerint H1(SO(n)) ' π1(SO(n)), ahol az izomor�zmust a
görbék természetes megfeleltetése adja, azaz [f(S1)] = 0 ∈ π1(SO(n)), így
(S1,U ) nem J(1)-et reprezentálja. �

Mivel J(0) = 0 ∈ Embfr(1, n), ezért Embfr(1, n) kételem¶ és azt már
korábban beláttuk, hogy Embfr(1, n) ' πS(1). �

2.2.5. Következmény. Minden n ≥ 3 esetén πn+1(Sn) ' Z2.

26



3. A πn+2(S
n) csoportok

Az 1.5.6 következményben beláttuk, hogy π3(S1) ' 0 és a 2.2.5 és 1.5.7 kö-
vetkezményekb®l következik, hogy π4(S2) ' Z2. Ebben a fejezetben belátjuk,
hogy n ≥ 3 esetén is igaz, hogy πn+2(Sn) ' Z2.

3.1. Freudenthal er®s szuszpenziós tétele

Itt is stabil csoportokkal akarunk majd foglalkozni, úgyhogy ehhez most be
fogjuk látni, hogy π5(S3) ' π6(S4) = πS(2).

3.1.1. De�níció. Legyen X topologikus tér, x0 ∈ X és n, k ∈ N+. Egy
Whitehead-szorzás X-en az a

[·, ·] : πn(X)× πk(X)→ πn+k−1(X)

leképezés, ahol f : (Dn, ∂Dn) → (X, x0) és g : (Dk, ∂Dk) → (X, x0) szferoi-
dokra [f, g] := [[f ], [g]] ∈ πn+k−1(X) azzal a h : ∂(Dn ×Dk)→ X szferoiddal
reprezentálható, amelyre

h|Dn×Sk−1 : Dn × Sk−1 → X; (p, q) 7→ f(p)

h|Sn−1×Dk : Sn−1 ×Dk → X; (p, q) 7→ g(q)

a ∂(Dn ×Dk) = (Dn × Sk−1) ∪ (Sn−1 ×Dk) felbontással.

3.1.2. Megjegyzés. Ez jól de�niált, hiszen határon kötött homotópiára in-
variáns és h(Sn−1 × Sk−1) = x0.

3.1.3. Megjegyzés. n = k = 1 esetén a Whitehead-szorzás a kommutátor.

3.1.4. Állítás. Ha G összefügg® topologikus csoport, akkor rajta bármilyen
Whitehead-szorzat triviális.

Bizonyítás. Ha f : (Dn, ∂Dn)→ (G, 1) és g : (Dk, ∂Dk)→ (G, 1) tetsz®le-
ges szferoidok, és [f, g] = [h], ahol h : ∂(Dn × Dk) → G a de�nícióban leírt
szferoid, akkor legyen

H : Dn ×Dk → G; (p, q) 7→ f(p)g(q).

Ez egy folytonos kiterjesztése h-nak Dn ×Dk-ra, azaz megfelel egy határon
kötött nullhomotópiának. �
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3.1.5. Tétel (Freudenthal). Az En,n+1 : π2n+1(Sn+1)→ π2n+2(Sn+2) epimor-
�zmus magja [idSn+1 , idSn+1 ] generátuma.

Bizonyítás. Két tartalmazást kell belátnunk.

I. kerEn,n+1 ⊃ 〈[idSn+1 , idSn+1 ]〉.
Látható, hogy [idSn+1 , idSn+1 ] = [h], ahol az Sn+1 ≡ Dn+1/∂Dn+1 azono-

sítással

h : ∂(Dn+1 ×Dn+1)→ Sn+1; (p, q) 7→

{
p, ha (p, q) ∈ Dn+1 × Sn

q, ha (p, q) ∈ Sn ×Dn+1
,

így h−1(0) = ({0}×Sn)∪ (Sn×{0}) és triviális, hogy hogy 0 reguláris érték
és mindkét gömbön a di�erenciállal való visszahúzás által indukált tüskézés
konstans. Tehát h Pontrjagin-sokasága olyan (Sn1 tSn2 ,C1∪C2), ahol i = 1, 2
esetén Sni egy n-dimenziós gömb, és ennek Ci konstans tüskézése.

Ekkor i = 1, 2-re e(Sni ) határolja R2n+3
+ -ban a megfelel®en beágyazott

Sn+1
+ ⊂ Rn+2

+ ⊂ R2n+3
+ félgömböt. Whitney tétele ([7], 6.12. lemma) miatt

ekkor a két félgömb beágyazása megváltoztatható úgy, hogy együtt is be-
ágyazás legyen és e(Sni )-n ugyanaz maradjon, azaz e(Sni ) = ∂W n+1

i valami
W n+1
i ⊂ R2n+3

+ részsokaságra, ahol W n+1
1 ∩W n+1

2 = ∅. Erre nyilván kiterjed
a konstans e(Ci) tüskézés, tehát En,n+1([idSn+1 , idSn+1 ]) = 0, és ezt akartuk
belátni.

II. kerEn,n+1 ⊂ 〈[idSn+1 , idSn+1 ]〉.
Legyen (Mn,U ) = (e(Nn), e(V )) egy R2n+2-beli tüskézett sokaság, és

legyen ennek egy tüskézett nullkobordizmusa (W n+1,W ), aholW n+1 ⊂ R2n+3
+

és W = (w1, . . . , wn+2).
A 2.1.7 lemma miatt feltehet®, hogy wn+2 mindenhol az utolsó koordi-

nátát generáló vektor, emiatt a természetes π : R2n+3
+ → R2n+2

+ vetítés egy
immerzióját adja W n+1-nek, és ennek W ′ := (π ◦ w1, . . . , π ◦ wn+1) egy tüs-
kézése.

Állítás. Feltehet®, hogy π(W n+1) önmetszései transzverzálisak és ezek vé-
ges sok kett®s pont, ami alatt azt értem, hogy minden p ∈ π(W n+1) esetén
|π−1(p) ∩W n+1| ≤ 2.

Bizonyítás. π(W n+1) tetsz®leges önmetszésének ®sképe W n+1 kompaktsága
miatt valami diszjunkt zárt V1, . . . , Vm ⊂ W n+1 halmazok uniója. Ekkor vi-
szont minden 1 ≤ j ≤ m esetén létezik egy Vj-t belsejében tartalmazó zárt
Uj ⊂ W n+1, ahol π|Uj

beágyazás.
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Ekkor π(Uj)-nek létezik cs®szer¶ környezete R2n+2
+ -ban, így a [7]-beli 5.3.

lemma miatt feltehet®, hogy a π(Uj)-k páronként transzverzálisan metszik
egymást, emiatt az is igaz, hogy egy ilyen metszet egy pont. Szintén ezt a
lemmát alkalmazva π(Uj)-re és valami 1 ≤ i1, i2 ≤ m, i1 6= j 6= i2 indexek
esetén π(Ui1) ∩ π(Ui2)-re (ha létezik ilyen), az is feltehet®, hogy ezek disz-
junktak, tehát valóban csak kett®s pontok jönnek létre. Az, hogy ezekb®l
csak véges sok van, W n+1 kompaktsága miatt triviális. �

Legyenek a kett®s pontok p1, . . . , pk. Minden 1 ≤ j ≤ k esetén van pj
körül egy olyan Dj ≈ D2n+2 golyó, hogy Dj diszjunkt a féltér határától
és Dj ∩ π(W n+1) di�eomorf két R2n+2-ben kiegészít® alterekbe standardan
ágyazott (n + 1)-dimenziós golyó uniójával. Feltehet®, hogy Dj és π(W n+1)
mer®legesen metszik egymást, emiatt jól de�niált (Nn)′j := ∂Dj ∩ π(W n+1)
és V ′j := W ′|(Nn)′j×Rn+1 .

Állítás. Tetsz®leges 1 ≤ j ≤ k esetén [((Nn)′j,V
′
j )] = [idSn+1 , idSn+1 ], ahol

most π2n+1(Sn+1) ≡ Embfr(n, n+ 1).

Bizonyítás. Azonosítsuk Dj ∩π(W n+1)-et a fent leírt módon R2n+2-be ágya-
zottDn+1

1 ésDn+1
2 golyókkal. Egy golyó bármely két tüskézése homotóp, ezért

(a tüskézést úgy megváltoztatva, hogy egy Dj-t tartalmazó elég kis golyón kí-
vül ugyanaz maradjon) feltehet®, hogy W ′-b®l mindkett® konstans tüskézést
kapott, ahol ez a konstans is tetsz®leges lehet. Ekkor tehát az el®z® pontban
de�niált h Pontrjagin-sokasága megegyezik azzal, amit ∂Dn+1

1 ∪ ∂Dn+1
2 és a

W ′-b®l kapott tüskézés adnak, ez pedig ((Nn)′j,V
′
j ). �

Minden 2 ≤ j ≤ k esetén vegyünk egy γj utat (rekti�kálható görbét)
Dj−1 és Dj egy-egy pontja között úgy, hogy bármely 2 ≤ i ≤ j indexre
im γj ∩ im γi = im γj ∩ π(W n+1) = ∅ (ilyen mindig létezik). Ekkor mivel
mindegyik kompakt, ezért van olyan ε > 0 szám, hogy minden γj képének Tj
ε-sugarú zárt környezete diszjunkt π(W n+1)-t®l. Legyen

A :=
k⋃
j=1

Dj ∪
k⋃
j=2

Tj ∼ D2n+2

és R2n+2
+ ⊃ B ∼ D2n+2 olyan, hogy tartalmazza A-t és π(W n+1)-et, és legyen

C := B \
◦
A ∼ S2n+1 × I.

Legyen ((Nn)′,V ′) az ((Nn)′j,V
′
j )-k uniójából álló tüskézett sokaság a

∂A ∼ S2n+1 gömbön. Egy megfelel® C ≡ S2n+1 × I azonosításnál ekkor
S2n+1×{0}-ban (Nn,V ) és S2n+1×{1}-ben ((Nn)′,V ′) tüskézett sokaságok,
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és ezek között a (π(W n+1) ∩ C,W ′|(π(Wn+1)∩C)×Rn+1) sokaság egy tüskézett
kobordizmus. Ekkor tehát

[(Nn,V )] = [((Nn)′,V ′)] = k[idSn+1 , idSn+1 ] ∈ 〈[idSn+1 , idSn+1 ]〉,

ezért kerEn,n+1 ⊂ 〈[idSn+1 , idSn+1 ]〉. �

3.1.6. Megjegyzés. Az el®z® bizonyításban immertált sokaság tüskézésér®l
is volt szó, bár ezt korábban látszólag nem de�niáltam. Mivel azonban egy
immerzió értelmezési tartományának tetsz®leges pontjához van olyan környe-
zet, hogy az arra való megszorítás beágyazás, ezért ennek a képén értelmes
az 1.2.2 de�níció, tehát ilyen módon az egész sokaságon is értelmezhet®.

3.1.7. Következmény. π5(S3) ' π6(S4).

Bizonyítás. Mivel S3 topologikus csoport (az egység hosszú kvaterniók a
szorzásra nézve), ezért a 3.1.5 Freudenthal-tétel miatt kerE2,3 = {0}. �

3.2. Felületek tüskézései

3.2.1. Lemma. Ha n ≥ 3, akkor π2(SO(n)) ' 0.

Bizonyítás. Mivel SO(3) ∼ RP 3, ezért létezik egy kétrét¶ fedése S3-ról,

azaz egy p : S3 2→ SO(3). Ennek a homotopikus egzakt sorozatának része

0 ' π2(S3)→ π2(SO(3))→ π1(2) ' 0,

azaz π2(SO(3)) ' 0. A q : SO(n)
SO(n−1)−−−−−→ Sn−1 �brálás (ahol minden mát-

rixhoz az utolsó oszlopát rendeljük) egzakt sorozatának része

π2(SO(n− 1))→ π2(SO(n))→ π2(Sn−1),

tehát n ≥ 4 esetén is π2(SO(n)) ' 0. �

3.2.2. Következmény. Ha n ≥ 3, akkor minden (S2,U ) tüskézett gömb
Rn+2-ben tüskézetten nullkobordáns.

Bizonyítás. Ha a standard tüskézés

S : S2 → R(n+2)×n; p 7→ (p, e4 . . . , en+2),

akkor pontonként az S -r®l U -ra való áttérés mátrixa egy 2-dimenziós szfe-
roidja SO(n)-nek, tehát nullhomotóp. Így U ∼= S , emiatt (S2,U ) fr∼(S2,S )
és (S2,S ) határolja Rn+3

+ -ban a standardan tüskézett S3
+-t, tehát tüskézetten

nullkobordáns. �
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3.2.3. De�níció. Legyen n ≥ 2, és (M2,U ) tüskézett felület Rn+2-ben.
Tetsz®leges γ : S1 ↪→M2 felületi görbére

δU (γ) := [(im γ, (U |im γ, νγ))] ∈ Embfr(1, n+ 1) ≡ Z2,

ahol νγ az M2 egy rögzített irányításához tartozó M2-beli normális egység-
vektormez®.

Ahol egyértelm¶, hogy δU milyen tüskézéshez tartozik, ott általában nem
fogom kiírni az indexbe U -t.

3.2.4. Lemma. Legyen n ≥ 6, és (M2,U ) tüskézett felület Rn+2-ben. Ha
γ : S1 ↪→ M2 felületi görbe, amelyre δ(γ) = 0, akkor (M2,U ) átépíthet®
tüskézetten im γ mentén.

Bizonyítás. Az 1.3.6 tétel miatt elég találnunk egy i : S1 × R1 ↪→ M2 és
egy j : D2×D1 ↪→ Rn+3 tüskézett beágyazást, ahol i(S1×D1) = j(S1×D1),
és itt a tüskézéseik megegyeznek.

Egy elég kis ε > 0 számra feltehet®, hogy γ±ενγ illetve az általuk határolt
henger is M2-ben van. Változtassuk meg ezen a tüskézést úgy, hogy minden
p ∈ im γ pontra a [p − ε

2
νγ(p), p + ε

2
νγ(p)] szakaszon végig U (p) legyen, és

minden t ∈ [1
2
, 1] esetén (p± tενγ(p))-ben U (p± (2t− 1)ενγ(p)). Ez nyilván

tüskézetten kobordáns az eredetivel, tehát feltehetjük, hogy U már eleve is
ilyen volt.

Legyen (im γ, (U |im γ, νγ)) egy tüskézett nullkobordizmusa (V 2,V ), ahol
V 2 ⊂ Rn+3

+ és V = (v1, . . . , vn+1). Mivel egy tüskézetten nullkobordáns kör
a 2.2.4 tétel szerint határol tüskézett körlapot is, ezért az is feltehet®, hogy
V 2 ≈ D2. Vehet® ε akkorának, hogy V 2-nek legyen ε

2
-sugarú cs®szer¶ kör-

nyezete, így

W 3 := {p+ tvn+1(p) | p ∈ V 2, t ∈ [− ε
2
, ε

2
]} ≈ D2 ×D1

beágyazott sokaság, és nyilván tüskézése az, amely minden p+tvn+1(p) ∈ W 3

pontban (v1(p), . . . , vn(p)). Ekkor a keresett i-nek és j-nek megfelel® rendre
egy S1 × R1 ≈ {p + tνγ(p) | p ∈ im γ, t ∈ (−ε, ε)} di�eomor�zmus, ahol
S1 × D1 képe {p + tνγ(p) | p ∈ im γ, t ∈ [− ε

2
, ε

2
]}, és egy D2 × D1 ≈ W 3

di�eomor�zmus, ahol S1 ×D1 képe szintén ez. �

3.2.5. Megjegyzés. Ez visszafele is igaz, azaz ha im γ mentén tudunk tüs-
kézetten átépíteni, akkor automatikusan adódik egy tüskézett nullkobordiz-
musa (im γ, (U |im γ, νγ))-nak.
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3.2.6. Tétel. Ha n ≥ 6, és (M2,U ) egy nem nullkobordáns tüskézett felület
Rn+2-ben, akkor (M2,U ) fr∼(T 2,U ′), ahol U ′ olyan, hogy π1(T 2) = 〈[a], [b]〉
esetén δ(a) = δ(b) = 1.

Bizonyítás. LegyenekM2 összefügg®ségi komponenseiM1, . . . ,Mk, ezeken
Uj := U |Mj×Rn , és ezután legyen 1 ≤ j ≤ k tetsz®leges. A 3.2.2 következ-
mény miatt feltehet®, hogy Mj ∼ Fg, ahol g ≥ 1. Mivel n+ 2 ≥ 7, ezért M2

minden beágyazása izotóp, így feltehet®, hogy

Mj =

g⋃
i=1

Ti ∪
g⋃
i=2

Hi ⊂ R3 ⊂ Rn+2,

ahol 1 ≤ i ≤ g esetén Ti egy standardan R2 ⊂ R3-ba ágyazott kör eltoltjának
cs®szer¶ környezetének határa (úgy, hogy a Ti-k egy-egy síkkal elválasztha-
tóak) és 2 ≤ i ≤ g esetén Hi egy Ti−1 t Ti-t összefüg®vé tev® 1-fül R3-ban
(úgy, hogy Hi ∩ (Mj \ (Ti−1 ∪Hi ∪ Ti)) = ∅).

Tetsz®leges 2 ≤ i ≤ g esetén Hi ≡ D1 × S1-ben a

γi : S
1 → {0} × S1; p 7→ (0, p)

görbe képe határolja M2 \ im γi egyik komponensét, és Uj megszorítása egy
tüskézést is ad rajtuk. Feltehet®, hogy im γi valódi kör, és egy Hi-beli kör-
nyezete valódi henger, így νγi ≡ ν (valami ν egységvektorra). Ha im γi síkja
ti, akkor R4

+ ⊂ Rn+3
+ -ban ti körül tüskézéssel együtt elforgatva M2 \ im γi

egyik komponensét úgy, hogy ν-re mer®leges legyen és a tüskéihez ν-t hozzá-
véve, kapjuk egy tüskézett nullkobordizmusát (im γi, (U |im γi , ν))-nek. Tehát
δ(γi) = 0, így az el®z® lemma szerint (Mj,Uj) tüskézetten kobordáns egy
olyan 2-komponens¶ sokasággal, ahol mindkét komponens génusza kisebb
mint g.

Ezt az eljárást iterálva kapunk egy (M2,U )-val tüskézetten kobordáns
sokaságot, amely véges sok tóruszból áll. Mostantól tegyük fel, hogy (M2,U )
is ilyen.

Legyen minden 1 ≤ j ≤ k esetén π1(Mj) = 〈[aj], [bj]〉. Ha valami 1 ≤
j ≤ k-ra δ(aj)δ(bj) = 0, akkor egy nullkobordáns görbe mentén átépítve egy
(Mj,Uj)-vel tüskézetten kobordáns gömböt kapunk, így a 3.2.2 következmény
szerint (Mj,Uj)

fr∼(∅,∅). Így tehát feltehetjük, hogy minden 1 ≤ j ≤ k
esetén δ(aj) = δ(bj) = 1.

Állítás. Ha 1 ≤ i, j ≤ k olyanok, hogy i 6= j és δ(ai)δ(bi)δ(aj)δ(bj) = 1,
akkor [(Mi,Ui)] + [(Mj,Uj)] = 0.
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Bizonyítás. Feltehet®, hogy egy t hipersíkra Mi, ai és bi rendre tükrösek
Mj-vel, aj-vel és bj-vel. Legyen Mj ≡ I2 úgy, hogy I×{0} ≡ I×{1} ≡ im aj
és {0}× I ≡ {1}× I ≡ im bj, és legyen f : I2 → SO(n) az a leképezés, amely
minden pontban az Uj-r®l Ui-nek a t-re vonatkozó tükörképére való áttérés
mátrixa.

A 2.2.2 lemma bizonyításában beláttuk, hogy n ≥ 3 esetén π1(SO(n)) '
π1(SO(n + 1)), ahol az izomor�zmust a természetes beágyazás indukálja.
Mivel δ ugyanazt rendeli egy beágyazott körhöz és a tükörképéhez, ezért
f(aj∪bj) nullhomotóp, azaz létezik egy h : ∂I2×I → SO(n) folytonos leképe-
zés, ahol h|∂I2×{0} = f |∂I2 és h|∂I2×{1} ≡ 1n. Legyen az I3 ⊂ I2×R természe-
tes beágyazásnál π az (1

2
, 1

2
, 2) pontból való centrális vetítés I2∪ (∂I2× I)-re,

és legyen

H1 : I3 → SO(n); x 7→

{
f(π(x)), ha π(x) ∈ I2 ≡ I2 × {0}
h(π(x)), ha π(x) ∈ ∂I2 × I

.

Ez egy jól de�niált homotópia f és a H1(·, 1) 2-dimenziós szferoid között.
Mivel π2(SO(n)) ' 0 (a 3.2.1 lemma szerint), ezért van egy H2 : I3 → SO(n)
homotópia úgy, hogy H2(·, 0) = H1(·, 1) és H2(·, 1) ≡ 1n. Ekkor

H : I2 × I → SO(n); (x, t) 7→

{
H1(x, 2t), ha 0 ≤ t ≤ 1

2

H2(x, 2t− 1), ha 1
2
≤ t ≤ 1

egy homotópia f és az azonosan 1n leképezés között és a konstrukcióból
látszik, hogy minden t ∈ I-re H(·, t) jól de�niált, mint Mj leképezése, emiatt
(Mj,Uj)

fr∼(Mj,U ′
j ), ahol U ′

j az Ui tükörképe. Ezt akartuk belátni. �

Az el®z®ek miatt feltehet®, hogy M2-nek csak egy olyan Mj ∼ T 2 kom-
ponense van, amelyre δ(aj)δ(bj) = 1, más komponense pedig nincs. �

3.2.7. Megjegyzés. Az el®z® bizonyítás végén az is kiderült, hogy ha T 2-
nek U1 és U2 két tüskézése úgy, hogy π1(T 2) = 〈[a], [b]〉 esetén i = 1, 2-re
δUi

(a) = δUi
(b) = 1, akkor

(T 2,U1) fr∼(T 2,U2).

Emiatt πS(2) legfeljebb kételem¶.
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3.3. Az Arf-invariáns

Vektorterek egy invariánsának segítségével fogjuk belátni, hogy Embfr(2, n)
valóban kételem¶ (elég nagy n-re), úgyhogy most jöjjön egy kis kitér®, ahol
bevezetjük ezt. Az alaptest végig a kételem¶ test lesz, úgyhogy innent®l ezt
nem fogom külön kiírni.

3.3.1. De�níció. Legyen V egy vektortér, és (·|·) : V 2 → Z2 egy nemelfajuló
skalárszorzás. Egy q : V → Z2 függvény kvadratikus, ha minden x, y ∈ V
esetén q(x + y) = q(x) + q(y) + (x|y). Kvadratikus vektortérnek egy (V, q)
párt hívunk, ahol V egy skalárszorzással ellátott vektortér és q kvadratikus
függvény.

3.3.2. De�níció. A (V, q) és (V ′, q′) kvadratikus vektorterek izomorfak, ha
létezik olyan ϕ : V → V ′ vektortérizomor�zmus, amely skalárszorzattartó és
q = q′ ◦ ϕ.

3.3.3. Megjegyzés. Bármilyen q kvadratikus függvényre

q(0) = q(0 + 0) = q(0) + q(0) + (0|0) = 2q(0) = 0.

3.3.4. Állítás. Nincs egydimenziós kvadratikus vektortér.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy (V, q) kvadratikus vektortér, ahol V = {0, x}.
Mivel a skalárszorzás nemelfajuló, ezért (x|x) = 1, így

0 = q(0) = q(x+ x) = q(x) + q(x) + (x|x) = 2q(x) + 1 = 1,

ami ellentmondás. �

3.3.5. Állítás. Egy kétdimenziós (V, q) kvadratikus vektortér izomor�a ere-
jéig kétféle lehet:

(i) H0,0, ahol |{x ∈ V | q(x) = 1}| = 1.

(ii) H1,1, ahol |{x ∈ V | q(x) = 1}| = 3.

Bizonyítás. Legyen V = {0, x, y, x + y}. A skalárszorzás nemelfajuló és
az el®z® bizonyításhoz hasonlóan belátható, hogy egy vektor önmagával vett
skalárszorzata 0, ezért feltehet®, hogy (x|y) = 1. Ekkor

q(x+ y) = q(x) + q(y) + 1,

így q páratlan sok helyen vesz fel 1-et. �
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3.3.6. Tétel. Az el®z® állításban de�niált vektorterekre

(1) H0,0 ⊕H0,0 ' H1,1 ⊕H1,1.

(2) minden (V, q) végesdimenziós kvadratikus vektortérhez léteznek olyan
m,n ∈ N, hogy (V, q) ' (H0,0)m ⊕ (H1,1)n.

Bizonyítás. (1) bizonyítása:

Legyen egy bázis a H0,0 ⊕H0,0 vektortérben x1, y1, x2, y2, ahol (x1|y1) =
(x2|y2) = 1 és 〈x1, y1〉 az egyik és 〈x2, y2〉 a másik H0,0. Ekkor szintén bázis

u1 := x1 + x2 + y2, v1 := y1 + x2 + y2,

u2 := x2 + x1 + y1, v2 := y2 + x1 + y1,

és könnyen leellen®rizhet®, hogy 〈u1, v1〉 ⊕ 〈u2, v2〉 ' H1,1 ⊕H1,1.

(2) bizonyítása:

Legyen x ∈ V tetsz®leges. Ha x 6= 0, akkor a skalárszorzás nemelfaju-
lósága miatt valami y ∈ V -re (x|y) 6= 0, így 〈x, y〉 egy H0,0 vagy H1,1. Ha
z ∈ V \ 〈x, y〉 olyan, hogy (x|z) = 1, akkor feltehet®, hogy (y|z) = 1 (hi-
szen különben (x + y|z) = 1 lenne, ami ugyanilyen eset), és ekkor z + x + y
mer®leges 〈x, y〉-ra. Emiatt

(V, q) ' 〈x, y〉 ⊕ 〈z ∈ V | (x|z) = (y|z) = 0〉,

és ezt a lépést iterálva kapjuk egy kívánt felbontását (V, q)-nak (az utolsó
lépésben sem maradhat egy vektor, mert az egydimenziós vektorteret gene-
rálna). �

3.3.7. Következmény. Ha (V, q) végesdimenziós kvadratikus vektortér, ak-
kor van olyan n ∈ N és i ∈ {0, 1}, hogy (V, q) ' (H0,0)n ⊕ (H1,1)i.

3.3.8. De�níció. Ha (V, q) végesdimenziós kvadratikus vektortér, akkor ben-
ne a1, b1, . . . , an, bn egy szimplektikus bázis, ha minden 1 ≤ i, j ≤ n esetén
(ai|bj) = δij és (ai|aj) = (bi|bj) = 0.

3.3.9. Megjegyzés. Mindig létezik szimplektikus bázis, hiszen a H0,0-kra
és H1,1-ekre való felbontás ad ilyeneket.
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3.3.10. De�níció. Legyen (V, q) végesdimenziós kvadratikus vektortér, és
a1, b1, . . . , an, bn egy szimplektikus bázisa. (V, q) Arf-invariánsa

Arf(V, q) :=
n∑
j=1

q(aj)q(bj) (mod 2).

3.3.11. Megjegyzés. Az Arf-invariáns a (V, q) ' (H0,0)n ⊕ (H1,1)i (ahol
n ∈ N, i ∈ {0, 1}) felbontásban szerepl® i.

3.3.12. Állítás. Az Arf-invariáns jól de�niált és értelmes, azaz (V, q) és
(V ′, q′) 2n-dimenziós kvadratikus vektorterekre Arf(V, q) = Arf(V ′, q′) ponto-
san akkor, ha (V, q) ' (V ′, q′).

Bizonyítás. I. Tegyük fel, hogy Arf(V, q) = Arf(V ′, q′).

Ekkor az el®z® megjegyzés szerint

(V, q) ' (H0,0)n−i ⊕ (H1,1)i ' (V ′, q′)

valami i ∈ {0, 1} számra.

II. Tegyük fel, hogy Arf(V, q) 6= Arf(V ′, q′).

Ekkor feltehet®, hogy (V, q) ' (H0,0)n és (V ′, q′) ' (H0,0)n−1⊕H1,1. Ekkor
minden x ∈ V egyértelm¶en írható x = x1 + . . .+ xn alakba, ahol 1 ≤ j ≤ n
esetén xj egy H0,0-beli elemnek felel meg, és így q(x) = q(x1) + . . . + q(xn)
(hiszen az összeadandó alterek mer®legesek). Indukcióval könnyen igazolható,
hogy ha a (H0,0)n−1-nek megfelel® altérben q értékei között k-szor szerepel a 0
és l-szer az 1, akkor k > l. Az utolsó direkt összeadandók szerint csoportosítva
látható, hogy |{x ∈ V | q(x) = 1}| = k + 3l.

Ugyanez igaz V ′-re is azzal a módosítással, hogy az utolsó összeadandó
H1,1-beli elemnek felel meg, így szintén eszerint csoportosítva látszik, hogy
|{x ∈ V ′ | q′(x) = 1}| = 3k + l. Ezek szerint (V ′, q′)-ben q′ több helyen vesz
fel 1-et mint (V, q)-ban q, így nem lehetnek izomorfak. �

3.4. πS(2) kiszámolása

Mostantól legyen n ≥ 6. Igazolni fogjuk, hogy Arf : Embfr(2, n) → Z2 egy
izomor�zmust ad, ahol a vektortereket a következ®kben de�niáljuk.

3.4.1. Megjegyzés. Az alábbi észrevételek fontosak lesznek a felületekhez
tartozó kvadratikus vektorterek de�níciójához:
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(1) Ha f1, . . . , fn egydimenziós sokaságok immerziói egy kétdimenziósba,
akkor a [7] könyv 5.3. lemmája szerint regulárisan homotópok gene-
rikusakkal, azaz olyanokkal, ahol ezek transzverzálisak és bármely p
pontra |f−1

1 (p)| + . . . + |f−1
n (p)| ≤ 2 (ugyanúgy, ahogy a 3.1.5 tétel

bizonyításában láttuk).

(2) Egy X topologikus térre egy c ciklus, amely egy [c] ∈ H1(X;Z2)-t
reprezentál, nyilván tekinthet® úgy, mint egy kompakt egydimenziós
sokaság (azaz véges sok kör) leképezése. Ha X felület, akkor az el®z®
miatt err®l az is feltehet®, hogy generikus immerzió.

Mostantól mindendig feltesszük a fentieket, ahol lehet.

3.4.2. De�níció. Legyen M2 egy felület, N1 és K1 kompakt egydimenziós
sokaságok, és f : N1 # M2 és g : K1 # M2 generikus immerziók. Ekkor
(f |g) := | im f ∩ im g| (mod 2).

3.4.3. Állítás. LegyenM2 egy felület, és tegyük fel, hogy valami H1(M2;Z2)-
belieket reprezentáló ciklusokra c1 ∼ c′1 és c2 ∼ c′2. Ekkor (c1|c2) = (c′1|c′2).

Bizonyítás. A feltétel szerint c1 + c′1 = ∂
k∑
j=1

σj valami σ1, . . . , σk szinguláris

háromszögekre, és ez tekinthet® egy f : W 2 →M2 sima leképezésnek egyW 2

peremes felületre, ahol a peremen c1 és c′1 a leképezések (ez például a [2] könyv
2. fejezetének szinguláris homológiára vonatkozó részének elején leírtakból
következik). Ekkor im c2 ∩ f(∂W 2) páros sok pont, emiatt | im c1 ∩ im c2| és
| im c′1 ∩ im c2| csak páros számban térhet el, így (c1|c2) = (c′1|c2). Ugyanígy
belátható, hogy (c′1|c2) = (c′1|c′2). �

3.4.4. De�níció. Legyen (M2,U ) tüskézett felület Rn+2-ben és N1 legyen
kompakt egydimenziós sokaság. Ha f : N1 #M2 generikus immerzió, akkor
δU (f) := βU (f) + r(f) + s(f) (mod 2), ahol

� r(f) az N1 öszefügg®ségi komponenseinek száma modulo 2.

� s(f) az im f önmetszéseinek száma modulo 2.

� βU (f) ∈ H1(SO(n + 2)) ≡ Z2 (ahol ez az azonosítás a [2]-beli 2A.1.
tétel és a 2.2.2 lemma miatt tehet® meg) az az elem, amelynek egy
reprezentánsát úgy kapjuk, hogy im f -en pontonként az (U |im f , νf , τf )
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mátrixnak a standard bázisvektorok által alkotott mátrixtól való elté-
rését vesszük (itt νf és τf rendre az M2-beli normális és érint® egység-
vektormez®).

3.4.5. Megjegyzés. Vegyük észre, hogy ez a 3.2.3 de�níció általánosítása.

3.4.6. Lemma. Legyenek a és b ciklusok egy Rn+2-beli tüskézett felületen
úgy, hogy ennek egy (R2,U ) tüskézett részsíkján kívül megegyeznek és ide
megszorítva

(a) im a az x = 0 és az y = 0 egyenesekb®l áll,

(b) im b kétkomponens¶, és az egyik komponense egy kis ε > 0 számra az
{(x, 0) ∈ R2 | x ≥ ε} és {(0, y) ∈ R2 | y ≥ ε} félegyenesekb®l és az
(ε, 0) és (0, ε) pontokat ®sszeköt® sima és x-ben és y-ban is monoton
görbéb®l áll, a másik komponense pedig ennek tükörképe az origóra,

és a közös részen ugyanaz az irányuk. Ekkor δ(a) = δ(b).

Bizonyítás. I. β(a) = β(b).

Feltehet®, hogy D2 tartalmazza im a és im b összes eltérését. Ekkor D2-n
kívül a kapott mátrixok mindenhol megegyeznek, ezért elég belátnunk, hogy
D2-n nem változik a reprezentált H1(SO(n+ 2))-beli ciklusosztály.

Nyilván feltehet®, hogy U |D2 konstans, hiszen egy sík bármely két tüs-

kézése homotóp. Ha p : SO(n)
SO(n−1)−−−−−→ Sn−1 az a �brálás, amely minden

mátrixhoz az els® oszlopát rendeli, akkor ennek a homotopikus egzakt soro-
zatából kiderül, hogy a természetes beágyazások által indukált leképezésekre
a fundamentális csoportok között π1(SO(2)) → π1(SO(3)) epimor�zmus,
n ≥ 4 esetén pedig π1(SO(n − 1)) → π1(SO(n)) izomor�zmus. Így az ezek
kombinációjából kapott

H1(SO(2)) ' π1(SO(2))→ π1(SO(n+ 2)) ' H1(SO(n+ 2))

epimor�zmus miatt elég belátnunk, hogy az a és b normál- és érint®vektorai
által reprezentált elemek megegyeznek.

Az általánosság elvesztése nélkül feltehet®, hogy az y = 0 egyenesen νa ≡
(0, 1), τa ≡ (1, 0) és az x = 0 egyenesen νa ≡ (1, 0), τa ≡ (0,−1). Ekkor a és
b közös irányítása miatt b-re is igaz, hogy νb az x, y > 0 síknegyedbe képez,
τb pedig az x > 0 > y síknegyedbe. Ekkor viszont H1(SO(2)) ' H1(S1)-ben
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mindkett® 0-t reprezentálja, hiszen a képük nem fedi le a kört. Ezt akartuk
belátni.

II. r(a) + s(a) = r(b) + s(b).

Triviális, hogy s(a) = s(b) + 1. Ha az egész a-nál az R2-beli két egyenes
azonos komponensen van, akkor az (ε, 0) pont egy ívvel össze van kötve a
(0, ε)-nal. Ekkor viszont nyilvánvaló, hogy im b itteni komponensei az egész
b-t tekintve különböz® komponensen vannak. Ha azt tesszük fel, hogy a-nál
különböz® komponensben vannak az egyenesek, akkor ugyanígy arra jutunk,
hogy b-nél az ívek azonosban. Tehát minden esetben r(a) = r(b) + 1, így
r(a) + s(a) = r(b) + s(b). �

3.4.7. Állítás. Legyen (M2,U ) tüskézett felület Rn+2-ben, és tegyük fel, hogy
valami H1(M2;Z2)-belieket reprezentáló ciklusokra c ∼ c′. Ekkor δ(c) = δ(c′).

Bizonyítás. Látható, hogy δ(c ∪ c′) = δ(c) + δ(c′) + (c|c′), ahol c ∼ c′ és
a 3.4.3 állítás miatt (c|c′) = (c|c). Mivel n + 2 ≥ 7, így az 1.3.5 és 1.3.4
lemmák miatt feltehet®, hogy M2 olyan, hogy egy elég kis ε > 0 számra
im c∪ im(c+ ενc) egy M2-be immertált hengert határol, így c ∼ (c+ ενc), és
emiatt (c|c) = (c|(c+ ενc)) = 0.

Vegyünk im(c∪c′) minden önmetszése körül egy-egy olyan U ≈ R2 lokális
koordinátarendszert, ahol a 3.4.6 lemmabeli helyzet áll el® a = c ∪ c′-vel.
Ekkor c ∪ c′-r®l a megfelel® b ciklusra áttérve ezek szerint δ értéke ugyanaz
marad és nyilván a homológiaosztály sem változik, hiszen (c ∪ c′) − b két
beágyazott háromszöget határol. Tehát a véges sok önmetszés ilyen módon
történ® elt¶ntetése után kapott d beágyazásra d ∼ (c ∪ c′) = c+ c′ ∼ 0.

Állítás. im d határol egy M2-beli peremes részfelületet.

Bizonyítás. M2-t azonosíthatjuk egy kétdimenziós véges szimpliciális komp-
lexussal, amelyben im d néhány háromszög oldalainak felel meg. A [2] könyv
2.27. tétele szerint a szimpliciális homológiacsoportok itt a természetes ho-
momor�zmusokon keresztül izomorfak a szingulárisakkal, így ugyanez igaz,
ha mindkett®t tenzorszorozzuk Z2-vel.

Ebb®l következik, hogy mivel d nullhomológ, ezért im d határolja M2 egy
W 2 részkomplexusát, amely nyilván egy kompakt peremes felület, hiszen csak
véges sok háromszögb®l áll. �

Mivel d beágyazás, ezért a képének minden komponensének létezik olyan
hengerkörnyezete M2-ben, hogy az a többit®l diszjunkt. Ezeket a hengereket
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ágyazzuk be úgy R3 ⊂ Rn+2-be, hogy az im d megfelel® komponensei standar-
dan R2 ⊂ Rn+2-be ágyazott körök eltoltjai legyenek, a hengerek pedig R2-re
mer®legesek, és νd ≡ e3. Ez a beágyazás a [4] könyv 8. fejezetének 1.5. tétele
miatt kiterjed M2 egy beágyazásává, és n + 2 ≥ 7 miatt az 1.3.5 és 1.3.4
lemmák szerint ez tüskézhet® úgy, hogy tüskézetten kobordáns legyen az ere-
detivel. Mostantól tegyük fel, hogy eredetileg is ilyen volt M2 természetes
beágyazása.

Forgassuk el a beágyazott i(W 2)-t az M2-beli tüskézésével együtt R2 kö-
rül R4 ⊂ Rn+3-ban az e3-ra mer®leges hipersíkba, majd deformáljuk úgy,
hogy Rn+3

+ -ba kerüljön, szintén e3 ortogonális kiegészít®jébe (ezt megint csak
azért tehetjük meg, mert n + 2 ≥ 7, így izotóp beágyazást kapunk). Ek-
kor a tüskézéséhez hozzávéve e3-at, egy tüskézett nullkobordizmusát kapjuk
(im d, (U |im d, νd))-nek. Így tehát

0 = δ(d) = δ(c ∪ c′) = δ(c) + δ(c′) + (c|c′) = δ(c) + δ(c′),

és ezt akartuk bizonyítani. �

3.4.8. De�níció. Legyen (M2,U ) egy Rn+2-beli tüskézett felület. Az ehhez
tartozó kvadratikus vektortér az, ahol

� a vektortér H1(M2;Z2).

� a skaláris szorzás [c1], [c2] ∈ H1(M2;Z2) esetén ([c1]|[c2]) := (c1|c2).

� a kvadratikus függvény [c] ∈ H1(M2;Z2) esetén δU ([c]) := δU (c).

3.4.9. Megjegyzés. Triviális, hogy (·|·) valóban nemelfajuló skalárszorzás
és δ valóban kvadratikus függvény.

3.4.10. Megjegyzés. Ebben a vektortérben szimplektikus bázist alkotnak
H1(M2;Z2) generátorai, azaz M2 ∼ Fg esetén a g tóruszhoz tartozó két-két
generáló kör homológiaosztályai.

3.4.11. Tétel. Legyen n ≥ 6, és legyenek (M2,U ) és ((M2)′,U ′) tüskézett
felületek Rn+2-ben. Ha (M2,U ) fr∼((M2)′,U ′), akkor

Arf(H1(M2;Z2), δU ) = Arf(H1((M2)′;Z2), δU ′).

Bizonyítás. Legyen (W 3,V ) egy tüskézett kobordizmus, és f : W 3 → I
ennek a vetítése Rn+2 × I utolsó koordinátájára. A 2.1.6 és 1.3.4 lemmák
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miatt feltehet®, hogy f Morse-függvény és most is n+ 2 ≥ 7 miatt feltehet®,
hogy minden t ∈ I esetén

W 3 ∩ f−1(t) ⊂ R3 × {t} ⊂ Rn+2 × {t}.

Ha t ∈ I reguláris érték, akkorMt := W 3∩f−1(t) sokaság, és ennek tüskézése
Rn+2×{t}-ben V |Mt erre való vetülete, Ut. Ekkor valami t, s ∈ I-re (Mt,Ut)
és (Ms,Us) Arf-invariánsa csak akkor térhet el, ha van közöttük kritikus
érték. Mostantól tegyük fel, hogy t ∈ I kritikus érték, ε > 0 olyan, hogy
[t−ε, t+ε]-ban t az egyetlen és p ∈ f−1(t) az egyetlen hozzá tartozó kritikus
pont. Négy eset lehetséges.

I. Tegyük fel, hogy t indexe 0.

Ekkor p lokális minimum, így a [7] könyv 3.13. tétele szerint Mt+ε csak
abban különbözik Mt−ε-tól, hogy egy 0-fület ragasztottunk, azaz eggyel több
komponense van, és ez az új komponens egy S2 gömb. Mivel H1(S2;Z2) ' 0,
ezért ez az Arf-invariánson nem változtat.

II. Tegyük fel, hogy t indexe 1.

Ekkor szintén ezen tétel szerint Mt+ε-t egy H 1-fül hozzáragasztásával
kapjuk Mt−ε-ból, ami kétféleképpen történhet:

(i) H két különböz® komponenst tesz összefügg®vé.

(ii) H egy Fg-vel homeomorf K komponenshez ragad.

Az (i) esetben a szimplektikus bázisa nem változik a vektortereknek, így
ugyanaz marad az Arf-invariáns is.

Az (ii) esetben kapunk valami χ(K, i) ∼ Fg+1 felületet. Ha a1, b1, . . . , ag,
bg voltak K szimplektikus bázisának reprezentánsai, akkor az új báziseleme-
kéi, ag+1 és bg+1, vehet®k úgy, hogy a H ≡ D1 × S1 azonosítással

ag+1 : S1 → {1} × S1; p 7→ (1, p).

Ekkor im ag+1 határolja K \ im ag+1 egyik komponensét, és Ut−ε megszorítása
egy tüskézést is ad rajtuk. Feltehet®, hogy im ag+1 valódi kör, és egy környeze-
te olyan, hogy νag+1 ≡ ν (valami ν egységvektorra). Ha im ag+1 síkja s, akkor
R4

+ ⊂ Rn+2×{t}×R1
+-ban s körül tüskézéssel együtt elforgatva a kiválasztott

komponenst úgy, hogy ν-re mer®leges legyen, és a tüskéihez ν-t hozzávéve,
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kapjuk egy tüskézett nullkobordizmusát (im ag+1, (U t−ε|im ag+1 , ν))-nek, te-
hát δ(ag+1) = 0. Ekkor

Arf(H1(K;Z2), δ) =

g∑
j=1

δ(aj)δ(bj) =

=

g+1∑
j=1

δ(aj)δ(bj) = Arf(H1(χ(K, i);Z2), δ),

ezért Arf(H1(Mt−ε;Z2), δ) = Arf(H1(Mt+ε;Z2), δ).

III. Tegyük fel, hogy t indexe 2.

Ekkor ugyanúgy járhatunk el, ahogy az el®z® esetben, csak most az 1− f
fügvénnyel Mt−ε-t kapjuk Mt+ε-ból egy 1-fül ragasztásával.

IV. Tegyük fel, hogy t indexe 3.

Ekkor szintén ugyanazt tehetjük, mint az els® esetben, csak most Mt−ε-
nak van Mt+ε-nál egy S2 komponenssel többje.

Véges sok kritikus pont van, ezért ezzel megmutattuk, hogy (W 3,V ) ha-
tárainak Arf-invariánsa is megegyezik, és ezt akartuk belátni. �

3.4.12. Tétel. Minden n ≥ 3 esetén πn+2(Sn) ' Z2.

Bizonyítás. A 3.1.7 következmény szerint elég πS(2)-t megadnunk, így itt
n ≥ 4 valami kés®bb meghatározott lesz. A 3.2.7 megjegyzés szerint ekkor
legfeljebb egy nemtriviális eleme van Embfr(2, n)-nek és ha létezik ilyen, ak-
kor a 3.2.6 tétel szerint reprezentálható egy (T 2,U ) tüskézett tórusszal, ahol
δ(a) = δ(b) = 1 (itt π1(T 2) = 〈[a], [b]〉). Mivel [a], [b] egy szimplektikus bázis,
ezért Arf(H1(T 2;Z2), δ) = 1, így az el®z® tételb®l következik, hogy (T 2,U )
nem lehet nullkobordáns. Tehát elég belátnunk, hogy létezik is ilyen tüskézett
tórusz.

Legyenek S1
1 , S

1
2 ⊂ R2 ⊂ R4 standardan beágyazot körök, és legyen rajtuk

rendre U1,U2 a 2.2.4 tétel szerint létez® nemstandard tüskézések. Ekkor R8-
ban (S1

1×S1
2 ,U1×U2) (ahol U1×U2 az U1-b®l és U2-b®l természetes módon

kapott tüskézés) pont a kívánalmak szerinti tórusz. �
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4. A harmadik stabil csoport

Ebben a fejezetben már nem lesz szó nemstabil homotopikus csoportokról,
hanem csak azt fogjuk bizonyítani, hogy πS(3) ' Z24.

4.1. Egy epimor�zmus πS(3)-ról

Itt már elkerülhetetlen lesz immertált sokaságokkal is foglalkoznunk, ehhez
most bizonyítás nélkül kimondjuk a 2.1.7 kiegyenesítési lemma általánosítá-
sát immerziókra.

4.1.1. Lemma (Hirsch). Legyen n, k ∈ N, k ≥ 2, f : Mn # Rn+k egy n-
dimenziós kompakt (esetleg peremes) sokaság immerziója és v : Mn → Rn+k

egy (sehol sem elt¶n®) normálvektormez®. Ekkor létezik olyan

ϕ : Mn × I → Rn+k

reguláris homotópia, hogy (ϕt := ϕ(·, t) (t ∈ I) jelöléssel) ϕ0 = f , v folyto-
nosan deformálható úgy, hogy minden t ∈ I-re normálvektormez® lesz (ezt
vt-vel jelölöm) és v1 ≡ en+k. S®t, ha van olyan K ⊂ Mn kompakt rész, hogy
v|K ≡ en+k, akkor ϕ választható úgy, hogy minden t ∈ I-re vt|K ≡ en+k.

4.1.2. Megjegyzés. Ez az állítás a [12] cikkben a 4.5. tétel után szerepl® (vi)
kiterjesztés. A bizonyításához csak az kell, hogy minden a 2.1.7 lemmában
használt eszköz alkalmazható egy kis környezeten belül, ami pedig a cikk 4.4.
tételéb®l következik.

4.1.3. Következmény. Ha n ∈ N, k ∈ N+, és Immfr(n, k) jelöli az Rn+k-
ba immertált n-dimeniós sokaságok tüskézett kobordizmuscsoportját (ahol ez
a 3.1.6 megjegyzés szerint értelmes; az immerziók kobordizmusát a következ®
két de�níció írja le), akkor

Immfr(n, k) ' πS(n).

Bizonyítás. A beágyazott tüskézett sokaságokra vonatkozó szuszpenzi-
ós homomor�zmusok nyilván értelmezhet®ek immertált sokaságokra is, és
ugyanúgy, ahogy a 2.1.11 tételt bizonyítottuk, beláthatjuk, hogy itt ezek izo-
mor�zmusok.
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Ugyanis πS(n) ' Embfr(n,m) valami nagym ∈ N számra, ezért a Hirsch-
lemmából következik, hogy egy (Mn,U ) tüskézett sokaságot m ≥ 1 ese-
tén vetíthetünk tüskézett immerzióként Rn+m−1-be, és ezt a lépést ismétel-
ve egy Immfr(n, k)-beli sokaság reprezentánsához juthatunk. Az, hogy min-
den tüskézett immerzió létrejön ilyen módon, következik abból, hogy elég
nagy dimenzióban minden immerzió regulárisan homotóp egy beágyazással
és az 1.3.4 lemma nyilván ugyanúgy igaz, ha a beágyazást immerzióra, az
izotópiát pedig reguláris homotópiára cseréljük.

Ugyanezt a lépést a tüskézett kobordizmusokra is eljátszhatjuk, tehát ez a
megfeleltetés a kobordizmusosztályok között is jól de�niált. Így ezzel valóban
izomor�zmust de�niáltunk. �

4.1.4. De�níció. Legyen n, k ∈ N, Mn és Nn két kompakt (nem feltétlenül
irányítható) n-dimenziós sokaság, és f : Mn # Rn+k és g : Nn # Rn+k ezek
immerziói. Ezek kobordánsak, ha létezik olyan W n+1 peremes sokaság és
h : W n+1 # Rn+k × I immerzió, hogy ∂W n+1 ≈ Mn t Nn, és h|Mn = (f, 0)
és h|Nn = (g, 1).

4.1.5. De�níció. Legyen n, k ∈ N. Ekkor az Rn+k-ba immertált n-dimenziós
sokaságok kobordizmuscsoportja (Imm(n, k),+), ahol

� Imm(n, k) elemei az n-dimenziós sokaságok immerzióinak kobordizmus-
osztályai. Az f által reprezentált elemet [f ] jelöli.

� ha [f ], [g] ∈ Imm(n, k), akkor [f ] + [g] := [f ∪ g].

� a neutrális elem reprezentánsa az üres immerzió.

� [f ] ∈ Imm(n, k) inverzét az az immerzió reprezentálja, amelyet úgy ka-
punk, hogy f -et komponáljuk egy Rn+k-beli hipersíkra való tükrözéssel.

4.1.6. Megjegyzés. Triviális, hogy ezzel Imm(n, k) Abel-csoport.

Most bizonyítás nélkül fogjuk felhasználni a [10] cikkben leírt eredményt,
miszerint Imm(2, 1) ' Z8.

4.1.7. Megjegyzés. Valójában ennek a bizonyítása az eddig leírtak után
már nem lenne nehéz, csak egy kicsit hosszadalmas. Az Arf-invariáns egy
Z8-érték¶ általánosítása segítségével Z4-érték¶ kvadratikus függvényeket le-
het osztályozni, és az el®z® fejezethez hasonló módszerekkel be lehet látni,
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hogy ezzel és az immertált felületek els® Z2-együtthatós homológiáival a ko-
bordizmuscsoport elemeit megkülönböztethetjük egymástól. Ezután pedig Z8

minden eleméhez mutatni lehet egy olyan immertált felületet, amely pont azt
az elemet de�niálja.

4.1.8. Tétel. Létezik egy πS(3)� Z8 epimor�zmus.

Bizonyítás. A 4.1.3 következmény szerint πS(3) ' Immfr(3, 1) és nyilván-
való, hogy az utóbbi pont a háromdimenziós irányítható R4-be immertált
sokaságok kobordizmuscsoportja, ImmSO(3, 1). Az lesz a célunk, hogy egy

πS(3) ' ImmSO(3, 1)� Imm(2, 1) ' Z8

epimor�zmust találjunk.
Ha M3 egy háromdimenziós irányítható sokaság, és f : M3 # R4 egy im-

merzió, akkor a [4] könyv 3. fejezetének 2.1. tétele miatt feltehet®, hogy im f
önmetszései transzverzálisak, így a kett®s pontok egy g : N2 # R4 immerzió
képét alkotják egy felületr®l. Ezen adódik egy normálvektormez® úgy, hogy
minden p ∈ N2 pontra |g−1(g(p))| = 1 esetén f−1(g(p)) normálvektorainak
összegét vesszük, és mivel f és g lokálisan beágyazás, ezért ez im g önmetszé-
seire is kiterjed. A 4.1.1 Hirsch-lemma miatt ez a vektormez® kiegyenesíthet®,
így ezután vetítve R3-ra, egy N2 # R3 immerziót kapunk. Legyen

∆2 : ImmSO(3, 1)→ Imm(2, 1)

az a leképezés, amelyet ezzel a módszerrel kapunk. Ez jól de�niált, hiszen egy
immertált kobordizmus kett®s pontjaira is alkalmazhatjuk a fenti eljárást, és
ez a képek kobordizmusát adja. Be fogjuk látni, hogy ∆2 szürjektív, és ezzel
igazoljuk a tételt.

Legyen N2 egy (nem feltétlenül irányítható) felület, és legyen g : N2 # R3

egy immerziója. Minden p ∈ N2 pontra tekintsük a következ®ket:

(1) Legyen l1(p) a g(p)-n átmen®, dgp(TpN
2)-re mer®leges egyenes R3-ban.

(2) Legyen l2(p) a g(p)-n átmen®, e4-gyel párhuzamos egyenes az R4-be
való természetes beágyazás után.

(3) Legyen 8(p) egy �nyolcas� 〈l1(p), l2(p)〉-ben, azaz valami x és y rend-
re l1(p)-vel és l2(p)-vel párhuzamos ε-hosszú vektorokra (ahol ε > 0
rögzített)

8(p) := {g(p) + sin(2t)x+ 2 sin(t)y | t ∈ R}.

45



Ekkor {8(p) | p ∈ N2} egy M3 háromdimenziós sokaság R4-be való immer-
ziójának képe. M3 irányítható lesz, mivel minden γ : S1 ↪→ N2 irányítás-
váltó görbére (azaz olyanra, hogy a felületi normálnyalábja nem triviális) a
{8(p) | p ∈ im γ} által meghatározott két normális vonalnyaláb sem triviális,
ezért M3 irányítása nem fordul meg γ mentén (és ugyanez a helyzet fordít-
va, ha a nyolcasbeli nyalábot tesszük fel nemtriviálisnak). A [4] 3. fejezete
2.1. tételéb®l következik, hogy feltehet®, hogy az immertált M3 önmetszései
transzverzálisak. Legyen az immerzió f .

Két esetet különböztetünk meg az i : R3 ↪→ R4 természetes beágyazásból
kapott g̃ := i ◦ g immerzióval kapcsolatban.

I. Tegyük fel, hogy g̃ regulárisan homotóp egy g̃′ beágyazással.

Ekkor ha ϕ : N2 × I → R4 a homotópia, akkor ez lokálisan immerzió, így
a [4] könyv 8. fejezetének 1.5. tételéb®l következik, hogy lokálisan kiterjed
immerzióként g̃(N2) egy cs®szer¶ környezetére (azaz egy N2-feletti síknyaláb
totális terére).

Mivel N2 kompakt, így véges sok ilyen környezet fedi, ezért egy Φ re-
guláris homotópiaként kiterjed az egész totális térre, tehát értelmes az l1 és
l2 egyeneseket Φ di�erenciáljával átvinni g̃′ normálterébe. Erre alkalmazva
az el®bbi nyolcas-konstrukciót ε-t elég kicsinek választva, láthatjuk, hogy a
kapott f ′ immerzió kett®s pontjainak felülete g̃′, és ezt akartuk belátni.

II. Tegyük fel, hogy g̃ nem alakítható át beágyazássá.

Ekkor im g̃ minden önmetszése ismét feltehet® transzverzálisnak, így ezek
véges sok kett®s pont. Ha egy ilyen kett®s pont g̃(p) = g̃(q) = r valami p, q ∈
N2 különböz® pontokra, akkor r-nek egy U ⊂ R4 környezete azonosítható R4-
gyel, ahol im g̃ ágai ortogonális kiegészít® síkok. Feltehet®, hogy ezek ráadásul
8(p) és 8(q) síkjai.

Tehát f kett®s pontjai felületének egy g̃-on kívüli komponense 8(p)×8(q),
amely T 2 egy immerziójának a képe. 8(p)-nek illetve 8(q)-nak a saját síkjában
nyilván triviális a normálnyalábja, így ott tüskézhet®, tehát a szorzatukon is
adódik egy tüskézés.

Arra jutottunk, hogy f kett®s pontjainak felülete im g̃ és néhány tüské-
zetten immertált tórusz, tehát ahhoz, hogy belássuk, hogy ∆2 felveszi [g]-
t, elég belátni, hogy minden tüskézett immertált tórusz kobordizmusosztá-
lyát felveszi. Ehhez pedig azt elég bizonytani, hogy felveszi Immfr(2, 2) '
Embfr(2, 4) ' πS(2) ' Z2 generátorát.

Tudjuk az 1.5.7 következményb®l, hogy Embfr(2, 2) ' π4(S2) ' Z2, amit

46



E2,2 epimorf módon képez Embfr(2, 3) ' Embfr(2, 4)-re, hiszen egy R5-beli
nemnullkobordáns tüskézett tóruszt kapunk egy R4-beli (T 2,U ) tórusz fel-
emeltjeként, ahol 〈[a], [b]〉 = π1(T 2) esetén δ(a)δ(b) = 1 (ilyen U nyilván léte-
zik). Tehát Embfr(2, 2) generátora, amely egy R4-be ágyazott tüskézett tórus-
szal reprezentálható, Immfr(2, 2) generátorába képz®dik természetes módon.
Erre viszont alkalmazva a nyolcas-konstrukciót, az els® esetbeli helyzethez
jutunk, ahol már bizonyítottuk a tételt. �

4.1.9. Következmény. Ha πS(3) rendje véges, akkor osztható 8-cal.

4.2. Háromdimenziós spin nullkobordizmus

Szükség lesz arra, hogy a hárodimenziós spin sokaságok spin nullkobordánsak.
Az itt leírt bizonyítás az [5] cikkb®l származik (amely Rourke módszerét
általánosítja). Legyen most 2 ≤ n ∈ N.

4.2.1. De�níció. Legyen Mn egy n-dimenziós sokaság, és legyen ennek egy
triangulációjában 0 ≤ k ≤ n esetén skkM

n a k-váz, azaz a legfeljebb k-
dimenziós cellák uniója. Egy spin struktúra Mn-en az érint®nyaláb sk2M

n-
feletti trivializációja, azaz egy

S : sk2M
n × Rn → TMn|sk2Mn

leképezés, amely minden �brumon egy Rn → TMn|sk2Mn vektortérizomor�z-
mus a képére. Spin sokaságnak egy (Mn,S ) párt nevezünk, aholMn sokaság
és S egy spin struktúra rajta.

4.2.2. Megjegyzés. Az S spin struktúrához a tüskézésekhez hasonlóan
bevezethetjük az S jelölést a hozzá tartozó mátrixra.

4.2.3. Megjegyzés. Minden spin sokaságnak természetes módon adódik egy
irányítása az érint®nyaláb sk0M

n-feletti trivializációjával.

4.2.4. De�níció. Ha (Mn,S ) és ((Mn)′,S ′) n-dimenziós spin sokaságok,
akkor

(1) (Mn,S ) spin nullkobordáns, ha létezik olyan (W n+1,T ) peremes spin
sokaság, hogy (∂W n+1,T |sk2 ∂Wn+1) = (Mn, (S , v)), ahol v a bels®
normálvektormez®je a peremnek.

47



(2) (Mn,S ) és ((Mn)′,S ′) spin kobordánsak, ha (Mn,S )t−((Mn)′,S ′)
spin nullkobordáns (ahol a �−� jel az (Mn)′ irányításának megfordítá-
sára vonatkozik).

4.2.5. Megjegyzés. Ahogy a tüskézéseknél, úgy itt is belátható, hogy itt
elég feltenni, hogy a peremen T homotóp (S , v)-vel.

4.2.6. Megjegyzés. A spin kobordizmus ekvivalenciareláció a spin sokasá-
gok halmazán.

4.2.7. Állítás. Ha Mn és Nn n-dimenziós sokaságokra (Mn#Nn,S ) spin,
akkor létezik egy olyan T spin struktúra Mn tNn-en, amelyre

(Mn#Nn,S )
sp∼(Mn tNn,S ′).

Bizonyítás. Mivel sk2(Mn t Nn) ⊂ sk2(Mn#Nn), ezért értelmes S ′-t
az S megszorításaként de�niálni. Legyen i : Sn−1 × R1 ↪→ Mn#Nn olyan
beágyazás, amely mentén átépítve Mn t Nn-hez jutunk. Mivel Dn × D1-re
(ahol ezen Sn−1×D1-et azonosítottuk az i-szerinti képével) és (Mn#Nn)×I-
re is kiterjed a spin struktúra, ezért az 1.3.6 tétel bizonyításának els® lépése
adja a kívánt kobordizmust. �

4.2.8. De�níció. Az n-dimenziós spin kobordizmuscsoport (Ωspin
n ,+), ahol

ezt úgy kapjuk, hogy az 1.2.9 de�nícióban a tüskézéseket spin struktúrákra
cseréljük és elhagyjuk az euklideszi teret, azaz

� Ωspin
n elemei az n-dimenziós kompakt spin sokaságok spinkobordizmus-

osztályai. Az (Mn,S ) sokaság által reprezentált osztályt [(Mn,S )]
jelöli.

� ha [(Mn,S )], [(Nn,T )] ∈ Ωspin
n , akkor

[(Mn,S )] + [(Nn,T )] := [(Mn tNn,S ∪T )].

� a neutrális elem reprezentánsa az üres sokaság.

� [(Mn,S )] ∈ Ωspin
n inverzét az a sokaság reprezentálja, amelyet úgy

kapunk, hogy (Mn,S ) irányítását megfordítjuk.

4.2.9. Megjegyzés. Triviális, hogy az Embfr(n, k)-hoz hasonlóan Ωspin
n is

Abel-csoport.
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Mostantól felesleges lesz kiírni a spin struktúrákat a spin sokaságok jelö-
lésébe, mert ez mindenhol egyértelm¶ lesz, így el is hagyom ®ket.

4.2.10. De�níció. Legyen M3 egy háromdimenziós spin sokaság, és N2 egy
részfelülete. Egy γ : S1 ↪→ N2 görbe spin, ha δ(γ) = 0, és lényeges, ha spin
és nem szeparálja N2-t.

4.2.11. Megjegyzés. A δ itt értelmezhet® tetsz®leges f immerzióra egy
egydimenziós kompakt sokaságról és igazából ehhez nem is kellene euklide-
szi tér, de ahhoz, hogy a 3.4.4 de�níciót mégis használhassuk, tegyük fel,
hogy M3-at beágyaztuk Rn-be valami nagy n ∈ N-re. Ekkor r(f) és s(f)
nyilván független ett®l a beágyazástól, β(f) pedig azért független t®le, mert
π1(SO(n)) ' π1(SO(3)), ahol ezt a természetes beágyazás indukálja, és így
a spin struktúra által meghatározott három vektor már de�niálja a kívánt
homológiaosztályt.

4.2.12. Megjegyzés. Belátható, hogy egy spin görbe mentén átépítve M3-
at, vele spin kobordáns sokaságot kapunk.

Mostantól az egyszer¶ség kedvéért a felületi görbéket azonosítom a ké-
pükkel.

4.2.13. De�níció. Legyen A az uniója diszjunkt lényeges görbéknek egyM3

háromdimenziós spin sokaság egy N2 részfelületében. A egy teljes görberend-
szer, ha N2-t átépítve az összes komponense mentén, egy gömböt kapunk.

4.2.14. Megjegyzés. Ezzel ekvivalens de�níció az, hogy N2 ∼ Fg esetén A
g lényeges görbéb®l áll és nem szeparálja a felületet.

4.2.15. Lemma. Egy M3 spin sokaság egy olyan N2 részfelületén, melynek
Arf-invariánsa 0, bármely lényeges görbe része egy teljes görberendszernek.

Bizonyítás. Legyen S1 ∼ a1 ⊂ N2 egy lényeges görbe az N2 ∼ Fg felületen
valami g ∈ N+-ra. Ha g = 1, akkor nyilván kész vagyunk, tehát tegyük fel,
hogy g ≥ 2.

Állítás. Ha a teljes görberendszer de�níciójából elhagyjuk, hogy spin görbék-

b®l áll, akkor találhatunk olyan a2, . . . , ag görbéket, hogy A :=
g⋃
j=1

aj teljes.

Bizonyítás. N2-t átépítve a1 mentén, egy (g − 1)-génuszú felületet kapunk.
Ezen nyilván van olyan a2 ∼ S1 nemnullhomológ görbe, amely diszjunkt
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a ragasztott 2-fült®l, így a1 ∪ a2 sem szeparáló. Ezt rekurzívan folytatva
megkapjuk a kívánt a3, . . . , ag görbéket. �

Ha ez a rendszer nem a mi de�níciónk szerint teljes, akkor valami 2 ≤
k ≤ g számra δ(ak) = 1. Egészítsük ki A-t egy szimplektikus bázissá, azaz

legyen B :=
g⋃
j=1

bj diszjunkt görbék olyan N2-t nem szeparáló rendszere, hogy

minden 1 ≤ i, j ≤ g esetén (ai|bj) = δij (szokás szerint itt is minden metszést
transzverzálisnak teszünk fel).

Ha δ(bk) = 0, akkor A-ban ak-t bk-ra kicserélve egy teljes görberendszer-
hez jutunk (ha A többi komponensén δ elt¶nik). Mostantól tegyük fel, hogy
δ(bk) = 1.

Mivel az Arf-invariáns 0, ezért van olyan j 6= k, hogy δ(aj)δ(bj) = 1.
Látható, hogy az ak#aj összefügg® unió létezik N2-be ágyazva, hiszen egyik
görberendszer sem szeparáló, így ak egy pontját összeköthetjük egy a többi
görbét®l diszjunkt kép¶ úttal aj egy pontjával, ennek pedig egy N2-beli cs®-
szer¶ környezetének a határa megfelel® az átépítéshez. Legyen most bk#bj
úgy N2-ben, hogy az el®bbihez hasonlóan az ak#aj ∼ S1-b®l kimetszett két
ív egyikének a cs®szer¶ környezetének határát vesszük hozzá.

Ekkor ak#aj és bk#bj diszjunktak egymástól és A \ (ak ∪ aj)-t®l is,

δ(ak#aj) = δ(ak ∪ aj) = δ(ak + aj) = δ(ak) + δ(aj) = 1 + 1 = 0,

δ(bk#bj) = δ(bk ∪ bj) = δ(bk + bj) = δ(bk) + δ(bj) = 1 + 1 = 0

és ak#aj∪bk#bj∪A\(ak∪aj) nem szeparáljaN2-t, így ez teljes görberendszer,
ha A többi komponensén 0-t vesz fel a δ.

Az el®bbi lépésekkel teljes indukcóból következik, hogy A teljes görbe-
rendszerré tehet®. �

4.2.16. De�níció. Egy felületen az a és b görbék duálisak, ha transzverzáli-
sak és a metszetük egy pont. Az A és B transzverzális teljes görberendszerek
duálisak, ha és léteznek a ⊂ A és b ⊂ B komponenseik, melyek duálisak.

4.2.17. Lemma. Legyen egy M3 spin sokaságnak N2 részfelülete, melynek
Arf-invariánsa 0 és A és B legyen két transzverzális teljes görberendszer N2-
n. Ekkor létezik n ∈ N, és C0, . . . , Cn teljes görberendszerek, hogy C0 = A,
Cn = B és minden 1 ≤ j ≤ n esetén Cj−1 és Cj duális.

Bizonyítás. Legyenek a ⊂ A és b ⊂ B tetsz®leges komponensek. A 4.2.15
lemma miatt nyilván elég találni c0, . . . , cn lényeges görbéket úgy, hogy c0 = a,
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cn = b és minden 1 ≤ j ≤ n esetén cj−1 és cj duális. |a ∩ b| = 1 esetén eleve
készen vagyunk, ezért csak a többi esettel foglalkozunk.

Állítás. Ha |a∩ b| = 0, akkor van a-ra és b-re is duális lényeges görbe N2-n.

Bizonyítás. a mentén átépítve a felületet, két lehetséges esetet kapunk.

I. Tegyük fel, hogy b szeparálja χ(N2, a)-t.

Ekkor az átépítésben ragasztott D2×S0 két komponense különböz® olda-
lán van b-nek, így bármely p ∈ D2-re létezik (p,−1)-et (p, 1)-gyel összeköt®
γ út χ(N2, a)-n, amely képe egy pontban metszi b-t. Ekkor viszont N2-n
nyilván kiegészíthet® γ egy a-t is egy pontban metsz® körré.

II. Tegyük fel, hogy b nem szeparálja χ(N2, a)-t.

Ekkor χ(χ(N2, a), b)-n tetsz®leges p ∈ D2-re és i = ±1-re létezik γi út,
amely az a-nál és a b-nél ragasztott D2 × {i}-k (p, i) pontjait köti össze, és
ezek választhatók úgy, hogy γ1∩γ−1 = ∅. Ekkor N2-n kiegészíthetjük ezeket
egy a-t és b-t is egy-egy pontban metsz® görbévé.

Látható, hogy mindkét esetben a kapott görbe nemszeparáló, de az még
lehet, hogy nem spin. Tehát tegyük most fel, hogy egy a-val és b-vel is duális
c ⊂ N2 görbére δ(c) = 1. Ekkor a 3.4.6 lemmabeli konstrukcióval a-ból és
c-b®l kapott görbére (amely (a + c)-vel homológ, ezért így is jelöljük majd)
már teljesül, hogy δ(a + c) = 0 és N2 irányíthatósága miatt a egy normál-
vektormez®jének irányába elmozgatva |(a+ c) ∩ a| = 1 lesz. Tehát a+ c egy
keresett lényeges görbe. �

|a ∩ b| ≥ 2 esetén alkalmazhatunk teljes indukciót |a ∩ b|-re, emiatt elég
belátnunk a következ® állítást.

Állítás. Ha |a∩b| ≥ 2, akkor létezik c lényeges görbe, amelyre |a∩c|, |c∩b| <
|a ∩ b|.

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy rögzítve a és b egy-egy irányítását, minden
p ∈ a ∩ b pontban adódik TpN2 egy irányítása.

I. Tegyük fel, hogy valami p, q ∈ a ∩ b pontokra ugyanaz az irányítás.

Legyenek az ezek által kimetszett ívek α1, α2 ⊂ a és β1, β2 ⊂ b (α1-en
illetve β1-en p, q ilyen sorrendben szerepel).

Azonosítsuk p és q egy-egy környezetét R2-vel, ahol az a és b görbék ide
es® részei mer®leges egyenesek. Ekkor β1 egy cs®szer¶ környezetében legyen
u a végpontokon a által adott iránynak megfelel® normálvektormez®, ezzel
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mozgassuk el β1-et a környezet határába, és legyen β′1 := β1 +u az így kapott
ív. Vegyük most a egy cs®szer¶ környezete határának azt a komponensét,
amelyet a p, q pontokban b irányával ellentétes v vektormez® ad meg, és
legyen ez a görbe a′ := a+ v.

Ekkor β′1 belemetsz a′-be a q+u(q)+v(q) pontban. Legyen α′2 az az innen
a irányítása szerint induló ív a′-n, amely végpontja p + v(p), majd legyen γ
egy a-t és b-t csak a végpontjaiban metsz® út p+v(p) és p+u(p) között. Ekkor
c := β′1∪α′2∪γ ∼ S1 egy olyan görbe N2-n, hogy |a∩c| = |a∩β1|−1 < |a∩b|
és |c ∩ b| = |α2 ∩ b| − 1 < |a ∩ b|.

Ha c′ az a görbe, amelyet ehhez hasonlóan kapunk a −u és v vektorme-
z®kkel és az a′-n fordított irányítás szerint haladva, akkor ugyanez igaz c′-re
is. Látható, hogy c∩ c′ = {p+ v(p)}, ezért c és c′ egyike sem lehet szeparáló,
valamint a ∼ (c+ c′), ezért

0 = δ(a) = δ(c+ c′) = δ(c) + δ(c′) + (c|c′) = δ(c) + δ(c′) + 1,

így az egyikük lényeges is. Ilyet akartunk találni.

II. Tegyük fel, hogy a ∩ b minden pontjában különböz® az irányítás.

Ekkor nyilván |a ∩ b| = 2. Legyenek a metszéspontok p, q és kimetszett
ívek α1, α2 ⊂ a és β1, β2 ⊂ b, ahogy el®bb.

(i) Tegyük fel, hogy valami i, j = 1, 2 esetén (αi ∪ βj) ∼ 0.

Ekkor nyilván δ(αi ∪ βj) = 0, ezért

0 = δ(a) = δ((αi∪βj)+(α3−i∪βj)) = δ(αi∪βj)+ δ(α3−i∪βj) = δ(α3−i∪βj)

és α3−i∪βj nem szeparáló görbe, különban a is az lenne. Mivel βj végpontjain
különböz® az irányítás, ezért α3−i ∪ βj-t a megfelel® normálirányban eltolva
egy cs®szer¶ környezet határába, olyan c görbét kapunk, amely diszjunkt
a-tól és b-t®l is és spin.

(ii) Tegyük fel, hogy minden i, j = 1, 2 esetén (αi ∪ βj) 6∼ 0.

Ekkor c1 := α1 ∪ β1 és c2 := α2 ∪ β2 (ahol ezt most is úgy értjük, hogy
a ∩ b körül a 3.4.6 lemma konstrukcióját alkalmazzuk) diszjunkt nemnullho-
mológ görbék, ezért ugyanúgy, ahogy az els® állítás bizonyításában tettük,
találhatunk egy olyan c nemszeparáló görbét, amely mindkett®t egy pontban
metszi. Nyilván választhatjuk c-t úgy is, hogy ez a két metszés p egy koor-
dinátakörnyezetében legyen, ahol a és b ide es® részei rendre az x = 0 és az
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y = 0 egyenesek, c pedig az x = y egyenes. Ha δ(c) = 0, akkor ezzel kész
vagyunk, ha pedig δ(c) 6= 0, akkor c′ := a + c (az a megfelel® normálirány-
ba történ® eltolásával és a 3.4.6 lemmabeli konstrukcióval) már spin lesz és
szintén egy-egy pontban metszi a-t és b-t. �

Most már minden esetben bizonyítottuk az állítást. �

4.2.18. De�níció. Heegaard-diagramnak nevezünk egy (Fg, A,B) hármast,
ahol A és B teljes görberendszerek Fg-n. Az ehhez tartozó (Fg)A,B háromdi-
menziós sokaságot úgy kapjuk, hogy Fg×I-hez ragasztunk g 2-fület Fg×{0}-
nál A mentén és még g-t Fg×{1}-nél B mentén, ezután az S2tS2-vel homeo-
morf peremet két D3 ragasztásával elt¶ntetjük. Ekkor bármely (Fg)A,B-vel
homeomorf sokaság Heegaard-diagramjának hívjuk (Fg, A,B)-t.

4.2.19. Megjegyzés. Ismert, hogy minden háromdimenziós kompakt soka-
ságnak van Heegaard-diagramja.

4.2.20. Lemma. Legyen egy M3 spin sokaságnak (N2, A,B) egy Heegaard-
diagramja és legyen C ⊂ N2 × {1

2
} ⊂ N2

A,B ≡ M3 egy harmadik teljes gör-
berendszer. Ekkor ha χ(M3, C)-t kapjuk az M3-ból C komponensei mentén
átépítve, akkor

χ(M3, C) ∼ N2
A,C#N2

C,B.

Bizonyítás. Legyen C =
g⋃
j=1

cj és T :=
g⋃
j=1

Tj, ahol 1 ≤ j ≤ g esetén

cj ∼ S1, és ennek a többit®l diszjunkt cs®szer¶ környezete Tj ∼ S1 × D2.
Ekkor a Tj ≡ S1 × D2 → D2 × S1 természetes homeomor�zmusok szerint
ragasztva

χ(M3, C) ∼ (N2
A,B \ T ) ∪

∂
g(D2 × S1).

Legyen M− és M+ a két komponense M3 \ (N2 × {1
2
})-nek (úgy, hogy

N2×{0} ⊂M−), és M− := M3 \M+ és M+ := M3 \M−. Ekkor D2× S1 =
(D2 × S1

+) ∪ (D2 × S1
−), ezért egy cj mentén az átépítés megfelel ezen két

D2 × D1 ragasztásának M− \ T -hez illetve M+ \ T -hez. Így ezeket rendre
M ′
−-vel illetve M

′
+-vel jelölve M

′
− ∼ N2

A,C \ i1(D3) és M ′
+ ∼ N2

C,B \ i2(D3)
valami i1, i2 beágyazásokra. Tehát

χ(M3, C) ∼M ′
− ∪

∂
M ′

+ ∼ (N2
A,C \ i1(D3)) ∪

∂
(N2

C,B \ i2(D3)) ∼ N2
A,C#N2

C,B,

és ezt akartuk belátni. �
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4.2.21. Tétel. Ωspin
3 ' 0.

Bizonyítás. Legyen M3 tetsz®leges háromdimenziós spin sokaság. A bizo-
nyítás teljes indukció lesz M3 Heegaard-génuszára, azaz a minimális g ∈ N
számra, hogy M3 ∼ (Fg)A,B.

Ha g = 0, akkor készen vagyunk, hiszen ekkor M3 ∼ S3 = ∂D4, amelyre
kiterjeszthet® a spin struktúra, így [M3] = 0. Tegyük most fel, hogy minden
0 ≤ j < g esetén j-Heegaard-génuszú sokaságok nullkobordizmusát tudjuk
és valami N2 ∼ Fg-re (N2, A,B) Heegaard-diagramja M3-nak.

Ekkor mivel N2
A,B konstrukciójában egy spin struktúrát kiterjeszt® átépí-

tést végeztünk N2-n, ezért az Arf-invariánsa 0. A 4.2.17 lemmában leírtak
szerint vegyünk egy C0, . . . , Cn sorozatát teljes görberendszereknek (A és B
feltehet® transzverzálisnak). Alkalmazva a 4.2.20 lemmát és a 4.2.7 állítást
ezekre sorban, kapjuk, hogy

M3 sp∼
n

#
j=1

N2
Cj−1,Cj

sp∼
n∐
j=1

N2
Cj−1,Cj

.

Tetsz®leges 1 ≤ j ≤ n esetén megadható N2
Cj−1,Cj

-n egy olyan Morse-
függvény, amelyN2×I ⊂ N2

Cj−1,Cj
-n a vetítés I-re, azN2×{0}-hoz ragasztott

g 2-fülön és az ezekhez ragasztottD3-on negatív és az N2×{1}-hez ragasztott
g 2-fülön és az ezekhez ragasztott D3-on 1-nél nagyobb. Ekkor a [7] könyv
5.4. tétele szerint a Cj−1-ben és Cj-ben duális görbék kioltják egymást, így
N2
Cj−1,Cj

Heegaard-génusza kisebb mint g. Az indukciós feltevés szerint így

minden 1 ≤ j ≤ n esetén N2
Cj−1,Cj

sp∼∅, így M3 sp∼∅. �

4.3. Egy epimor�zmus πS(3)-ra

4.3.1. De�níció. Ha n ∈ N+, k ∈ N, és Mn+k egy egyszeresen összefügg®
(n+ k)-dimenziós sokaság, akkor az f : Sn #Mn+k alakú immerziók regulá-
ris homotópiaosztályainak csoportja Imm[Sn;Mn+k], ahol az f osztályát [f ]
jelöli és a m¶velet annyiban tér el az 1.1.8 de�nícióban leírttól, hogy a γ út
helyett ennek egy kis cs®szer¶ környezete mentén immertáljuk az Sn#Sn-et
összefügg®vé tev® 1-fület.

4.3.2. Állítás. Minden f : S3 # R5 immerzió homotópia (és így kobordiz-
mus) erejéig egyértelm¶en tüskézhet®.
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Bizonyítás. Legyen a standardan R4 ⊂ R5-be ágyazott S3-nak

S : S3 → R5×2; p 7→ (p, e5)

a standard tüskézése. S3-nak és f(S3)-nak létezik cs®szer¶ környezete (utób-
binak az önmetszései körül csak lokálisan, de ez most nem számít), és ezek
azonosíthatók a normálnyalábokkal, így S átvihet® a di�erenciállal f egy
S ′ tüskézésévé. Mivel SO(2) ∼ S1, így π3(SO(2)) ' 0, ezért f tetsz®leges
U tüskézésére nullhomotóp az a leképezés S3-ról SO(2)-be, amely minden
pontban az S ′-r®l U -ra való áttérés mátrixa, tehát S ′ ∼= U . �

4.3.3. De�níció. Legyen

J : Imm[S3;R5]→ Immfr(3, 2) ' πS(3),

amely egy f immerzió reguláris homotópiaosztályához ennek kobordizmus-
osztályát rendeli a hozzá tartozó egyértelm¶ tüskézéssel.

4.3.4. Megjegyzés. J nyilvánvalóan jól de�niált és homomor�zmus.

A J homomor�zmus jellemzésére a háromdimenziós spin sokaságok null-
kobordizmusát fogjuk felhasználni. De ehhez el®bb az érint®nyaláb egy tu-
lajdonságára van szükség.

4.3.5. De�níció. Legyen X egy topologikus tér, és minden n ∈ N esetén
legyen εn a triviális (azaz X × Rn-nel izomorf) vektornyaláb rajta. Egy ξk

k-dimenziós vektornyaláb stabilan triviális, ha létezik olyan n ∈ N, hogy
ξk ⊕ εn ' εn+k, ahol ez a �brumonkénti direkt összeget és izomor�zmust
jelenti folytonos (vagy ha értelmes, sima) leképezés által indukálva.

4.3.6. Lemma. Legyen n, k ∈ N, és ξk legyen egy X n-dimenziós véges CW-
komplexuson egy stabilan triviális k-dimenziós vektornyaláb. Ha k ≥ n, akkor
ξk ⊕ ε1 ' εk+1.

Bizonyítás. Legyen m ∈ N olyan, hogy ξk ⊕ εm ' εk+m, és tegyük fel,
hogy m ≥ 2. Alkalmazhatunk teljes indukciót m-re, ezért elég belátnunk,
hogy ξk ⊕ εm−1 ' εk+m−1. Ehhez pedig elég azt bizonyítanunk, hogy ha ζ és
ζ ′ olyan r-dimenziós vektornyalábok X fölött, hogy ζ⊕ ε1 ' ζ ′⊕ ε1 és r > n,
akkor ζ ' ζ ′.

Legyen ζ és ζ ′ projekciója rendre p és p′, totális tere rendre E és E ′, így
ζ ⊕ ε1-é és ζ ′ ⊕ ε1-é rendre E × R1 és E ′ × R1, és legyenek π : E × R1 → E
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és π′ : E ′ × R1 → E ′ a természetes vetítések. Legyen minden x ∈ X esetén
az x-feletti Ex × R1 és E ′x × R1 �brumokban R1-et generáló egységvektorok
rendre ex és e′x (ahol ezek folytonosan függnek x-t®l) és jelölje τ a ζ ⊕ ε1

és ζ ′ ⊕ ε1 izomor�áját indukáló homeomor�zmust. Mivel X kompakt, ezért
létezik olyan véges �nomítása a cellafelbontásának, hogy minden C ⊂ X
cellára ζ|C ' ζ ′|C ' εr|C . Mostantól tegyük fel, hogy az eredeti is már ilyen
volt.

Az lesz a célunk, hogy találjunk egy olyan i : E ↪→ E × R1 beágyazást,
amely �brumonként lineáris és π′ ◦ τ ◦ i a keresett izomor�zmust adja. Azaz
az alábbi kommutatív diagramban szaggatottal jelzett nyilat keressük:

E × R1 τ //

π

��

E ′ × R1

π′

��
E

i

CC

p

&&
E ′p′

xx
X

De�niálni fogjuk egy szelését ζ⊕ε1 gömbnyalábjának, de ehhez el®bb kell
a következ® észrevétel az Ax := τ−1|E′x×R1 (x ∈ X) jelölés bevezetésével.

Állítás. Feltehet®, hogy minden x ∈ X-re ex 6= −Ax(e′x).

Bizonyítás. Mivel r > n, ezért a cellák dimenziójára vonatkozó indukcióval
belátható, hogy ζ ′ gömbnyalábjának van egy

e′′ : X → S(ζ ′); x 7→ e′′x

szelése a következ®képpen: Minden {x} ⊂ X 0-dimenziós cellára de�niál-
hatjuk e′′x-et tetsz®leges módon, és ha valami 1 ≤ j ≤ n esetén minden
j-nél alacsonyabb dimenziós cellára e′′ már de�niált, akkor legyen C ⊂ X
tetsz®leges j-dimenziós cella. Itt a (p′)−1(C) ≡ C × Rr azonosítás megte-
het®, ebben pedig azonosíthatjuk az {x} × Sr−1-eket minden x ∈ C-re, így
e′′|∂C : ∂C → Sr−1 egy legfeljebb (n − 1)-dimenziós gömb leképezése, tehát
Sr−1 (n − 1)-szeres összefügg®sége miatt kiterjed C-re. Ezzel tehát az egész
X-re is kiterjesztettük e′′-t.

Ebb®l következik, hogy ζ ' η⊕ ε1 valami η vektornyalábra, ahol minden
x ∈ X-re a triviális nyaláb generátora e′′x.

Cseréljük le τ -t arra a homeomor�zmusra, amelyet úgy kapunk, hogy
{x ∈ X | ex = −Ax(e′x)} egy kis környezetében minden x-szerinti �brumon
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kompnáljuk τ -t egy kis szög¶ forgatással e′′x-nek az E ′x-beli ortogonális kiegé-
szít®je körül. Ez szintén a nyalábok izomor�zmusát indukálja és az állítás
igaz rá. �

Legyen minden x ∈ X esetén

s(x) :=
ex + Ax(e

′
x)

‖ex + Ax(e′x)‖
∈ Sr ⊂ Ex × R1.

Tetsz®leges x ∈ X esetén ekkor, s(x)-nek az Ex × R1-beli ortogonális kiegé-
szít®jét Sx-szel jelölve, π|Sx és π

′◦τ |Sx is szürjektív, így lineáris izomor�zmus.
Így tehát az i|Ex := (π|Sx)−1 (x ∈ X) módon de�niált i beágyazásra π′ ◦ τ ◦ i
izomor�zmust ad ζ és ζ ′ között. �

4.3.7. Tétel. A J homomor�zmus epi.

Bizonyítás. Legyen (M3,U ) tetsz®leges tüskézett sokaság Rn+3-ban, ahol
n ∈ N valami kés®bb meghatározott nagy szám.

Ekkor N(M3 ⊂ Rn+3) trivializációja TM3 egy stabil trivializációját adja
meg, tehát ugyanez igaz, ha sk2M

3-ra szorítkozunk. Viszont M3 irányítha-
tósága miatt minden kétdimenziós irányítható részsokaságának az M3-beli
normálnyalábja triviális vonalnyaláb, így az el®z® lemma szerint TM3|sk2M3

már triviális, azaz M3 spin.
Legyen S az M3 spin struktúrája és legyen a 4.2.21 tétel szerint léte-

z® (W 4,T ) egy spin sokaság, amelynek (M3,S ) pereme. Ha n ≥ 5, akkor
Whitney tétele ([7], 6.12. lemma) szerint létezik egy i : W 4 ↪→ Rn+4 beágya-
zás és ekkor mivel n + 4 ≥ 9, ezért az 1.3.5 lemma miatt i|M3 izotóp M3

természetes beágyazásával. Ekkor viszont a [4] könyv 8. fejezetének 1.5. té-
tele szerint létezik olyan beágyazása is W 4-nek, amely határa az eredetileg
beágyazott M3.

Vegyük észre, hogy a spin struktúrákra elmondottak ugyanúgy igazak
a normálnyaláb trivializációjára is, ezért létezik W 4 2-vázának egy T ′ tüs-
kézése, amely U |sk2M3×Rn kiterjesztése. Ekkor W 4 minden háromdimenziós
szimplexének a határa S2-vel homeomorf és T illetve T ′ megszorításai pon-
tonként 4 illetve n független vektor rajta. Mivel π2(SO(4)) ' π2(SO(n)) ' 0
(a 3.2.1 lemma szerint), ezért ezek kiterjednek a határolt golyó belsejére, így
T és T ′ kiterjed a 3-vázra. Vegyük sk3W

4 egy olyan U környezetét, amely-
nek deformációs retraktuma, és terjesszük ki erre is T -t és T ′-t (nyilván ez
is megtehet®).
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Ekkor W 4 \ U =
k∐
j=1

Dj, ahol minden 1 ≤ j ≤ k esetén Dj ∼ D4. Legyen

(M3)′ :=
k⋃
j=1

∂Dj, és U ′ := T ′|(M3)′×Rn . Ekkor (M3,U ) fr∼((M3)′,U ′), hiszen

(W 4)′ := U beágyazható Rn+3 × I-be úgy, hogy M3 ⊂ Rn+3 × {0}, (M3)′ ⊂
Rn+3×{1} ugyanúgy, ahogy az 1.3.6 tétel bizonyításának második lépésében
tettük, s®t, ha n ≥ 7, akkor az 1.3.5 és 1.3.4 lemmák szerint megfelel® tüskézés
is adódik rajta, amellyel (W 4)′ egy tüskézett kobordizmus lesz.

((M3)′,U ′)-t a 4.1.1 lemma szerint vetítve R5-be, néhány S3 gömb tüské-
zett immerzióját kapjuk, amely ugyanazt a πS(3)-beli elemet reprezentálja,
mint (M3,U ). Viszont triviális, hogy ez már J képének egy elemét reprezen-
tálja, tehát J valóban szürjektív. �

4.3.8. Állítás. Imm[S3;R5] ' π3(SO(5)).

Bizonyítás. Ha n ≥ 6, akkor a p : SO(n)
SO(n−1)−−−−−→ Sn−1 �brálás homotopi-

kus egzakt sorozatának

0 ' π4(Sn−1)→ π3(SO(n− 1))→ π3(SO(n))→ π3(Sn−1) ' 0

részlete egy π3(SO(n − 1)) ' π3(SO(n)) izomor�zmust ad meg, emiatt
elég egy nagy n ∈ N esetén igazolnunk a kívánt izomor�zmust. Tetsz®le-
ges f : S3 # R5 immerzióhoz a 4.3.7 tétel (illetve annak bizonyítása) szerint
találhatunk egy tüskézett gömböt Rn+3-ban, amely ugyanazt az Embfr(3, n)-
beli elemet reprezentálja. Ezzel egy

Sm: Imm[S3;R5]→ π3(SO(n))

leképezést kapunk úgy, hogy pontonként a standard tüskézésr®l az adottra
való áttérés mátrixát vesszük. Ez nyilván jól de�niált homomor�zmus, és
láthatóan mono.

Ugyanezt visszafele is eljátszhatjuk, hiszen π3(SO(n)) minden eleme rep-
rezentálható egy Rn+3-beli tüskézett S3-mal, így a 4.1.1 lemma szerint ezeket
levetíthetjük R5-be immerzióként. Ez azért lesz jól de�niált, mert ha valami
f, g : S3 → SO(n) esetén f ∼= g, akkor a homotópia közöttük reprezentálható
S3 × I ⊂ Rn+3 × I egy tüskézésével, és erre szintén alkalmazva a 4.1.1 lem-
mát, reguláris homotópiát kapunk az f és g által meghatározott immerziók
között. Így tehát Sm epi is. �

Most (mivel sajnos elemi bizonyítást nem ismerek rá) bizonyítás nélkül
felhasználjuk, hogy n ≥ 5 esetén π3(SO(n)) ' Z ([8], 142. o.).
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4.3.9. Következmény. Létezik egy Z� πS(3) epimor�zmus, így πS(3) cik-
likus.

4.4. πS(3) kiszámolása

Ahhoz, hogy a πS(3)-ra vonatkozó eddigi becsléseinket szigorítsuk, a [6] és
[3] könyvek alapján karakterisztikus osztályokat fogunk használni.

4.4.1. De�níció. Legyen n ∈ N, M4n egy 4n-dimenziós irányított kompakt
sokaság, és a komponensei M1, . . . ,Mk. Legyen tetsz®leges 1 ≤ j ≤ k esetén
[Mj] := 1 ∈ H4n(M4n) ≡ Z (ahol ez az azonosítás a Poincaré-dualitás ([2],
3.30. tétel) miatt létezik), és Mj szignatúrája

σ(Mj) :=
1

3
〈p1(TMj), [Mj]〉 ∈ Z.

M4n szignatúrája σ(M4n) :=
k∑
j=1

σ(Mj).

4.4.2. Megjegyzés. A szignatúrának nem ez a szokásos de�níciója, viszont
nekünk csak ez kell majd és a [6] könyvbeli 19.4. tételb®l következik, hogy ez
is ekvivalens a szokásossal.

4.4.3. De�níció. Tetsz®leges f : S3 # R5 immerzió Smale-invariánsa legyen
Sm(f) := Sm([f ]) ∈ π3(SO(5)) ≡ Z (ahol ez utóbbi de�níciója a 4.3.8 állítás
bizonyításában szerepel).

4.4.4. Lemma. Legyen f : S3 # R5 olyan, hogy J([f ]) = 0 ∈ Immfr(3, 2).
Ha F : W 4 # R6

+ olyan immerzió, amit (megfelel® tüskézéssel) f tüskézetten
határol és W̃ 4 := W 4 ∪

∂
D4, akkor Sm(f) = ±3

2
σ(W̃ 4).

Bizonyítás. Legyen 5 ≤ n ∈ N valami kés®bb meghatározott, és jelölje
Vectn+(S4) az n-dimenziós irányított vektornyalábok izomor�zmusosztályai-
nak halmazát az S4 gömbön.

Bármely [ξ] ∈ Vectn+(S4) esetén az S4-et fed® S4
+ és S4

− félgömbökön
vehetjük ξ egy-egy trivializációját, hiszen a félgömbök pontrahúzhatóak. Így
S4

+ ∩ S4
− = S3-on pontonként az ezek közötti áttérési mátrix egy szferoidja

GL+(n)-nek, így feltehet®, hogy SO(n)-nek. A [3] könyvbeli 1.14. állításból
következik, hogy ezzel a módszerrel egy Φ: π3(SO(n))→ Vectn+(S4) bijekciót
határozhatunk meg. Legyen [ξf ] := Φ(Sm([f ])).
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Legyen
p̃1 : Vectn+(S4)→ Z; [ξ] 7→ 〈p1(ξ), [S4]〉.

Ha Vectn+(S4)-et ellátjuk a Φ által természetes módon meghatározott m¶ve-
lettel, akkor p̃1 homomor�zmus.

Állítás. im p̃1 = 2Z.
Bizonyítás. I. p̃1 csak páros számokat vesz fel.

Legyen [ξ] ∈ Vectn+(S4) tetsz®leges. A p : SO(5)
SO(4)−−−→ S4 �brálás homo-

topikus egzakt sorozatának

π3(SO(4))→ π3(SO(5))→ π3(S4) ' 0

részlete szerint SO(4) természetes beágyazása epimor�zmust ad π3(SO(5)) '
π3(SO(n))-re, tehát itt a ξ trivializációi közötti áttérések homotópia erejéig
SO(4)-b®l kapott transzformációk. Így tehát Φ konstrukciója szerint ξ-t egy
g : S3 → SO(4) szferoid határozza meg.

Tudjuk, hogy minden A ∈ SO(4) felírható Au,v alakban valami egység
hosszú u, v ∈ H-ra, ahol Au,vx := u−1xv (x ∈ H ≡ R4). Így kapunk egy

q : S3 × S3 2−→ SO(4); (u, v) 7→ Au,v

univerzális fedést, ezért g felemelhet® ide egy g̃ szferoidként. Tegyük fel, hogy
n páros, és válasszunk egy-egy komplex struktúrát (azaz egy-egy i-vel való
szorzás m¶veletet) ξ|S4

+
-on és ξ|S4

−
-on. Látható, hogy g̃ és q meg®rzi ezt a

m¶veletet, így ezzel ξ egy komplex nyaláb lett.
Ekkor p1(ξ) = −c2(ξ ⊗ C) = −c2(ξ ⊕ ξ) = −2c2(ξ) a [6] könyvbeli 15.5.

következmény szerint, ugyanis c1(ξ) ∈ H2(S4) ' 0, tehát c1(ξ) elt¶nik. Így
p̃1([ξ]) páros.

II. p̃1 felveszi ±2-t.

Legyen γ1
H := N(HP 1 ⊂ HP 2) ⊕ εn−4, ahol HP 1 ≡ S4 (egyébként ez

a G1(H∞) Grassmann-sokaságon az univerzális vonalnyalábnak felel meg).
Ekkor p1(γ1

H) = −2c2(γ1
H) = −2c2(N(HP 1 ⊂ HP 2)) = −2e(N(HP 1 ⊂ HP 2))

a [3] 3.13. állításának (c) pontja szerint.
Az Euler-osztálynak az [1] 27. oldalán szerepl® de�nícióját alkalmazzuk,

hogy egy a 0-szelésre transzverzális szelésnek a 0-szeléssel vett metszetének
Poincaré-duálisa. Eszerint tehát e(N(HP 1 ⊂ HP 2)) két HP 2-beli HP 1 egye-
nes metszetének a duálisa, amely egy pont. Így e(N(HP 1 ⊂ HP 2)) ∈ Hn(Sn)
egy generátor, és 〈p1(γ1

H), [S4]〉 = −2〈e(N(HP 1 ⊂ HP 2)), [S4]〉 = ±2. �
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Ekkor tehát p̃1 ◦ Φ: Z → Z a ±2-vel való szorzás, amib®l következik,
hogy mivel Sm: Z → Z (a megfelel® azonosítással) egy izomor�zmus, ezért
±2 Sm(f) = 〈p1(ξf ), [S

4]〉.
Tegyük fel, hogy S3 ⊂ Rn+3 és W 4 ⊂ Rn+4

+ úgy, hogy a 4.1.3 követ-
kezmény (illetve annak bizonyítása) szerint f -et és F -et kapjuk a megfelel®
tüskézésekkel (S3,U ) és (W 4,V ) levetítésével. Tegyük fel, hogy n ≥ 6, és S3

természetes módon van R4 ⊂ Rn+3-ba ágyazva (ezt az 1.3.5 és 1.3.4 lemmák
szerint megtehetjük), és legyen S4

− ⊂ Rn+4
− természetes módon. Így tehát egy

W̃ 4 = W 4 ∪ S4
− ⊂ Rn+4 beágyazást kaptunk.

Legyen az egyszer¶ség kedvéért most τ := TW̃ 4 és ν := N(W̃ 4 ⊂ Rn+4).

Állítás. 〈p1(ξf ), [S
4]〉 = 〈p1(ν), [W̃ 4]〉.

Bizonyítás. Legyen U ⊂ W 4 olyan, hogy a [7] könyv 3.5. következménye
szerint van egy τ : U → S3 × [0, 1) di�eomor�zmus. Azonosítsuk S4

+-t és
(S3 × I)/(S3 × {1})-et (az azonosítást jelöljük a-val), és legyen

g : W̃ 4 → S4; p 7→


a(S3 × {1}), ha p ∈ W 4 \ U
a(τ(p)), ha p ∈ U
p, ha p ∈ S4

−

.

Ekkor ha S4
− standard tüskézése S , akkor S3-on az S |S3-ról V |S3-ra

való áttérés ugyanaz, mint ξf konstrukciójában az S4
−- és S

4
+-feletti trivali-

zációk közötti áttérés, ezért g∗ξf = ν (ahol g∗ a nyaláb g-vel való visszahú-
zását jelenti). Így a [3] könyv 3.2. tételének (a) pontjából következik, hogy
〈p1(ν), [W̃ 4]〉 = 〈p1(g∗ξf ), [W̃

4]〉 = 〈g∗(p1(ξf )), [W̃
4]〉 = 〈p1(ξf ), g∗([W̃

4])〉 =
〈p1(ξf ), [S

4]〉. �
Mivel τ⊕ν ' εn+4, ezért a [6] könyvbeli 15.3. tétel miatt 0 = 2p1(εn+4) =

2p1(τ ⊕ ν) = 2p1(τ) + 2p1(ν), így 2p1(τ) = −2p1(ν). Tehát 6σ(W̃ 4) =
2〈p1(τ), [W̃ 4]〉 = −2〈p1(ν), [W̃ 4]〉 = −2〈p1(ξf ), [S

4]〉 = ±4 Sm(f), és ezt akar-
tuk bizonyítani. �

4.4.5. Lemma. A K3 := {[z0 : z1 : z2 : z3] ∈ CP 3 | z4
0 + z4

1 + z4
2 + z4

3 = 0}
felületre teljesül, hogy

(1) egy i : D4 ↪→ K3 beágyazással K3 \ i(D4) immertálható R5-be.

(2) σ(K3) = −16.

4.4.6. Megjegyzés. A következ® bizonyítás nagyrészt az [1] könyvb®l szár-
mazik (21�22. o.).
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Bizonyítás. El®ször kiszámoljuk K3 Chern-osztályait. ϕ ∈ H2(CP 3) le-
gyen az a generátor, amelyre a [6] 14.10. tétele szerint (1 + ϕ)4 = c(TCP 3),
és a j : K3 ↪→ CP 3 természetes beágyazással ψ := j∗(ϕ) ∈ H2(K3). Legyen
τ := TK3 és ν := N(K3 ⊂ CP 3).

A Whitney-szorzatformula ([3], 3.2. tétel (c)) szerint

(1 + ψ)4 = c(TCP 3|K3) = c(τ) ` c(ν) = (1 + c1(τ) + c2(τ)) ` (1 + c1(ν)),

tehát elég c1(ν) = e(ν)-t kiszámolni. Egy 0-szelésre transzverzális szelés képe
legyen K3′, amit szintén egy homogén polinom ad meg (ilyen lehet például
{[z0 : z1 : z2 : z3] ∈ CP 3 | 2z4

0 + z4
1 + z4

2 + z4
3 = 0}).

Ha d ∈ N, és F1, F2 két CP 3-beli d-edrend¶ felület, akkor az ezek által
reprezentált homológiaosztályok megegyeznek, hiszen a d-edrend¶ felületek
bijekcióban állnak a nemnulla homogén d-edfokú polinomok ekvivalenciaosz-
tályaival, ahol két polinom ekvivalens, ha az egyik skalárszorosa a másiknak,
ezek pedig nyilván egy komplex projektív teret alkotnak. Tehát egy az F1-
nek és F2-nek itt megfelel® pontokat összeköt® út egy átdeformálása F1-nek
F2-be.

Emiatt [K3′] = [{[z0 : z1 : z2 : z3] ∈ CP 3 | z0z1z2z3 = 0}] ∈ H4(CP 3)
és ugyanemiatt [{[z0 : z1 : z2 : z3] ∈ CP 3 | zj = 0}] = [CP 2] minden
j ∈ {0, 1, 2, 3}-ra. Ezért [K3′] = 4[CP 2] ∈ H4(CP 3), ígyDX-szel jelölve azX-
beli Poincaré-duálist (tetsz®leges X sokaságban), e(ν) = DK3([K3∩K3′]) =
DK3(4[K3 ∩ CP 2]). Mivel DCP 3([CP 2]) = ϕ, ezért DK3([K3 ∩ CP 2]) =
j∗(DCP 3([CP 2])) = ψ, tehát c1(ν) = 4ψ.

Tehát mivel n ≥ 3 esetén ψn ∈ H2n(K3) ' 0, ezért

1 + c1(τ) + c2(τ) = (1 + ψ)4 ` (1 + 4ψ)−1 =

= (1 + 4ψ + 6ψ2) ` (1− 4ψ + 16ψ2) = 1 + 6ψ2,

így c1(τ) = 0 és c2(τ) = 6ψ2.

(1) bizonyítása:

A [3] 3.8. állítása szerint w2(τ) ≡ c1(τ) = 0 (mod 2), ami azt jelenti, hogy
K3 spin. Ha S egy spin struktúrája (azaz τ |sk2K3 trivializációja), akkor
mivel a 3.2.1 lemma miatt π2(SO(4)) ' 0, ezért S kiterjed a 3-vázra is,
onnan pedig egy U környezetre, amelynek sk3K3 deformációs retraktuma.
Ekkor K3 \ U véges sok D4 golyó, így ha vesszük ezek középpontjainak egy
feszít®fáját K3-on, akkor ennek egy kis zárt környezetének a golyókkal vett
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uniója is D4-gyel di�eomorf. Legyen tehát ez az unió i(D4). Ekkor τ |K3\i(D4)-
nek van egy T trivializációja.

Tehát a TR5 ≡ R5 × R5 és R4 ≡ R4 × {0} ⊂ R5 azonosításokkal

Φ: (K3 \ i(D4))× R4 → TR5; (p, q) 7→ (0, q)

olyan, hogy Φ ◦ T −1 vektornyalábmonomor�zmus, így a Smale�Hirsch-tétel
([13], 2.2. tétel) szerint létezik egy K3 \ i(D4)# R5 immerzió.

(2) bizonyítása:

Azt szeretnénk belátni, hogy 〈p1(τ), [K3]〉 = −48. Itt a [6] könyvbeli 15.5.
következmény szerint p1(τ) = −c2(τ ⊕ τ) = −2c2(τ) = −12ψ2. Erre pedig

〈ψ2, [K3]〉 = 〈(j∗(ϕ))2, [K3]〉 =

= 〈ϕ2, j∗([K3])〉 = 〈ϕ2, [CP 3] a DCP 3(j∗([K3]))〉

a Poincaré-duális de�níciója szerint, és

〈ϕ2, [CP 3] a DCP 3(j∗([K3]))〉 = 〈ϕ2 ` DCP 3(j∗([K3])), [CP 3]〉 =

= 〈ϕ2 ` 4ϕ, [CP 3]〉 = 4〈ϕ3, [CP 3]〉 = 4.

Tehát 〈p1(τ), [K3]〉 = −12 · 4 = −48. �

4.4.7. Tétel. πS(3) ' Z24.

Bizonyítás. A 4.4.4 lemmából és a 4.3.8 állításból következik, hogy az
összes immertált S3-at határoló R6

+-beli sokaság szignatúráinak 3
2
-szeresei

éppen a ker J ⊂ Imm[S3;R5] ≡ Z részcsoportot alkotják. Tehát ha σ0 a leg-
kisebb pozitív érték, amit az ilyen nullkobordizmusok szignatúrái felvesznek
(nemsokára látjuk majd, hogy létezik is ilyen), akkor ker J = 3

2
σ0Z ⊂ Z.

Ekkor tehát

πS(3) ' Immfr(3, 2) ' Imm[S3;R5]/ ker J ' Z 3
2
σ0
.

A 4.1.8 tétel szerint létezik egy Z 3
2
σ0
� Z8 epimor�zmus, így 8|3

2
σ0, tehát (a

3-mal való osztahtóság miatt) 24 ≤ 3
2
σ0.

A 4.4.5 lemma (1) pontja szerint f : K3 \ i(D4) # R5 egy irányítható
immertált hiperfelület, ezért a normálnyalábja triviális. Komponálva ezt az
R5 ≡ R5 × {1

2
} ⊂ R6

+ azonosítással, f -nek R6-ban van egy V tüskézése.
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Nyilvánvaló, hogy im f ∪ (f(∂i(D4)) × [0, 1
2
]) ⊂ R6 szintén K3 \ i(D4) egy

leképezésének a képe, és ezt approximálhatjuk egy f ′ sima leképezéssel úgy,
hogy f(∂i(D4)) × {1

2
} egy kis környezetén kívül ne változzon. Feltehetjük,

hogy f ′ is immerzió, amely regulárisan homotóp f -fel, hiszen az immerziók
nyílt halmaz C∞(K3 \ i(D4);R6)-ban. Így létezik f ′-nek egy V ′ tüskézése, és
U := V ′|∂i(D4)×R2 egy R5-beli tüskézése f ′|∂i(D4)-nek.

Így (f ′|∂i(D4),U ) egy tüskézett immertált S3, amelynek tüskézett null-
kobordizmusa K3 \ i(D4), tehát a 4.4.4 lemma és a 4.4.5 lemma (2) pontja
szerint 16 = |σ(K3)| ≥ σ0 ≥ 2

3
· 24 = 16, így itt egyenl®ségek vannak, és

valóban igaz, hogy πS(3) ' Z 3
2
σ0
' Z24. �
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5. A negyedik stabil csoport

Ebben a fejezetben az el®z®ekhez hasonlóan, tüskézett sokaságok segítségével
belátjuk, hogy a gömbök negyedik stabil homotopikus csoportja triviális.

5.1. Egyszeresen összefügg® tüskézett sokaságok

Mivel minden kompakt sokaság véges sok komponensb®l áll, ezért az 1.3.10
tétel szerint elég nagy dimenziós euklideszi térben minden négydimenziós
tüskézett sokaságról (kobordizmus erejéig) feltehet®, hogy összefügg®. Most
az a célunk, hogy belássuk azt, hogy egyszeres összefügg®ség is feltehet®.

5.1.1. Lemma. Legyen 4 ≤ n ∈ N, Mn egy összefügg® n-dimenziós sokaság,
és legyen π1(Mn) = 〈G | R〉, ahol G a generátorokat és R a relációkat jelöli.
Ha az i : S1 × Rn−1 ↪→ Mn beágyazásnál [i|S1×{0}] = g ∈ π1(Mn), akkor
π1(χ(Mn, i)) = 〈G | R, g = 1〉

Bizonyítás. Legyen π1(Mn \ i(S1 × {0})) = 〈G′ | R′〉 és [i|S1×{e1}] = g′ ∈
π1(Mn \ i(S1 × {0})). Ekkor a Van Kampen-tétel szerint

π1(Mn) = π1((Mn \ i(S1 × {0})) ∪ i(S1 × Rn−1)) = 〈G′ | R′, g = g′〉,

tehát mivel i|S1×{0} ∼= i|S1×{e1}, ezért 〈G | R〉 = 〈G′ | R′〉. Szintén a Van
Kampen-tétel miatt

π1(χ(Mn, i)) = π1((Mn \ i(S1 × {0})) ∪ (
◦

D2 × Sn−2)) = 〈G′ | R′, g′ = 1〉,

hiszen
◦

D2 × Sn−2 egyszeresen összefügg®. �

5.1.2. Lemma. Legyen n, k ∈ N, n ≥ 4, k ≥ n + 4, (Mn,U ) egy (csak
tüskézett kobordizmus erejéig meghatározott) tüskézett n-dimenziós sokaság
Rn+k-ban, i : S1 × Rn−1 ↪→ Mn, és U := i(S1 × Dn−1). Ekkor van olyan
j : D2 × Dn−1 ↪→ Rn+k+1 beágyazás, hogy (im j,V ) egy tüskézett peremes
sokaság, j(S1 ×Dn−1) = U , és U |U×Rk = V |U×Rk .

Bizonyítás. A bizonyítás eléggé hasonló lesz az 1.3.10 tételéhez.
Legyen az egyszer¶ség kedvéért S := i(S1 × {0}). Ekkor S-nek az Mn-

beli normálnyalábja i-n keresztül azonosítható S1×Rn−1-gyel, tehát triviális.
Legyen

U ′ : S × Rn−1 → N(S ⊂Mn)
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egy Mn-beli tüskézése ennek a körnek. Ekkor (S, (U ′,U |S)) egy tüskézett
kör Rn+k-ban, amilyenb®l a 2.2.4 tétel szerint kobordizmus erejéig kétféle
van. Eszerint két eset lehetséges.

I. Tegyük fel, hogy (S, (U ′,U |S)) fr∼(∅,∅).

Ekkor ez határol tüskézett félgömböt is, azaz létezik olyan (W 2,W ) tüs-
kézett peremes sokaság Rn+k+1

+ -ban, melyre W 2 ≈ D2 és (∂W 2,W |∂W 2) =
(S, (U ′,U |S)).

Bontsuk fel a W 2 felület tüskézését W = (W 1,W 2) alakban úgy, hogy
im W 1 ⊂ R(n+k+1)×(n−1) az els® n − 1 és im W 2 ⊂ R(n+k+1)×k a többi k
tüske. Mivel W 2 kompakt, ezért létezik egy T cs®szer¶ környezete, és ez
természetes módon azonosítható N(W 2 ⊂ Rn+k+1)-gyel. Ilyen módon kapunk
egy W1 : W 2 ×Rn−1 ↪→ T beágyazást. Legyen τ a di�eomor�zmus D2 és W 2

között, és legyen

j := W1|W 2×Dn−1 ◦ (τ, idDn−1) : D2 ×Dn−1 ↪→ Rn+k+1.

Tüskézett kobordizmus erejéig feltehetjük, hogy i(S1× 2 ·Dn−1)-nél min-
den p ∈ S1-szerinti i({p}×2·Dn−1) �brum valódi golyó, hiszen i(S1×2·Dn−1)
beágyazható ilyen módon Rn+k-ba, ez a beágyazás a [4] könyv 8. fejezetének
1.5. tétele és az 1.3.5 lemma miatt kiterjed Mn egy beágyazásává, amely-
r®l az 1.3.5 és 1.3.4 lemmák szerint feltehet®, hogy az eredeti. Ugyanemiatt
szintén feltehet®, hogy i(S1 × Dn−1) = j(S1 × Dn−1). Feltehet® továbbá,
hogy minden p ∈ S1 esetén U |i({p}×Dn−1)×Rk konstans, ugyanis különben U
helyett azt a tüskézést véve, amely i({p} ×Dn−1)-en azonosan U (i(p, 0)) és
minden t ∈ I-re és q ∈ Dn−1-re i(p, (t+1)q)-ban U (i(p, 2tq)), triviális módon
tüskézetten kobordáns sokaságot kapunk az eredetivel.

Ekkor tehát kiterjeszthetjük a W2 tüskézést j(D2 × {0}) = W 2-r®l az
egész im j-re. Ha ez a kiterjesztés

V : j(D2 ×Dn−1)× Rk → N(j(D2 ×Dn−1) ⊂ Rn+k+1)

(j(p, q), x) 7→ W2(j(p, 0), x),

akkor V |U×Rk = U |U×Rk , és ilyet akartunk találni.

II. Tegyük fel, hogy (S, (U ′,U |S)) 6 fr∼(∅,∅).

Tegyük fel, hogy S ⊂ R2 ⊂ Rn+k standard módon (ezt nyilván megtehet-
jük), és legyen

S : S → R(n+k)×(n+k−1); p 7→ (p, e3, . . . , en+k)
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a standard tüskézése. Ha f : S → SO(n + k − 1) az áttérési mátrix S -r®l
(U ′,U |S)-re és ι : S → SO(n + k − 1) a konstans 1n+k−1 leképezés, akkor
a 2.2.4 tétel bizonyításából kiderül, hogy f � ι.

Legyen g : S → SO(n − 1) egy nemnullhomotóp hurok (azaz [g] = 1 ∈
Z2 ≡ π1(SO(n−1))), és legyen U ′′ := g ·U ′. Ekkor triviális, hogy U ′′ � U ′

és mivel π1(SO(n−1)) ' π1(SO(n+k−1)), ahol ezt a természetes beágyazás
indukálja, ezért

(U ′′,U |S) � (U ′,U |S).

Ha tehát f ′ : S → SO(n+k−1) az áttérési mátrix ezek között, akkor f ′ � f ,
így mivel π1(SO(n+k−1)) ' Z2, ezért f ′ ∼= ι. Ebb®l pedig következik, hogy
(S, (U ′′,U |S)) fr∼(∅,∅), és innen a bizonyítás ugyanúgy fejezhet® be, mint
az els® esetben. �

5.1.3. Tétel. Ha n, k ∈ N, n ≥ 4, k ≥ n + 4, és (Mn,U ) egy tüskézett
n-dimenziós sokaság Rn+k-ban, akkor tüskézetten kobordáns egy egyszeresen
összefügg®vel.

Bizonyítás. A fundamentális csoportnak véges sok generátora van, ezért
elég belátnunk, hogy mindig eggyel csökkenthet® ezek száma. Legyen egy ge-
nerátor reprezentánsa γ : S1 →Mn. Err®l feltehet®, hogy sima, és a Whitney-
tétel ([7], 6.12. lemma) miatt az is, hogy beágyazás. Ekkor im γ-nak létezik
T ≈ S1 × Rn−1 cs®szer¶ környezete Mn-ben, ahol a di�eomor�zmus legyen
i : S1×Rn−1 ↪→Mn. Innen a két lemma és az 1.3.6 tétel szerint elt¶ntethetjük
[γ]-t a generátorok közül. �

5.2. Tüskézések négy dimenzióra és πS(4)

A πS(4) kiszámolásához használt következ® alapvet® tétel egyszer¶ következ-
ménye egy sokkal általánosabb állításnak.

5.2.1. Tétel. Ha n ∈ N, és Mn stabilan parallelizálható kompakt sokaság
(azaz TMn stabilan triviális), akkor Mn irányíthatóan nullkobordáns (azaz
pereme egy irányítható kompakt sokaságnak).

Bizonyítás. Minden 1 ≤ j ≤ n esetén a [3] könyvbeli 3.4. és 3.5. példák
szerint wj(TMn) = wj(TM

n⊕ε1) = wj(ε
n+1) = 0, tehátMn minden Stiefel�

Whitney-száma 0, és ugyanígy minden Pontrjagin-száma 0. Ebb®l pedig a [6]
könyv 217. oldalán szerepl® állítás szerint következik a tétel. �
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5.2.2. Megjegyzés. Minden tüskézett sokaság stabilan parallelizálható, hi-
szen a triviális normálnyalábja az érint®nyalábbal együtt egy euklideszi tér
érint®nyalábjának megszorítása.

Mostantól az lesz a célunk, hogy egy tüskézett sokaságnak az 5.2.1 té-
tel segítségével konstruáljuk egy kobordizmusát S4-gyel, majd ezt tüskézzük,
azután ennek találjuk egy tüskézett nullkobordizmusát. Ahhoz, hogy ezt meg-
tehessük, kell még két segédállítás.

5.2.3. Lemma. Ha n ≥ 2, Mn egy egyszeresen összefügg® n-dimenziós so-
kaság és i : S1 × Rn−1 ↪→Mn, akkor χ(Mn, i) ≈Mn#(S2 × Sn−2).

Bizonyítás. A következ®kben a határ ragasztásánál mindenhol a beágya-
zások kompozícióját vesszük az identitással. Könnyen látható, hogy

χ(Mn, i) ≈ (Mn \ i(S1 ×Dn−1)) ∪
∂

(D2 × Sn−2),

Mn#(S2 × Sn−2) ≈ (Mn \ j1(Dn)) ∪
∂

((S2 × Sn−2) \ j2(Dn))

valami j1 és j2 beágyazásokra. Mivel (D2×Sn−2)∪
∂

(D2×Sn−2) ≈ S2×Sn−2,

ezért elég lesz azt belátnunk, hogy

Mn \ i(S1 ×
◦

Dn−1) ≈ (Mn \ j1(Dn)) ∪
∂

((D2 × Sn−2) \ j3(Dn))

valami j3 beágyazásra, hiszen ekkor mindkett®höz a megfelel® beágyazott
S1 × Sn−2 mentén hozzáragasztva D2 × Sn−2-t, a kívánt di�eomor�zmust
kapjuk.

Mivel Mn egyszeresen összefügg®, ezért bármely két beágyazott kör izo-
tóp, így feltehet®, hogy i(S1×{0}) ⊂ j1(Dn), és a golyó sugarát megfelel®en
kicsire választva az is, hogy i(S1 ×Dn−1) ⊂ j1(Dn). Ekkor

Mn \ i(S1 ×
◦

Dn−1) ≈ (Mn \ j1(Dn)) ∪
∂

(j1(Dn) \ i(S1 ×
◦

Dn−1)).

Mivel Dn ∪
∂
Dn ≈ Sn ≈ (D2 × Sn−2) ∪

∂
(S1 × Dn−1), ezért Sn-b®l elhagyva

egy beágyazott Dn-et és egy t®le diszjunkt S1 ×
◦

Dn−1-et, szintén di�eomorf
sokaságokat kapunk, így

j1(Dn) \ i(S1 ×
◦

Dn−1) ≈ (D2 × Sn−2) \ j3(Dn).

Tehát pont a kívánt sokaságot ragasztottuk Mn \ j1(Dn)-hez, így az állítást
beláttuk. �
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5.2.4. Megjegyzés. Ez a bizonyítás ugyanígy érvényes lenne, ha tetsz®le-
ges λ-fülnek egy (λ − 1)-szeresen összefügg® sokasághoz való ragasztására
mondtuk volna ki a lemmát, de erre nem lesz szükségünk.

Most (szintén elemi bizonyítás ismeretének hiányában) felhasználjuk bi-
zonyítás nélkül, hogy n ≥ 6 esetén π4(SO(n)) ' 0 ([8], 142. o.).

5.2.5. Lemma. Ha n ≥ 7, akkor Rn+4-ben

(1) S2 × S2 bármilyen tüskézéssel tüskézetten nullkobordáns.

(2) S4 bármilyen tüskézéssel tüskézetten nullkobordáns.

Bizonyítás. (1) bizonyítása:

Vegyük észre, hogy ha X egy útösszefügg® topologikus tér és valami Y, Z
terekre f : Y → Z folytonos, akkor minden [Z;X]-beli elemet reprezentáló g
leképezésre g ◦ f egy [Y ;X]-beli elemet reprezentál. Ez természetes módon
meghatároz egy f ∗ : [Z;X] → [Y ;X] leképezést (hiszen bármely H homotó-
piára H ◦ f is az).

Legyen i : S2∨S2 ↪→ S2×S2 egy beágyazás, ahol a két gömb {p}×S2-be
és S2 × {p}-be képz®dik, és legyen c : S2 × S2 → (S2 × S2)/i(S2 ∨ S2) ∼ S4

a kanonikus szürjekció.

Állítás. Tetsz®leges útösszefügg® X térre a következ® sorozat egzakt:

[S4;X]
c∗→ [S2 × S2;X]

i∗→ [S2 ∨ S2;X]

Bizonyítás. I. im c∗ ⊂ ker i∗.

Ha f : S4 → X, akkor f(c(im i)) egy pontba képz®dik, így nullhomotóp.

II. im c∗ ⊃ ker i∗.

Legyen f : S2 × S2 → X olyan, hogy f ◦ i egy h : (S2 ∨ S2)× I → X ho-
motópián keresztül nullhomotóp. Legyen j : D2 ↪→ S2 olyan beágyazás, hogy
j(0) = p. Ha U := (im j × S2) ∪ (S2 × im j), akkor im i nyilván deformációs
retraktuma U -nak egy R deformációs retrakción keresztül, így

H : U × I; (p, t) 7→

{
f(R(p, 2t)), ha 0 ≤ t ≤ 1

2

h(i−1(p), 2t− 1), ha 1
2
≤ t ≤ 1
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egy nullhomotópiája f |U -nak. Ekkor

H ′ : S2 × S2 × I → X

(q, r, t) 7→


H((q, r), (1− ‖j−1(q)‖)t), ha r /∈ im j, q ∈ im j

H((q, r), (1− ‖j−1(r)‖)t), ha q /∈ im j, r ∈ im j

H((q, r), (1− ‖j−1(q)‖‖j−1(r)‖)t), ha q, r ∈ im j

f(q, r), egyébként

homotópiája f -nek egy olyan leképezéssel, amely im i-t egy pontba képezi,
és így létezik olyan g : S4 → X, hogy f ∼= g ◦ c. �

Ezt alkalmazva X := SO(n)-re, kapjuk, hogy [S2×S2;SO(n)] ' 0, hiszen
a 3.2.1 lemma és ezen lemma el®tti mondat szerint π2(SO(n)) ' π4(SO(n)) '
0, ezért [S2 ∨ S2;SO(n)] ' [S4;SO(n)] ' 0. Ez azt jelenti, hogy egy beágya-
zott S2 × S2 bármely két tüskézése kobordáns, hiszen az egyikr®l a másikra
való áttérés mátrixa egy S2 × S2 → SO(n) leképezés, amely nullhomotóp.

Mivel n ≥ 7, ezért tüskézett kobordizmus erejéig vehetünk olyan beágya-
zást, hogy standardan rendre az els® 3 illetve a második 3 koordinátavek-
tor által kifeszített térbe ágyazott és standardan tüskézett (S2

1 ,S1) illetve
(S2

2 ,S2) gömbökre a tüskézett sokaságunk (S2
1 ×S2

2 ,S1×S2) (ahol S1×S2

az S1-b®l és S2-b®l természetes módon kapott tüskézés). Ez viszont hatá-
rolja Rn+5

+ -ban (S3
+ × S2

2 ,S ×S2)-t, ahol S a standard tüskézése S3
+-nak.

Ezt akartuk belátni.

(2) bizonyítása:

Ugyanúgy, ahogy az el®bb, feltehet®, hogy S4 standard S tüskézését
vettük, hiszen π4(SO(n)) ' 0, ezért bármely két tüskézés kobordáns. Ez
viszont határolja Rn+5

+ -ban a standardan tüskézett S5
+ félgömböt. �

5.2.6. Tétel. πS(4) ' 0.

Bizonyítás. Mostantól legyen n ≥ 7 valami kés®bb meghatározott, és
(M4,U ) egy tüskézett sokaság Rn+4-ben. Ennek fogjuk megadni egy tüs-
kézett nullkobordizmusát.

Felehet®, hogy M4 összefügg® és egyszeresen összefügg®. Az 5.2.1 tétel
szerint M4 pereme egy V 5 sokaságnak, amely választható összefügg®nek (az
M4-et nem tartalmazó komponensek elhagyásával) és egyszeresen összefüg-
g®nek is (ennek a bizonyítása ugyanaz, mint az 5.1.3 tételnek, csak nem kell
a tüskézéssel tör®dni).
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Ekkor a [7]-beli 2.5. tétel szerint létezik egy f : V 5 → [0, 1 + ε] Morse-
függvény, amely szürjektív, f(M4) = 0 és ε > 0 egy kis szám. Feltehet®, hogy
f maximumhelye egyértelm¶, hiszen kicsit csökkenthetjük f -et a többi ma-

ximumhely körül úgy, hogy azok
◦
I -be képz®djenek. Mivel a kritikus pontok

diszkréten helyezkednek el, ezért ε vehet® olyan kicsinek, hogy f−1([1, 1+ε])-
ba ne essen több kritikus pont a maximumhelyen kívül, így f−1(1) ≈ S4.
Ekkor W 5 := f−1(I) egy kobordizmus M4 és S4 között, és ezen g := f |W 5

egy Morse-függvény.
A [7] könyvben a 4.8. tétel miatt g választható önindexel®nek, azaz olyan-

nak, hogy minden 0 ≤ λ ≤ 5 esetén a λ-index¶ kritikus pontok g−1(λ
5
)-be

essenek. MivelM4, S4 és W 5 egyszeresen összefügg®k, ezért g a [7] 8.1. tétele
szerint megváltoztatható úgy, hogy ne legyen 0- és 1-index¶ kritikus pontja,
illetve ugyanezt (1− g)-re alkalmazva, úgy is, hogy ne legyen 4- és 5-index¶
kritikus pontja (helyettük 2- és 3-index¶ek jönnek létre, így valóban elt¶nnek
ezek a kritikus pontok). Tehát mostantól tegyük fel, hogy g már eredetileg
is ilyen volt.

Legyen N4 := g−1(1
2
). Ekkor a [7] 3.13. tétele szerint N4 úgy kaphatóM4-

b®l, hogy néhány 2-fület ragasztunk hozzá (ha k a 2-index¶ kritikus pontok
száma, akkor k-t). Ekkor az 5.2.3 lemma alkalmazható, hiszen S2×S2 egysze-
resen összefügg®, ígyM4#(S2×S2) is az marad, tehát N4 ≈M4#k(S2×S2).
Ugyanezt alkalmazva (1 − g)-re, látható az is, hogy ha a 3-index¶ kritikus
pontok száma m, akkor N4 ≈ S4#m(S2 × S2).

Ekkor viszont az 5.2.5 lemma (1) pontja és az 1.3.10 tétel miatt (az egy-
szer¶ség kedvéért most a tüskézéseket nem végig jelölve)

(M4,U ) fr∼M4 t k(S2 × S2) fr∼M4#k(S2 × S2) ≈
≈ S4#m(S2 × S2) fr∼S4 tm(S2 × S2) fr∼(S4,V ),

és így az 5.2.5 lemma (2) pontja miatt (M4,U ) fr∼(∅,∅). Ezzel beláttuk, hogy
tetsz®leges négydimenziós tüskézett sokaság tüskézetten nullkobordáns, és ez
volt a célunk. �
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Jelölések

I � a [0, 1] intervallum
H+ és H+ � {(x1, . . . , xn) ∈ H | xn ≥ 0} és {(x1, . . . , xn) ∈ H | xn > 0}

rendre (itt H ⊂ Rn tetsz®leges)
H− és H− � {(x1, . . . , xn) ∈ H | xn ≤ 0} és {(x1, . . . , xn) ∈ H | xn < 0}

rendre (itt H ⊂ Rn tetsz®leges)
e1, . . . , en � az Rn-beli standard bázisvektorok
1n � az Rn×n-beli egységmátrix
[a, b] � az a-t b-vel összeköt® szakasz
Sn � az n-dimenziós gömbfelület
Dn � az n-dimenziós zárt golyó (ha a sugara r, azt r ·Dn jelöli)
T 2 � tórusz
Fg � g-génuszú irányítható felület (gömb g füllel)
∂H � a H halmaz határa
H � a H halmaz lezártja
◦
H � a H halmaz belseje
dfp � az f sima leképezés p pontbeli di�erenciálja
f : (X,A)→ (Y,B) � az X teret Y -ba, A alteret B-be képz® f leképezés
X ∪

∂
Y � az X t Y tér egy adott ∂X ⊃ A ≡ B ⊂ ∂Y azonosítás szerinti

faktora
[X;Y ] � az X térb®l Y -ba men® leképezések homotópiaosztályai
0 � triviális csoport
Zn � a (Z/nZ,+) csoport
〈·〉 � generátum
(·|·) � skaláris szorzás
〈·, ·〉 � Egy kohomológiaosztály reprezentánsának kiértékelése egy homo-

lógiaosztály reprezentánsán
∼ � homeomor�zmus
≈ � di�eomor�zmus
≡ � objektumok azonosítása
∼= � leképezések homotópiája vagy terek homotopikus ekvivalenciája
fr∼ � tüskézett kobordizmus
sp∼ � spin kobordizmus
∼ � homológia
' � izomor�zmus
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