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Bevezetés

Az algebrai geometria tárgyalására többféle lehetőség van. Mi most egy olyan utat
választunk, amely teljesen precíz algebrai alapokra helyezi az elméletet, és mentes
mindenfajta szemléletes magyarázkodástól. Aki ehelyett inkább a geometriai tarta-
lomra kíváncsi, és nem zavarja, hogy gyakran a szemléletre kell hagyatkoznia, annak
bátran ajánlom a [2] könyvet.

Dolgozatomban végig az [1] könyv felépítését követtem, azt kiegészítettem, egyes
bizonyításoknál részletesebb magyarázatokkal. Mivel az [1]-ben rengeteg állítás fel-
adat formájában van kitűzve, majd a nehezebb tételek bizonyításában rendszerint
hivatkozni szokott a feladatokra, ezért a használni kívánt feladatokat be is bizonyí-
tottam.

Motiváló példaként tekintsük az

F = (X2 + Y 2)2 + 3X2Y − Y 3, G = (X2 + Y 2)3 − 4X2Y 2

polinomokat. Lerajzolva a síkon ezek gyökhelyeit, a lenti két ábrát kapjuk. Meg-
figyelhetjük, hogy mintha F az origón 3-szor is keresztülmenne, G pedig 4-szer.
Úgy látjuk, hogy mintha az origóban is definiálni lehetne a görbék érintőit, F -nek
3 különböző érintőjét, míg G-nek csak 2 különböző érintőjét, de mintha mindkettő
kétszeres multiplicitással szerepelne. Azt is megkérdezhetjük, hányszoros multipli-
citással metszik egymást az F és G görbék az origóban. Ehhez persze definiálnunk
kell, mit értünk metszési multiplicitás alatt, melyet egy rezultánssal akár most rög-
tön megtehetnénk, de egy másik, sokkal organikusabb definícióhoz fogunk eljutni a
dolgozat végén.

Az első fejezetben az n-dimenziós affin algebrai halmazokat vizsgáljuk. Defini-
áljuk a V és I operátorokat, majd a fejezet végére, a Nullstellensatz segítségével
belátjuk, hogy ezek egymás inverzei valamilyen értelemben.
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A második fejezet első felében irreducibilis algebrai halmazok koordinátagyűrűit,
lokális gyűrűit tanulmányozzuk. A második felében tovább folytatjuk az algebrai
alapok előkészítését a következő fejezethez.

A harmadik fejezetben definiáljuk végre az affin síkgörbéket, szinguláris ponto-
kat, érintőket. Megmutatjuk, hogy a görbe egy pontjának multiplicitása és a lokális
gyűrűje szoros kapcsolatban van. Megfogalmazunk tulajdonságokat, amit két görbe
metszési multiplicitásától elvárunk, majd algebrai eszközeinkkel felvértezve, összes
eddigi tudásunkat felhasználva bebizonyítjuk, hogy ezeknek a feltételeknek pontosan
egy definíció tesz eleget.

Ezek után természetes módon következne például Bézout tétele, amely azonban a
projektív görbék sajátossága, így erre már nem térünk ki. Az érdeklődőknek ajánljuk
[1] további fejezeteit.
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1. fejezet

Algebrai halmazok

1.1. Algebrai előismeretek
Röviden áttekintjük a szükséges algebrai előismereteket. Ezen fogalmak és a kimon-
dott állítások bizonyítása megtalálható például a [3] könyvben.

Az 1.8. alfejezettől kezdődően k mindig algebrailag zárt testet jelöl. A természetes
számok halmaza N = {0, 1, . . .}. Struktúrák izomorfiáját néha ∼= jelöli.

A továbbiakban gyűrű alatt mindig kommutatív, egységelemes gyűrűt értünk.
Gyűrűk közötti homomorfizmus tehát egy olyan művelettartó leképezés, mely az
egységelemet az egységelembe viszi. Egy R gyűrű hányadosteste egy olyan K test,
melyre R ⊂ K, és minden x ∈ K előáll x = a/b, a, b ∈ R alakban.

1.1.1. Tétel. Ha az R gyűrű nullosztómentes, akkor létezik hányadosteste, ami izo-
morfia erejéig egyértelmű.

Az R feletti n-változós polinomok halmazát R[X1, . . . , Xn] jelöli. Ez izomorf
R[X1, . . . , Xn−1][Xn]-nel. n = 1, 2, 3 esetén gyakran az R[X], R[X, Y ], R[X, Y, Z]
jelölésekkel élünk. Egy X i1

1 . . . X in
n monom foka i1 + . . . + in. Egy polinom ho-

mogén, ha benne minden monom foka azonos. Minden F ∈ R[X1, . . . , Xn] előáll
F = F0 +F1 + . . .+Fd alakban, ahol degFi = i homogén polinomok. Ha Fd 6= 0, ak-
kor a polinom foka degF = d, F = 0 foka 0. F konstans tagja F0, és F konstans, ha
F = F0. Ha R nullosztómentes, 0 6= F,G ∈ R[X], akkor deg(FG) = degF + degG.
Az F = adX

d + . . . + a0 ∈ R[X] polinom főegyütthatójának hívjuk az ad-t, ha
ad 6= 0, F = 0 főegyütthatója 0. Az F normált, ha ad = 1. Ha K test, akkor a
K[X1, . . . , Xn] gyűrű hányadostestét K(X1, . . . , Xn) jelöli, és a K feletti n-változós
racionális törtfüggvények testének hívjuk.

Ha r1, . . . , rn ∈ R, akkor F (r1, . . . , rn) ∈ R jelöli az F polinom helyettesítési
értékét. Általánosabban, ha s1, . . . , sn ∈ S, és van egy természetes ϕ : R → S gyű-
rűhomomorfizmus, akkor létezik egy olyan ϕ̃ : R[X1, . . . , Xn] → S homomorfizmus,
melyre ϕ̃(r) = ϕ(r) minden r ∈ R-re, és ϕ̃(Xi) = si. Ekkor F (s1, . . . , sn) jelöli a
ϕ̃(F ) ∈ S elemet.

Az a, b ∈ R elemekre a osztója b-nek, a | b, ha létezik t ∈ R, hogy at = b. Az a ∈ R
elem egység, ha minden elemnek osztója. Az a irreducibilis, ha nem 0, nem egység,
és a = bc, b, c ∈ R esetén b vagy c egység. Az a, b ∈ R elemek egymással relatív
prímek, ha minden közös osztójuk egység. Az R nullosztómentes gyűrű alaptételes
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(UFD), ha minden nem nulla elem felírható irreducibilis elemek szorzataként, és ez a
felírás sorrendtől és egységszeresektől eltekintve egyértelmű. Az a ∈ R prímtényezős
felbontása a = pn1

1 . . . pnr
r , ahol pi ∈ R irreducibilis, ni pozitív egész, és pi nem

egységszerese pj-nek (i 6= j).

1.1.2. Tétel (Gauss-lemma). a) Ha az R gyűrű hányadosteste K, és F ∈ R[X]
irreducibilis, akkor K[X]-ben is irreducibilis.

b) Ha F,G ∈ R[X] relatív prímek, akkor K[X]-ben is relatív prímek.

1.1.3. Tétel. a) Ha R alaptételes gyűrű, akkor R[X] is alaptételes.

b) Ha K test, akkor K[X1, . . . , Xn] alaptételes.

I ideál az R gyűrűben, ICR, ha I zárt az összeadásra, és minden r ∈ R-rel való
szorzásra. Ha ϕ : R → S gyűrűhomomorfizmus, akkor magja, ϕ−1(0) = Kerϕ C R
ideál. ϕ képét Imϕ jelöli. I valódi, ha I 6= R. I maximális, ha I ( J C R esetén
J = R. I prímideál, ha ab ∈ I esetén a ∈ I vagy b ∈ I. Az S ⊂ R halmaz által
generált ideál I = {

∑n
i=1 aisi | n ∈ N, ai ∈ R, si ∈ S}. Egy ideál végesen generált,

ha véges S = {f1, . . . , fr} halmaz generálja, ekkor azt írjuk, I = (f1, . . . , fr).
Egy ideál főideál, ha egy elem generálja. Egy gyűrű főideálgyűrű (PID), ha min-

den ideálja főideál. Z és K[X], ahol K test, főideálgyűrűk. Minden főideálgyűrű
alaptételes. Az UFD-beli I = (a) főideál pontosan akkor prímideál, ha a irreducibi-
lis, 0, vagy egység.

Ha I C R, akkor tekinthető az R/I faktorgyűrű, melynek elemei az ekvivalen-
ciaosztályok az a ∼ b, ha a − b ∈ I ekvivalenciareláció mellett. Az a-t tartalmazó
osztályt gyakran az a I-maradékjának hívjuk, és a+ I-vel vagy a-val jelöljük. R/I-n
a műveleteket természetes módon úgy definiáljuk, hogy a π : R→ R/I, a 7→ a leké-
pezés gyűrűhomomorfizmus legyen. Ha ϕ : R→ S szürjektív gyűrűhomomorfizmus,
akkor ϕ indukál egy R/Kerϕ ∼= S izomorfizmust. Ha K test, I C K[X1, . . . , Xn],
akkor π(K) ⊂ K[X1, . . . , Xn]/I egy K-val izomorf részgyűrű, így K[X1, . . . , Xn]/I
egy K feletti vektortérnek is tekinthető.

1.1.4. Állítás. I pontosan akkor prímideál, ha R/I nullosztómentes. I pontosan
akkor maximális ideál, ha R/I test. Minden maximális ideál prímideál.

Az a ∈ R elem gyöke az F ∈ R[X] polinomnak, ha F (a) = 0. Ekkor F = (X−a)G
valamely (egyértelmű) G ∈ R[X] polinommal. Ha R nullosztómentes és F ∈ R[X]
foka d, akkor F -nek legfeljebb d különböző gyöke lehet. A k test algebrailag zárt, ha
minden F ∈ k[X] nem konstans polinomnak van gyöke. Ekkor F = c

∏d
i=1(X−ai)mi

alakú, ahol c, ai ∈ k, ésmi az ai gyökmultiplicitása. Ha degF = d, k algebrailag zárt,
akkor multiplicitással számolva F -nek pontosan d gyöke van. A komplex számok
halmaza algebrailag zárt. Minden algebrailag zárt test végtelen.

Ha R gyűrű, akkor az M R-modulusnak az 1 ·m = m feltételt is teljesítenie kell,
ahol 1 az R egységeleme, m ∈M . Ha ICR, akkor I R-modulus az R-beli szorzással.
Ha R ⊂ S gyűrűk, akkor S R-modulus az S-beli szorzással. HaM R-modulus, akkor
N ⊂ M részmodulusa M -nek, ha an ∈ N minden a ∈ R, n ∈ N esetén. Ha S ⊂ M
tetszőleges halmaz, akkor {

∑m
i=1 risi | m ∈ N, ri ∈ R, si ∈ S} az S által generált

részmodulus. Ha S = {s1, . . . , sn} véges, akkor ezt
∑n

i=1Rsi-vel jelöljük. M végesen
generált, ha M =

∑n
i=1 Rsi valamely si ∈ M elemekre. Ha N ⊂ M részmodulus,
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akkor képezhető az M/N faktormodulus, és a ϕ : M → M/N , m 7→ m leképezés
ekkor R-modulushomomorfizmus.

Ha R gyűrű, és F ∈ R[X], F =
∑d

i=0 aiX
i, akkor F X szerinti (parciális)

deriváltja ∂XF =
∑d

i=1 aiiX
i−1. Ha F ∈ R[X1, . . . , Xn], akkor ∂Xi

F értelmezéséhez
F -et S[Xi]-belinek tekintjük, ahol S = R[X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn]. Ha F ∈ R[X],
a ∈ R, akkor ∂X(F (X + a)) = (∂XF )(X + a).

Ha R1, . . . , Rn gyűrűk, akkor R1 × . . . × Rn gyűrű a koordinátánkénti művele-
tekkel, ezt hívjuk a gyűrűk direkt szorzatának, és

∏n
i=1Ri-vel is jelöljük. Ekkor a

πi :
∏n

j=1 Rj → Ri, (a1, . . . , an) 7→ ai természetes projekciók gyűrűhomomorfizmu-
sok. Ha ϕi : R→ Ri tetszőleges gyűrűhomomorfizmusok, akkor egyértelműen létezik
egy olyan ϕ : R→

∏n
i=1 Ri homomorfizmus, melyre πi ◦ϕ = ϕi minden i-re. Ha K ⊂

Ri test, és Ri véges dimenziós K felett, akkor dimK

(∏n
i=1Ri

)
=
∑n

i=1 dimK(Ri).

1.2. Affin algebrai halmazok
Definíció. a) Legyen k test, n ≥ 1 egész szám. A k fölötti n-dimenziós affin téren a

k-beli n-esek halmazát, azaz a k× . . .×k direkt szorzatot értjük, és An = An(k)-
val jelöljük. An elemeit pontoknak hívjuk, A1 az affin egyenes, A2 az affin sík.

b) Egy F ∈ k[X1, . . . , Xn] polinomnak a P = (a1, . . . , an) ∈ An(k) pont gyöke (F
eltűnik P -ben), ha F (P ) = F (a1, . . . , an) = 0.

c) Ha degF ≥ 1, akkor az F gyökeinek V (F ) halmazát az F által definiált hiper-
felületnek nevezzük. Ha degF = 1, akkor V (F )-et hipersíknak nevezzük, n = 2
esetén egyenesnek.

d) Általánosabban, ha S ⊂ k[X1, . . . , Xn] polinomok tetszőleges halmaza, akkor

V (S) = {P ∈ An(k) | ∀F ∈ S-re F (P ) = 0}.

Tehát V (S) =
⋂
F∈S V (F ). Ha S = {F1, . . . , Fr}, akkor a V (F1, . . . , Fr) =

V ({F1, . . . , Fr}) jelöléssel élünk.

Definíció. A V ⊂ An ponthalmazt affin algebrai halmaznak hívjuk, ha V = V (S)
valamely S polinomhalmazra.

1.2.1. Állítás. a) Ha I ⊂ J , akkor V (I) ⊃ V (J).

b) Ha az S ⊂ k[X1, . . . , Xn] által generált ideál I C k[X1, . . . , Xn], akkor V (S) =
V (I). Tehát minden algebrai halmaz előáll V (I) alakban, ahol I ideál.

c) Ha {Iα | α ∈ A} ideálok családja, akkor V
(⋃

α∈A Iα
)

=
⋂
α∈A V (Iα). Tehát

algebrai halmazok tetszőleges metszete is algebrai.

d) Ha F,G polinomok, V (FG) = V (F ) ∪ V (G). Általában, ha I, J ideálok, V (I) ∪
V (J) = V ({FG | F ∈ I,G ∈ J}). Tehát algebrai halmazok véges uniója is
algebrai.

e) V (0) = An(k), V (1) = ∅, V (X1 − a1, . . . , Xn − an) = {(a1, . . . , an)}. Tehát An

bármely véges halmaza algebrai.
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Bizonyítás. (a) Ha P gyöke minden F ∈ J-nek, akkor minden F ∈ I-nek is.
(b) V (S) ⊃ V (I) a) szerint. Ha F ∈ I, akkor F =

∑r
i=1 aiFi, ahol ai ∈

k[X1, . . . , Xn], Fi ∈ S, így ha P minden S-belinek gyöke, akkor F -nek is.
(c) P pontosan akkor gyöke minden F ∈

⋃
α∈A Iα-nak, ha minden α-ra gyöke

minden F ∈ Iα-nak.
(d) P pontosan akkor gyöke FG-nek, ha F -nek vagy G-nek gyöke. Ha P ∈ V (I),

akkor gyöke minden F ∈ I-nek, így gyöke minden FG-nek. Ha P ∈ V (J), ugyancsak
gyöke minden FG-nek. Megfordítva, ha P /∈ V (I) ∪ V (J), akkor van olyan F ∈ I,
és van olyan G ∈ J , melyeknek P nem gyöke. Ekkor P nem gyöke FG-nek sem.

(e) A 0 polinomnak minden pont gyöke, az 1-nek semelyik. Az Xi−ai polinomok
egyetlen közös gyöke az (a1, . . . , an) pont. Így d) szerint minden véges ponthalmaz
algebrai.

1.2.2. Példák. a) A1 algebrai részhalmazai a véges halmazok, és A1.

b) V = {(t, t2, t3) ∈ A3(k) | t ∈ k} algebrai halmaz.

c) V = {(cos t, sin t) ∈ A2(R) | t ∈ R} algebrai halmaz.

d) Legyen C = V (F ) ⊂ A2 kétdimenziós affin hiperfelület, degF = n, és L ⊂ A2

egy egyenes. Ha L 6⊂ C, akkor L ∩ C legfeljebb n pontból áll.

e) U = {(x, y) ∈ A2(R) | y = sinx} nem algebrai halmaz.

f) U = {(x, y) ∈ A2(C) | |z|2 + |w|2 = 1} nem algebrai halmaz.

Bizonyítás. (a) Azt már láttuk, hogy ezek valóban algebrai halmazok. Legyen V =
V (I) ⊂ A1 algebrai, ahol I C k[X]. Ha I = (0), akkor V = A1. Különben létezik
F ∈ I nem konstans polinom, ekkor (F ) ⊂ I, így V (F ) ⊃ V (I) = V . De F -nek csak
véges sok gyöke van, így V (F ) véges, tehát V is véges.

(b) V = V (X2 − Y,X3 − Z).
(c) V = V (X2 + Y 2 − 1).
(d) Tegyük fel, hogy L = V (Y − aX − b), a, b ∈ k. Legyen G = F (X, aX + b) ∈

k[X]. Ekkor V (G) ⊂ A1 algebrai, így a) szerint V (G) véges, vagy A1. Ha V (G) = A1

lenne, akkor F (x, ax + b) = G(x) = 0 lenne minden x ∈ k-ra, de ekkor L ⊂ C
teljesülne. Tehát V (G) véges, ráadásul legfeljebb n pontú, mivel degG ≤ n. Tehát
F (x, ax + b) = 0 legfeljebb n x ∈ k-ra, azaz L ∩ C legfeljebb n pontú. Ha L nem
V (Y −aX−b) alakú, akkor V (X−aY −b) alakú, és a bizonyítás a G = F (aY +b, Y )
polinommal ugyanúgy megy.

(e) Tegyük fel, hogy U = V (I) algebrai, és legyen L = V (Y ). Mivel minden n ∈
Z-re (nπ, 0) ∈ U , ezért L∩U végtelen. Minden F ∈ I esetén C = V (F ) ⊃ V (I) = U ,
így L ∩ C is végtelen, ami d) szerint csak L ⊂ C esetén lehet. Tehát minden F ∈ I
eltűnik az L egyenesen, ezért L ⊂ V (I) = U , ami ellentmondás, mert (π/2, 0) /∈ U .

(f) Vegyük az L = V (Y ) egyenest, ekkor L ∩ U = {(x, 0) | |x|2 = 1} végtelen
halmaz, de nem a teljes L, ami megint ellentmondásra vezet.

1.3. Ponthalmaz ideálja
Tetszőleges X ponthalmazra tekinthetjük azon polinomok halmazát, melyek X-en
eltűnnek. Ezek a polinomok nyilván ideált alkotnak.
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Definíció. Ha X ⊂ An(k), akkor az X ponthalmaz ideálja

I(X) = {F ∈ k[X1, . . . , Xn] | ∀P ∈ X-re F (P ) = 0}.

1.3.1. Állítás. a) Ha X ⊂ Y , akkor I(X) ⊃ I(Y ).

b) I(∅) = k[X1, . . . , Xn], I({(a1, . . . , an)}) = (X1 − a1, . . . , Xn − an).

c) Ha k végtelen, akkor I(An(k)) = (0).

d) S ⊂ I(V (S)) tetszőleges S polinomhalmazra. X ⊂ V (I(X)) tetszőleges X pont-
halmazra.

e) V (I(V (S))) = V (S). Tehát ha V algebrai halmaz, akkor V (I(V )) = V .

f) I(V (I(X))) = I(X). Tehát ha I = I(X) alakú, akkor I(V (I)) = I.

Bizonyítás. (a) Ha F eltűnik Y -on, akkor X-en is.
(b) Ha F ∈ (X1 − a1, . . . , Xn − an), akkor F eltűnik (a1, . . . , an)-ben. Megfor-

dítva, tegyük fel, hogy F (a1, . . . , an) = 0. Legyen G = F (X1 + a1, . . . , Xn + an),
ekkor G(0, . . . , 0) = 0. Ezért G konstans tagja 0, így G ∈ (X1, . . . , Xn), azaz
G =

∑n
i=1 FiXi alkalmas Fi polinomokkal. Tehát F = G(X1 − a1, . . . , Xn − an) =∑n

i=1 Fi(X1 − a1, . . . , Xn − an)(Xi − ai), azaz F ∈ (X1 − a1, . . . , Xn − an).
(c) I(An) = (0)-t n szerinti indukcióval bizonyítjuk. n = 1-re, ha F ∈ k[X]

minden pontban eltűnik, akkor végtelen sok gyöke van, tehát F = 0. Tegyük fel,
hogy F ∈ k[X1, . . . , Xn]-nek minden (a1, . . . , an) ∈ An pont gyöke. Legyen F =∑d

i=0 FiX
i
n, ahol Fi ∈ k[X1, . . . , Xn−1]. Ha valamelyik Fi(a1, . . . , an−1) 6= 0, akkor

F (a1, . . . , an−1, Xn)-nek csak véges sok gyöke lehetne, ezért mindegyik Fi eltűnik
An−1-en. Az indukciós feltevés szerint így mindegyik Fi = 0, tehát F = 0.

(d) Ha F ∈ S, akkor minden P ∈ V (S)-re F (P ) = 0, így F ∈ I(V (S)). Ha
P ∈ X, akkor minden F ∈ I(X)-re F (P ) = 0, így P ∈ V (I(X)).

(e) V (S) ⊂ V (I(V (S))) d) szerint. S ⊂ I(V (S)) d) szerint, így az 1.2.1.a) Állítás
alapján V (S) ⊃ V (I(V (S))).

(f) I(X) ⊂ I(V (I(X))) d) szerint. X ⊂ V (I(X)) d) szerint, így a) alapján
I(X) ⊃ I(V (I(X))).

Definíció. Ha I ideál az R gyűrűben, akkor I radikálja

Rad(I) = {a ∈ R | an ∈ I valamely n pozitív egészre}.

I radikálideál, ha Rad(I) = I.

1.3.2. Állítás. a) I ⊂ Rad(I). Így az I ideál pontosan akkor radikálideál, ha an ∈ I
esetén a ∈ I.

b) Ha I ideál, akkor Rad(I) is ideál, sőt radikálideál.

c) Minden prímideál radikálideál.

d) Tetszőleges X ⊂ An ponthalmazra I(X) radikálideál.

e) Ha I C k[X1, . . . , Xn], akkor Rad(I) ⊂ I(V (I)), és V (I) = V (Rad(I)). Tehát
minden algebrai halmaz V (J) alakú, ahol J radikálideál.
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Bizonyítás. (a) Ha a ∈ I, akkor a1 ∈ I, így a ∈ Rad(I). Tehát Rad(I) = I
ekvivalens azzal, hogy Rad(I) ⊂ I, azaz an ∈ I esetén a ∈ I.

(b) Ha a, b ∈ Rad(I), akkor an, bm ∈ I. Így (a+ b)n+m =
∑n+m

i=0

(
n+m
i

)
aibn+m−i ∈

I, hiszen minden i-re ai vagy bn+m−i I-beli. Tehát a + b ∈ Rad(I). Ha a ∈ Rad(I),
an ∈ I, akkor tetszőleges r-re (ar)n = anrn ∈ I, így ar ∈ Rad(I). Tehát Rad(I)
ideál. Ha an ∈ Rad(I), akkor anm ∈ I, tehát a ∈ Rad(I), így a) szerint Rad(I)
radikálideál.

(c) Ha I prímideál, akkor an ∈ I esetén a ∈ I, így a) szerint I radikálideál.
(d) Ha F r ∈ I(X), akkor I(X) definíciója szerint F (P )r = 0 minden P ∈ X-re,

ezért F (P ) = 0 minden P ∈ X-re, tehát F ∈ I(X). Így a) szerint I(X) radikálideál.
(e) Ha F ∈ Rad(I), F r ∈ I, akkor V (I) definíciója szerint F (P )r = 0 minden

P ∈ V (I)-re, ezért F (P ) = 0 minden P ∈ V (I)-re, tehát F ∈ I(V (I)). Mivel
I ⊂ Rad(I) ⊂ I(V (I)), ezért V (I) ⊃ V (Rad(I)) ⊃ V (I(V (I))) = V (I) 1.3.1.a) és
1.3.1.e) szerint. J = Rad(I) b) alapján radikálideál.

1.3.3. Állítás. a) A V,W algebrai halmazokra V = W pontosan akkor, ha I(V ) =
I(W ).

b) Legyen V algebrai halmaz, P /∈ V pont. Ekkor létezik olyan F polinom, amely
V -n eltűnik, és F (P ) = 1.

c) Legyen V algebrai halmaz, P1, . . . , Pr /∈ V különböző pontok. Ekkor léteznek olyan
F1, . . . , Fr ∈ I(V ) polinomok, melyekre Fi(Pi) = 1 és Fi(Pj) = 0 minden i 6= j
esetén.

d) Legyen V algebrai halmaz, P1, . . . , Pr /∈ V különböző pontok, és a1, . . . , ar ∈ k.
Ekkor létezik olyan G ∈ I(V ), melyre G(Pi) = ai.

Bizonyítás. (a) Ha I(V ) = I(W ), akkor 1.3.1.e) miatt V = V (I(V )) = V (I(W )) =
W .

(b) V ∪{P} is algebrai halmaz, V ∪{P} 6= V , így a) szerint I(V ∪{P}) 6= I(V ).
De I(V ∪ {P}) ⊂ I(V ), tehát létezik F ∈ I(V ), F /∈ I(V ∪ {P}). Ekkor F (P ) 6= 0,
így az F/F (P ) polinom megfelelő.

(c) Alkalmazzuk b)-t a V ∪{P1, . . . , Pi−1, Pi+1, . . . , Pr} algebrai halmazra és a Pi
pontra.

(d) Vegyük c) szerint az F1, . . . , Fr polinomokat, és legyen G =
∑r

i=1 aiFi.

1.3.4. Állítás. Legyen k algebrailag zárt, F ∈ k[X1, . . . , Xn] nem konstans. Ekkor

a) An \ V (F ) végtelen, ha n ≥ 1.

b) V (F ) végtelen, ha n ≥ 2.

Bizonyítás. (a) Tegyük fel, hogy An \ V (F ) = {P1, . . . , Pr} véges, legyen Pi első
koordinátája ai. Ekkor An = V (F ) ∪ P1 ∪ . . . ∪ Pr ⊂ V (F ) ∪ V (X1 − a1) ∪ . . . ∪
V (X1 − ar) = V (F · (X1 − a1) . . . (X1 − ar)). Mivel k végtelen, ezért 1.3.1.c) szerint
F · (X1 − a1) . . . (X1 − ar) = 0, ellentmondás.

(b) Legyen F =
∑d

i=0 GiX
d
1 , Gi ∈ k[X2, . . . , Xn]. Mivel F nem konstans, fel-

tehető, hogy Gd 6= 0, d ≥ 1. Ekkor a) szerint végtelen sok (x2, . . . , xn) ∈ An−1-re
Gd(x2, . . . , xn) 6= 0. Ilyenkor F (X, x2, . . . , xn) ∈ k[X] legalább elsőfokú polinom, így
mivel k algebrailag zárt, ezért létezik x1 ∈ k, melyre F (x1, . . . , xn) = 0. Tehát V (F )
végtelen.
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1.3.5. Állítás. Legyen k test, a1, . . . , an ∈ k, és I = (X1 − a1, . . . , Xn − an) C
k[X1, . . . , Xn]. Ekkor

a) k[X1, . . . , Xn]/I természetes módon izomorf k-val.

b) I maximális ideál.

Bizonyítás. (a) Legyen a = (a1, . . . , an) ∈ An, és legyen ϕ : k[X1, . . . , Xn] → k,
F 7→ F (a). Ekkor ϕ gyűrűhomomorfizmus, és ϕ szürjektív, mert k-n az identitás.
ϕ(F ) = 0, azaz F (a) = 0 az 1.3.1.b) Állítás alapján ekvivalens azzal, hogy F ∈ I.
Tehát Kerϕ = I, és így ϕ izomorfizmust indukál k[X1, . . . , Xn]/I és k között.

(b) Mivel k[X1, . . . , Xn]/I test, ezért I maximális ideál.

1.4. Hilbert bázistétele
Definíció. Az R gyűrű Noether-gyűrű, ha minden ideálja végesen generált.

1.4.1. Tétel (Hilbert bázistétele). Ha R Noether-gyűrű, akkor R[X] is Noether-
gyűrű.

Bizonyítás. Legyen ICR[X]. Legyen J ⊂ R az I-beli polinomok főegyütthatóinak
halmaza. Ekkor JCR, mert I is ideál volt. Mivel R Noether, ezért J-t véges sok eleme
generálja, így léteznek olyan F1, . . . , Fr ∈ R[X] polinomok, melyek főegyütthatói
generálják J-t.

Legyen N > degFi minden i-re, és legyen minden m ≤ N -re JmCR azon F ∈ I
polinomok főegyütthatóinak halmaza, melyekre degF ≤ m. Mivel R Noether, ezért
léteznek olyan Fm1, . . . , Fmrm ∈ R[X] polinomok, melyek főegyütthatói generálják
Jm-et. Megmutatjuk, hogy ezen véges sok Fi és Fmj polinom generálja I-t.

Tegyük fel, hogy nem generálja, legyen G ∈ I minimális fokú, amely nem áll így
elő. Ha degG > N , akkor találhatók olyan Qi ∈ R[X] polinomok, hogy

∑r
i=1 QiFi

és G főegyütthatója megegyezik, hiszen J-t generálják az Fi-k főegyütthatói. Ekkor
deg(G −

∑r
i=1 QiFi) < degG, ezért G −

∑r
i=1QiFi generálva van, de ekkor G is

generálva van, ellentmondás.
Ha degG = m ≤ N , akkor találhatók olyan Qj ∈ R[X] polinomok, hogy∑rm
j=1QjFmj és G főegyütthatója megegyezik, hiszen Jm-et generálják az Fmj-k fő-

együtthatói. Ekkor deg(G−
∑rm

j=1 QjFmj) < degG, ezért G−
∑rm

j=1QjFmj generálva
van, de ekkor G is generálva van, ellentmondás.

1.4.2. Következmény. Ha k test, akkor k[X1, . . . , Xn] Noether.

Bizonyítás. k Noether, hiszen ideáljai csak a (0) és (1). Így n-szer alkalmazva az
előző tételt, k[X1] . . . [Xn] is Noether.

1.4.3. Következmény. Minden algebrai halmaz előáll V (F1, . . . , Fr) alakban, azaz
véges sok hiperfelület metszeteként.

Bizonyítás. Ha V ⊂ An algebrai halmaz, akkor az 1.2.1.b) Állítás szerint V = V (I)
alakú, ahol I C k[X1, . . . , Xn]. Az előző következmény szerint I = (F1, . . . , Fr), így
ismét 1.2.1.b)-t használva V = V (I) = V (F1, . . . , Fr).
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1.4.4. Állítás. Legyen R gyűrű, I CR, π : R→ R/I a természetes faktorleképezés.

a) Ha J ′ CR/I, akkor J = π−1(J ′) CR egy I-t tartalmazó ideál.

b) Ha I ⊂ J CR, akkor J ′ = π(J) CR/I.

Tehát egy természetes bijekció van R/I ideáljai és R I-t tartalmazó ideáljai között.
Legyenek J ′ és J egymásnak megfelelő ideálok.

c) J pontosan akkor radikálideál, ha J ′ az.

d) J pontosan akkor prímideál, ha J ′ az.

e) J pontosan akkor maximális ideál, ha J ′ az.

f) Ha J végesen generált ideál, akkor J ′ is.

g) Ha R Noether, akkor R/I is Noether.

Bizonyítás. (a) Mivel π(I) = {0} ⊂ J ′, ezért I ⊂ π−1(J ′) = J . Ha a, b ∈ J , akkor
a, b ∈ J ′, így a+ b ∈ J ′, ezért a+ b ∈ J . Ha a ∈ J, r ∈ R, akkor a ∈ J ′, így ra ∈ J ′,
ezért ra ∈ J .

(b) Ha a, b ∈ J ′, akkor a, b ∈ J , így a + b ∈ J , ezért a + b ∈ J ′. Ha a ∈ J ′,
r ∈ R/I, akkor a ∈ J, r ∈ R, így ra ∈ J , ezért ra ∈ J ′.

Megmutatjuk, hogy a J ′CR/I ideálok halmaza és az I ⊂ JCR ideálok halmaza
közötti bijekciót π és π−1 szolgáltatja. Mivel π szürjektív, ezért π(π−1(J ′)) = J ′

minden J ′-re. Mivel Ker π = I ⊂ J , ezért ha a = b és a ∈ J , akkor b = a+(b−a) ∈ J ,
így π−1(π(J)) = J minden I-t tartalmazó J-re.

(c) Ha J radikálideál, an ∈ J ′, akkor an ∈ J , így a ∈ J , ezért a ∈ J ′, tehát J ′
radikálideál. Ha J ′ radikálideál, an ∈ J , akkor an ∈ J ′, így a ∈ J ′, ezért a ∈ J , tehát
J radikálideál.

(d) Ha J prímideál, ab ∈ J ′, akkor ab ∈ J , így a ∈ J vagy b ∈ J , ezért a ∈ J ′
vagy b ∈ J ′, tehát J ′ prímideál. Ha J ′ prímideál, ab ∈ J , akkor ab ∈ J ′, így a ∈ J ′
vagy b ∈ J ′, ezért a ∈ J vagy b ∈ J , tehát J prímideál.

(e) Ha J maximális, J ′ (M ′CR/I, akkor J ( π−1(M ′)CR, így π−1(M ′) = R,
ezért M ′ = R/I, tehát J ′ maximális. Ha J ′ maximális, J ( M C R, akkor J ′ (
π(M) CR/I (mert I ⊂ J miatt I ⊂M is teljesül), így π(M) = R/I, ezért M = R,
tehát J maximális.

(f) Mivel J végesen generált, J = (a1, . . . , an), ezért minden b ∈ J előáll b =∑n
i=1 riai, ri ∈ R alakban, így b =

∑n
i=1 riai, ezért J

′ = (a1, . . . , an) is végesen
generált.

(g) Ha J ′ C R/I, akkor J = π−1(J ′) C R, és mivel R Noether, ezért J végesen
generált, így f) szerint J ′ is végesen generált, tehát R/I Noether.

1.5. Irreducibilis komponensek
Definíció. A V ⊂ An algebrai halmaz reducibilis, ha V = V1∪V2 alakban felírható,
ahol V1, V2 6= V algebrai halmazok. V irreducibilis, ha nem reducibilis.

1.5.1. Állítás. Ha V ⊂ An irreducibilis, és V = V1 ∪ . . . ∪ Vr, ahol Vi algebrai
halmazok, akkor valamelyik Vi = V .
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Bizonyítás. r szerinti indukcióval. r = 1 esetén V = V1. Tegyük fel, hogy V =
V1 ∪ . . . ∪ Vr, és V1 6= V . az 1.2.1.d) Állítás szerint W = V2 ∪ . . . ∪ Vr is algebrai
halmaz, ezért W = V , mert különben V = V1 ∪W reducibilis volna. Az indukciós
feltevést W -re alkalmazva kapjuk, hogy valamelyik Vi = W = V .

1.5.2. Állítás. A V ⊂ An algebrai halmaz pontosan akkor irreducibilis, ha I(V )
prímideál.

Bizonyítás. Átfogalmazva: V pontosan akkor reducibilis, ha I(V ) nem prímideál.
Ha V reducibilis, akkor V = V1∪V2, Vi 6= V . Ekkor 1.3.3.a) alapján I(Vi) 6= I(V ).

Mivel Vi ⊂ V , I(Vi) ⊃ I(V ), ezért létezik Fi ∈ I(Vi), Fi /∈ I(V ). Ekkor F1F2 eltűnik
V1-en és V2-n is, így V -n is, F1F2 ∈ I(V ), de F1, F2 /∈ I(V ). Tehát I(V ) nem
prímideál.

Ha I(V ) nem prímideál, akkor léteznek F1, F2 /∈ I(V ) polinomok, melyekre
F1F2 ∈ I(V ). Legyen Vi = V ∩ V (Fi). Mivel Fi nem tűnik el V -n, ezért Vi 6= V .
Ekkor V (F1)∪V (F2) = V (F1F2) ⊃ V (I(V )) = V az 1.2.1.d), a), és 1.3.1.e) Állítások
szerint. Tehát V1 ∪ V2 = V , és így V reducibilis.

1.5.3. Állítás. a) Legyen R Noether-gyűrű, és I tetszőleges nemüres családja az
R-beli ideáloknak. Ekkor I-nek létezik maximális eleme, azaz olyan I ∈ I, melyre
I ( J esetén J /∈ I.

b) Legyen V tetszőleges nemüres családja An algebrai halmazainak. Ekkor V-nek
létezik minimális eleme, azaz olyan V ∈ V, melyre W ( V esetén W /∈ V.

Bizonyítás. (a) Tegyük fel, hogy nincs maximális eleme. A kiválasztási axiómát
használva válasszunk I minden nemüres J részhalmazából egy g(J ) ideált. Legyen
I0 = g(I), és mivel In nem maximális, legyen In+1 = g({I ∈ I | In ( I}). Tehát
I0 ( I1 ( . . . . Legyen I =

⋃∞
n=0 In, ekkor I C R. Mivel R Noether, ezért I =

(f1, . . . , fr) végesen generált. Elég nagy n-re f1, . . . , fr ∈ In, így I ⊆ In ( In+1 ⊆ I,
ellentmondás.

(b) Legyen I = {I(V ) | V ∈ V}. Ekkor I elemei k[X1, . . . , Xn]-beli ideálok, és
k[X1, . . . , Xn] Noether az 1.4.2. Következmény szerint. Ezért a) szerint van I-nek
maximális eleme, legyen ez I(V ), ahol V ∈ V . Ekkor V minimális eleme V-nek, mert
ha W ( V , W ∈ V , akkor I(W ) ∈ I és W algebrai, így I(W ) ) I(V ) 1.3.1.a) és
1.3.3.a) alapján, ami ellentmond I(V ) maximalitásának.

1.5.4. Tétel. Legyen V ⊂ An algebrai halmaz. Ekkor (sorrendtől eltekintve) egy-
értelműen léteznek olyan irreducibilis V1, . . . , Vm algebrai halmazok, melyekre V =
V1 ∪ . . . ∪ Vm, és Vi 6⊂ Vj, ha i 6= j.

Bizonyítás. Legyen V azonW ⊂ An algebrai halmazok családja, melyek nem állnak
elő irreducibilisek uniójaként. Ha V nemüres, akkor az 1.5.3.b) Állítás szerint létezik
minimális W eleme. Mivel W ∈ V , ezért W nem irreducibilis, így W = W1 ∪W2,
ahol W1,W2 6= W . Ekkor Wi ( W miatt Wi /∈ V , tehát Wi előáll irreducibilisek
uniójaként, de ekkor W1 ∪W2 is irreducibilisek uniója, ellentmondás. Tehát V üres.

Tehát minden V előáll V1∪ . . .∪Vr alakban, ahol Vi irreducibilis. Ha itt valamely
i 6= j-re Vi ⊂ Vj, akkor dobjuk el Vi-t. Ezt ismételgetve kapunk egy olyan V1∪. . .∪Vm
előállítást, melyre Vi 6⊂ Vj, ha i 6= j.
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Tegyük fel, hogy V = V1 ∪ . . . ∪ Vm = W1 ∪ . . . ∪Wp két megfelelő előállítása
V -nek. Ekkor Vi = V ∩Vi =

⋃p
j=1(Wj ∩Vi), és Vi irreducibilis, ezért az 1.5.1. Állítás

szerint valamelyik Wj ∩ Vi = Vi, azaz Vi ⊂ Wj(i) valamely j(i)-re. Ugyanígy, mivel
Wj irreducibilis, ezért Wj ⊂ Vi(j) valamely i(j)-re. De Vi ⊂ Wj(i) ⊂ Vi(j(i)) csak
i = i(j(i)) esetén teljesülhet, ezért Vi = Wj(i) minden i-re, és i ◦ j az identitás.
Ugyanígy, mivel Wj 6⊂ Wk, ha j 6= k, ezért j ◦ i az identitás. Tehát a j függvény
bijekció {1, . . . ,m} és {1, . . . , p} között, amelyre Vi = Wj(i) minden i-re, ezért a két
felbontás csak sorrendben különbözik egymástól.

Definíció. Az előző tételben szereplő Vi halmazok a V irreducibilis komponensei, a
V1∪ . . .∪Vm előállítást a V irreducibilis komponensekre való felbontásának nevezzük.

1.6. A sík algebrai részhalmazai
Mielőtt tovább építenénk az általános elméletet, megállunk egy pillanatra, és leírjuk
az A2(k) sík algebrai részhalmazait.

1.6.1. Állítás. Ha F,G ∈ k[X, Y ] relatív prímek, akkor V (F ) ∩ V (G) véges pont-
halmaz.

Bizonyítás. Mivel F és G relatív prímek k[X][Y ]-ban, ezért az 1.1.2. Tétel alap-
ján k(X)[Y ]-ban is relatív prímek. Mivel k(X) test, ezért k(X)[Y ] főideálgyűrű, így
(F,G) = (H) valamely H ∈ k(X)[Y ]-ra. De F és G relatív prímek k(X)[Y ]-ban,
ezért H egység, így (F,G) = (1). Tehát léteznek olyan R, S ∈ k(X)[Y ] polinomok,
hogy RF + SG = 1. R és S együtthatói előállnak k[X]-beli polinomok hányadosa-
iként, ezen nevezők szorzata egy olyan 0 6= D ∈ k[X], hogy DR = A,DS = B ∈
k[X][Y ]. Ekkor AF +BG = D.

Így ha (x, y) ∈ V (F ) ∩ V (G), akkor D(x) = A(x, y)F (x, y) + B(x, y)G(x, y) =
0. Azonban D-nek csak véges sok gyöke van, ezért V (F ) ∩ V (G) pontjainak X-
koordinátái közt csak véges sok érték fordulhat elő. Ugyanígy látható be, hogy
ugyanez igaz az Y -koordinátákra is. Tehát V (F ) ∩ V (G) véges halmaz.

1.6.2. Állítás. Legyen F ∈ k[X, Y ] irreducibilis, melyre V (F ) végtelen. Ekkor

a) I(V (F )) = (F ).

b) V (F ) irreducibilis.

Bizonyítás. (a) (F ) ⊂ I(V (F )) világos. Amennyiben G ∈ I(V (F )), akkor V (G) ⊃
V (I(V (F ))) = V (F ), így V (F ) ∩ V (G) ⊃ V (F ) végtelen. Az előző állítás miatt
így F -nek és G-nek van közös osztója, és mivel F irreducibilis, ezért F |G. Tehát
G ∈ (F ), és így I(V (F )) ⊂ (F ).

(b) Mivel k[X, Y ] alaptételes, és F irreducibilis, ezért (F ) prímideál. Így az 1.5.2.
Állítás szerint V (F ) irreducibilis, mert a) alapján I(V (F )) = (F ) prímideál.

1.6.3. Állítás. Legyen k végtelen. Ekkor A2(k)-nak az irreducibilis algebrai rész-
halmazai a következők: A2, ∅, {P}, V (F ), ahol P ∈ A2, és F ∈ k[X, Y ] olyan
irreducibilis polinom, melyre V (F ) végtelen.
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Bizonyítás. A2 irreducibilis, mert 1.3.1.c) szerint I(A2) = (0), ami prímideál. ∅ és
{P} definíció szerint nem lehetnek reducibilisek, V (F ) pedig az előző állítás szerint
irreducibilis.

Legyen V ⊂ A2 irreducibilis algebrai halmaz. Ha I(V ) = (0), akkor V =
V (I(V )) = A2. Ha V véges, akkor csak 0 vagy 1 pontú lehet. Különben legyen
F ∈ I(V ) nem konstans. Mivel I(V ) prímideál, ezért ha F = F1 . . . Fr az F irredu-
cibilisek szorzataként való felírása, akkor valamelyik Fi ∈ I(V ). Ha G ∈ I(V ), akkor
Fi |G, mert különben V = V (I(V )) ⊂ V (Fi, G) = V (Fi) ∩ V (G) véges az 1.6.1.
Állítás alapján. Tehát I(V ) = (Fi), és V = V (I(V )) = V (Fi), ahol Fi irreducibilis,
és V (Fi) végtelen.

1.6.4. Állítás. Legyen k algebrailag zárt, és az F ∈ k[X, Y ] nem konstans polinom
prímtényezős felbontása F = F n1

1 . . . F nr
r . Ekkor

a) V (F ) = V (F1)∪ . . .∪V (Fr) a V (F ) irreducibilis komponensekre való felbontása.

b) I(V (F )) = (F1 . . . Fr).

Bizonyítás. (a) Mivel k algebrailag zárt, ezért az 1.3.4.b) Állítás szerint V (Fi) vég-
telen. Így az 1.6.2. Állítás miatt I(V (Fi)) = (Fi) és V (Fi) irreducibilis. Ha valamely
i 6= j-re V (Fi) ⊂ V (Fj) lenne, akkor (Fi) = I(V (Fi)) ⊃ I(V (Fj)) = (Fj), azaz
Fi |Fj teljesülne, ami ellentmondás. Mivel F (P ) = F1(P )n1 . . . Fr(P )nr = 0 ponto-
san akkor, ha valamelyik Fi(P ) = 0, ezért V (F ) = V (F1) ∪ . . . ∪ V (Fr). Itt V (Fi)
irreducibilis és V (Fi) 6⊂ V (Fj), ezért ez valóban az irreducibilis komponensekre való
felbontás.

(b) I(V (F )) = I(
⋃r
i=1 V (Fi)) =

⋂r
i=1 I(V (Fi)) =

⋂r
i=1(Fi) = (F1 . . . Fr), mert

egy polinom pontosan akkor osztható az F1, . . . , Fr polinomok mindegyikével, ha
osztható F1 . . . Fr-rel.

1.7. Végességi feltételek, egész elemek
Definíció. Legyenek R ⊂ S gyűrűk.

a) S modulus-véges R felett, ha S =
∑n

i=1 Rvi valamely vi ∈ S elemekre, azaz S
végesen generált R-modulus.

b) Ha v1, . . . , vn ∈ S, akkor R[v1, . . . , vn] azon ϕ : R[X1, . . . , Xn] → S gyűrűhomo-
morfizmus képét jelöli, amely R-en az identitás, és ϕ(Xi) = vi. Ez egyben a
legkisebb részgyűrűje S-nek, ami tartalmazza R-et, és a v1, . . . , vn elemeket.

S gyűrű-véges R felett, ha S = R[v1, . . . , vn] valamely vi ∈ S elemekre.

c) Ha R = K,S = L testek, v1, . . . , vn ∈ L, akkor K(v1, . . . , vn) a K[v1, . . . , vn]
hányadostestét jelöli, mint L-nek része. Ez egyben a legkisebb részteste L-nek,
ami tartalmazza K-t, és a v1, . . . , vn elemeket.

L végesen generált testbővítése K-nak, ha L = K(v1, . . . , vn) valamely vi ∈ K
elemekre.

1.7.1. Példák. a) Ha S modulus-véges R felett, akkor gyűrű-véges.

b) Ha az L test gyűrű-véges a K test felett, akkor L végesen generált testbővítése
K-nak.
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c) R[X] gyűrű-véges R felett, de nem modulus-véges.

d) K(X) végesen generált testbővítése K-nak, de nem gyűrű-véges K felett.

Bizonyítás. (a) Ha S =
∑n

i=1Rvi, akkor S = R[v1, . . . , vn].
(b) Ha L = K[v1, . . . , vn] test, akkor L = K(v1, . . . , vn).
(c) Tegyük fel, hogy R[X] =

∑n
i=1Rvi, ahol vi ∈ R[X]. Ha deg f > deg vi minden

i-re, akkor f nem állhat elő f =
∑n

i=1 rivi, ri ∈ R alakban, ellentmondás.
(d) Tegyük fel, hogy K(X) = K[v1, . . . , vn], ahol vi ∈ K(X). Legyen b ∈ K[X] a

vi elemek nevezőinek szorzata, ekkor bvi ∈ K[X]. Mivel 1
Xb+1

∈ K(X), ezért előáll
1

Xb+1
= F (v1, . . . , vn), F ∈ K[X1, . . . , Xn] alakban. Ha degF = m, akkor bm

Xb+1
=

bmF (v1, . . . , vn) = G(bv1, . . . , bvn) valamely G ∈ K[X][X1, . . . , Xn] polinomra, így
bm

Xb+1
∈ K[X]. Ez ellentmondás, mert a nevező legalább elsőfokú polinom, és a

számláló minden irreducibilis osztója osztja b-t, így nem osztja az Xb + 1 nevezőt,
ez tehát egy egyszerűsíthetetlen tört.

1.7.2. Állítás. Legyenek R ⊂ S ⊂ T gyűrűk.

a) Ha T modulus-véges S felett, és S modulus-véges R felett, akkor T modulus-véges
R felett.

b) Ha T gyűrű-véges S felett, és S gyűrű-véges R felett, akkor T gyűrű-véges R
felett.

c) Ha R, S, T testek, T végesen generált testbővítése S-nek, és S végesen generált
testbővítése R-nek, akkor T végesen generált testbővítése R-nek.

Bizonyítás. (a) Ha T =
∑n

i=1 Svi, S =
∑m

j=1Rwj, akkor minden t ∈ T előáll
t =

∑n
i=1 sivi, si ∈ S alakban, és itt mindegyik si előáll si =

∑m
j=1 rijwj, rij ∈ R

alakban. Tehát t =
∑n

i=1

∑m
j=1 rijwjvi, így T =

∑
i,j Rwjvi, azaz T modulus-véges

R felett.
(b) T = S[v1, . . . , vn], S = R[w1, . . . , wm] esetén T = R[w1, . . . , wm, v1, . . . , vn],

hiszen a legkisebb gyűrű, ami tartalmazza R[w1, . . . , wm]-et és a v1, . . . , vn elemeket,
ugyanaz, mint a legkisebb gyűrű, ami tartalmazza R-et és a w1, . . . , wm, v1, . . . , vn
elemeket.

(c) T = S(v1, . . . , vn), S = R(w1, . . . , wm) esetén T = R(w1, . . . , wm, v1, . . . , vn),
hiszen a legkisebb test, ami tartalmazza R(w1, . . . , wm)-et és a v1, . . . , vn elemeket,
ugyanaz, mint a legkisebb test, ami tartalmazza R-et és a w1, . . . , wm, v1, . . . , vn
elemeket.

Definíció. Legyenek R ⊂ S gyűrűk, v ∈ S. Azt mondjuk, hogy v egész R felett,
ha létezik olyan F = Xn + an−1X

n−1 + . . . + a0 ∈ R[X] normált polinom, melyre
F (v) = 0. Ha R, S testek, azt is mondjuk ilyenkor, hogy v algebrai R felett.

S egész R felett, ha minden v ∈ S egész R felett. Ha R, S testek, azt is mondjuk
ilyenkor, hogy S algebrai bővítése R-nek.

1.7.3. Állítás. Legyenek R ⊂ S gyűrűk, v ∈ S. Ekkor a következők ekvivalensek:

(1) v egész R felett.
(2) R[v] modulus-véges R felett.
(3) Létezik olyan R′, melyre R[v] ⊂ R′ ⊂ S, és R′ modulus-véges R felett.
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Bizonyítás. (1 ⇒ 2) Ha vn + an−1v
n−1 + . . . + a0 = 0, akkor vn ∈

∑n−1
i=0 Rv

i.
Ha m ∈ N-re vm ∈

∑n−1
i=0 Rv

i, akkor vm =
∑n−1

i=0 riv
i valamely ri ∈ R elemekre, így

vm+1 = rn−1v
n+
∑n−2

i=0 riv
i+1 ∈

∑n−1
i=0 Rv

i. Tehát indukcióval vm ∈
∑n−1

i=0 Rv
i adódik

minden m ∈ N-re, és így R[v] =
∑n−1

i=0 Rv
i, azaz R[v] modulus-véges R felett.

(2⇒ 3) R′ = R[v] megfelel.
(3 ⇒ 1) R′ =

∑n
i=1Rwi valamely wi ∈ R′ elemekkel. Ekkor vwi ∈ R′, így előáll

vwi =
∑n

j=1 aijwj alakban, ahol aij ∈ R. Legyen A = (aij) n × n-es mátrix, I az
n×n-es egységmátrix, w = (wi) n×1-es vektor. Ekkor vw = Aw, azaz (Iv−A)w = 0.
Belátjuk, hogy det(Iv −A) = 0, és mivel ez éppen egy vn + bn−1v

n−1 + . . .+ b0 = 0
alakú egyenletet ad, készen leszünk.

Ha B = adj(Iv − A) jelöli az Iv − A mátrix előjeles aldeterminánsaiból ál-
ló adjungált mátrixát, akkor a determináns kifejtési tételének következményeként
B(Iv −A) = det(Iv −A)I. Mivel 1 ∈ R[v] ⊂ R′ =

∑n
i=1 Rwi, ezért 1 = rw alakban

felírható valamely r 1× n-es vektorral. Ezért 0 = rB(Iv−A)w = r det(Iv−A)w =
det(Iv − A), tehát v egész R felett.

1.7.4. Következmény. Ha R ⊂ S gyűrűk, akkor S-nek az R felett egész elemei egy
részgyűrűt alkotnak, ami tartalmazza R-et.

Bizonyítás. Legyenek a, b ∈ S egészek R felett, ekkor az előző állítás szerint R[a]
modulus-véges R felett, és mivel b egész R[a] felett is, így R[a][b] = R[a, b] modulus-
véges R[a] felett. Az 1.7.2.a) Állítás alapján ezért R[a, b] modulus-véges R felett.
Mivel R′ = R[a, b], v ∈ {a + b,−a, 0, ab, 1} esetén R[v] ⊂ R′, ezért az előző állítás
szerint v egész R felett, tehát az egész elemek valóban részgyűrűt alkotnak.

1.7.5. Állítás. Legyen K test, és L = K(X). Ekkor

a) L minden K[X] felett egész eleme K[X]-ben van.

b) Nincs olyan 0 6= b ∈ K[X], melyre minden z ∈ L-hez létezik n ∈ N, hogy bnz
egész K[X] felett.

Bizonyítás. (a) Legyen z ∈ L, zn + an−1z
n−1 + . . . + a0 = 0, ai ∈ K[X]. Ekkor

z = F/G, ahol F,G ∈ K[X] relatív prímek, és F n + an−1F
n−1G + . . . + a0G

n = 0.
Így G minden irreducibilis osztója osztja F n-t, ezért osztja F -et, ami csak úgy lehet,
ha G egység. Tehát z ∈ K[X].

(b) Tegyük fel, hogy b ilyen, legyen z = 1
Xb+1

. Ekkor létezik n, hogy bn

Xb+1
egész

K[X] felett, ami a) szerint csak úgy lehet, ha bn

Xb+1
∈ K[X]. Ez viszont ellentmondás,

mert ez egy egyszerűsíthetetlen tört (mint azt az 1.7.1.d) Példa bizonyításában is
láttuk).

1.7.6. Állítás. Legyenek K ⊂ L testek, v ∈ L, L = K(v). Legyen ϕ : K[X]→ L az
a gyűrűhomomorfizmus, melyre ϕ(X) = v, és K-n az identitás.

a) Ha Kerϕ = (0), akkor L izomorf a K(X) racionális törtfüggvények testével.

b) Ha Kerϕ 6= (0), akkor L = K[v].

Bizonyítás. (a) Mivel ϕ injektív, ezért K[X] izomorf ϕ képével, K[v]-vel. Ezért a
hányadostesteik is izomorfak: K(X) izomorf K(v) = L-lel.

(b) Mivel K[X] PID, ezért Kerϕ = (F ), ahol 0 6= F ∈ K[X]. Ekkor K[X]/(F )
izomorf ϕ képével, K[v]-vel. Mivel K[v] nullosztómentes, ezért (F ) prímideál, így
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F irreducibilis, vagy egység. Mivel ϕ(1) = 1, ezért 1 /∈ Kerϕ = (F ), tehát F nem
egység. Ha (F ) ⊂ ICK[X], akkor K[X] PID lévén I = (G), G ∈ K[X], ezért G |F .
Ez viszont F irreducibilitása miatt azt jelenti, hogy G egység vagy F egységszerese,
azaz I = K[X] vagy I = (F ). Tehát (F ) maximális ideál, és ezért K[X]/(F ) test,
azaz K[v] = K(v) = L.

1.7.7. Tétel (Zariski). Ha K,L testek, és L gyűrű-véges K felett, akkor L modulus-
véges K felett.

Bizonyítás. Legyen L = K[v1, . . . , vn], n szerinti indukcióval bizonyítunk. Ha n =
0, akkor L = K modulus-véges K felett. Legyen n ≥ 1, és tegyük fel, hogy n −
1 elemre tudjuk az állítást. Legyen K1 = K(v1). Mivel L = K[v1][v2, . . . , vn] ⊂
K(v1)[v2, . . . , vn] ⊂ K(v1)(v2, . . . , vn) = L, ezért L = K1[v2, . . . , vn]. Az indukciós
feltétel alapján tehát L modulus-véges K1 felett. Ha v1 algebrai K felett, azaz van
olyan 0 6= F ∈ K[X], melyre F (v) = 0, akkor az 1.7.6. Állításban Kerϕ 6= (0), ezért
K1 = K[v1]. Mivel v1 egész K felett, ezért 1.7.3. szerint K1 modulus-véges K felett,
így 1.7.2.a) alapján L modulus-véges K felett.

Ha v1 nem algebrai K felett, akkor az 1.7.6. Állításban Kerϕ = (0), ezért K1

izomorf K(X)-szel. Mivel K1[v2, . . . , vn] modulus-véges K1 felett, ezért 1.7.3. szerint
2 ≤ i ≤ n esetén vi egész K1 felett. v1 ∈ K1 miatt persze v1 is egész K1 felett. Tehát
mindegyik vi kielégít egy vni

i + ai1v
ni−1
i + . . . = 0 alakú egyenletet, ahol aij ∈ K(v1).

Legyen b ∈ K[v1] az aij elemek nevezőinek szorzata, ekkor

(bvi)
ni + (bai1)(bvi)

ni−1 + (b2ai2)(bvi)
ni−2 + . . . = 0,

ahol a bjaij együtthatók már K[v1]-beliek, ezért bvi egész K[v1] felett. Az 1.7.4.
Következmény alapján a bvi elemek tetszőleges K[v1]-együtthatós polinomja is egész
K[v1] felett. Ha z = F (v1, . . . , vn), F ∈ K[X1, . . . , Xn], degF = m, akkor bmz =
bmF (v1, . . . , vn) = G(bv1, . . . , bvn) valamely G ∈ K[v1][X1, . . . , Xn] polinommal, így
bmz egész K[v1] felett. Tehát minden z ∈ K[v1, . . . , vn] esetén, speciálisan minden
z ∈ K1-re létezik olyan m ∈ N, hogy bmz egész K[v1] felett. Azonban K1 izomorf
K(X)-szel, és K[v1] képe ezen izomorfiánál K[X], így ez ellentmond az 1.7.5.b)
Állításnak.

1.7.8. Állítás. Ha k algebrailag zárt test, akkor önmagán kívül nincs modulus-véges
testbővítése.

Bizonyítás. Ha k ⊂ L test, L modulus-véges k felett, akkor az 1.7.3. Állítás szerint
L minden eleme egész, azaz algebrai k felett. Tehát ha a ∈ L, akkor a gyöke egy
0 6= F ∈ k[X] polinomnak. Mivel k algebrailag zárt, ezért F = (X− b1) . . . (X− br),
bi ∈ k alakban F gyöktényezőkre bomlik. Mivel F (a) = 0, ezért valamely i-re
a = bi ∈ k. Tehát L = k.

1.8. A Hilbert-féle Nullstellensatz
Ettől a fejezettől kezdve k mindig algebrailag zárt testet jelöl.

1.8.1. Tétel (Gyenge Nullstellensatz). Ha I C k[X1, . . . , Xn] valódi ideál, akkor
V (I) 6= ∅.

14



Bizonyítás. Legyen I = {J C k[X1, . . . , Xn] | I ⊂ J 6= k[X1, . . . , Xn]}, mivel I
valódi ideál, ezért I 6= ∅. Az 1.5.3.a) Állítás szerint I-nek létezik maximális J eleme.
Ha belátjuk, hogy V (J) 6= ∅, akkor I ⊂ J miatt V (I) ⊃ V (J), tehát V (I) 6= ∅.

Mivel J maximális ideál, ezért L = k[X1, . . . , Xn]/J test. Ebben k tekinthető
résztestnek. Ha Xi J-maradékát Xi jelöli, akkor L = k[X1, . . . , Xn]. Tehát L gyűrű-
véges k felett, így az 1.7.7. Tétel szerint Lmodulus-véges k felett. Mivel k algebrailag
zárt, ezért az 1.7.8. Állítás szerint L = k.

Tehát mindegyik i-re létezik olyan ai ∈ k, hogy Xi = ai, azaz Xi − ai ∈ J , így
(X1 − a1, . . . , Xn − an) ⊂ J . De az 1.3.5.b) Állítás alapján (X1 − a1, . . . , Xn − an)
maximális ideál. Ezért (X1 − a1, . . . , Xn − an) = J , és V (J) = {(a1, . . . , an)}, tehát
V (I) 6= ∅.

1.8.2. Tétel (Nullstellensatz). Ha I C k[X1, . . . , Xn], akkor I(V (I)) = Rad(I).

Bizonyítás. 1.3.2.e) alapján Rad(I) ⊂ I(V (I)). Legyen G ∈ I(V (I)), azaz G eltű-
nik V (I)-n, azt kell belátnunk, hogy G ∈ Rad(I).

Mivel k[X1, . . . , Xn] Noether, ezért I = (F1, . . . , Fr), Fi ∈ k[X1, . . . , Xn]. Így
V (I) = V (F1, . . . , Fr), ezért G eltűnik minden olyan pontban, ahol F1, . . . , Fr mind-
egyike eltűnik. Legyen J = (F1, . . . , Fr, Xn+1G − 1) C k[X1, . . . , Xn, Xn+1]. Ekkor
V (J) ⊂ An+1 üres, mert ha P ∈ An+1-re mindegyik Fi(P ) = 0, akkor G(P ) = 0, így
(Xn+1G − 1)(P ) = −1. Ezért a Gyenge Nullstellensatz szerint J nem lehet valódi
ideál, azaz 1 ∈ J .

Tehát 1 =
∑r

i=1AiFi +B(Xn+1G− 1) alkalmas Ai, B ∈ k[X1, . . . , Xn+1] polino-
mokkal. Alkalmazzunk Xn+1 = 1/Y helyettesítést, majd szorozzunk fel egy kellően
nagy Y -hatvánnyal:

1 =
r∑
i=1

Ai

(
X1, . . . , Xn,

1

Y

)
Fi +B

(
X1, . . . , Xn,

1

Y

)(G
Y
− 1
)
,

Y m =
r∑
i=1

Ci(X1, . . . , Xn, Y )Fi +D(X1, . . . , Xn, Y )(G− Y ),

ahol Ci, D ∈ k[X1, . . . , Xn, Y ]. Végül Y helyébe G-t írva

Gm =
r∑
i=1

Ci(X1, . . . , Xn, G)Fi.

Itt Ci(X1, . . . , Xn, G) ∈ k[X1, . . . , Xn], ezért Gm ∈ (F1, . . . , Fr) = I, azaz G ∈
Rad(I).

1.8.3. Következmény. a) Ha I C k[X1, . . . , Xn] radikálideál, akkor I(V (I)) = I.
Tehát a radikálideálok természetes módon bijekcióban állnak az algebrai halma-
zokkal.

b) Ha I C k[X1, . . . , Xn] prímideál, akkor V (I) irreducibilis. Tehát a prímideálok
bijekcióban állnak az irreducibilis algebrai halmazokkal.

c) A maximális ideálok a pontoknak felelnek meg.

15



Bizonyítás. (a) Ha I radikálideál, akkor I = Rad(I) = I(V (I)) a Nullstellensatz
szerint. A V függvény radikálideálhoz algebrai halmazt rendel, az I függvény 1.3.2.d)
szerint algebrai halmazhoz radikálideált. 1.3.1.e) alapján V ◦ I az identitás, és most
láttuk be, hogy a radikálideálokon I ◦ V is identitás. Tehát I és V bijekciók.

(b) Ha I prímideál, akkor 1.3.2.c) szerint I radikálideál, így a) alapján I(V (I)) =
I. Tehát I(V (I)) prímideál, így 1.5.2. szerint V (I) irreducibilis. A V függvény te-
hát prímideálhoz irreducibilis algebrai halmazt rendel, az I függvény 1.5.2. szerint
irreducibilis algebrai halmazhoz prímideált. I ◦ V és V ◦ I most is identitás, tehát I
és V bijekciók.

(c) Ezen bijekciónál {(a1, . . . , an)} képe 1.3.1.b) szerint (X1 − a1, . . . , Xn − an),
ami 1.3.5.b) alapján maximális ideál. Ha I maximális ideál, akkor a Gyenge Nullstel-
lensatz miatt V (I) 6= ∅. De V (I) nem lehet legalább 2 pontú, mert akkor valamelyik
P pontját véve ∅ 6= {P} ( V (I), így 1.3.3.a) szerint k[X1, . . . , Xn] 6= I({P}) )
I(V (I)). Mivel minden maximális ideál prímideál (1.1.4. Állítás), így radikálideál,
ezért a) alapján I(V (I)) = I, de ez ellentmond annak, hogy I maximális ideál. Te-
hát V (I) 1 pontú, így a V függvény maximális ideálhoz pontot rendel, ezek tehát
bijekcióban állnak.

1.8.4. Következmény. Legyen az F ∈ k[X1, . . . , Xn] nem konstans polinom prím-
tényezős felbontása F = F n1

1 . . . F nr
r . Ekkor

a) V (F ) = V (F1)∪ . . .∪V (Fr) a V (F ) irreducibilis komponensekre való felbontása.

b) I(V (F )) = (F1 . . . Fr).

c) Az irreducibilis F ∈ k[X1, . . . , Xn] polinomok (egységszerestől eltekintve) és az
irreducibilis hiperfelületek An-ben természetes bijekcióban állnak.

Bizonyítás. (a) Mivel F (P ) = 0 pontosan akkor, ha valamelyik Fi(P ) = 0, ezért
V (F ) = V (F1)∪ . . .∪V (Fr). Mivel Fi irreducibilis, ezért (Fi) prímideál, így 1.8.3.b)
alapján V (Fi) irreducibilis. Mivel (Fi) radikálideál, ezért 1.8.3.a) alapján I(V (Fi)) =
(Fi), így ha valamely i 6= j-re V (Fi) ⊂ V (Fj) lenne, akkor (Fi) = I(V (Fi)) ⊃
I(V (Fj)) = (Fj), azaz Fi |Fj teljesülne, ami ellentmondás.

(b) I(V (F )) = I(
⋃r
i=1 V (Fi)) =

⋂r
i=1 I(V (Fi)) =

⋂r
i=1(Fi) = (F1 . . . Fr).

(c) Ha F irreducibilis, akkor a) szerint V (F ) irreducibilis hiperfelület, és b) sze-
rint I(V (F )) = (F ). Ha V (G) irreducibilis hiperfelület, és G = Gn1

1 . . . Gnr
r , akkor

a) szerint r = 1, G = Gn1
1 , és b) szerint I(V (G)) = (G1). Tehát I és V bijekcióba

állítják az irreducibilis hiperfelületeket és az (F ) ideálokat, ahol F irreducibilis.

1.8.5. Következmény. Legyen I C k[X1, . . . , Xn]. Ekkor

a) V (I) pontosan akkor véges halmaz, ha k[X1, . . . , Xn]/I véges dimenziós, mint k
feletti vektortér.

b) |V (I)| ≤ dimk(k[X1, . . . , Xn]/I).

Bizonyítás. (b) Legyenek P1, . . . , Pr ∈ V (I) különböző pontok. Az 1.3.3.c) Állítást
V = ∅-ra alkalmazva, léteznek olyan F1, . . . , Fr ∈ k[X1, . . . , Xn] polinomok, melyek-
re Fi(Pi) = 1 és Fi(Pj) = 0 minden i 6= j esetén. Legyen Fi az Fi I-maradéka. Ha∑r

i=1 λiFi = 0, λi ∈ k, akkor
∑r

i=1 λiFi ∈ I, ezért 0 =
∑r

i=1 λiFi(Pj) = λj minden j-
re. Tehát F1, . . . , Fr lineárisan függetlenek k felett, így r ≤ dimk(k[X1, . . . , Xn]/I).

16



Tehát ha V (I) = {P1, . . . , Pr} véges, akkor |V (I)| ≤ dimk(k[X1, . . . , Xn]/I), ha
pedig V (I) végtelen, akkor r ≤ dimk(k[X1, . . . , Xn]/I) minden r ∈ N-re, azaz
dimk(k[X1, . . . , Xn]/I) is végtelen.

(a) Ha k[X1, . . . , Xn]/I véges dimenziós, akkor b) szerint V (I) véges. Megfor-
dítva, ha V (I) = {P1, . . . , Pr} véges, és Pi = (ai1, . . . , ain), akkor legyen minden
1 ≤ j ≤ n-re Gj = (Xj − a1j) . . . (Xj − arj) ∈ k[Xj]. Ekkor Gj mindegyik Pi-ben
eltűnik, így Gj ∈ I(V (I)). A Nullstellensatz szerint I(V (I)) = Rad(I), így létezik
nj, hogy G

nj

j ∈ I. Legyen m nagyobb mindegyik nj-nél, ekkor Gm
j ∈ I minden j-

re. I-maradékot véve Gj
m

= 0. Mivel Gj egy r-edfokú normált polinomja Xj-nek,
ezért ez azt jelenti, hogy Xj

rm előáll 1, Xj, . . . , Xj
rm−1 egy k-lineáris kombinációja-

ként. Indukcióval adódik (mint 1.7.3. bizonyításában), hogy minden t ∈ N-re Xj
t

előáll ezek lineáris kombinációjaként. Így minden F ∈ k[X1, . . . , Xn]-re F előáll a
{X1

i1
. . . Xn

in | 0 ≤ ij < rm} halmaz elemeinek k-lineáris kombinációjaként, azaz
k[X1, . . . , Xn]/I-nek ez egy véges generátorrendszere.
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2. fejezet

Algebrai varietások

2.1. A koordinátagyűrű
Az irreducibilis affin algebrai halmazokat ezentúl varietásoknak hívjuk.

Minden gyűrűnek és testnek részgyűrűje lesz a k algebrailag zárt test. Így a
ϕ : R → S gyűrűhomomorfizmusokról ezentúl azt is megköveteljük, hogy ϕ(λ) = λ
legyen minden λ ∈ k-ra.

Definíció. Ha ∅ 6= V ⊂ An varietás, akkor V koordinátagyűrűje a

Γ(V ) = k[X1, . . . , Xn]/I(V ).

Ha V tetszőleges halmaz, akkor F(V, k) jelöli a V -ből k-ba képező függvények
halmazát. A pontonkénti összeadással és szorzással F(V, k) gyűrűvé válik. Ebben k
részgyűrűként jelenik meg, ha a konstans λ függvényt azonosítjuk a λ ∈ k elemmel.

Definíció. Ha V ⊂ An varietás, akkor az f ∈ F(V, k) függvényt V -n értelmezett
polinomfüggvénynek hívjuk, ha létezik F ∈ k[X1, . . . , Xn], melyre f(P ) = F (P )
minden P ∈ V -re.

A polinomfüggvények F(V, k) egy részgyűrűjét alkotják, mely tartalmazza k-t.
Az F,G polinomok ugyanazt a polinomfüggvényt határozzák meg pontosan akkor,
ha (F−G)(P ) = 0 minden P ∈ V -re, azaz F−G ∈ I(V ). Ezért Γ(V ) azonosítható a
V -n értelmezett polinomfüggvények gyűrűjével, Γ(V ) ⊂ F(V, k). Γ(V ) egy elemére
tehát kétféleképpen tekinthetünk: mint polinomok egy ekvivalenciaosztályára, vagy
mint egy V -n értelmezett függvényre.

2.2. Polinomiális leképezések
Definíció. Ha V ⊂ An, W ⊂ Am algebrai halmazok, akkor egy ϕ : V → W le-
képezést polinomiális leképezésnek hívunk, ha léteznek T1, . . . , Tm ∈ k[X1, . . . , Xn]
polinomok, hogy ϕ(P ) = (T1(P ), . . . , Tm(P )) minden P ∈ V -re. Ezt úgy is jelöljük,
hogy ϕ = (T1, . . . , Tm) V -n.

Ha ϕ : V → W tetszőleges leképezés, akkor ϕ természetes módon indukál egy
ϕ̃ : F(W,k) → F(V, k) gyűrűhomomorfizmust az f 7→ f ◦ ϕ hozzárendeléssel. Ha
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ϕ varietások közti polinomiális leképezés, akkor ϕ̃ Γ(W )-re való megszorítása egy
ϕ̃ : Γ(W ) → Γ(V ) gyűrűhomomorfizmust ad, mert ha ϕ = (T1, . . . , Tm) V -n, és
f ∈ Γ(W ) az F polinomW -re vett megszorítása, akkor ϕ̃(f) = f◦ϕ az F (T1, . . . , Tm)
polinom V -re vett megszorítása.

Ha T : An → Am polinomiális leképezés, akkor egyértelműen léteznek olyan Ti ∈
k[X1, . . . , Xn] polinomok, hogy T = (T1, . . . , Tm), mert ha Ti(P ) = Si(P ) minden
P ∈ An-re, akkor Ti − Si ∈ I(An) = (0) 1.3.1.c) szerint.

2.2.1. Állítás. Legyenek V ⊂ An, W ⊂ Am varietások. Ekkor a ϕ : V → W polino-
miális leképezések és az α : Γ(W ) → Γ(V ) gyűrűhomomorfizmusok között bijekciót
teremt a ϕ 7→ ϕ̃ leképezés.

Bizonyítás. Legyen α : Γ(W ) → Γ(V ) homomorfizmus, és legyenek T1, . . . , Tm ∈
k[X1, . . . , Xn] olyanok, hogy α(Xi+I(W )) = Ti+I(V ). Ekkor T = (T1, . . . , Tm) egy
T : An → Am polinomiális leképezés. T indukál egy T̃ : Γ(Am) → Γ(An) homomor-
fizmust. Mivel I(Ar) = (0), ezért T̃ valójában egy k[X1, . . . , Xm] → k[X1, . . . , Xn]
függvény.

Mivel α gyűrűhomomorfizmus, és λ ∈ k-ra α(λ) = λ, ezért tetszőleges F ∈
k[X1, . . . , Xm]-re

α(F + I(W )) = F (α(X1 + I(W )), . . . , α(Xm + I(W ))) =

= F (T1 + I(V ), . . . , Tm + I(V )) = F ◦ T + I(V ).

Így ha F ∈ I(W ), akkor 0 = α(0) = α(F + I(W )) = F ◦ T + I(V ), tehát T̃ (F ) =
F ◦ T ∈ I(V ).

Tegyük fel, hogy valamely P ∈ V -re T (P ) /∈ W , ekkor 1.3.3.b) szerint létezik
olyan F ∈ I(W ), melyre F (T (P )) = 1, ami ellentmond annak, hogy F ∈ I(W )
esetén F ◦ T eltűnik V -n. Ezért P ∈ V esetén T (P ) ∈ W , így T megszorítása
V -re egy α? : V → W polinomiális leképezés. Noha T nem volt egyértelmű, de Ti
I(V )-maradéka egyértelmű volt, ezért a V -re való megszorításuk, α? is egyértelmű.

Ekkor α̃? = α, mert f ∈ Γ(W ), f = F + I(W ) esetén α̃?(f) = f ◦ α? = F ◦ T +
I(V ) = α(F + I(W )) = α(f). Ha pedig ϕ : V → W , ϕ = (F1, . . . , Fm) polinomiális
leképezés, akkor (ϕ̃)? = ϕ, mert Ti + I(V ) = ϕ̃(Xi + I(W )) = (Xi + I(W )) ◦ ϕ =
Fi + I(V ), így T = (T1, . . . , Tm) V -re való megszorítása ugyanaz, mint (F1, . . . , Fm)
V -re való megszorítása, ami pedig ϕ. Tehát az α 7→ α? és ϕ 7→ ϕ̃ leképezések egymás
inverzei, így bijekciók.

Definíció. A ϕ : V → W varietások közti polinomiális leképezés izomorfizmus, ha
létezik olyan ψ : W → V polinomiális leképezés, hogy ψ◦ϕ az identitás V -n, és ϕ◦ψ
az identitás W -n.

2.2.2. Állítás. a) Ha ϕ : V → W , ω : W → Z varietások közti polinomiális leké-
pezések, akkor ω ◦ ϕ is polinomiális leképezés, és ω̃ ◦ ϕ = ϕ̃ ◦ ω̃.

b) A V,W varietások pontosan akkor izomorfak, ha Γ(V ),Γ(W ) gyűrűizomorfak
(k-t tartva). Ha ϕ : V → W izomorfizmus, akkor ϕ̃ : Γ(W ) → Γ(V ) gyűrűizo-
morfizmus.
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Bizonyítás. (a) Ha ϕ = (T1, . . . , Tm) V -n, ω = (S1, . . . , Sr) W -n, akkor ω ◦ ϕ =
(S1(T1, . . . , Tm), . . . , Sr(T1, . . . , Tm)) V -n, ahol Si(T1, . . . , Tm) ∈ k[X1, . . . , Xn] poli-
nomok. Minden f ∈ Γ(Z)-re ω̃ ◦ ϕ(f) = f ◦ ω ◦ ϕ = ω̃(f) ◦ ϕ = ϕ̃(ω̃(f)).

(b) Amennyiben ϕ : V → W és ω : W → V mutatja V és W izomorfiáját, akkor
ϕ̃ : Γ(W ) → Γ(V ) és ω̃ : Γ(V ) → Γ(W ) mutatja Γ(V ) és Γ(W ) izomorfiáját, hiszen
a) szerint ϕ̃ ◦ ω̃ = ω̃ ◦ ϕ = ĩdV = idΓ(V ) és ω̃ ◦ ϕ̃ = ϕ̃ ◦ ω = ĩdW = idΓ(W ).

Ha Γ(V ) és Γ(W ) izomorfak, akkor az előző állítás szerint ezen izomorfizmusok
ϕ̃ : Γ(W )→ Γ(V ) és ω̃ : Γ(V )→ Γ(W ) alakúak valamely ϕ : V → W és ω : W → V

polinomiális leképezésekkel. Mivel ω̃ ◦ ϕ = ϕ̃ ◦ ω̃ = idΓ(V ) = ĩdV , és az előző állítás
szerint a hullám leképezés bijekció, ezért ω ◦ ϕ = idV , és mivel ϕ̃ ◦ ω = ω̃ ◦ ϕ̃ =
idΓ(W ) = ĩdW , ezért ϕ ◦ ω = idW . Tehát V és W izomorfak.

2.2.3. Állítás. a) Ha ϕ : V → W polinomiális leképezés, és X ⊂ W algebrai hal-
maz, akkor ϕ−1(X) ⊂ V algebrai halmaz.

b) Ha ϕ : V → X polinomiális leképezés, V irreducibilis, és ϕ szürjektív, akkor X
irreducibilis.

Bizonyítás. (a) P ∈ ϕ−1(X) pontosan akkor, ha ϕ(P ) ∈ X = V (I(X)), azaz
minden F ∈ I(X)-re F (ϕ(P )) = 0. Így ϕ−1(X) = V ({F ◦ ϕ | F ∈ I(X)}).

(b) Tegyük fel, hogy X = X1 ∪ X2 reducibilis, Xi 6= X. Ekkor V = ϕ−1(X) =
ϕ−1(X1) ∪ ϕ−1(X2), és a) szerint ϕ−1(Xi) algebrai halmaz. Mivel ϕ szürjektív, és
Xi 6= X, ezért létezik olyan Pi ∈ V , hogy ϕ(Pi) /∈ Xi, azaz Pi /∈ ϕ−1(Xi). Tehát
ϕ−1(Xi) 6= V , így V reducibilis, ellentmondás.

2.2.4. Példák. a) V = {(t, t2, t3) ∈ A3 | t ∈ k} varietás.
b) Ha V ⊂ An varietás, f ∈ Γ(V ), akkor f grafikonja,

G(f) = {(a1, . . . , an+1) ∈ An+1 | (a1, . . . , an) ∈ V, an+1 = f(a1, . . . , an)}

varietás, mely izomorf V -vel.

c) Legyen V = V (X3 − Y 2) ⊂ A2, ϕ : A1 → V , t 7→ (t2, t3). Ekkor ϕ bijekció, de
nem izomorfizmus. Sőt, V és A1 más polinomiális leképezéssel sem izomorf.

Bizonyítás. (a) Mivel A1 irreducibilis, és ϕ : A1 → V , t 7→ (t, t2, t3) szürjektív
polinomiális leképezés, ezért 2.2.3.b) alapján V irreducibilis.

(b) (a1, . . . , an) 7→ (a1, . . . , an, f(a1, . . . , an)) és (a1, . . . , an, an+1) 7→ (a1, . . . , an)
polinomiális leképezések mutatják az izomorfizmust.

(c) ϕ valóban V -be képez, mert (t2)3 − (t3)2 = 0, és ϕ injektív, mert ha (x, y) =
(t2, t3), akkor x = 0 esetén t = 0, x 6= 0 esetén t = y/x. ϕ szürjektív, mert ha
(x, y) ∈ V , akkor x3 − y2 = 0, így x = 0 esetén ϕ(0) = (0, 0) = (x, y), míg x 6= 0
esetén ϕ(y/x) = (y2/x2, y3/x3) = (x3/x2, y3/y2) = (x, y). Tehát ϕ bijekció.

Tegyük fel, hogy ϕ izomorfizmus, ekkor 2.2.2.b) szerint ϕ̃ : Γ(V ) → Γ(A1) gyű-
rűizomorfizmus. De Γ(A1) = k[T ], és F ∈ Γ(V ) esetén ϕ̃(F ) = F ◦ ϕ = F (T 2, T 3),
ezért ϕ̃ képe k[T 2, T 3], így ϕ̃ nem szürjektív, ellentmondás.

Tegyük fel, hogy ω : A1 → V , ω = (F,G) izomorfizmus, ekkor ω̃ : Γ(V ) → k[T ]
gyűrűizomorfizmus, és ω̃ képe k[F,G] ⊂ k[T ]. Mivel ω V -be képez, ezért minden
t ∈ k-ra F (t)3 − G(t)2 = 0, így F 3 − G2 = 0. Mivel ω szürjektív, ezért van olyan
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a ∈ k, hogy F (a) = G(a) = 0. Legyen a F -nek n-szeres, G-nek m-szeres gyöke,
ekkor F 3 = G2-nek 3n = 2m-szeres gyöke. Ezért n ≥ 2 és m ≥ 3. Tehát (T −a)2 |F ,
(T − a)3 |G, ezért T − a /∈ k[F,G], így ω̃ nem szürjektív, ellentmondás.

2.3. Affin koordinátacserék
Definíció. Legyen T : An → Am, T = (T1, . . . , Tm) polinomiális leképezés.

a) Ha F ∈ k[X1, . . . , Xm] polinom, akkor F T jelöli a T̃ (F ) = F (T1, . . . , Tm) ∈
k[X1, . . . , Xn] polinomot.

b) Ha ICk[X1, . . . , Xm] ideál, akkor IT Ck[X1, . . . , Xn] jelöli az {F T | F ∈ I} által
generált ideált.

c) Ha V ⊂ Am algebrai halmaz, akkor V T jelöli a T−1(V ) ⊂ An halmazt.

2.3.1. Állítás. Itt V T algebrai halmaz, és ha V = V (I), akkor V T = V (IT ). Ha
V = V (F ), akkor V T = V (F T ).

Bizonyítás. P ∈ V T = T−1(V ) pontosan akkor, ha T (P ) ∈ V = V (I), azaz minden
F ∈ I-re 0 = F (T (P )) = F T (P ), tehát P ∈ V ({F T | F ∈ I}) = V (IT ).

Definíció. a) A T : An → An, T = (T1, . . . , Tn) polinomiális leképezés egy affin
koordinátacsere, ha T bijekció, és mindegyik Ti elsőfokú.

b) Ha P,Q ∈ An különböző pontok, akkor a P,Q pontokon átmenő egyenes a
{P + t(Q− P ) | t ∈ k} halmaz.

2.3.2. Állítás. a) T : An → An pontosan akkor affin koordinátacsere, ha felírható
T = T ′′ ◦ T ′ alakban, ahol T ′ invertálható lineáris transzformáció az An vektor-
téren, és T ′′ egy eltolás.

b) Ha T és U affin koordinátacsere An-en, akkor T ◦ U és T−1 is az.

c) Ha a P,Q pontokon átmenő egyenes L, és T affin koordinátacsere, akkor T (L)
a T (P ), T (Q) pontokon átmenő egyenes.

d) Legyen P, P ′ ∈ A2, L1, L2 két különböző egyenes P -n át, L′1, L′2 két különböző
egyenes P ′-n át. Ekkor létezik olyan T affin koordinátacsere, hogy T (P ) = P ′,
T (L1) = L′1, és T (L2) = L′2.

Bizonyítás. (a) Ha T = (T1, . . . , Tn), Ti = bi +
∑n

j=1 aijXj, akkor legyen T ′i =∑n
j=1 aijXj, T ′′i = bi +Xi, T ′ = (T ′1, . . . , T

′
n), T ′′ = (T ′′1 , . . . , T

′′
n ). Ekkor T = T ′′ ◦ T ′,

és mivel T -nek és a T ′′ eltolásnak van inverze, ezért T ′ = T ′′−1 ◦ T is invertálható.
Megfordítva, minden T ′′ ◦ T ′ egy affin koordinátacsere.

(b) T ◦ U = (T1(U1, . . . , Un), . . . , Tn(U1, . . . , Un), ahol Ti(U1, . . . , Un) legfeljebb
elsőfokú, és mivel T, U invertálható, T ◦ U is, és Ti(U1, . . . , Un) pontosan elsőfokú.
Ha T = T ′′ ◦ T ′, ahol T ′ lineáris, T ′′ eltolás, akkor

T−1 = T ′−1◦T ′′−1 = T ′−1(X1−b1, . . . , Xn−bn) = T ′−1(X1, . . . , Xn)−T ′−1(b1, . . . , bn),

ami egy bijektív lineáris transzformáció, majd egy eltolás, tehát T−1 affin koordiná-
tacsere.
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(c) T (P + t(Q−P )) = T ′′(T ′(P + t(Q−P ))) = T ′′(T ′(P ) + t(T ′(Q)−T ′(P ))) =
T (P ) + t(T ′(Q)− T ′(P )) = T (P ) + t(T (Q)− T (P )).

(d) Legyen először P = (0, 0), L1 = V (Y ), és L2 = V (X). Legyenek Q′i ∈ L′i
P ′-től különböző pontok, P ′ = (b1, b2), Q′i = (a1i + b1, a2i + b2). Legyen

T = (a11X + a12Y + b1, a21X + a22Y + b2).

Ekkor T (0, 0) = P ′, T (1, 0) = Q′1, és T (0, 1) = Q′2. Így c) szerint T (L1) = L′1 és
T (L2) = L′2. Mivel L′1, L′2 különbözők, ezért T invertálható, azaz affin koordináta-
csere.

Ha P,L1, L2 tetszőleges, akkor az előzőek szerint vannak olyan T, U affin koor-
dinátacserék, melyek ((0, 0), V (Y ), V (X))-et rendre (P,L1, L2)-be és (P ′, L′1, L

′
2)-be

viszik. Így b) szerint U ◦T−1 is affin koordinátacsere, amely (P,L1, L2)-t (P ′, L′1, L
′
2)-

be viszi.

2.4. A lokális gyűrű
Ha V varietás, akkor 1.5.2. szerint I(V ) prímideál, így Γ(V ) nullosztómentes. Ezért
Γ(V )-nek van hányadosteste (1.1.1. Tétel).

Definíció. Legyen V ⊂ An varietás. Ekkor

a) Γ(V ) hányadostestét k(V ) jelöli, és a V -n értelmezett racionális törtfüggvények
testének hívjuk.

b) Ha f ∈ k(V ) racionális törtfüggvény, P ∈ V , akkor azt mondjuk, hogy f értel-
mezve van P -ben, ha létezik olyan a, b ∈ Γ(V ), f = a/b felírás, melyre b(P ) 6= 0.

c) Ha P ∈ V , akkor OP (V ) jelöli azon V -n értelmezett racionális törtfüggvények
halmazát, melyek értelmezve vannak P -ben. Ezt hívjuk V P -beli lokális gyűrű-
jének.

d) Ha f ∈ k(V ), akkor azon P ∈ V pontok halmaza, melyekben f nincs értelmezve,
az f pólushalmaza.

Felhívjuk a figyelmet arra, hogy többféle, akár lényegesen különböző módokon
is fel lehet írni egy f ∈ k(V ) racionális törtfüggvényt f = a/b alakban. Tehát f
akkor van értelmezve P -ben, ha találunk olyan nevezőt, melynek P nem gyöke.
Például V = V (XW −Y Z) ⊂ A4 esetén Γ(V ) = k[X, Y, Z,W ]/(XW −Y Z) 1.8.4.b)
alapján. Jelölje X,Y , Z,W ∈ Γ(V ) az X, Y, Z, V maradékosztályait, ekkor f =
X/Y = Z/W ∈ k(V ). Ezért f értelmezve van P = (x, y, z, w) ∈ V -ben akár y 6= 0,
akár w 6= 0 esetén is.

Ha V varietás, és f, g ∈ k(V ) értelmezve vannak P ∈ V -ben, akkor f = a/b,
g = c/d, b(P ), d(P ) 6= 0, így fg,−f, f + g is értelmezve vannak P -ben. Minden
f ∈ Γ(V ) értelmezve van P -ben. Így OP (V ) egy olyan részgyűrűje k(V )-nek, mely
tartalmazza Γ(V )-t:

k ⊂ Γ(V ) ⊂ OP (V ) ⊂ k(V ).

2.4.1. Állítás. a) Ha V varietás, f ∈ k(V ), akkor f pólushalmaza egy algebrai
halmaz.
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b) Ha V varietás, akkor Γ(V ) =
⋂
P∈V OP (V ).

Bizonyítás. (a) Legyen V ⊂ An, és jelölje tetszőleges G ∈ k[X1, . . . , Xn] I(V )-
maradékát G ∈ Γ(V ). Legyen Jf = {G ∈ k[X1, . . . , Xn] | Gf ∈ Γ(V )}. Mivel
0f ∈ Γ(V ), ezért I(V ) ⊂ Jf , így P ∈ V (Jf ) esetén P ∈ V (I(V )) = V . De P ∈ V (Jf )
pontosan akkor, ha minden G-re Gf ∈ Γ(V ) esetén G(P ) = 0, azaz f minden
lehetséges nevezőjének gyöke P . Tehát f pólushalmaza V (Jf ).

(b) Γ(V ) ⊂
⋂
P∈V OP (V ) világos. Ha f ∈

⋂
P∈V OP (V ), azaz f minden pontban

értelmezve van, akkor f pólushalmaza üres, így a) szerint V (Jf ) = ∅. De Jf ideál,
ezért a Gyenge Nullstellensatz szerint Jf nem valódi, azaz 1 ∈ Jf . Tehát 1·f ∈ Γ(V ),
azaz f ∈ Γ(V ).

Ha f ∈ OP (V ), f = A/B = C/D, A,B,C,D ∈ k[X1, . . . , Xn], B(P ), D(P ) 6= 0,
akkor AD −BC = 0, így AD − BC ∈ I(V ), ezért (AD − BC)(P ) = 0, azaz
A(P )/B(P ) = C(P )/D(P ). Így definiálható f(P ).

Definíció. Legyen V varietás, és P ∈ V .

a) Ha f ∈ OP (V ), akkor f P -beli helyettesítési értéke f(P ) = a(P )/b(P ), ahol
f = a/b, a, b ∈ Γ(V ), b(P ) 6= 0.

b) A V P -beli maximális ideáljának hívjuk a következőt:

mP (V ) = {f ∈ OP (V ) | f(P ) = 0}.

Mivel az OP (V )→ k, f 7→ f(P ) leképezés gyűrűhomomorfizmus, melynek magja
mP (V ), ezért mP (V ) ideál, és OP (V )/mP (V ) izomorf k-val. Az f ∈ OP (V ) pontosan
akkor egység, ha f(P ) 6= 0. Ugyanis f(P ) = a(P )/b(P ) 6= 0 esetén b/a ∈ OP (V ) az
f inverze, és ha f -nek g inverze, akkor 1 = (fg)(P ) = f(P )g(P ), tehát f(P ) 6= 0.
Ezért mP (V ) éppen az OP (V ) nemegységeiből áll.

Definíció. Az R gyűrűt lokális gyűrűnek hívjuk, ha a nemegységek ideált alkotnak
R-ben.

2.4.2. Állítás. Az R gyűrű pontosan akkor lokális, ha R-ben van egy egyértelmű
maximális ideál, mely R minden valódi ideálját tartalmazza.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy m egy ilyen maximális ideál. Ekkor m-nek minden
a nemegységet tartalmaznia kell, mert (a) valódi ideál. Megfordítva, ha m minden
nemegységet tartalmaz, akkor minden valódi ideál m-nek része, hiszen valódi ideál
egységeket nem tartalmazhat. Ugyanakkor m nem tartalmazhat egységeket, mert
akkor m = R lenne. Tehát m mindenképpen egyenlő a nemegységek halmazával. Így
az, hogy létezik m maximális ideál, mely minden valódi ideált tartalmaz, ekvivalens
azzal, hogy a nemegységek halmaza ideált alkot, azaz R lokális.

2.4.3. Állítás. Ha V varietás, P ∈ V , akkor OP (V ) nullosztómentes, lokális,
Noether-gyűrű, melynek maximális ideálja mP (V ).

Bizonyítás. Mivel OP (V ) ⊂ k(V ) és k(V ) test, ezért OP (V ) nullosztómentes.
OP (V ) lokális, mert a nemegységek halmaza mP (V ), ami egy ideál OP (V )-ben.
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Mivel k[X1, . . . , Xn] Noether, ezért 1.4.4.g) szerint Γ(V ) = k[X1, . . . , Xn]/I(V )
is Noether. Legyen I COP (V ). Ekkor I ∩ Γ(V )C Γ(V ), így I ∩ Γ(V ) = (f1, . . . , fr),
fi ∈ Γ(V ). Megmutatjuk, hogy f1, . . . , fr ∈ OP (V ) generálják I-t. Legyen f ∈ I,
ekkor f értelmezve van P -ben, így létezik b ∈ Γ(V ), melyre b(P ) 6= 0 és bf ∈ Γ(V ).
Tehát bf ∈ I ∩ Γ(V ), ezért bf =

∑r
i=1 aifi, ai ∈ Γ(V ). Így f =

∑r
i=1

ai
b
fi, ahol

b(P ) 6= 0 miatt ai
b
∈ OP (V ). Tehát valóban, I = (f1, . . . , fr) végesen generált, így

OP (V ) Noether.

2.4.4. Állítás. a) Legyen ϕ : V → W varietások közti polinomiális leképezés és
ϕ̃ : Γ(W )→ Γ(V ), f 7→ f ◦ϕ a neki megfelelő gyűrűhomomorfizmus a koordiná-
tagyűrűk között. Legyen P ∈ V , ϕ(P ) = Q ∈ W . Ekkor ϕ̃ egyértelműen kiterjed
ϕ̃ : OQ(W )→ OP (V ) gyűrűhomomorfizmussá. Továbbá ϕ̃(mQ(W )) ⊂ mP (V ).

b) Legyen T : An → An affin koordinátacsere, V ⊂ An varietás, Q ∈ V T , és T (Q) =

P . Ekkor a T : V T → V megszorítás által indukált T̃ : OP (V ) → OQ(V T ) gyű-
rűizomorfizmus, melyre T̃ (mP (V )) = mQ(V T ).

Bizonyítás. (a) Ha a/b ∈ OQ(W ), a, b ∈ Γ(W ), b(Q) 6= 0, akkor legyen ϕ̃(a/b) =
ϕ̃(a)/ϕ̃(b) = (a ◦ ϕ)/(b ◦ ϕ). Ez jóldefiniált, hiszen ha a/b = c/d, akkor ad − bc =
0 ∈ Γ(W ), így (ad − bc) ◦ ϕ = 0 ∈ Γ(V ), ezért (a ◦ ϕ)/(b ◦ ϕ) = (c ◦ ϕ)/(d ◦ ϕ), és
b(ϕ(P )) = b(Q) 6= 0 miatt ϕ̃(a/b) ∈ OP (V ). Továbbá gyűrűhomomorfizmus, és ϕ̃
kiterjesztése csak ez lehet. Ha f ∈ mQ(W ), akkor f = a/b, a(Q) = 0, b(Q) 6= 0, így
ϕ̃(f)(P ) = a(ϕ(P ))/b(ϕ(P )) = a(Q)/b(Q) = 0, azaz ϕ̃(f) ∈ mP (V ).

(b) Legyen T inverze az U affin koordinátacsere. Ekkor a) szerint kiterjed-
nek T̃ : OP (V ) → OQ(V T ) és Ũ : OQ(V T ) → OP (V ) homomorfizmusokká. Mivel
2.2.2.a) szerint T̃ ◦ Ũ a Γ(V T )-n és Ũ ◦ T̃ a Γ(V )-n az identitás, ezért OQ(V T )-n
és OP (V )-n is az identitások, tehát T̃ izomorfizmus. Továbbá a) szerint mQ(V T ) =

T̃ (Ũ(mQ(V T ))) ⊂ T̃ (mP (V )) ⊂ mQ(V T ).

2.5. Diszkrét értékelésgyűrűk
Definíció. Az R nullosztómentes gyűrű diszkrét értékelésgyűrű (DVR), ha létezik
t ∈ R irreducibilis elem, melyre minden 0 6= z ∈ R egyértelműen felírható z = utn

alakban, ahol u ∈ R egység, n ∈ N. A t elemet uniformizáló paraméternek nevezzük.

2.5.1. Példa. Legyen V = A1, ekkor Γ(V ) = k[X] hányadosteste k(V ) = k(X). Ha
a ∈ k, akkor Oa(V ) DVR a t = X − a uniformizáló paraméterrel.

Bizonyítás. Ha 0 6= z ∈ Oa(V ), z = F/G, akkor legyen F = (X − a)nH, ahol
X−a nem osztja H-t, ekkor u = H/G egység, mert H(a) 6= 0 miatt G/H ∈ Oa(V ).
Tehát z = u(X − a)n, és ez a felírás egyértelmű.

Ha V ⊂ A2 varietás, akkor az előző példához hasonlóan tekinteni akarjuk, hogy
egy V -n értelmezett f ∈ Γ(V ) függvénynek bizonyos P ∈ V pont „hányszoros gyö-
ke”. Ehhez fogjuk a diszkrét értékelésgyűrűket használni: ha f = utn, ahol u egység
és t a fenti X − a polinomhoz hasonlóan megadott alkalmas elem, annak lesz a
szemléletes jelentése az, hogy P n-szeres gyök. Ezért kellett az OP (V ) lokális gyűrűt
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definiálnunk, ami gyakran DVR lesz, mint azt látni fogjuk. Ugyanis abban a pilla-
natban, hogy kidobtuk azon g/h ∈ k(V ) törteket, melyekre h(P ) = 0, az OP (V )
olyan diszkrét értékelésgyűrűvé vált, melynek uniformizáló paraméterének kitevője
azt fogja kifejezni, hogy P hányszoros gyök.

2.5.2. Állítás. Legyen R nullosztómentes gyűrű, nem test. Ekkor R pontosan akkor
DVR, ha R lokális Noether-gyűrű, és a maximális ideálja főideál.

Bizonyítás. Ha R DVR a t uniformizáló paraméterrel, akkor m = (t) a nemegy-
ségek halmaza, hiszen az egységek nem lehetnek oszthatók t-vel, és R DVR lévén
minden nemegység utn, n ≥ 1 alakú. Mivel m ideál, ezért R lokális, és azmmaximális
ideálja főideál. Legyen (0) 6= I CR, és legyen

c = min{n ∈ N | van z ∈ I, z = utn, u egység}.

Ekkor minden I-beli elem osztható tc-vel, és valamely u egységre utc ∈ I, így I = (tc).
Tehát R PID, így Noether.

Legyen R lokális Noether-gyűrű, és a maximális ideálja m = (t), megmutatjuk,
hogy t uniformizáló paraméter. Ekkor t nem egység, és mivel R nem test, t 6= 0, így
mivel m maximális, ezért t irreducibilis. Tegyük fel, hogy z = utn = vtm, n ≥ m,
u, v egység. Ekkor utn−m = v egység, így n = m és u = v, azaz z előállítása
egyértelmű. Tegyük fel, hogy 0 6= z ∈ R nem áll elő utn alakban. Ekkor z nem
egység, így z ∈ m = (t), ezért z = z1t, z1 ∈ R. Ekkor z1 sem egység, különben z
előállna a megfelelő alakban, így z1 = z2t, z2 ∈ R, tehát z = z2t

2. Ha z = znt
n,

akkor zn nem egység, így zn = zn+1t, és z = zn+1t
n+1, tehát minden n-re van olyan

zn ∈ R, hogy zn+1|zn és z = znt
n. Ekkor (z1) ⊂ (z2) ⊂ . . . ideálok egy családja

az R Noether-gyűrűben, így az 1.5.3.a) Állítás szerint létezik (zn) maximális eleme,
de ekkor (zn) = (zn+1) miatt zn+1t = zn | zn+1, így mivel R nullosztómentes, t | 1,
ellentmondás. Tehát minden 0 6= z ∈ R előáll utn alakban, így R DVR.

Ha R DVR, és t, s uniformizáló paraméterek, akkor t = usn és s = vtm, u, v
egység, így t = uvntnm, ezért az egyértelműség miatt 1 = nm, tehát n = m = 1,
azaz t, s egymás egységszeresei.

Legyen R DVR, K az R hányadosteste. Ha t uniformizáló paraméter, akkor
minden a ∈ K előáll a = z1/z2, zi ∈ R alakban, ahol zi = uit

ni , ni ∈ N. Így minden
a ∈ K előáll a = utn, u egység, n ∈ Z alakban. Ez a felírás egyértelmű, hiszen
a = utn = vtm, n,m ∈ Z, n ≥ m esetén utn−m = v, tehát u = v, n = m. És ha s egy
másik uniformizáló paraméter, akkor az t egységszerese, így a = utn = vsn, tehát az
n kitevők azonosak. Ezek miatt definiálható az a elem rendje.

Definíció. Ha R DVR, K az R hányadosteste, és a ∈ K, akkor a 6= 0 rendje
ord(a) = n, ahol a = utn, u ∈ R egység, t ∈ R uniformizáló paramétere R-nek, és
n ∈ Z. Legyen továbbá ord(0) =∞.

2.6. Ideálok szorzata
Definíció. Legyen R gyűrű.

a) Ha I, J CR, akkor IJ jelöli az {ab | a ∈ I, b ∈ J} által generált ideált.
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b) Ha I1, . . . , InCR, akkor I1 . . . In jelöli az {a1 . . . an | ai ∈ Ii} által generált ideált.
Ha I CR, akkor In = I . . . I. Legyen I0 = R.

c) Ha R ⊂ S gyűrű, I CR, akkor IS jelöli az I által generált ideált S-ben.

d) Ha I, J CR, akkor I + J = {a+ b | a ∈ I, b ∈ J}.
e) Az I, J CR ideálok komaximálisak, ha I + J = R.

2.6.1. Állítás. Legyen R gyűrű, I, J CR, I1, . . . , IN CR, n ≥ 0.

a) Ha I-t generálja az A ⊂ I, J-t generálja a B ⊂ J halmaz, akkor IJ-t generálja
az {ab | a ∈ A, b ∈ B} halmaz.

b) I1 . . . IN = (. . . ((I1I2)I3) . . .)IN .

c) Ha I = (a1, . . . , ar), akkor In-t generálja az {ai11 . . . airr | i1+. . .+ir = n} halmaz.

d) R = I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ . . ..

e) I + J a legkisebb ideál R-ben, ami tartalmazza I-t és J-t.

f) (I1 + I2)J = I1J + I2J .

g) (I1 . . . IN)n = In1 . . . I
n
N .

h) Ha R ⊂ S gyűrű, akkor InS = (IS)n.

i) Ha I végesen generált és I ⊂ Rad(J), akkor Im ⊂ J valamely m-re.

Bizonyítás. (a) Azt kell megmutatnunk, hogy

IJ = (ij | i ∈ I, j ∈ J) = (ab | a ∈ A, b ∈ B) = AB.

Világos, hogy IJ ⊃ AB. Mivel minden i ∈ I előáll i =
∑n

s=1 rsas, rs ∈ R, as ∈ A
és minden j ∈ J előáll j =

∑m
t=1 qtbt, qt ∈ R, bt ∈ B alakban, ezért minden

ij =
∑n

s=1

∑m
t=1 rsqtasbt ∈ AB, így IJ ⊂ AB.

(b) Azonnal adódik a)-ból.
(c) Indukcióval adódik a)-ból és b)-ből.
(d) Ha a1, . . . , an+1 ∈ I, akkor (a1a2)a3 . . . an+1 ∈ In, így In+1 ⊂ In.
(e) I+J valóban ideál, mert zárt az összegre, és minden r ∈ R-rel való szorzásra.

És ha egy ideál tartalmaz minden a ∈ I, b ∈ J elemet, akkor az a + b elemeket is
tartalmazza.

(f) (I1 + I2)J-t az (a1 + a2)b elemek generálják, ahol ai ∈ Ii,b ∈ J , és a1b+ a2b ∈
I1J + I2J , így (I1 + I2)J ⊂ I1J + I2J . Mivel (I1 + I2)J ⊃ I1J és (I1 + I2)J ⊃ I2J ,
így e) szerint (I1 + I2)J ⊃ I1J + I2J .

(g) Mindkét oldalt a) és b) szerint a {
∏N

i=1

∏n
j=1 aij | aij ∈ Ii} halmaz generálja.

(h) (IS)n-t a) és b) szerint az A = {a1 . . . an | ai ∈ I} halmaz generálja S-ben, és
mivel In = (A)R az A által R-ben generált ideál, így InS = (A)RS = ((A)R)S = (A)S
szintén az A által S-ben generált ideál.

(i) Legyen I = (a1, . . . , ar), ekkor ani
i ∈ J alkalmas ni-re. Legyenm = n1+. . .+nr,

ekkor m = i1 + . . .+ ir esetén valamelyik ij ≥ nj, így ai11 . . . airr ∈ J , ezért c) alapján
Im ⊂ J .

2.6.2. Állítás. Legyen R gyűrű.

a) Tetszőleges I, J-re IJ ⊂ I ∩ J .

26



b) Ha I, J CR komaximálisak, akkor IJ = I ∩ J .
c) Ha I, J CR komaximálisak, akkor I és J2 is komaximálisak.

d) Ha I, J CR komaximálisak, akkor In és Jm is komaximálisak.

e) Tegyük fel, hogy I1, . . . , IN CR és minden i-re Ii és Ji =
⋂
j 6=i Ij komaximálisak.

Ekkor In1 ∩ . . . ∩ InN = (I1 ∩ . . . ∩ IN)n.

f) I, J C k[X1, . . . , Xn] pontosan akkor komaximálisak, ha V (I) ∩ V (J) = ∅.

Bizonyítás. (a) IJ ⊂ I és IJ ⊂ J .
(b) Ha I +J = R, akkor I ∩J = (I ∩J)R = (I ∩J)(I +J) = (I ∩J)I + (I ∩J)J

2.6.1.f) alapján. (I ∩ J)I + (I ∩ J)J ⊂ JI + IJ = IJ , így I ∩ J ⊂ IJ ⊂ I ∩ J a)
szerint.

(c) Mivel I + J = R, létezik a ∈ I, b ∈ J , hogy a + b = 1, azaz a = 1 − b. Így
a(1 + b) = 1− b2, azaz a(1 + b) + b2 = 1, ahol a(1 + b) ∈ I, b2 ∈ J2, ezért I +J2 = R.

(d) Indukcióval c) szerint I2N és J2M komaximálisak, és ha n ≤ 2N ,m ≤ 2M ,
akkor 2.6.1.d) alapján In + Jm ⊃ I2N + J2M = R.

(e) N szerinti indukcióval, N = 1 nyilvánvaló. Ha I1, . . . , IN+1 teljesíti a fenti
komaximalitási feltételeket, akkor I1, . . . , IN is teljesíti. Mivel d) alapján InN+1 és
(I1 ∩ . . . ∩ IN)n komaximálisak, így az indukciós feltevés és b) szerint

In1 ∩ . . . ∩ InN ∩ InN+1 = (I1 ∩ . . . ∩ IN)n ∩ InN+1 = (I1 ∩ . . . ∩ IN)nInN+1.

Ez 2.6.1.g) és b) alapján

(I1 ∩ . . . ∩ IN)nInN+1 = ((I1 ∩ . . . ∩ IN)IN+1)n = (I1 ∩ . . . ∩ IN ∩ IN+1)n.

(f) Ha I, J komaximálisak, akkor I + J = k[X1, . . . , Xn], így V (I) ∩ V (J) =
V (I ∪ J) = V (I + J) = ∅. Ha ∅ = V (I) ∩ V (J) = V (I + J), akkor a Gyenge
Nullstellensatz szerint I + J = k[X1, . . . , Xn].

2.6.3. Állítás. a) Ha R = k[X1, . . . , Xr], I = (X1, . . . , Xr) C R, akkor In-t az n-
edfokú monomok generálják. R/In bázisa a B = {F | degF < n monom} halmaz
k felett.

b) Ha I = (X, Y ) C k[X, Y ], akkor dimk(k[X, Y ]/In) = n(n+1)
2

.

Bizonyítás. (a) In generátora 2.6.1.c) miatt az {X i1
1 . . . X ir

r | i1 + . . . + ir = n}
halmaz. Így minden polinom In-maradéka megegyezik egy n-nél kisebb fokú poli-
nom maradékával, tehát B generátorrendszer. B lineáris független, mert ha B =
{F1, . . . , Fm}, degFi < n, és λ1F1 + . . . + λmFm = 0, akkor az n-nél kisebb fokú
λ1F1 + . . .+ λmFm ∈ In, így mindegyik λi = 0.

(b) k[X, Y ]/I2 bázisa a) szerint az {X iY j | i + j < n}, ennek elemszáma pedig
1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)

2
.

2.6.4. Állítás. a) Legyen R gyűrű, I, J C R, I ⊂ J . Ekkor van egy természetes,
szürjektív R/I → R/J gyűrűhomomorfizmus.

b) Legyenek R ⊂ S gyűrűk, I CR. Ekkor van egy természetes R/I → S/IS gyűrű-
homomorfizmus.
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Bizonyítás. (a) Legyen ϕ : R/I → R/J , a + I 7→ a + J , ez jóldefiniált, homomor-
fizmus, és szürjektív.

(b) Legyen ϕ : R/I → S/IS, a+I 7→ a+IS, ez jóldefiniált, homomorfizmus.
2.6.5. Állítás. a) Legyen V ⊂ An varietás, P ∈ V , O = OP (V ), J C Γ(V ). Ekkor

JO = {f/g | f ∈ J, g ∈ Γ(V ), g(P ) 6= 0}.
b) Legyen V ⊂ An varietás, P = (0, . . . , 0) ∈ V , O = OP (V ), m = mP (V ). Legyen
I = (x1, . . . , xn) C Γ(V ), ahol xi = Xi + I(V ). Ekkor mr = IrO minden r-re.

c) Legyen V ⊂ An varietás, P ∈ V , és legyen I(V ) ⊂ J C k[X1, . . . , Xn]. Legyen
J ′ C Γ(V ) a J képe (1.4.4.b) szerint). Ekkor van egy természetes

OP (An)/JOP (An)→ OP (V )/J ′OP (V )

gyűrűizomorfizmus.
d) Speciálisan OP (An)/I(V )OP (An) ∼= OP (V ).
Bizonyítás. (a) Ha f ∈ J , g(P ) 6= 0, akkor 1/g ∈ O, így f/g ∈ JO, tehát
H = {f/g | f ∈ J, g ∈ Γ(V ), g(P ) 6= 0} ⊂ JO. Másrészt H C O, mert először
is a

b
∈ O, b(P ) 6= 0 esetén a

b
f
g
∈ H, mert af ∈ J és (bg)(P ) 6= 0, másodszor fi ∈ J ,

gi(P ) 6= 0 esetén f1
g1

+ f2
g2

= f1g2+f2g1
g1g2

∈ H, mert f1g2 + f2g1 ∈ J és (g1g2)(P ) 6= 0.
Tehát H ideál, és mivel J ⊂ H, így JO ⊂ H.

(b) Mivel m = {f/g | f, g ∈ Γ(V ), f(P ) = 0, g(P ) 6= 0}, és f = F + I(V ) esetén
f(P ) = 0 pontosan akkor, ha F (P ) = 0, azaz F ∈ (X1, . . . , Xn), azaz f ∈ I, ezért
a) szerint m = IO. Így 2.6.1.h) alapján IrO = (IO)r = mr.

(c) Legyen f, g ∈ k[X1, . . . , Xn], g(P ) 6= 0 esetén

ϕ : OP (An)→ OP (V )/J ′OP (V ),
f

g
7→ f + I(V )

g + I(V )
+ J ′OP (V ).

Ez jóldefiniált, mert f
g

= f1
g1

esetén fg1 − f1g = 0 ∈ I(V ), így f+I(V )
g+I(V )

= f1+I(V )
g1+I(V )

. ϕ
szürjektív, gyűrűhomomorfizmus, megmutatjuk, hogy Kerϕ = JOP (An).

Ha z ∈ JOP (An), akkor a) szerint z = f
g
, f ∈ J , g(P ) 6= 0, így f + I(V ) ∈ J ′,

ezért f+I(V )
g+I(V )

∈ J ′OP (V ), tehát ϕ(z) = 0. Megfordítva, ha z = f
g
, g(P ) 6= 0, ϕ(z) = 0,

akkor f+I(V )
g+I(V )

∈ J ′OP (V ), így a) szerint f+I(V )
g+I(V )

= a+I(V )
b+I(V )

, ahol a ∈ J , b(P ) 6= 0. Tehát
fb − ag ∈ I(V ) ⊂ J ⊂ JOP (An), ezért fb−ag

bg
∈ JOP (An), így f

g
+ JOP (An) =

a
b

+ JOP (An) = 0, azaz z = f
g
∈ JOP (An).

Tehát Kerϕ = JOP (An), és így OP (An)/JOP (An) ∼= OP (V )/J ′OP (V ) termé-
szetes izomorfizmus.

(d) J = I(V ) esetén J ′ = (0), így OP (An)/I(V )OP (An) és OP (V )/J ′OP (V ) =
OP (V ) c) szerint izomorfak.

2.7. Ideálok, melyek gyökhalmaza véges
2.7.1. Tétel. Legyen I C k[X1, . . . , Xn], és tegyük fel, hogy V (I) = {P1, . . . , PN}
véges. Legyen Oi = OPi

(An), ekkor létezik egy természetes izomorfizmus:

k[X1, . . . , Xn]/I ∼=
N∏
i=1

Oi/IOi.
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Bizonyítás. Legyen Ii = I({Pi}), R = k[X1, . . . , Xn]/I, Ri = Oi/IOi. A természe-
tes ϕi : R→ Ri homomorfizmusok (2.6.4.b) Állítás) indukálnak egy ϕ : R→

∏N
i=1 Ri

homomorfizmust. Megmutatjuk, hogy ϕ izomorfizmus.
A Nullstellensatz szerint Rad(I) = I(V (I)) = I({P1, . . . , PN}) =

⋂N
i=1 Ii. Mivel

k[X1, . . . , Xn] Noether, így a 2.6.1.i) Állítás alapján
(⋂N

i=1 Ii
)d ⊂ I valamely d-

re. Mivel V
(⋂

j 6=i Ij
)
∩ V (Ii) = V (I({P1, . . . , Pi−1, Pi+1, . . . , PN})) ∩ V (I({Pi}) =

{P1, . . . , Pi−1, Pi+1, . . . , PN} ∩ {Pi} = ∅, ezért a 2.6.2.f) Állítás szerint
⋂
j 6=i Ij és Ii

komaximálisak minden i-re. Így a 2.6.2.e) Állítás alapján
⋂N
i=1 I

d
i =

(⋂N
i=1 Ii

)d ⊂ I.
Az 1.3.3.c) Állítás szerint léteznek olyan Fi ∈ k[X1, . . . , Xn] polinomok, hogy

Fi(Pi) = 1 és Fi(Pj) = 0, ha i 6= j. Legyen Ei = 1 − (1 − F d
i )d. Ekkor F d

i |Ei, és
mivel Fi ∈ Ij, ezért Ei ∈ Idj , ha i 6= j. Továbbá (1−F d

j )(Pj) = 0, azaz 1−F d
j ∈ Ij, így

1−Ej = (1−F d
j )d ∈ Idj . Tehát (1−Ej)−

∑
i 6=j Ei ∈ Idj , ezért 1−

∑N
i=1Ei ∈

⋂N
j=1 I

d
j ⊂

I. Másrészt Ei −E2
i = Ei(1−Ei) ∈

(⋂
j 6=i I

d
j

)
Idi ⊂

⋂N
j=1 I

d
j ⊂ I. Harmadrészt i 6= j

esetén EiEj ∈
(⋂

j 6=i I
d
j

)
Idi ⊂ I.

Legyen ei = Ei + I ∈ R, ekkor
∑N

i=1 ei = 1, ei = e2
i , és eiej = 0, ha i 6= j.

Megmutatjuk, hogy ha G ∈ k[X1, . . . , Xn], g = G + I, és adott i-re G(Pi) 6= 0,
akkor g | ei. Feltehető, hogy G(Pi) = 1, mert ha λ = 1/G(Pi) ∈ k, és λg | ei, akkor
g | ei. Legyen H = 1 − G, ekkor H ∈ Ii, így EiH

d ∈
(⋂

j 6=i I
d
j

)
Idi ⊂ I. Tehát

Ei −EiHd = Ei(1−H)(1 +H + . . .+Hd−1), így ei = eig(1 + h+ . . .+ hd−1), ezért
g | ei.

Tegyük fel, hogy ϕ(f) = 0, f = F + I ∈ R. Ekkor minden i-re 0 = ϕi(f) =
F + IOi, azaz F ∈ IOi, ezért 2.6.5.a) alapján létezik olyan Gi ∈ k[X1, . . . , Xn],
Gi(Pi) 6= 0, hogy FGi ∈ I. Legyen ti ∈ R olyan, hogy giti = ei. Ekkor f =∑N

i=1 eif =
∑N

i=1 tigif = 0, tehát ϕ injektív.
Mivel Ei(Pi) = 1, ezért 1/Ei ∈ Oi, így ϕi(ei) = Ei+IOi egység Ri-ben. Mivel 0 =

ϕi(eiej) = ϕi(ei)ϕi(ej), ezért ϕi(ej) = 0, ha i 6= j. Így 1 = ϕi(1) = ϕi
(∑N

j=1 ej
)

=

ϕi(ei) = Ei + IOi. Legyen z =
(
. . . , Hi

Gi
+ IOi, . . .

)
∈
∏N

i=1 Ri, Gi(Pi) 6= 0, és
legyen ti = Ti + I ∈ R olyan, hogy giti = ei. Ekkor GiTi − Ei ∈ I ⊂ IOi, így
1 = Ei + IOi = GiTi + IOi, ezért Ti(Pi) 6= 0, és Hi

Gi
+ IOi = HiTi

GiTi
+ IOi = HiTi+IOi

GiTi+IOi
=

HiTi + IOi. Így ϕi
(∑N

j=1 hjtjej
)

= ϕi(hiti) = HiTi + IOi = Hi

Gi
+ IOi minden i-re,

ezért ϕ
(∑N

j=1 hjtjej
)

= z, tehát ϕ szürjektív.

2.8. Egzakt sorok
Definíció. a) Legyenek ϕ : M1 →M2, ψ : M2 →M3 R-modulushomomorfizmusok.

Azt mondjuk, hogy M1
ϕ−→M2

ψ−→M3 egzakt sor, ha Imϕ = Kerψ.

b) Legyenek ϕi : Mi → Mi+1 R-modulushomomorfizmusok. Azt mondjuk, hogy
M1

ϕ1−→M2
ϕ2−→ . . .

ϕn−→Mn+1 egzakt sor, ha Imϕi = Kerϕi+1 minden 1 ≤ i < n
esetén.

Vegyük észre, hogy minden M R-modulusra egyértelműen léteznek 0 −→ M és
M −→ 0 modulushomomorfizmusok. Így M1

ϕ−→M2 −→ 0 pontosan akkor egzakt,
ha ϕ szürjektív, és 0 −→M1

ϕ−→M2 pontosan akkor egzakt, ha ϕ injektív.
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2.8.1. Állítás. Legyenek V1, V2, V3 k feletti véges dimenziós vektorterek, azaz k-
modulusok, és tegyük fel, hogy a 0 −→ V1

ϕ−→V2
ψ−→V3 −→ 0 sor egzakt. Ekkor

dimV1 + dimV3 = dimV2.

Bizonyítás. Mivel ψ szürjektív, Imψ = V3, és mivel ϕ injektív, ezért dimV1 =
dim Imϕ = dim Kerψ. Mivel ψ lineáris leképezés, így a lineáris algebrai dimenzió-
tétel alapján dimV2 = dim Kerψ + dim Imψ = dimV1 + dimV3.

2.8.2. Állítás. a) Legyenek N ⊂ M modulusok, π : M → M/N a természetes
homomorfizmus, és ϕ : M →M ′ olyan modulushomomorfizmus, melyre ϕ(N) =
0. Ekkor egyértelműen létezik olyan ϕ : M/N → M ′ modulushomomorfizmus,
melyre ϕ = ϕ ◦ π.

b) Ha P ⊂ N ⊂ M modulusok, akkor léteznek természetes M/P → M/N és
N/P →M/P modulushomomorfizmusok. Ezekkel egzakt sor a

0 −→ N/P −→M/P −→M/N −→ 0.

c) Ha U ⊂ V ⊂ W vektorterek, W/U véges dimenziós, akkor

dim(W/U) = dim(W/V ) + dim(V/U).

d) Ha J ⊂ I ideálok az R gyűrűben, akkor van egy természetes

0 −→ I/J −→ R/J −→ R/I −→ 0

egzakt sora R-modulusoknak

e) Ha O lokális gyűrű az m maximális ideállal, akkor van egy természetes

0 −→ mn/mn+1 −→ O/mn+1 −→ O/mn −→ 0

egzakt sora O-modulusoknak.

Bizonyítás. (a) Legyen ϕ(a + N) = ϕ(a), ekkor a + N = b + N esetén a− b ∈ N
így ϕ(a) − ϕ(b) = 0, tehát ϕ jóldefiniált, modulushomomorfizmus, és ϕ = ϕ ◦ π.
Másfelől ϕ = ϕ ◦ π miatt ϕ csak ez lehet.

(b) A természetes π : M →M/N homomorfizmusra P ⊂ N miatt π(P ) = 0, így
a) szerint π : M/P → M/N . Mivel N ⊂ M , ezért N/P ⊂ M/P , ez a ϕ beágyazás
a természetes modulushomomorfizmus. Ekkor ϕ injektív és π szürjektív. Ker π =
{a+ P | π(a) = 0} = {a+ P | a ∈ N} = N/P = Imϕ, tehát a sor egzakt.

(c) b) szerint 0 −→ V/U −→ W/U −→ W/V −→ 0 természetes egzakt sor, így
a 2.8.1. Állítás miatt készen vagyunk.

(d) J ⊂ I ⊂ R R-modulusok, így b) szerint kész.
(e) mn+1 ⊂ mn ideálok O-ban, így d) szerint kész.

2.8.3. Állítás. Legyen R DVR az m maximális ideállal, és legyen k ⊂ R úgy, hogy
π : k → R/m, λ 7→ λ+ m gyűrűizomorfizmus. Ekkor

a) mn/mn+1 k-modulus, és dimk(m
n/mn+1) = 1 minden n ≥ 0-ra.

b) dimk(R/m
n) = n minden n ≥ 0-ra.
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c) Legyen z ∈ R. Ekkor ord(z) = n pontosan akkor, ha (z) = mn. Tehát ord(z) =
dimk(R/(z)).

Bizonyítás. (a) Mivel mn/mn+1 R-modulus, és k ⊂ R, ezért k-modulus is. Ha R
uniformizáló paramétere t, akkor m = (t). Ezért 2.6.1.c) szerint mn = (tn) és mn+1 =
(tn+1). Legyen ϕ : k → mn/mn+1, λ 7→ λtn + (tn+1), ekkor ϕ gyűrűhomomorfizmus.
Ha ϕ(λ) = 0, akkor tn+1 |λtn, azaz t |λ, így π(λ) = 0, és mivel π injektív, λ = 0,
tehát ϕ injektív. Legyen z ∈ mn/mn+1, z = w + mn+1, w ∈ mn, ekkor w = vtn,
v ∈ R. Mivel π szürjektív, létezik λ ∈ k, λ + m = v + m, ekkor λ − v ∈ (t), így
λtn − vtn ∈ (tn+1), ezért ϕ(λ) = λtn + (tn+1) = vtn + (tn+1) = z, tehát ϕ szürjektív.
Így ϕ izomorfizmus, és dimk(m

n/mn+1) = dimk(k) = 1.
(b) n szerinti indukcióval, n = 0-ra R/mn = R/R = {0}, és dimk({0}) = 0.

Mivel mn+1 ⊂ mn ⊂ R vektorterek k felett, ezért 2.8.2.c) szerint dimk(R/m
n+1) =

dimk(R/m
n) + dimk(m

n/mn+1) = n+ 1 az indukciós feltevés és a) alapján.
(c) Ha n ∈ N, akkor ord(z) = n ekvivalens azzal, hogy z = utn, u egység, azaz

(z) = (tn), azaz (z) = mn. Tehát b) alapján, ha z 6= 0, akkor ord(z) = n esetén
dimk(R/(z)) = dimk(R/m

n) = n, míg z = 0 esetén ord(z) = ∞ és dimk(R/(z)) =
∞, mert b) miatt minden n-re dimk(R) ≥ dimk(R/m

n) = n.
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3. fejezet

Síkgörbék lokális tulajdonságai

3.1. Szinguláris pontok, érintők
Definíció. a) Az F,G ∈ k[X, Y ] polinomok ekvivalensek, ha F = λG valamely

0 6= λ ∈ k-ra. Ez egy ekvivalenciareláció, a k[X, Y ] \ {0} halmaz e szerinti
ekvivalenciaosztályait nevezzük affin síkgörbéknek. Gyakran nem beszélünk ek-
vivalenciaosztályról, és csak annyit mondunk például, hogy „az Y 2−X3 görbe”,
sőt néha „az Y 2 = X3 görbe”.

b) Egy síkgörbe foka az ekvivalenciaosztályba eső polinomok közös foka. Az elsőfokú
síkgörbék az egyenesek.

c) Ha F ∈ k[X, Y ] prímtényezős felbontása F = F n1
1 . . . F nr

r , akkor az Fi görbéket
az F komponenseinek hívjuk, ni az Fi komponens multiplicitása F -ben.

d) Ha F ∈ k[X, Y ] irreducibilis, akkor a V (F ) varietásra és a Γ(V (F )), k(V (F )),
OP (V (F )), mP (V (F )) struktúrákra ezentúl az F , Γ(F ), k(F ), OP (F ), mP (F )
jelöléseket is használjuk.

Vegyük észre, hogy ha F = F n1
1 . . . F nr

r , akkor az Fi komponensek V (F )-ből
leolvashatók (1.6.4. Állítás), de az ni multiplicitások nem.

3.1.1. Állítás. Ha F ∈ k[X, Y ] homogén, nem konstans, akkor F lineáris tényezőkre
bomlik.

Bizonyítás. Legyen F = Y rG, ahol Y nem osztja G-t, degG = n. Legyen g =
G(X, 1), ekkor G = G(X/Y, 1)Y n = g(X/Y )Y n. Mivel Y nem osztja G-t, ezért
deg g = n, és mivel k algebrailag zárt, g = c(X − a1) . . . (X − an), ahol c, ai ∈ k. Így
F = Y rG = cY r(X − a1Y ) . . . (X − anY ).

Definíció. Legyen F síkgörbe, és P = (a, b).

a) P ∈ F sima pontja F -nek, ha F parciális deriváltjaira ∂XF (P ) 6= 0 vagy
∂Y F (P ) 6= 0. Ha P nem sima pont, akkor P szinguláris pontja F -nek.

Legyen Q = (0, 0), F = Fm + Fm+1 + . . .+ Fn, ahol degFi = i homogén, és Fm 6= 0.

b) Az Fm polinomot az F polinom min-részének nevezzük.

c) Az F síkgörbe multiplicitása Q-ban mQ(F ) = m. Ha m = 1, 2, 3, akkor azt is
mondjuk, hogy Q egyszeres, dupla, illetve tripla pontja F -nek.
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d) Mivel Fm kétváltozós homogén polinom, ezért m > 0 esetén 3.1.1. szerint Fm =
Le11 . . . Less lineáris tényezőkre bomlik, ahol Li, Lj különböző egyenesek i 6= j-re.
Az Li egyeneseket az F Q-beli érintőinek nevezzük, ei az Li érintő multiplici-
tása. Ha L olyan Q-n átmenő egyenes, mely egyik Li-vel sem azonos, akkor azt
mondjuk, hogy L érintési multiplicitása 0.

Legyen T = (X + a, Y + b) az az eltolás, mely Q = (0, 0)-t P = (a, b)-be viszi, ekkor
F T = F (X + a, Y + b).

e) F multiplicitása P -ben mP (F ) = mQ(F T ), azaz írjuk fel az F T polinomot F T =
Gm+Gm+1 + . . .+Gn, degGi = i homogén, Gm 6= 0 alakban, ekkor mP (F ) = m.

f) Ha Gm = Le11 . . . Less , Li = ciX + diY , akkor a ci(X − a) + di(Y − b) egyeneseket
hívjuk az F P -beli érintőinek. A P -n átmenő L egyenes érintési multiplicitása
legyen az LT egyenes Q-beli érintési multiplicitása.

3.1.2. Példa. A bevezetőbeli F,G polinomok min-része

F3 = 3X2Y − Y 3 = Y (
√

3X − Y )(
√

3X + Y ), G4 = −4X2Y 2,

amely pontosan megfelel a szemléletes képünknek az origóbeli érintőkről.

3.1.3. Állítás. a) P ∈ F pontosan akkor, ha mP (F ) > 0.

b) P sima pont pontosan akkor, ha mP (F ) = 1.

c) Ha P = (a, b) sima pont, akkor F P -beli érintője a következő egyenes:

∂XF (P )(X − a) + ∂Y F (P )(Y − b) = 0.

d) Ha F = F1 . . . Fr, P ∈ F , akkor mP (F ) =
∑r

i=1mP (Fi). Speciálisan P pontosan
akkor sima pontja F -nek, ha P pontosan egy Fi komponensnek része, Fi egyszeres
komponense F -nek, és P sima pontja Fi-nek.

e) Ha az L egyenes Fi-nek ei-szeres érintője P -ben, akkor F1 . . . Fr-nek
∑r

i=1 ei-
szeres érintője.

Bizonyítás. (a) Legyen Q = (0, 0) és T a T (Q) = P eltolás. Ekkor P ∈ F pontosan
akkor, ha 0 = F (P ) = F (T (Q)) = F T (Q), az F T = G0 +G1 + . . .+Gn (degGi = i
homogén) felírással ez azt jelenti, hogy G0 = 0, azaz 0 < mQ(F T ) = mP (F ).

(b) Mivel F T = F (X + a, Y + b), ezért ∂X(F T )(Q) = ∂XF (P ), ∂Y (F T )(Q) =
∂Y F (P ), és P ∈ F pontosan akkor, ha Q ∈ F T . Így F -nek P pontosan akkor sima
pontja, ha F T -nek Q sima pontja. Ha F T = c + dX + eY + G2 + . . . + Gn, akkor
Q pontosan akkor sima pont, ha Q ∈ F T azaz c = 0, és ∂X(F T )(Q) = d 6= 0
vagy ∂Y (F T )(Q) = e 6= 0. Ez éppen azt jelenti, hogy G0 = 0 és G1 6= 0, azaz
mP (F ) = mQ(F T ) = 1.

(c) Mivel F T = dX + eY + G2 + . . . + Gn, ahol (d, e) 6= (0, 0), ezért F T Q-
beli érintője G1 = dX + eY , így F P -beli érintője d(X − a) + e(Y − b), ahol d =
∂X(F T )(Q) = ∂XF (P ) és e = ∂Y (F T )(Q) = ∂Y F (P ).

(d) F T = F1 . . . Fr ◦ T = F T
1 . . . F T

r . Mivel F T
i min-része mP (Fi) fokú, és F T

min-része megegyezik az F T
i tényezők min-részeinek szorzatával, ezért mP (F ) =

mQ(F T ) =
∑r

i=1mP (Fi). Így ha F = F n1
1 . . . F nr

r prímtényezős felbontás, akkor
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mP (F ) = 1 pontosan akkor, ha valamelyik mP (Fi) = 1, ni = 1, és a többi mP (Fj) =
0.

(e) Mivel LT az F T
i min-részének lineáris tényezős felbontásában ei kitevővel

szerepel, ezért F T min-részében
∑r

i=1 ei kitevővel.

3.2. Multiplicitás és lokális gyűrű
3.2.1. Tétel. Legyen F irreducibilis síkgörbe, P ∈ F . Ekkor minden elég nagy n-re

mP (F ) = dimk(mP (F )n/mP (F )n+1).

Speciálisan, F multiplicitása P -ben leolvasható az OP (F ) lokális gyűrűből.

Bizonyítás. Legyen O = OP (F ), m = mP (F ). Ekkor 2.4.3 szerint O lokális gyűrű
az m maximális ideállal, így 2.8.2.e) szerint

0 −→ mn/mn+1 −→ O/mn+1 −→ O/mn −→ 0

egzakt sora k-modulusoknak. Elég tehát megmutatni, hogy n ≥ mP (F ) esetén
dimk(O/mn) = nmP (F ) + s valamely s konstanssal, mert ekkor 2.8.1. szerint

dimk(m
n/mn+1) = dimk(O/mn+1)− dimk(O/mn) = mP (F ).

Legyen Q = (0, 0), T (Q) = P affin koordinátacsere, ekkor 2.4.4.b) szerint
T̃ : OP (F )→ OQ(F T ) izomorfizmus, melynél mP (F ) képe mQ(F T ), és definíció sze-
rint mP (F ) = mQ(F T ). Ezért feltehető, hogy P = (0, 0).

Ekkor a 2.6.5.b) Állítás alapján mn = inO, ahol i = (x, y)CΓ(F ), x = X + (F ),
y = Y + (F ). Legyen I = (X, Y )Ck[X, Y ], ekkor V (In, F ) = {P} véges, így a 2.7.1.
Tétel alapján

k[X, Y ]/(In, F ) ∼= OP (A2)/(In, F )OP (A2).

A 2.6.5.c) Állítás szerint pedig, mivel az (F ) ⊂ (In, F ) C k[X, Y ] ideál képe (in) C
Γ(F ), ezért

OP (A2)/(In, F )OP (A2) ∼= OP (F )/(in)OP (F ) = O/mn.

Tehát dimk(O/mn) = dimk(k[X, Y ]/(In, F )).
Legyen m = mP (F ) ≤ n. Ekkor 3.1.3.d) szerint mP (FG) = mP (F ) + mP (G) =

m + mP (G), és mivel Ir = {G ∈ k[X, Y ] | mP (G) ≥ r}, ezért FG ∈ In pontosan
akkor, ha n ≤ mP (FG) = m + mP (G), azaz G ∈ In−m. 2.6.4.a) alapján létezik
egy természetes ϕ : k[X, Y ]/In → k[X, Y ]/(In, F ) gyűrűhomomorfizmus, és legyen
ψ : k[X, Y ]/In−m → k[X, Y ]/In, G + In−m 7→ FG + In. Ekkor az előző észrevétel
szerint ψ jóldefiniált és injektív k-lineáris leképezés. Így a k-modulusok

0 −→ k[X, Y ]/In−m
ψ−→ k[X, Y ]/In

ϕ−→ k[X, Y ]/(In, F ) −→ 0

sora egzakt, mert ψ injektív, ϕ szürjektív, és Kerϕ = {H + In | H ∈ (In, F )} =
{H + In | H ∈ (F )} = {FG + In | G ∈ k[X, Y ]} = Imψ. A 2.6.3.b) Állítás

34



szerint dimk(k[X, Y ]/In) = n(n+1)
2

és dimk(k[X, Y ]/In−m) = (n−m)(n−m+1)
2

, ezért
2.8.1. alapján

dimk(k[X, Y ]/(In, F )) =
n(n+ 1)

2
− (n−m)(n−m+ 1)

2
= nm− m(m− 1)

2
,

tehát dimk(O/mn) = nm+ s minden n ≥ m-re, és így készen vagyunk.

3.2.2. Tétel. Legyen F irreducibilis síkgörbe, P ∈ F . Ekkor P pontosan akkor sima
pontja F -nek, ha OP (F ) DVR. Ha P sima pont és L olyan P -n átmenő egyenes,
mely nem érinti P -ben F -et, akkor ` = L+ (F ) ∈ OP (F ) uniformizáló paraméter.

Bizonyítás. Legyen P sima pont, L nem érintő P -ben. A 2.3.2.d) Állítás szerint van
olyan T affin koordinátacsere, mely Q = (0, 0)-t és az X, Y egyeneseket rendre P -be,
L-be, és F P -beli érintőjébe viszi. A 2.4.4.b) Állítás alapján T̃ : OP (F )→ OQ(F T )
gyűrűizomorfizmus, így OP (F ) pontosan akkor DVR, ha OQ(F T ) az, és ` pontosan
akkor uniformizáló paramétere OP (F )-nek, ha T̃ (`) = (L+(F ))◦T = L◦T+(F T ) =
X + (F T ) uniformizáló paramétere OQ(F T )-nek. Ezért feltehető, hogy P = (0, 0),
L = X, és F P -beli érintője Y .

Ekkor F = Y +F2 + . . ., mert F P -beli érintője Y . Így F = Y G−X2H valamely
G = 1 + G1 + . . . ∈ k[X, Y ] és H ∈ k[X] polinomokkal. Ezért az (F )-maradékot
kisbetűvel jelölve, yg = x2h, ahol g(P ) 6= 0. Mivel P = (0, 0), ezért a 2.6.5.b) Állítás
szerint mP (F ) = (x, y) C OP (F ). De h/g ∈ OP (F ) miatt y = x2h/g ∈ (x), így
(x, y) = (x). A 2.4.3. Állítás szerint OP (F ) nullosztómentes, lokális és Noether, és
most láttuk be, hogy a maximális ideálja mP (F ) = (x) főideál. Ezért a 2.5.2. Állítás
alapján OP (F ) DVR. És mivel mP (F ) = (x), ezért az L = X egyenes Γ(F )-beli
képe uniformizáló paraméter.

Megfordítva, ha OP (F ) DVR, akkor OP (F )/mP (F ) természetes módon izomorf
k-val, így a 2.8.3.a) Állítás szerint 1 = dimk(mP (F )n/mP (F )n+1) = mP (F ) az előző
tétel alapján, ha n elég nagy. Tehát P sima pontja F -nek.

Definíció. a) Legyen F irreducibilis síkgörbe, P ∈ F sima pont. Ekkor ordFP jelöli
az OP (F ) DVR által definiált a 7→ ord(a) rendfüggvényt k(F )-en. Ha G ∈
k[X, Y ], g = G+ (F ) ∈ Γ(F ), akkor gyakran ordFP (G)-t írunk ordFP (g) helyett.

b) Ha F reducibilis síkgörbe, P ∈ F sima pont, és Fi az F P -t tartalmazó kompo-
nense, akkor ordFP -et írunk ordFi

P helyett.

3.2.3. Állítás. Legyen P sima pont az F síkgörbén, L P -n átmenő egyenes.

a) Ha L nem érinti F -et P -ben, akkor ordFP (L) = 1.

b) Ha L érinti F -et P -ben, akkor ordFP (L) > 1.

Bizonyítás. (a) Az előző tétel szerint L képe uniformizáló paraméter OP (Fi)-ben,
így a rendje 1.

(b) Feltehető, hogy F irreducibilis, P = (0, 0), és L = Y , mert T (Q) = P affin
koordinátacserével OP (F ) és OQ(F T ) olyan izomorfiáját kapjuk, melyben T̃ (L +
(F )) = LT + (F T ), azaz L OP (F )-beli képének megfelel LT OQ(F T )-beli képe, és
így ordFP (L) = ordF

T

Q (LT ). Ekkor az előző tétel bizonyításában látottak alapján L

képe y = x2h/g, ahol h/g ∈ OP (F ). Ezért ordFP (L) = ordFP (x2)+ordFP (h/g) ≥ 2.
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3.3. Metszési multiplicitás
Legyenek F,G síkgörbék, P ∈ A2. Definiálni fogunk egy I(P, F ∩G)-vel jelölt met-
szési multiplicitási számot. Ehhez először megadunk 7 tulajdonságot, amit elvárunk
a metszési multiplicitástól, majd bebizonyítjuk, hogy ezek már egyértelműen meg-
határozzák azt. Eközben egy viszonylag egyszerű algoritmust is készíteni fogunk
I(P, F ∩G) kiszámítására.

Tulajdonságok. Bármely F,G síkgörbékre és P pontra

(1) I(P, F ∩G) ∈ N, ha F -nek és G-nek nincs azonos komponense P -n keresztül,
és I(P, F ∩G) =∞, ha van.

(2) I(P, F ∩G) = 0 pontosan akkor, ha P /∈ F ∩G. I(P, F ∩G) csak F és G P -t
tartalmazó komponenseitől függ.

(3) Ha T : A2 → A2 affin koordinátacsere, T (Q) = P , akkor I(P, F ∩ G) =
I(Q,F T ∩GT ).

(4) I(P, F ∩G) = I(P,G ∩ F ).

(5) I(P, F ∩G) ≥ mP (F )mP (G), és I(P, F ∩G) = mP (F )mP (G) pontosan akkor,
ha F -nek és G-nek nincs azonos érintője P -ben.

(6) F = F r1
1 . . . F rn

n , G = Gs1
1 . . . Gsm

m -re I(P, F∩G) =
∑n

i=1

∑m
j=1 risjI(P, Fi∩Gj).

(7) I(P, F ∩G) = I(P, F ∩ (G+ AF )) tetszőleges A ∈ k[X, Y ] esetén.

Ha F vagy G nem nulla konstans, akkor (2) alapján I(P, F ∩G) = 0. (5) egyik
speciális esete az, hogy ha P sima pontja F -nek és G-nek, és F P -beli érintője
különbözik G P -beli érintőjétől, akkor I(P, F ∩ G) = 1 legyen. (7) egy jelentése
pedig az, hogy ha F irreducibilis, akkor I(P, F ∩G) csak G Γ(F )-beli g = G+ (F )
képétől függjön.

3.3.1. Tétel. Egyértelműen létezik egy olyan I(P, F ∩ G) metszési multiplicitási
szám, mely minden F,G síkgörbére és P pontra definiálva van, és teljesíti az (1)–
(7) tulajdonságokat. Ez a következő képlettel adható meg:

I(P, F ∩G) = dimk(OP (A2)/(F,G)).

Bizonyítás. (Egyértelműség.) Tegyük fel, hogy I(P, F ∩G) minden F,G, P -re de-
finiálva van, és teljesíti az (1)–(7) tulajdonságokat. Megadunk egy algoritmust az
I(P, F ∩G) kiszámítására, ebből nyilván következik az egyértelműség.

(3) miatt feltehető, hogy P = (0, 0). Ha F -nek és G-nek van közös komponense
P -n keresztül, akkor (1) miatt I(P, F ∩ G) = ∞ és készen vagyunk, így feltehető,
hogy nincs közös komponensük, és ezért I(P, F ∩G) véges. Legyen I(P, F ∩G) = n,
n szerinti rekurzióval adjuk meg az algoritmust. Ha I(P, F ∩ G) = 0, akkor ez
(2) miatt P /∈ F ∩ G-ből leolvasható. Tegyük fel, hogy I(P,A ∩ B) < n esetén
van algoritmusunk I(P,A ∩ B) kiszámítására. Legyen az F (X, 0), G(X, 0) ∈ k[X]
polinomok foka rendre r és s, ahol deg 0 = 0. (4) miatt feltehető, hogy r ≤ s.

Ha r = 0, akkor F (X, 0) konstans, így P ∈ F miatt konstans 0, ezért Y |F , azaz
F = Y H, így (6) miatt

I(P, F ∩G) = I(P, Y ∩G) + I(P,H ∩G).
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Legyen G(X, 0) = a0X
m + a1X

m+1 + . . ., a0 6= 0, ekkor

I(P, Y ∩G)
(7)
= I(P, Y ∩G(X, 0))

(6)
= I(P, Y ∩Xm) + I(P, Y ∩ a0 + a1X + . . .)

(2)
=

= I(P, Y ∩Xm)
(5)
= m,

mert Y és Xm érintői különböznek P -ben, Y multiplicitása P -ben 1, Xm multiplici-
tása P -ben m. Mivel P ∈ G, ezért m ≥ 1, így I(P,H ∩G) < n, amely kiszámítására
a feltevésünk szerint már van algoritmusunk.

Ha r > 0, akkor feltehető, hogy F (X, 0), G(X, 0) normált polinomok, mert tet-
szőleges konstanssal felszorozhatunk. Legyen H = G−Xs−rF . Ekkor degH(X, 0) =
t < s és (7) miatt I(P, F ∩G) = I(P, F ∩H). Ezt ismételgetve (és az F,H sorrend-
jét felcserélve, ha t < r) véges sok lépésben eljutunk egy olyan A,B párhoz, melyre
I(P, F ∩ G) = I(P,A ∩ B) és degA = 0, ezt az esetet az előző bekezdés szerint ki
tudjuk számítani.

(Létezés.) Legyen I(P, F ∩ G) = dimk(OP (A2)/(F,G)), megmutatjuk, hogy ez
teljesíti (1)–(7)-et. Legyen O = OP (A2).

(2) Ha P /∈ F ∩ G, például P /∈ F , akkor 1/F ∈ O, így 1 ∈ (F,G), és I(P, F ∩
G) = dimk(O/O) = 0. Megfordítva, ha I(P, F ∩ G) = 0, akkor (F,G) = O, ezért
1 ∈ (F,G), így nem lehet P ∈ F ∩G. Ha F = F1F2, G = G1G2, ahol F1, G1 a P -n
átmenő komponensek szorzata, F2(P ), G2(P ) 6= 0, akkor F2, G2 egységek O-ban, így
(F,G) = (F1, G1).

(3) Ha T (Q) = P affin koordinátacsere, akkor T̃ : OP (A2)→ OQ(A2) izomorfiz-
mus a 2.4.4.b) Állítás szerint, melynél F,G képe F T , GT , így

OP (A2)/(F,G) ∼= OQ(A2)/(F T , GT ),

ezért I(P, F ∩G) = I(Q,F T ∩GT ).
(4) Nyilvánvaló, mert (F,G) = (G,F ).
(7) (F,G) = (F,G+ AF ).
A továbbiakban (3) és (2) miatt feltehetjük, hogy P = (0, 0), és hogy F és G

minden komponense áthalad P -n.
(1) Ha F -nek és G-nek nincs azonos komponense, akkor az 1.6.1. Állítás szerint

V (F,G) = V (F )∩V (G) véges, így az 1.8.5.a) Következmény szerint k[X, Y ]/(F,G)
véges dimenziós k felett. Másrészt, mivel V (F,G) véges, ezért a 2.7.1. Tétel alapján
dimk(k[X, Y ]/(F,G)) =

∑N
i=1 dimk(Oi/(F,G)Oi) ≥ dimk(O/(F,G)) = I(P, F ∩G),

tehát I(P, F ∩G) véges.
Ha F -nek és G-nek H közös komponense, akkor (F,G) ⊂ (H), így 2.6.4.a) sze-

rint létezik egy természetes szürjektív O/(F,G) → O/(H) homomorfizmus, tehát
I(P, F ∩ G) ≥ dimk(O/(H)). A 2.6.5.d) Állítás alapján O/(H) ∼= OP (H) ⊃ Γ(H),
és mivel 1.3.4.b) szerint V (H) végtelen halmaz, ezért 1.8.5.b) alapján dimk(Γ(H)) =
∞, így I(P, F ∩G) ≥ dimk(O/(H)) ≥ dimk(Γ(H)) =∞.

(6) Elég megmutatni (4) szerint, hogy I(P, F ∩GH) = I(P, F ∩G)+I(P, F ∩H).
Feltehető, hogy F -nek és GH-nak nincs közös komponense, különben (1) szerint
mindkét oldal végtelen. Legyen 2.6.4.a) szerint ϕ : O/(F,GH)→ O/(F,G) a termé-
szetes szürjektív homomorfizmus, és legyen

ψ : O/(F,H)→ O/(F,GH), z + (F,H) 7→ Gz + (F,GH).
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Ekkor ψ jóldefiniált, mert z ∈ (F,H) esetén Gz ∈ (F,GH), és ψ k-lineáris. A 2.8.1.
Állítás miatt elég megmutatni, hogy a

0 −→ O/(F,H)
ψ−→O/(F,GH)

ϕ−→O/(F,G) −→ 0

sor egzakt. ϕ szürjektív, és

Kerϕ = {w + (F,GH) | w ∈ (F,G)} = {w + (F,GH) | w ∈ (G)} =

= {Gz + (F,GH) | z ∈ O} = Imψ.

Tegyük fel, hogy 0 = ψ(z + (F,H)) = Gz + (F,GH), ekkor Gz = uF + vGH,
u, v ∈ O. Legyen S ∈ k[X, Y ] a z, u, v nevezőinek szorzata, ekkor S(P ) 6= 0, és
Sz = A, Su = B, Sv = C polinomok. Mivel GA = BF + CGH ∈ k[X, Y ], és F,G
relatív prímek, ezért G |B, azaz B = DG, D ∈ k[X, Y ]. Így A = DF + CH, tehát
z = D

S
F + C

S
H ∈ (F,H). Így ψ injektív, és a sor egzakt.

(5) Legyenm = mP (F ), n = mP (G), I = (X, Y )Ck[X, Y ]. Tekintsük a következő
diagramot:

k[X, Y ]/In × k[X, Y ]/Im k[X, Y ]/Im+n k[X, Y ]/(Im+n, F,G) 0

O/(F,G)O O/(Im+n, F,G)O 0

ψ ϕ

α

π

ahol ϕ, π, és α a természetes gyűrűhomomorfizmusok 2.6.4. szerint, és

ψ(A+ In, B + Im) = AF +BG+ Im+n.

ψ jóldefiniált, mert F ∈ Im, G ∈ In miatt A ∈ In, B ∈ Im esetén AF +BG ∈ In+m.
ϕ és π szürjektívek. Mivel V (Im+n, F,G) ⊂ {P}, ezért a 2.7.1. Tétel szerint α
izomorfizmus. A felső sor egzakt, mert

Kerϕ = {H + Im+n | H ∈ (Im+n, F,G)} = {H + Im+n | H ∈ (F,G)} =

= {AF +BG+ Im+n | A,B ∈ k[X, Y ]} = Imψ.

Így
dimk Kerϕ = dimk Imψ ≤ dimk(k[X, Y ]/In) + dimk(k[X, Y ]/Im),

és mivel véges dimenziósak, ezért itt egyenlőség pontosan akkor áll, ha ψ injektív.
Továbbá ϕ-re a dimenziótétel szerint

dimk Kerϕ+ dimk(k[X, Y ]/(Im+n, F,G)) = dimk(k[X, Y ]/Im+n).

Mindezeket és a 2.6.3.b) Állítást felhasználva

I(P, F ∩G) = dimk(O/(F,G)O) ≥ dimk(O/(Im+n, F,G)O) =

= dimk(k[X, Y ]/(Im+n, F,G)) = dimk(k[X, Y ]/Im+n)− dimk Kerϕ ≥
≥ dimk(k[X, Y ]/Im+n)− dimk(k[X, Y ]/In) + dimk(k[X, Y ]/Im) =

=
(m+ n)(m+ n+ 1)

2
− n(n+ 1)

2
− m(m+ 1)

2
= mn
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Tehát I(P, F ∩ G) ≥ mn, és I(P, F ∩ G) = mn pontosan akkor, ha mindkét
helyen egyenlőség áll, azaz π és ψ injektív. Ha ψ injektív, akkor a lenti 3.3.2.c)
Állítás szerint F -nek és G-nek nincs közös érintője P -ben. Megfordítva, ha F -nek és
G-nek különböző érintői vannak P -ben, akkor 3.3.2.b) szerint Im+n ⊂ (F,G)O, így
π az identitás, és 3.3.2.c) szerint ψ injektív, tehát I(P, F ∩G) = mn.

3.3.2. Állítás. a) Legyenek L1, L2, . . . és M1,M2, . . . homogén elsőfokú polinomok
k[X, Y ]-ban, melyre minden i, j-re Li és Mj különböző egyenes. Legyen U a
homogén d-edfokú k[X, Y ]-beli polinomok vektortere k felett, és legyen Ai,j =
L1L2 . . . LiM1M2 . . .Mj (i, j ≥ 0). Ekkor B = {Ai,j | i+ j = d} bázisa U-nak.

b) Ha F -nek és G-nek nincs közös érintője P -ben, akkor Id ⊂ (F,G)O minden
d ≥ m+ n− 1 esetén.

c) ψ pontosan akkor injektív, ha F -nek és G-nek nincs közös érintője P -ben.

Bizonyítás. (a) Mivel U egy bázisa az {Xd, Xd−1Y, . . . , Y d}, így dimU = d + 1,
és mivel B elemszáma d + 1, ezért elég megmutatni, hogy B elemei lineárisan füg-
getlenek. Tegyük fel, hogy λ0A0,d + λ1A1,d−1 + . . . + λdAd,0 = 0, λj ∈ k. i szerinti
indukcióval bizonyítjuk, hogy λi = 0. i = 0-ra, mivel L1 osztja az A1,d−1, . . . , Ad,0
polinomokat, és nem osztja A0,d = M1 . . .Md-t, ezért λ0 = 0. Tegyük fel, hogy
λ0 = . . . = λi−1 = 0. Ekkor λiAi,d−i + . . .+ λdAd,0 = 0, és mivel L1 . . . Li+1 osztja az
Ai+1,d−i−1, . . . , Ad,0 polinomokat, és nem osztja Ai,d−i = L1 . . . LiM1 . . .Md−i-t, ezért
λi = 0. Tehát mindegyik λi = 0, így B lineáris független rendszer, tehát bázis.

(b) Mivel F -nek és G-nek nincs közös komponense, ezért 1.6.1. szerint V (F,G) =
{P,Q1, . . . , Qs} véges. Legyen 1.3.3.c) szerint H olyan polinom, melyre H(Qi) = 0,
H(P ) = 1. Ekkor HX,HY ∈ I(V (F,G)), így a Nullstellensatz szerint létezik N ,
melyre (HX)N , (HY )N ∈ (F,G). Mivel H(P ) 6= 0, ezért 1/HN ∈ O, így XN , Y N ∈
(F,G)O. Tehát I2N ⊂ (F,G)O.

Legyen 2N ≥ d ≥ m + n − 1, lefelé haladó d szerinti indukcióval bizonyítjuk,
hogy Id ⊂ (F,G)O. d ≥ 2N -re Id ⊂ I2N ⊂ (F,G)O. Tegyük fel, hogy d + 1-re
igaz, bizonyítjuk d-re. Legyenek az F érintői P -ben L1, . . . , Lm, a G érintői pedig
M1, . . . ,Mn. Legyen Lm+i = Lm, Mn+i = Mn minden i ≥ 0-ra. Ekkor a) szerint
B = {Ai,j | i + j = d} bázisa U -nak. Így elég megmutatni, hogy i + j = d esetén
Ai,j ∈ (F,G)O, ekkor ugyanis U ⊂ (F,G)O, és így Id = (U) ⊂ (F,G)O.

Mivel i+j = d ≥ m+n−1, ezért i ≥ m vagy j ≥ n. Legyen például i ≥ m, ekkor
Ai,j = L1 . . . LmC, ahol degC = d−m homogén. Továbbá F = L1 . . . Lm +F ?, ahol
F ?-ban minden tag foka legalább m+ 1. Tehát Ai,j = (F −F ?)C. Itt FC ∈ (F,G)O
nyilvánvaló, és mivel F ?C-ben minden tag foka legalább (m+ 1) + (d−m) = d+ 1,
ezért F ?C ∈ Id+1 ⊂ (F,G)O az indukciós feltevés miatt. Tehát Ai,j ∈ (F,G)O
minden i+ j = d-re, és így Id ∈ (F,G)O.

(c) Tegyük fel, hogy az érintők különbözők, és hogy ψ(A + In, B + Im) = 0,
azaz AF +BG ∈ Im+n. Legyen az A,B, F,G polinomok min-része Ar, Bs, Fm, Gn.
Tegyük fel, hogy r < n vagy s < m. Ekkor AF min-része ArFm, BG min-része
BsGm, így mivel valamelyik m + n-nél kisebb fokú, ezért AF + BG ∈ Im+n csak
úgy teljesülhet, ha r+m = s+ n és ArFm +BsGn = 0. Mivel F és G P -beli érintői
különbözők, ezért Fm és Gn relatív prímek. Így Gn |Ar és Fm |Bs, így r ≥ n és
s ≥ m, ami ellentmond feltevésünknek. Tehát A ∈ In és B ∈ Im, ezért ψ injektív.
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Megfordítva, tegyük fel, hogy L közös érintője F -nek és G-nek P -ben. Ekkor
Fm = LF ?

m−1 és Gn = LG?
n−1. Tehát G?

n−1 /∈ In és F ?
m−1 /∈ Im, melyekre

ψ(G?
n−1 + In,−F ?

m−1 + Im) = G?
n−1F − F ?

m−1G+ Im+n =

= G?
n−1Fm − F ?

m−1Gn + Im+n = G?
n−1LF

?
m−1 − F ?

m−1LG
?
n−1 + Im+n = 0,

így ψ nem injektív. Ezzel a 3.3.2. Állítás és a 3.3.1. Tétel bizonyítását befejeztük.

Megjegyezzük, hogy a tétel egyértelműségi részének bizonyításában nem hasz-
náltuk az (1)–(7) tulajdonságok minden elemét, például az (5) tulajdonságnak csak
az I((0, 0), X ∩ Y ) = 1 esete kellett. Kimondunk még két tulajdonságot.

3.3.3. Állítás. a) Ha P sima pontja F -nek, akkor I(P, F ∩G) = ordFP (G).

b) Ha F,G relatív prímek, akkor
∑

P∈A2 I(P, F ∩G) = dimk(k[X, Y ]/(F,G)).

Bizonyítás. (a) Feltehető (2) alapján, hogy F irreducibilis. Legyen g = G+ (F ) ∈
OP (F ), ekkor a 2.8.3.c) Állítás szerint ordFP (g) = dimk(OP (F )/(g)). Mivel (F,G) C
k[X, Y ]-nak 1.4.4.b)-ben a (g)C Γ(F ) ideál felel meg, ezért a 2.6.5.c) Állítás szerint
OP (A2)/(F,G) ∼= OP (F )/(g)OP (F ), így

dimk(OP (F )/(g)) = dimk(OP (A2)/(F,G)) = I(P, F ∩G).

(b) Mivel F ∩ G véges, ezért (2) szerint csak véges sok nem nulla tag van az
összegben, nevezetesen P ∈ F ∩G esetén. Mivel V (F,G) véges, ezért 1.8.5.a) szerint
k[X, Y ]/(F,G) véges dimenziós, így a 2.7.1. Tétel szerint dimk(k[X, Y ]/(F,G)) =∑

P∈F∩G dimk(OP (A2)/(F,G)) =
∑

P∈F∩G I(P, F ∩G).

Az algoritmus, amit a bizonyításban megadtunk, egyszerű aritmetikára vezeti
vissza I(P, F ∩G) számítását, ami minden esetben működik. Azonban az (5) és (7)
tulajdonságok kreatív használatával gyakran időt spórolhatunk, mint azt a következő
példa is mutatja.

3.3.4. Példa. Megválaszoljuk a bevezetőben feltett kérdést a metszési multiplici-
tásról. Legyen tehát F = (X2 + Y 2)2 + 3X2Y − Y 3, G = (X2 + Y 2)3 − 4X2Y 2,
és P = (0, 0). Legyen G − (X2 + Y 2)F = −4X2Y 2 − (X2 + Y 2)(3X2Y − Y 3) =
Y (−3X4 − 2X2Y 2 − 4X2Y + Y 4) = Y A. Ekkor

I(P, F ∩G)
(7)
= I(P, F ∩ Y A)

(6)
= I(P, F ∩ Y ) + I(P, F ∩ A),

I(P, F ∩ Y )
(7)
= I(P,X4 ∩ Y )

(5)
= 4.

I(P, F ∩ A)-hoz az általános algoritmus lépését használjuk. Mivel F (X, 0) = X4 és
A(X, 0) = −3X4, ezért legyen A+3F = Y (5X2 +4X2Y +5Y 3−3Y 2) = Y B. Ekkor

I(P, F ∩ A)
(7)
= I(P, F ∩ Y B)

(6)
= I(P, F ∩ Y ) + I(P, F ∩B).

Mivel F min-része Y (3X2−Y 2), B min-része 5X2−3Y 2, és ezek relatív prímek, ezért

F -nek és B-nek nincs közös érintője P -ben, így I(P, F ∩B)
(5)
= mP (F )mP (B) = 3 · 2.

Tehát I(P, F ∩G) = 14. Érdemes megfigyelni, hogy az intuitív metszési multip-
licitás fogalmunk alapján hogyan jön össze ez a 14-szeres metszéspont az origóban.
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