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szítésében való segítségéért. Nagyon élveztem az elmúlt egy év közös munkáját, a sok-sok

szerdai konzultációt, illetve külön köszönet azért, hogy megismertetett egy számomra igen

izgalmas témával, amelynek kapcsán önállóan is foglalkozhattam érdekes problémákkal.

Hálás vagyok a megannyi kisebb-nagyobb tartalmi és formai tanácsáért, amelyek nagyban

hozzájárultak a szakdolgozatom elkészüléséhez.
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Bevezet®

A szakdolgozatom célja a véges projektív síkbeli er®s reprezentáló rendszerek magasabb

dimenziós általánosításai, két irányt fogok bemutatni. Véges projektív síkon er®s rep-

rezentáló rendszernek nevezünk pont-egyenes pároknak egy olyan {(P1, l1), . . . (Pk, lk)}
halmazát, melyre teljesül, hogy Pi ∈ lj ⇐⇒ i = j. Az ilyen tulajdonságú halmazok

szorosan kapcsolódnak a síkbeli lefogó halmazokhoz, illetve a szemioválisokhoz.

Az els® fejezet egy elméleti összefoglaló a véges projektív sík és terek alapvet® tulaj-

donságairól, illetve az er®s reprezentáló rendszerekkel nagyon szoros kapcsolatban lév®

Hermite-, és másodrend¶ varietásokról.

A második fejezetben a síkbeli esetet tárgyalom, részletesen kitérek a fent említett lefo-

gó halmazok és szemioválisok, illetve az er®s reprezentáló rendszerek közötti kapcsolatra.

Meghatározom, hogy milyen határok között mozoghat egy maximális er®s reprezentáló

rendszer mérete, illetve megmutatom, hogy ezek a határok esetenként élesek.

A harmadik fejezetben rátérek az els® általánosításra magasabb dimenziós projektív

terekben. A síkbeli fogalomhoz képest annyi az eltérés, hogy a pont-egyenes párok nem

a projektív síkban, hanem magasabb dimenziós projektív terekben helyezkednek el. Tet-

sz®leges maximális er®s reprezentáló rendszer pontjainak struktúrájának vizsgálatában

nagyon hasznosak az ún. illeszkedési egyenletek, azonban az elemszámra nem adnak hasz-

nálható fels® becslést, szemben a síkbeli esettel. Ebben a fejezetben továbbá még néhány

érdekes, nemtriviális konstrukciót vizsgálok, illetve kitérek PG(n,q) befedéseire is.

Végül a negyedik fejezetben egy olyan fogalom található, amely sok tekintetben a

természetes általánosítása a síkbeli er®s reprezentáló rendszereknek, sajnos azonban ek-

kor nagyon sok síkbeli eszköz használhatatlan. Itt er®s reprezentáló rendszernek nevezem

pont-hipersík pároknak egy olyan {(P1, S1), . . . (Pk, Sk)} halmazát, melyre teljesül, hogy

Pi ∈ Sj ⇐⇒ i = j. Sok síkbeli példából könnyedén készíthet® magasabb dimenziós

példa, viszont rámutatok arra, hogy az elméleti fels® korlát jóval nagyobb, mint a síkban.
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1. fejezet

Geometriai alapok

Ebben a fejezetben a szükséges el®ismereteket tárgyalom. A bizonyítások megtalálhatóak

a megjelölt forrásokban. A másodrend¶ varietásokig bezárólag f®ként [1] alapján dolgozok.

1.1. A projektív sík

1.1.1. De�níció. A
∏

= (P , E , I) hármast, ahol P és E diszjunkt halmazok, I ⊂ P × E
pedig egy illeszkedésnek nevezett reláció, projektív síknak nevezünk, ha kielégíti a következ®

négy axiómát:

1. P bármely két különböz® eleméhez pontosan egy olyan eleme van E-nek, amely mind-

kett®vel relációban áll.

2. E bármely két különböz® eleméhez pontosan egy olyan eleme van P-nek, amely mind-

kett®vel relációban áll.

3. E minden eleme legalább három különböz® P-beli elemmel áll relációban.

4. P minden eleme legalább három különböz® E-beli elemmel áll relációban.

1.1.2. Megjegyzés. Az absztrakt projektív síkok esetén is használjuk a geometriából

megszokott elnevezéseket, így beszélünk két pont összeköt® egyenesér®l, illetve két egyenes

metszéspontjáról.
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1.1.3. Tétel. Ha a
∏

projektív síknak van olyan egyenese, amelyre q+1 pont illeszkedik,

akkor

1.
∏

minden egyenesének q + 1 pontja van,

2.
∏

minden pontján át q + 1 egyenes megy,

3.
∏

összesen q2 + q + 1 pontot és ugyanennyi egyenest tartalmaz.

1.1.4. De�níció. A
∏

projektív sík rendje q, ha
∏
-nek létezik olyan egyenese, amelyen

q + 1 pont van.

1.2. PG(n,q) konstrukciója

1.2.1. De�níció. Legyen S véges halmaz, amelynek adott néhány kitüntetett részhalma-

za, melyek mindegyikéhez hozzá van rendelve egy −1 ≤ d ≤ n egész szám. Az S halmazt

n-dimenziós véges projektív térnek, a kitüntetett részhalmazokat pedig S d-dimenziós alte-

reinek nevezzük, ha ezek a részhalmazok kielégítik a következ® axiómákat:

1. Minden −1 ≤ d ≤ n egész szám esetén létezik legalább egy d-dimenziós altér, továbbá

• egyértelm¶en létezik (-1)-dimenziós altér, az üres halmaz (∅);

• egyértelm¶en létezik n-dimenziós altér, mégpedig S;

• a 0-dimenziós alterek megegyeznek S egyelem¶ részhalmazaival.

2. Ha egy r-dimenziós altér része egy s-dimenziós altérnek, akkor r ≤ s és ha r = s,

akkor a két altér megegyezik.

3. Alterek metszete altér.

4. Ha egy r-dimenziós altér és egy s-dimenziós altér metszete m-dimenziós altér, a

mindkett®t tartalmazó összes altér metszete pedig t-dimenziós, akkor

r + s = m+ t.

5. Az 1-dimenziós alterek mindegyike q + 1 ≥ 3 elem¶.
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A 0-, 1-, 2- és az (n-1)-dimenziós altereket rendre pontoknak, egyeneseknek, síkoknak

és hipersíkoknak nevezzük.

Az absztrakt projektív tér esetén is használjuk a geometriában megszokott elneve-

zéseket, például ha egy 0-dimenziós altérnek megfelel® kitüntetett részhalmaz része egy

1-dimenziós altérnek megfelel® kitüntetett részhalmaznak, akkor azt mondjuk, hogy az

adott pont rajta van a megfelel® egyenesen.

A lineáris algebrából tanultak alapján nyilvánvaló, hogy a következ® struktúra pro-

jektív tér.

1.2.2. De�níció. Legyen Vn+1 a GF(q) feletti (n+1)-dimenziós vektortér. Legyen S a

Vn+1 1-dimenziós altereinek halmaza, a kitüntetett részhalmazok pedig legyenek Vn+1 alterei

és az ∅. A Vn+1 (k+1)-dimenziós alterének megfelel® S-beli részhalmaz dimenziója legyen

k, az ∅ dimenziója pedig legyen -1.

Ezt a teret az n-dimenziós Galois-térnek nevezzük és PG(n,q)-val jelöljük.

1.2.3. Tétel. Minden legalább 3-dimenziós véges projektív tér izomorf valamely PG(n,q)

térrel.

Ha Vn+1 a GF(q) test feletti (n+1)-dimenziós vektortér, melynek origója 0, akkor

a Vn+1 \ {0} halmaz pontjain de�niáljunk egy relációt: az x = (x0, x1, . . . , xn) és az

y = (y0, y1, . . . yn) elemek pontosan akkor állnak relációban, ha létezik 0 6= λ ∈ GF (q),

melyre xi = λyi teljesül minden i = 0, 1, . . . , n esetén. Világos, hogy ez ekvivalenciareláció

és az ekvivalenciaosztályok természetes módon feleltethet®ek meg Vn+1 1-dimenziós alte-

reinek, azaz PG(n,q) pontjainak. Egy pont reprezentáló vektorának nevezzük a megfelel®

ekvivalenciaosztály tetsz®leges vektorát.

A PG(n,q) projektív tér kombinatorikus tulajdonságainak leírásához bevezetünk né-

hány jelölést. Legyen r ≤ s esetén

Θ(r) =
qr+1 − 1

q − 1
,

[r, s] =
s∏
i=r

(qi − 1).
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1.2.4. Tétel. A PG(n, q) véges projektív tér altereire igazak az alábbiak:

1. A tér pontjainak száma Θ(n);

2. a tér m-dimenziós altereinek száma [n−m+1,n+1]
[1,m+1]

, ahol 0 ≤ m ≤ n− 1;

3. a tér egy adott k-dimenziós alterét tartalmazó m-dimenziós altereinek száma [m−k+1,n−k]
[1,n−m]

,

ahol 0 ≤ k ≤ m ≤ n− 1.

1.3. Másodrend¶ varietások

1.3.1. De�níció. Legyen

Q(x) =
n∑

i,j=0

aijxixj

egy kvadratikus alak. Azon PG(n, q)-beli pontok halmazát, amelyekre Q(x) = 0 a Q-hoz

tartozó másodrend¶ varietásnak nevezzük.

Egy másodrend¶ varietás szinguláris, ha a koordináta-rendszer megváltoztatásával elérhe-

t®, hogy kevesebb változót tartalmazzon a hozzátartozó kvadratikus alak, illetve nemszin-

guláris, ha ez nem lehetséges.

1.3.2. Tétel. Nemszinguláris másodrend¶ varietáshoz tartozó kvadratikus alak a PG(n, q)

térben az alábbi kanonikus alakok egyikére hozható:

• Ha n páros, akkor Qn(x) = x20 + x1x2 + · · ·+ xn−1xn.

• Ha n páratlan, akkor vagy

1. Qn(x) = x0x1 + · · ·+ xn−1xn, vagy

2. Qn(x) = f(x0, x1)+x2x3+· · ·+xn−1xn, ahol f irreducibilis homogén másodfokú

polinom.

1.3.3. Megjegyzés. Projektív szempontból különböz® nemszinguláris másodrend¶ vari-

etások száma tehát egy, vagy kett® aszerint, hogy a tér dimenziója páros, vagy páratlan.

1.3.4. De�níció. Ha a dimenzió páratlan, akkor az el®z® tételbeli számozásnak megfele-

l®en az (1) alakkal adott varietást hiperbolikus kvádrikának, a (2) alakkal adott varietást

pedig elliptikus kvádrikának nevezzük. Kett®nél magasabb páros dimenzióban a parabolikus

kvádrika elnevezést használjuk.
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1.3.5. Tétel. A PG(n, q) térben

• Ha n páros, akkor a parabolikus kvádrikán qn−1
q−1 pont van.

• Ha n páratlan, akkor

1. az elliptikus kvádrikán

(
q
n+1
2 +1

)(
q
n−1
2 −1

)
q−1 ;

2. a hiperbolikus kvádrikán pedig

(
q
n−1
2 +1

)(
q
n+1
2 −1

)
q−1 pont van.

1.4. Nemszinguláris Hermite-varietások

Ezt a fejezetet [2] vonatkozó fejezete alapján dolgoztam fel.

1.4.1. De�níció. Legyen q = s2 prímhatvány, σ az x � xs involúciós automor�zmus,

továbbá a

Hn(x) =
n∑

i,j=0

tijx
σ
i xj

Hermite-forma, melyre tij = tσji minden (i, j) párra. Azon PG(n, q)-beli pontok halmazát,

amelyekre Hn(x) = 0 a Hn-hez tartozó Hermite-varietásnak nevezzük.

Egy Hermite-varietás szinguláris, ha a koordináta-rendszer megváltoztatásával elérhe-

t®, hogy kevesebb változót tartalmazzon a Hermite-forma, illetve nemszinguláris, ha ez

nem lehetséges.

1.4.2. Tétel. Legyen q négyzetszám. Ekkor egy PG(n, q)-beli Hermite-varietás pontosan

akkor szinguláris, ha az együtthatóiból alkotott mátrix szinguláris.

1.4.3. Tétel. Minden PG(n, s2)-beli nemszinguláris Hermite-forma áttranszformálható

a

Hn(x) =
n∑
i=0

xn+1
i

alakra a koordináta-rendszer megfelel® megváltoztatásával.

1.4.4. Tétel. Minden PG(n, s2)-beli nemszinguláris Hermite-varietás

u(n, s2) =
(sn+1 − (−1)n+1) (sn − (−1)n)

s2 − 1

pontot tartalmaz.
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1.4.5. Következmény. Minden PG(2, s2)-beli nemszinguláris Hermite-varietás s3 + 1

pontot tartalmaz.

1.4.6. Megjegyzés. LegyenHn nemszinguláris Hermite-varietás PG(n, s2)-ben ésHn(x) =

xH(xσ)T a hozzá tartozó egyenlet. A Hn varietáshoz tartozó G(p, r) szeszkvilineáris for-

ma legyen a G(p, r) = pH(rσ)T összefüggéssel de�niálva. Ekkor egyszer¶ számolással

igazolható, hogy tetsz®leges t ∈ GF (q) elemre

Hn(p + tr) = Hn(p) + tG(p, r) + (tG(p, r))s + ts+1Hn(r).

A G(p, r) szeszkvilineáris forma segítségével meghatározható egy tetsz®leges egyenes

és Hn közös pontjainak száma.

1.4.7. De�níció. Legyen Hn nemszinguláris Hermite-varietás. Az l egyenes Hn érint®je,

ha

|l ∩Hn| = 1 és (s+ 1)-szel®je, ha |l ∩Hn| = s+ 1.

1.4.8. Lemma. Legyen P és R két különböz® pont ésHn nemszinguláris Hermite-varietás.

1. Ha Hn(p)Hn(r) 6= (G(p, r))s+1, akkor a PR egyenes (s+ 1)-szel®je Hn-nek.

2. Ha Hn(p)Hn(r) 6= (G(p, r))s+1, akkor

• ha Hn(p) = Hn(r) = G(p, r) = 0, akkor a PR egyenes benne van Hn-ben.

• különben a PR egyenes a Hn érint®je.

1.4.9. Következmény. Legyen Hn nemszinguláris Hermite-varietás és P és R két kü-

lönböz® pont PG(n, s2)-ben. Tegyük fel, hogy P ∈ Hn. Ekkor

• ha R ∈ Hn, akkor a PR egyenest Hn tartalmazza ⇐⇒ G(p, r) = 0;

• ha R /∈ Hn, akkor a PR egyenes érint®je Hn-nek ⇐⇒ G(p, r) 6= 0.

1.4.10. Következmény. Legyen l egy egyenes és Hn nemszinguláris Hermite-varietás

PG(n, s2)-ben. Ekkor l ∩Hn pontjainak száma 0, 1, s+ 1, vagy s2 + 1.

1.4.11. De�níció. A P és R pontok akkor konjugáltak a Hn nemszinguláris Hermite-

varietásra nézve, ha G(p, r) = 0. A G(p, x) = 0 egyenlet egy SP hipersíkot határoz meg.

Ez a P -hez tartozó poláris hipersík. Ha P ∈ Hn, akkor azt mondjuk, hogy SP a P -hez

tartozó érint® hipersík.

10



1.4.12. Következmény. LegyenHn nemszinguláris Hermite-varietás PG(n, s2)-ben. Le-

gyen
∑

k ⊂ Hn egy k-dimenziós altér, P ∈
∑

k és SP a Hn szerinti érint® hipersík P -ben.

Ekkor

1. SP tartalmazza a
∑

k alteret, továbbá

2. a PR egyenes a Hn (s+ 1)-szel®je ⇐⇒ R /∈ SP .

1.4.13. Tétel. PG(n, s2)-ben legyen P ∈ Hn tetsz®leges pont. Legyen t(n, s2), s(n, s2) és

l(n, s2) rendre a P -beli érint®k, (s+ 1)-szel®k, és Hn-beli teljes egyenesek száma. Ekkor

• t(n, s2) = s2n−3+(−s)n−2

s+1
,

• s(n, s2) = s2n−2,

• l(n, s2) = s2n−3−1−(−s)n−2(s−1)
s2−1 .

Bizonyítás. Tekintsük a P pont SP érint® hipersíkját. Az 1.4.12. következmény szerint

egy tetsz®leges R ∈ PG(n, s2) pont esetén a PR egyenes pontosan akkor (s+ 1)-szel®je a

Hn-nek, ha R /∈ SP . Ezek szerint

s(n, s2) =
|PG(n, s2) \ SP |

s2 + 1
=

s2n+2−1
s2−1 −

s2n−1
s2−1

s2
= s2n−2.

Mivel Hn minden egyenest 0, 1, s + 1, vagy s2 + 1 pontban metsz, így már könnyedén

leszámolhatjuk a (Hn \ P -beli pont, P -n átmen® egyenes) párokat:

s · s(n, s2) + s2 · l(n, s2) = u(n, s2)− 1,

s2n−1 + s2 · l(n, s2) =
(sn+1 + (−1)n) (sn − (−1)n)

s2 − 1
− 1,

l(n, s2) =
s2n−3 − 1− (−s)n−2(s− 1)

s2 − 1
.

Végül számoljuk össze a P -n átmen® egyenesek számát:

t(n, s2) + s(n, s2) + l(n, s2) =
s2n − 1

s2 − 1
,

t(n, s2) + s2n−2 +
s2n−3 − 1− (−s)n−2(s− 1)

s2 − 1
=
s2n − 1

s2 − 1
,

t(n, s2) =
s2n−3 + (−s)n−2

s+ 1
.

�

11



1.4.14. Következmény. A PG(2, s2) síkon tetsz®leges nemszinguláris Hermite-görbének

bármely egyenessel 1 vagy s+ 1 közös pontja van.

1.4.15. Következmény. A PG(n, s2) térben tetsz®leges nemszinguláris Hermite-varietás

tetsz®leges pontjában pontosan egy érint® egyenes létezik.

1.4.16. De�níció. PG(2, s2) projektív sík U ponthalmazát unitálnak nevezzük, ha U-nak
s3 + 1 pontja van, és minden egyenes s+ 1, vagy 1 pontban metszi U-t.

1.4.17. Tétel. (Metz) Léteznek olyan unitálok, amelyek nem Hermite-varietások.

1.4.18. Tétel. A PG(n, s2) téren tetsz®leges nemszinguláris Hermite-varietásnak bár-

mely egyenessel létezik legalább 1 közös pontja.

Bizonyítás. Elegend® megmutatni, hogy azon egyenesek száma, amelyek legalább 1

pontban metszik a Hn nemszinguláris Hermite-varietást, éppen az összes egyenes száma.

Ezek száma pedig könnyedén meghatározható az 1.4.13. tételt felhasználva:

u(n, s2)t(n, s2) +
u(n, s2)s(n, s2)

s+ 1
+
u(n, s2)l(n, s2)

s2 + 1
=

u(n, s2)

(
t(n, s2) +

s(n, s2)

s+ 1
+
l(n, s2)

s2 + 1

)
=

(s2n+2 − 1)(s2n − 1)

(s4 − 1)(s2 − 1)
.

A legutolsó kifejezés pedig éppen a PG(n, s2)-beli egyenesek száma. �
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2. fejezet

Projektív síkbeli er®s reprezentáló

rendszerek és lefogó ponthalmazok

Ebben a fejezetben a [3] cikket dolgozom fel, illetve [1] blokkoló halmazokról szóló ered-

ményeit használtam fel.

2.1. Alapfogalmak

2.1.1. De�níció. Legyen
∏

q egy q rend¶ projektív sík. Az S ⊂
∏

q halmazt lefogó hal-

maznak nevezzük, ha minden egyenessel létezik közös pontja. Egy lefogó ponthalmazt mi-

nimálisnak nevezünk, ha minden P ∈ S pontra S \ {P} nem lefogó ponthalmaz.

Geometriailag ez azt jelenti, hogy minden P ∈ S ponthoz létezik legalább egy rP érin-

t®egyenes, azaz olyan egyenes, melynek P az egyetlen közös pontja van az S halmazzal.

2.1.2. De�níció. Egy S ⊂
∏

q lefogó ponthalmazt blokkoló halmaznak nevezünk, ha nem

tartalmaz teljes egyenest. Egy blokkoló halmazt minimálisnak nevezünk, ha minden P ∈ S
pontra S \ {P} nem blokkoló halmaz.

2.1.3. Megjegyzés. Egy egyenes összes pontja minimális lefogó ponthalmazt alkot, a

blokkoló halmaz de�níciója ennek a triviális példának a kizárására szolgál.

2.1.4. De�níció. Legyen B egy
∏

q-beli páronként különböz® pont-egyenes párokból álló

halmaz:

B = {(P1, l1), ..., (Pk, lk)}.

13



Ekkor B er®s reprezentáló rendszer, ha

Pi ∈ lj ⇐⇒ i = j.

A B halmazt maximálisnak nevezzük, ha tartalmazásra nézve maximális. Más szóval, le-

gyen l egy egyenes. Ekkor fennáll a következ® tulajdonság:

{P1, ..., Pk} ∩ l = ∅ =⇒ l ⊂
k⋃
i=1

li.

2.1.5. Megjegyzés. Legyen S
∏

q egy minimális lefogó ponthalmaza. Soroljuk fel S
pontjait: P1, ..., Pk. Minden Pi ponthoz válasszunk egy ri érint®egyenest. Ekkor a

B = {(P1, r1), ..., (Pk, rk)}.

halmaz maximális er®s reprezentáló rendszer. Jól látszik, hogy minimális lefogó ponthal-

mazból mindig készíthetünk maximális er®s reprezentáló rendszert viszont a fordítottja

nem feltétlenül igaz. Éppen ezért érdekes a következ® de�níció.

2.1.6. De�níció. Egy
∏

q-beli maximális er®s reprezentáló rendszert akkor nevezünk va-

lódinak, ha a pontok nem alkotnak minimális lefogó ponthalmazt és az egyenesek sem

alkotnak minimális lefogó ponthalmazt a duális síkon.

2.1.7. Megjegyzés. A kés®bbiekben az Hermite-varietások segítségével szerepelni fog

egy konstrukció valódi maximális er®s reprezentáló rendszerre.

2.2. Alsó és fels® korlátok az elemszámokra

2.2.1. Tétel. Illeszkedési egyenletek.

Legyen S = {P1, ..., Pk} k-elem¶
∏

q-beli ponthalmaz. Jelölje ni azon egyenesek számát,

amelyek pontosan i darab S-beli pontot tartalmaznak. Ekkor fennállnak az alábbi azonos-

ságok:
q+1∑
i=0

ni = q2 + q + 1,

q+1∑
i=0

ini = k(q + 1),

q+1∑
i=0

i(i− 1)ni = k(k − 1).

14



Bizonyítás. Mindhárom azonosság kett®s leszámlálással jön ki. A
∏

q-beli egyenesek szá-

ma q2 + q + 1, amib®l adódik az els® azonosság.

Tekintsük az (egyenes, ráilleszked® S-beli pont) párokat. Világos, hogy ezek száma

egyrészr®l
∑q+1

i=0 ini, másrészt minden S-beli pontra pontosan (q + 1) egyenes illeszkedik,

így a párok száma éppen k(q + 1).

Végül tekintsük az (egyenes, ráilleszked® S-beli pontpár) hármasokat. Ezek száma

egyrészr®l
∑q+1

i=0

(
i
2

)
ni. Másrészt ezek száma megadja, hogy hányféleképpen tudunk kivá-

lasztani 2 pontot S-b®l (
(
k
2

)
-féleképpen), ugyanis 2 különböz®

∏
q-beli pont egyértelm¶en

meghatároz egy, mindkett®t tartalmazó
∏

q-beli egyenest. �

2.2.2. Lemma. (Blokhuis-Wilbrink)

Legyen S PG(2, q)-beli pontok (q + 1)-elem¶ részhalmaza és

N(S) = {P ∈ PG(2, q) : ∀P 6= R ∈ PG(2, q) |lPR ∩ S| = 1}.

Ekkor |N(S)| ≤ q − 1. Ezeket a pontokat nevezzük S magpontjainak.

A bizonyítás megtalálható [4]-ben.

2.2.3. Állítás. Legyen B = {(P1, l1), ..., (Pq+1, lq+1)} (q+1)-elem¶ maximális er®s rep-

rezentáló rendszer
∏

q-ban. Ekkor {P1, ..., Pq+1} egy teljes egyenes, vagy {l1, ..., lq+1} egy

sugársor elemei.

Bizonyítás. Legyen S = {P1, . . . , Pq+1}. Tegyük fel, hogy {l1, . . . , lq+1} nem alkotnak

egy sugársort. Ekkor létezik olyan P ∈
∏

q pont, amelyet nem fognak le az {l1, . . . , lq+1}
egyenesek, mivel {l1, . . . , lq+1} nem egy sugársor. Ekkor nyilvánvalóan P ∈ N(S), hiszen

különben lenne egy l egyenes P -n keresztül, ami diszjunkt S-t®l és ezért B b®víthet® volna

a (P, l) párral.

A 2.2.2. lemma miatt |N(S)| ≤ q − 1 és ezért∣∣∣∣∣
q+1⋃
i=1

li

∣∣∣∣∣ ≥ q2 + 2.

Másfel®l ha L = {l1, . . . , lq+1} nem alkotnak egy sugársort, akkor jelölje m a maximum

számú egy ponton áthaladó L-beli egyenesek számát. Ha m = 2, akkor az egyenesek egy

ívet alkotnak a duális síkban, így mindössze (q+1)q
2

pontot fognak le. Ha m > 2, akkor

adott ponton átmen® m egyenes mq + 1 pontot fed le, a többi egyenes pedig legfeljebb

q + 1−m új pontot, így a lefogott pontok száma legfeljebb

(q + 1−m)2 +mq + 1 = q2 + 2 + (m− q)(m− 2).
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Mivel 2 < m ≤ q, (m− q)(m− 2) ≤ 0 és így∣∣∣∣∣
q+1⋃
i=1

li

∣∣∣∣∣ ≤ q2 + 2.

Az egyenl®ség pontosan akkor teljesül, m = q, vagyis ha az l1, . . . , lq egy közös Q ponton

mennek át, deQ /∈ lq+1. Legyen l a q+1-edik egyenesQ-n keresztül. Egyszer¶ meggondolni,

hogy Pq+1 = l∩ lq+1. Mivel az (l \ {Pq+1, Q}) pontok N(S)-beliek, ezért a Pi és Pj pontok

összeköt® egyenese az l egyenest Pq+1-ben metszi, ezért az S = {P1, . . . , Pq+1} ponthalmaz

kollineáris. �

2.2.4. Állítás. Legyen B = {(P1, l1), ..., (Pk, lk)} egy k elem¶ maximális er®s reprezentáló

rendszer. Ekkor q + 1 ≤ k ≤ q
√
q + 1.

Bizonyítás. El®ször belátjuk, hogy k ≤ q esetén B nem maximális. Mivel k egyenes

legfeljebb kq + 1 pontot fedhet le, ezért létezik egy P 6= Pi pont amelyet nem tartalmaz

az l1, ..., lk egyenesek egyike sem. Mivel k ≤ q, létezik egy l egyenes, amely különbözik

a PP1, ..., PPk egyenesekt®l. Tehát B b®víthet® a (P, l) pont-egyenes párral, így B nem

maximális.

A másik egyenl®tlenséghez írjuk fel az illeszkedési egyenleteket a P1, ..., Pk pontokra:

q+1∑
i=2

ni = q2 + q + 1− n0 − n1,

q+1∑
i=2

ini = k(q + 1)− n1,

q+1∑
i=2

i(i− 1)ni = k(k − 1).

Az utolsó két azonosságot összeadva kapjuk:

q+1∑
i=2

i2ni = k(q + k)− n1.

Alkalmazzuk a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenl®tlenséget:(
q+1∑
i=2

ini

)2

≤
q+1∑
i=2

i2ni ·
q+1∑
i=2

ni.
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Most pedig használjuk fel az egyenleteinket:

(k(q + 1)− n1)
2 ≤

(
q2 + q + 1− n1 − n0

)
(k(q + k)− n1) .

Mivel 0 ≤ n0, így adódik, hogy (k(q + 1)− n1)
2 ≤ (q2 + q + 1− n1) (k(q + k)− n1) . Az

n1-t®l függ® tagokat rendezzük a bal oldalra, jobb oldalra a többit, majd használjuk fel,

hogy k ≤ n1. Így adódik, hogy (k − 1)2 ≤ q3, amib®l már következik, hogy k ≤ q
√
q + 1.

�

2.2.5. Következmény. Legyen S = {P1, ..., Pk} egy minimális lefogó ponthalmaz
∏

q-

ban. Ekkor q + 1 ≤ k ≤ q
√
q + 1.

Ugyanakkor egy minimális blokkoló halmaz elemszámáról ennél er®sebb is elmondható,

de ahhoz el®bb szükségünk van a következ® lemmára.

2.2.6. Lemma. A
∏

q q-adrend¶ projektív sík S blokkoló ponthalmazát minden egyenes

legfeljebb |S| − q pontban metszi.

Bizonyítás. Legyen l egy tetsz®leges egyenes, P ∈ l olyan pont, amely nincs S-ben.
Ezen a ponton l-en kívül további q egyenes megy át, amelyeket S \ l-beli pontoknak kell

lefogniuk, azaz |S \ l| ≥ q. Ebb®l már következik, hogy |S ∩ l| ≤ q. �

2.2.7. Állítás. A q-adrend¶ projektív sík blokkoló halmazai legalább q +
√
q + 1 pontot

tartalmaznak.

Bizonyítás. Legyen S a blokkoló halmaz. Soroljuk fel a sík egyeneseit: l1, l2, . . . , lq2+q+1

és legyen ui = |li ∩ S|, ahol 1 ≤ i ≤ q2 + q + 1. Ha leszámoljuk az (S-beli pont, rajta
átmen® egyenes) párokat, illetve az (S-beli pontpár, rajtuk átmen® egyenes) hármasokat,

az alábbi összefüggéseket kapjuk:

q2+q+1∑
i=1

ui = |S|(q + 1),

q2+q+1∑
i=1

ui(ui − 1) = |S|(|S| − 1).

Felhasználva, hogy 1 ≤ ui ≤ |S| − q adódik a következ® egyenl®tlenség:

|S| (|S| − 1) =

q2+q+1∑
i=1

ui(ui − 1) ≤ (|S| − q)
q2+q+1∑
i=1

(ui − 1) =

= (|S| − q)
(
|S|(q + 1)− (q2 + q + 1)

)
.

Ebb®l az állítás egyszer¶en, a másodfokú egyenl®tlenség megoldásából adódik. �
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2.2.8. Tétel. (Blokhuis) Legyen q = pn, n ≥ 2. Ekkor PG(2,q) blokkoló ponthalmazai

legalább q +
√
q + 1 pontúak, ha n páros, illetve legalább q +

√
pq + 1 pontúak , ha n

páratlan.

2.3. Valódi maximális er®s reprezentáló rendszerek

A korábbiakban szó volt arról, hogy ha egy ponthalmaz minimális lefogó ponthalmaz,

akkor választhatóak a pontjaihoz olyan egyenesek, amelyekkel maximális er®s reprezen-

táló rendszert alkotnak. A kérdés az, hogy igaz-e ennek a megfordítása, vagyis az, hogy

vajon minden maximális er®s reprezentáló rendszer pontjai minimális lefogó ponthalmazt

alkotnak-e.

2.3.1. Állítás. Legyen 9 ≤ q = s2 négyzetszám. Ekkor létezik olyan PG(2, q)-beli valódi

maximális er®s reprezentáló rendszer, melynek mérete (q − 3)
√
q + 5.

Bizonyítás. Legyen H egy nemszinguláris Hermite-varietás, továbbá A,B,C ∈ H három

nem kollineáris pont. A hozzájuk tartozó érint®k legyenek rendre tA, tB és tC , illetve

P = tA ∩ tB, Q = tA ∩ tC és R = tB ∩ tC . Végül legyen U 6= A,C egy adott lAC ∩ H-beli
pont. Legyen

B = {(X, tX) : X ∈ H \ (lAB ∪ lAC ∪ lBC), tX ∩H = {X}}∪

∪{(R, tC), (P, tA), (B, lAB), (U, lAC)}.

Világos, hogy B egy er®s reprezentáló rendszer, így azt kell megmutatni, hogy maximális,

illetve hogy B pontjai nem fogják le az összes egyenest.

B pontjai nem fogják le a H ∩ lAC \ {A,C, U} pontok érint®it. Világos, hogy H-beli
pontok nem foghatják le az érint®ket, így csak a P és R pontok a lehetséges jelöltek. A P

pont az A-beli és B-beli érint®k metszéspontja, így ha H-beli pont érint®jére illeszkedik
P , akkor ez a pont illeszkedik lAB-re. Hasonló gondolatmenettel megmutatható, hogy a

Q pont sem foghatja le H ∩ lAC \ {A,C, U} pontok érint®it.

Ugyanakkor B pontjai lefogják az összes többi egyenest, hiszen a H-ból elhagyott pontok
közül legfeljebb s illeszkedik egy egyenesre, így minden (s+ 1)-szel®t lefog B. Ugyanakkor
lBC ∩H, illetve lAB ∩H érint®i átmennek az R, illetve P pontokon, tehát az összes többi

érint® lefogott. Mivel H minden egyenest 1, vagy s+1 pontban metsz, így minden további

egyenest lefognak B pontjai.
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2.1. ábra.

Most már csak azt kell megmutatni, hogy B maximális. Mivel minden (s + 1)-szel®t

lefognak B pontjai, így ha B-t b®víteni akarjuk egy (pont, egyenes) párral, akkor az

egyenes mindenképpen egy H∩ lAC \ {A,C, U}-beli pont érint®je lesz. Tehát ha megmu-

tatnánk, hogy B lefogja H ∩ lAC \ {A,C, U}-beli pontok érint®inek azon pontjait melyek

nem illeszkednek az lAC egyenesre, akkor ebb®l már következne, hogy B maximális. Ez

pedig abból következik, hogy minden küls® pontból s2 − s+ 1 érint® húzható és bármely

két H ∩ lAC \ {A,C, U}-beli pont érint®jének metszéspontja Q. Így már csak azokat a

(pont,egyenes) párokat kell kizárni, ahol a pont Q és az l egyenes egy H∩ lAC \{A,C, U}-
beli pont érint®je. ViszontQ ∈ tA, így tehát B valódi maximális er®s reprezentáló rendszer.

Már csak B elemszáma a kérdés, ami pedig egy rövid számolással meghatározható:

|B| = |H| − 3q + 4 = (q − 3)
√
q + 5.

�

2.3.2. Megjegyzés. Ha nem kötjük ki, hogy az er®s reprezentáló rendszer pontjai ne

alkossanak lefogó ponthalmazt, akkor Hermite-varietásokkal egy egyszer¶ konstrukció is

adható olyan maximális er®s reprezentáló rendszerre amelynek elemszáma éppen az elmé-

leti fels® korlát.

2.3.3. Állítás. Legyen q négyzetszám. Ekkor létezik olyan PG(2, q)-beli maximális er®s

reprezentáló rendszer, melynek mérete q
√
q + 1.

Bizonyítás. Egy nemszinguláris Hermite-görbe pontjai és érint®i pont megfelel®ek lesz-

nek, hiszen nemszinguláris Hermite-görbe minden pontjában pontosan 1 érint® egyenes

húzható, így ez a konstrukció valóban er®s reprezentáló rendszer. A maximalitás pedig

abból következik, hogy tetsz®leges egyenesnek és a görbének létezik közös pontja. �
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2.4. További konstrukciók

Ha q nem négyzetszám, akkor a legnagyobb ismert
∏

q-beli maximális er®s reprezentáló

rendszer 3q − 3 elem¶.

2.4.1. Állítás. Legyen A, B, C három általános helyzet¶ pont. Ekkor az

S = lAB ∪ lAC ∪ lBC \ {A,B,C}

halmaz minimális lefogó ponthalmaz.

Bizonyítás. Legyen l tetsz®leges, a három oldalegyenest®l különböz® egyenes. Ha

l ∩ lAB ∈ S, akkor l lefogott. Ellenkez® esetben tegyük fel, hogy l ∩ lAB = {A}. Ekkor
viszont l∩ lBC ∈ S, tehát S lefogó ponthalmaz. A minimalitáshoz pedig elegend® minden

ponthoz megadni egy olyan egyenest, amelyet csak az adott pont fog le. Tekintsük az

egyik oldalegyenes tetsz®leges pontját. Kössük össze ezt a pontot a szemközti csúccsal.

Ezt az egyenest nyilvánvalóan csak ez az adott pont fogja le. �

2.4.2. Állítás. Legyen 2q − 1 ≤ k ≤ 3q − 5. Ekkor létezik k pontú
∏

q-beli minimális

blokkoló ponthalmaz.

Bizonyítás. Tekintsünk egy háromszöget és annak három csúcsát (A, B, C). Legyen D

az A és B csúcsokat összeköt® eAB egyenes egy pontja és e egy rajta átmen® egyenes,

amelyre a csúcsok nem illeszkednek. Válasszunk ki k pontot (2 ≤ k ≤ q − 2) az eCD

egyenesen (P1, P2, . . . Pk), melyek C-t®l és D-t®l különböz®ek, úgy, hogy D1 = e ∩ eBC ,
D′2 = e ∩ eAC és P1 = eAD1 ∩ eCD, P2 = eBD′2 ∩ eCD. Vetítsük ®ket az A és B csúcsokból

az eAC és eBC egyenesekre, így kapjuk a Di = eAPi
∩ eBC és D′i = eBPi

∩ eAC pontokat.

Ekkor az alábbi

S = (eAB \ {A,B}) ∪ {P1, ..., Pk} ∪ (eAC \ {D′1, ..., D′k}) ∪ ({D1, ..., Dk}) \ {C}

halmaz minimális lefogó ponthalmaz, melynek mérete 3q − 3− k.
Ennek igazolásához el®ször belátom, hogy S blokkoló halmaz. Világos, hogy az ol-

dalegyenesek lefogottak, hiszen legfeljebb q pontot hagytunk el róluk. Tekintsünk egy

tetsz®leges f egyenest, amely különbözik az oldalegyenesekt®l. Ha az eAB egyenessel vett

metszéspontja különbözik az A és B pontoktól, akkor S lefogja. Így tegyük fel, hogy

f ∩ eAB = A. Ha f ∩ eBC = Di, akkor Pi ∈ S, különben f ∩ eBC ∈ S. Tehát S minden

egyenest lefog.
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2.2. ábra.

Már csak azt kell igazolni, hogy minimális, vagyis azt, hogy minden S-beli ponthoz
létezik olyan egyenes, amelyet csak az adott pont fog le. eAB minden D-t®l különböz®

S-beli P pontja az egyetlen S-beli pont, amely lefogja az eCP egyenest. Nyilván csak a Pi

pontok fogják le a hozzájuk tartozó eDiD′i
egyeneseket. Legyen P az eBC egyenes S-beli

pontja. Az eAP egyenest csak a P pont fogja le.

Végül annyi maradt, hogy megmutassuk, hogy S mérete 3q − 3 − k. Három egyenes

metszéspontoktól különböz® pontjainak száma összesen 3q − 3. Ha ezek közül 2k pon-

tot elhagyunk, de hozzáveszünk k másik pontot, akkor az így kapott ponthalmaz mérete

3q − 3− k. �

2.4.3. Állítás. Legyen q páratlan négyzetszám. Ekkor PG(2, q) pontjai felírhatóak (q −
1)
√
q + 3q páronként diszjunkt er®s reprezentáló rendszer pontjainak uniójaként.

2.4.4. Megjegyzés. Ennek az állításnak a bizonyítása meghaladja a szakdolgozat kere-

teit. A bizonyítás megtalálható [3]-ban, amely felhasználja [5] és [6] eredményeit.
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3. fejezet

A közvetlen általánosítás magasabb

dimenziókban

3.1. Alapfogalmak

3.1.1. De�níció. Az S ⊂ PG(n, q) halmazt lefogó halmaznak nevezzük, ha minden egye-

nessel létezik közös pontja. Egy lefogó ponthalmazt minimálisnak nevezünk, ha minden

P ∈ S pontra S \ {P} nem lefogó ponthalmaz.

3.1.2. De�níció. Egy S ⊂ PG(n, q) lefogó ponthalmazt blokkoló halmaznak nevezünk, ha

nem tartalmaz teljes egyenest. Egy blokkoló halmazt minimálisnak nevezünk, ha minden

P ∈ S pontra S \ {P} nem blokkoló halmaz.

3.1.3. De�níció. Legyen B egy PG(n, q)-beli páronként különböz® pont-egyenes párokból

álló halmaz:

B = {(P1, l1), ..., (Pk, lk)}.

B er®s reprezentáló rendszer, ha

Pi ∈ lj ⇐⇒ i = j.

A B halmazt maximálisnak nevezzük, ha tartalmazásra nézve maximális. Más szóval, le-

gyen l egy egyenes. Ekkor fennáll a következ® tulajdonság:

{P1, ..., Pk} ∩ l = ∅ =⇒ l ⊂
k⋃
i=1

li.
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3.1.4. Megjegyzés. A síkbeli trükk itt is alkalmazható. Legyen S egy PG(n, q)-beli

minimális lefogó ponthalmaza. Soroljuk fel S pontjait: P1, ..., Pk. Minden Pi ponthoz vá-

lasszunk egy ri érint®egyenest. Ekkor a

B = {(P1, r1), ..., (Pk, rk)}

halmaz maximális er®s reprezentáló rendszer. Ezáltal itt is látható, hogy minimális lefogó

ponthalmazból mindig készíthetünk maximális er®s reprezentáló rendszert.

3.2. Térbeli illeszkedési egyenletek és következményeik

Ebben az alfejezetben végig feltesszük, hogy n = 3, vagyis minden állítást PG(3, q)-ban

fogalmazunk meg.

3.2.1. Lemma. Térbeli illeszkedési egyenletek.

Legyen S egy k elem¶ PG(3, q)-beli ponthalmaz. Jelölje ni, illetve mj azon egyenesek,

illetve síkok számát, melyekre pontosan i, illetve j darab S-beli pont illeszkedik. Ekkor

fennállnak az alábbi azonosságok:

q+1∑
i=0

ni = (q2 + q + 1)(q2 + 1),

q+1∑
i=0

ini = k(q2 + q + 1),

q+1∑
i=0

i(i− 1)ni = k(k − 1),

q2+q+1∑
j=0

mj = q3 + q2 + q + 1,

q2+q+1∑
j=0

jmj = k(q2 + q + 1),

q2+q+1∑
j=0

j(j − 1)mj = k(k − 1)(q + 1),

q2+q+1∑
j=0

j(j − 1)(j − 2)mj − q
q+1∑
i=0

i(i− 1)(i− 2)ni = k(k − 1)(k − 2).
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Bizonyítás. Ahogy síkban, itt is kett®s leszámlálással bizonyítunk. Az els® összefüggés

az egyenesek kétféle leszámlálásából következik, hasonlóan a második az (egyenes, rá-

illeszked® S-beli pont) párokat, a harmadik az (egyenes, ráilleszked® két S-beli pont)
hármasokat, a negyedik a síkokat, az ötödik a (sík, ráilleszked® S-beli pont) párokat, a
hatodik a (sík, ráilleszked® két S-beli pont) hármasokat számolja le kétféleképpen.

A hetedik azonosság pedig abból jön ki, hogy hányféleképpen választhatunk ki három

S-beli pontot. Síkok szerint számolva azokat a hármasokat, amelyek egy egyenesre illesz-

kednek, (q+1)-szer számoltuk, mivel tetsz®leges egyenesre (q+1) sík illeszkedik. Így tehát

a kollineáris S-beli hármasok számát le kell vonni q-szor. �

3.2.2. Következmény.
q+1∑
i=0

i2ni = k(q2 + q + k),

q2+q+1∑
j=0

j2mj = k(q2 + kq + k),

q2+q+1∑
j=0

j3mj − q
q+1∑
i=0

i3ni = k(k2 − 3k − q3 + 3).

3.2.3. Állítás. Legyen B = {(P1, l1), ..., (Pk, lk)} egy maximális er®s reprezentáló rend-

szer. Ekkor q2 + 1 ≤ k.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy k ≤ q2. Mivel k páronként különböz® egyenes legfeljebb

k(q + 1) pontot fog le, így létezik olyan P pont, amelyet B egyenesei nem fognak le.

Ugyanakkor mivel k < q2 + q + 1, létezik P -n keresztül egy olyan l egyenes, amelynek

nincs B-beli pontja, tehát B b®víthet® a (P, l) párral, így B nem maximális. �

3.2.4. Megjegyzés. A kés®bbiekben szerepelni fog egy konstrukció q2 + 1 elem¶ maxi-

mális er®s reprezentáló rendszerre.

Az elemszámra vonatkozó fels® becslés térben is alkalmazható, azonban csak sokkal gyen-

gébb állítás következik bel®le. Míg a síkbeli állítás nemtriviális fels® becslés, addig három,

vagy annál magasabb dimenzióban gyakorlatilag semmitmondó.
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3.2.5. Állítás. Legyen q > 2 prímhatvány. Ekkor minden PG(3, q)-beli maximális er®s

reprezentáló rendszerben létezik négy, egy síkra illeszked® pont.

Bizonyítás. Legyen B egy adott maximális er®s reprezentáló rendszer pontjainak hal-

maza. Tegyük fel, hogy minden síkon legfeljebb 3 B-beli pont van. B maximalitása miatt

minden síkon van legalább egy B-beli pont. Legyenm1,m2,m3 azon síkok száma, amelyek-

re pontosan 1, 2, illetve 3 B-beli pont illeszkedik. Ekkor B pontjaira a térbeli illeszkedési

egyenletek az alábbiak lesznek:

m1 +m2 +m3 = q3 + q2 + q + 1,

m1 + 2m2 + 3m3 = k(q2 + q + 1).

Ezekb®l pedig a következ® egyenl®tlenség következik:

(q2+1)(q2+q+1) ≤ k(q2+q+1) = m1+2m2+3m3 ≤ 3(m1+m2+m3) = 3(q3+q2+q+1),

q2 + q + 1 ≤ 3(q + 1).

Ez az egyenl®tlenség pedig ha 3 ≤ q, akkor nem teljesül. �

3.2.6. Állítás. Minden PG(3, q)-beli maximális er®s reprezentáló rendszerben létezik q+1

egy síkra illeszked® pont.

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy minden síkra legfeljebb q pont illeszkedik. Ekkor

az illeszkedési egyenletek:
q∑
i=1

imi = k(q2 + q + 1),

q∑
i=1

i(i− 1)mi = k(k − 1)(q + 1).

Ezeket az azonosságokat felhasználva

(q − 1)k(q2 + q + 1) = (q − 1)

q∑
i=1

imi ≥
q∑
i=1

i(i− 1)mi = k(k − 1)(q + 1),

(q − 1)(q2 + q + 1) ≥ (k − 1)(q + 1).

Ebb®l az egyenl®tlenségb®l következik, hogy q2 ≥ k, ami pedig ellentmond a 3.2.3 Állí-

tásnak. �
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3.2.7. Állítás. Minden PG(3, q)-beli maximális er®s reprezentáló rendszerben létezik há-

rom kollineáris pont.

Bizonyítás. Legyen B egy adott maximális er®s reprezentáló rendszer pontjainak hal-

maza. Tegyük fel, hogy minden egyenesen legfeljebb két B-beli pont van. B maximalitása

miatt minden egyenesen van legalább egy B-beli pont. Legyen n1 és n2 azon egyenesek

száma, melyekre pontosan 1, illetve 2 B-beli pont illeszkedik. Írjuk fel a térbeli illeszkedési
egyenleteket:

n1 + n2 = (q2 + q + 1)(q2 + 1),

n1 + 2n2 = k(q2 + q + 1),

2n2 = k(k − 1).

Az illeszkedési egyenletekb®l azonban felírható egy másodfokú egyenlet k-ra:

0 = 2n2 + 2(n1 + n2)− 2(n1 + 2n2),

k2 − k(2q2 + 2q + 3) + 2(q2 + q + 1)(q2 + 1) = 0.

Ennek pedig nincsen valós gyöke, tehát valóban fennáll, hogy minden maximális er®s

reprezentáló rendszerben létezik három kollineáris pont. �

3.2.8. Következmény. Az ovoidok, vagyis azok a ponthalmazok, amelyekben nincs 3

kollineáris pont és maximális méret¶ek, nem alkotnak er®s reprezentáló rendszert, holott

elemszámuk q2 + 1, ami pedig a maximális er®s reprezentáló rendszerek elemszámának

lehetséges legkisebb értéke.

3.2.9. Következmény. Nem létezik PG(3, 2)-beli minimális blokkoló ponthalmaz.

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy létezik egy B minimális lefogó ponthalmaz PG(3, q)-

ban. A de�níció szerint nem lehet 3 kollineáris pontja, viszont minden minimális lefogó

ponthalmazból készíthet® maximális er®s reprezentáló rendszer. Azonban az el®z® állítás

éppen azt mondja, hogy létezik 3 kollineáris pontja B-nek is. �

3.2.10. Megjegyzés. Mivel minden legalább q2 + 2 elem¶ ponthalmazban van 3 kolli-

neáris pont, az el®z® állítás csak abban az esetben mond többet, mint amit tetsz®leges

ponthalmazról tudunk, ha a maximális er®s reprezentáló rendszer mérete q2 + 1.
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3.2.11. Lemma. A PG(3, q) B blokkoló ponthalmazát minden egyenes legfeljebb |B| −
q2 − q pontban metszi.

Bizonyítás. Legyen l egy tetsz®leges egyenes, P ∈ l olyan pont, amely nincs B-ben. Ezen
a ponton l-en kívül további q2 + q egyenes megy át, amelyeket B \ l-beli pontoknak kell

lefogniuk, azaz |B \ l| ≥ q2 + q. Ebb®l adódik, hogy |B ∩ l| ≤ |B| − q2 − q. �

3.2.12. Állítás. PG(3, q) blokkoló ponthalmazai legalább q2 +
√
5+1
2
q + 1

2
pontúak.

Bizonyítás. Legyen a blokkoló ponthalmaz B. Soroljuk fel a sík egyeneseit: l1, l2, . . . , le,

és legyen ui = |li ∩ B|, ahol 1 ≤ i ≤ e és e az egyenesek száma. Leszámolva a (B-beli
pont, rajta átmen® egyenes) párokat, illetve a (B-beli pontpár, rajtuk átmen® egyenes)

hármasokat, azt kapjuk, hogy

e∑
i=1

ui = |B|(q2 + q + 1),

e∑
i=1

ui(ui − 1) = |B|(|B| − 1).

Felhasználva, hogy 1 ≤ ui ≤ |B| − q2 − q, a következ® egyenl®tlenséget kapjuk:

|B|(|B| − 1) =
e∑
i=1

ui(ui − 1) ≤ (|B| − q2 − q)
e∑
i=1

(ui − 1) =

= (|B| − q2 − q)(|B|(q2 + q + 1)− (q2 + q + 1)(q2 + 1)).

Felírva a másodfokú egyenlet megoldóképletét adódik az állítás. �
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3.3. Térbeli konstrukciók

3.3.1. Állítás. Létezik PG(3, q)-beli maximális er®s reprezentáló rendszer, melynek

4q2 − 2q − 12 pontja van, ha q ≥ 3.

Bizonyítás. Legyen A0, A1, A2, A3 négy általános helyzet¶ pont PG(3, q)-ban. Legyen

Si = span{Aj : 0 ≤ j ≤ 3, j 6= i} 0 ≤ i ≤ 3-ra. Világos, hogy ezek síkok, mivel a pontok

általános helyzet¶ek. Legyen továbbá P ∈ PG(3, q) pont amely nincs benne semelyik Si

síkban. Térjünk át homogén koordinátázásra. Legyen Ai ∈ PG(3, q) (i=0, 1, 2, 3) az a

pont, melynek homogén koordinátái közül pontosan az i-edik nem nulla, a többi egyenl®.

Továbbá legyen P = (1 : 1 : 1 : 1). Ekkor világos, hogy

Si = {X ∈ PG(3, q) : xi = 0}.

A konstrukcióhoz szükség van még az alábbi ponthalmazra:

H = {X ∈ PG(3, q) : ∀i ∈ {0, 1, . . . , 3} xi 6= 0 =⇒ xi = 1}.

Most már megadható az a ponthalmaz, amir®l belátom, hogy egy maximális er®s repre-

zentáló rendszer ponthalmaza:

B = {P} ∪
3⋃
j=0

Sj \ H.

Kezdjük azzal, hogy B minden egyenest lefog. Rövid számolással igazolható, hogy az

S3∩H 7-elem¶ ponthalmaznak nincsen 4 kollineáris pontja, így ha q ≥ 3, akkor tetsz®leges

l S3-beli egyenesnek van közös pontja a B ponthalmazzal. Ha az l egyenes pontosan egy

pontban metszi az S3 síkot, akkor P3 = l ∩ S3 ∈ B esetén B lefogja az l egyenest, így

feltehet®, hogy P3 ∈ H. Szimmetria okokból feltehet®, hogy P3 /∈ S2, továbbá feltehet®,

hogy P2 = l ∩ S2 ∈ H, hiszen ha az utóbbi pont B-beli, akkor ez az egyenes is lefogott.

Szintén rövid számolással igazolható, hogy ha a P2 és P3 pontoknak van olyan sorszámú

koordinátájuk, amelyek egyaránt nem nullák, akkor l ∩ B 6= ∅, illetve ha ez nem teljesül,

akkor P ∈ l. Ezzel beláttam, hogy B lefogja az összes egyenest.

Ahhoz, hogy megmutassam, hogy a B egy er®s reprezentáló rendszer ponthalmaza,

elég az, hogy minden B-beli ponthoz létezik olyan PG(3, q)-beli egyenes, melynek nincsen

más B-beli pontja. Ehhez az alábbi összefüggést fogom felhasználni:

{X ∈ PG(3, q) : ∃0 ≤ i ≤ 3 : xi = 0} =
3⋃
i=0

{X ∈ PG(3, q) : xi = 0} =
3⋃
i=0

Si.
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Tekintsünk egy tetsz®leges Q ∈ B \ P pontot és azt az R ∈ H pontot, amelyre az R nem

nulla koordinátáinak sorszámai pontosan a P pont nulla koordinátáinak sorszámai. Ekkor

P /∈ lQR, továbbá {X ∈ lQR : ∃0 ≤ i ≤ 3 : xi = 0} = {Q,R}. Továbbá minden H-beli
pontot és a komplementerét összeköt® egyenesre illeszkedik a P , míg további B-beli pont
nem.

Tehát B valóban egy maximális er®s reprezentáló rendszer pontjainak halmaza. Most

már csak B elemszámának meghatározása a feladat:

|B| =

∣∣∣∣∣
n+1⋃
j=1

Sj

∣∣∣∣∣− 15 + 1 =
q4 − 1

q − 1
− (q − 1)4

q − 1
− 14 = 4q2 − 2q − 12.

�

3.3.2. Állítás. A PG(3, q) tér pontjait be lehet fedni páronként diszjunkt egyenesekkel.

Bizonyítás. Legyen f(x, y) egy GF (q) felett irreducibilis homogén másodfokú polinom.

Legyen Ft minden 0 6= t ∈ GF (q) esetén az a másodrend¶ felület, melynek egyenlete

Ft : f(x0, x1) + t · f(x2, x3) = 0.

Ha Ft egy hiperbolikus kvádrika, akkor van rajta q+ 1 páronként kitér® egyenes, amelyek

lefedik a kvádrikát. Megmutatjuk, hogy mindegyik Ft kvádirka hiperbolikus, illetve azt,

hogy a q− 1 kvádrika mindegyikér®l kiválasztva az adott kvádrikát lefed® q+ 1 egyenest,

továbbá az x0 = x1 = 0, valamint az x2 = x3 = 0 egyenletrendszerekkel megadott két

egyenest véve a PG(3, q) pontjainak egy befedését kapjuk.

Az f irreducibilitásából következik, hogy ha t1 6= t2, akkor Ft1-nek és Ft2-nek nincs

közös pontja. Ugyancsak f irreducibilitása miatt az x0 = x1 = 0, valamint az x2 =

x3 = 0 egyenletrendszerekkel megadott két egyenes pontjait kivéve PG(3,q) minden

S(s0 : s1 : s2 : s3) pontja pontosan egy Ft kvádrikán van rajta, azon, amelyik a

t = −f(s1, s2)/f(s3, s4) 6= 0 testelemhez tartozik. Mivel egy kvádrika legfeljebb (q + 1)2

pontot tartalmazhat, és ((q3 + q2 + q + 1)− 2(q + 1)) /(q − 1) = (q + 1)2, ezért q − 1 Ft

kvádrika mindegyikére (q + 1)2 pontnak kell illeszkednie, vagyis valamennyi Ft kvádrika

hiperbolikus. Mindegyik kvádrikáról kiválasztva q + 1, a kvádrikát lefed® egyenest, a két

speciális egyenessel együtt összesen 2 + (q − 1)(q + 1) = q2 + 1 egyenest kapunk, amik a

tér egy befedését adják. �

3.3.3. Következmény. Létezik PG(3, q)-beli q2 + 1 elem¶ maximális er®s reprezentáló

rendszer.
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3.4. PG(n, q) befedései

Ez az alfejezet [1] alapján került feldolgozásra.

3.4.1. De�níció. A PG(n,q) tér befedésének nevezzük r-dimenziós terek egy F halmazát,

ha F elemei diszjunktak és uniójuk kiadja az egész teret.

A de�nícióból következik, hogy ha a PG(n, q) térnek létezik r-dimenziós alterekb®l

álló befedése, akkor Θ(r)|Θ(n), tehát (r + 1)|(n + 1). A következ® tételb®l kiderül, hogy

igaz ennek megfordítása is.

3.4.2. Tétel. A PG(n, q) térnek akkor és csak akkor létezik r-dimenziós terekb®l álló

befedése, ha (r + 1)|(n+ 1).

Bizonyítás. Ha létezik r-dimenziós alterekb®l álló F befedés, akkor PG(n, q) minden

pontja pontosan egy F -beli r-dimenziós altérben van benne, tehát qn−1
qr−1 egész szám, ami

pedig akkor és csak akkor teljesül, ha (r+ 1)|(n+ 1). Ennek bizonyítása megtalálható pl.

[7]-ben.

Tegyük fel, hogy van olyan s egész szám, amire teljesül, hogy (n+ 1) = (s+ 1)(r+ 1).

Legyen f egy GF (q) feletti irreducibilis (r+1)-edfokú polinom és legyen α gyöke f -nek

GF (qr+1)-ben. Ekkor GF (qr+1) minden X eleme egyértelm¶en felírható

X = x0 + x1α + · · ·+ xrα
r

alakban, ahol xi ∈ GF (q) minden 0 ≤ i ≤ r esetén. Ha GF (qr+1)-b®l (s + 1) darab Xi

elemet veszünk, 0 ≤ i ≤ s, akkor mindegyikük felírható

Xi = xi0 + xi1α + · · ·+ xirα
r

alakban, ahol xij ∈ GF (q) minden 0 ≤ i ≤ r és 0 ≤ j ≤ s esetén. Az n + 1 darab

lexikogra�kusan rendezett xij ∈ GF (q) elemet tekinthetjük egy PG(n, q)-beli pont ho-

mogén koordinátáinak. Ilyen módon PG(n, q) minden pontjának megfeleltethetünk egy,

a GF (qr+1) elemeib®l álló (X0, X1, . . . , Xs) rendezett (s+ 1)-est.

Legyenek τ0, τ1, . . . , τs ∈ GF (qr+1) olyan elemek, melyek nem mindegyike 0.

Tekintsük a

τiX0 = τ0Xi (i = 1, 2, . . . , s)

egyenleteket. Ezek s(r + 1) lineárisan független egyenletet adnak az xij elemekre, ezért

egy n− s(r + 1) = r dimenziós
∏

r alteret de�niálnak PG(n, q)-ban.
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Minden τ = (τ0, τ1, . . . τs) rendezett (s + 1)-es megfeleltethet® a PG(s, qr+1) tér egy

P (τ) pontjának, a különböz® sorozatok különböz® pontoknak. Mivel PG(s, qr+1) összesen

(q(r+1)(s+1) − 1)/(qr+1 − 1) pontot tartalmaz, ezért az egyes sorozatoknak megfelel®
∏

r

alterek összesen
q(r+1)(s+1) − 1

qr+1 − 1
· q

r+1 − 1

q − 1
=
qn+1 − 1

q − 1

pontját tartalmazzák a PG(n, q) térnek. Mivel ez a szám megegyezik PG(n, q) összes

pontjainak a számával, ezért a
∏

r terek valóban PG(n, q) egy befedését alkotják. �

Természetes a kérdés, hogy páronként kitér® egyenesekb®l álló egyeneshalmaz mikor

része befedésnek. Erre adunk választ a következ® tételben, de el®ször szükség van egy

de�nícióra.

3.4.3. De�níció. PG(3,q) páronként kitér® egyeneseinek egy halmazát részleges befedés-

nek hívjuk.

3.4.4. Tétel. Legyen b a PG(2,q) sík legkisebb blokkoló ponthalmazának mérete. PG(3, q)

minden (q2 + q + 1− b)-nél több egyenesb®l álló részleges befedése kiegészíthet® befedéssé.

Bizonyítás. Számoljuk meg az R részleges befedés valamelyik egyenesét tartalmazó sí-

kokat. Ezek száma |R|(q + 1), így ha R nem befedés, akkor ezen síkok száma legfeljebb

q3 + q2, tehát van olyan π sík, amely egyik R-beli egyenest sem tartalmazza. Ekkor de�-

niáljuk a következ® ponthalmazt:

B = {r ∩ π : r ∈ R}.

HaR nem része befedésnek, akkor B nyilván metsz minden π-beli egyenest. Megmutatjuk,

hogy B π-beli blokkoló halmaz. Ha ugyanis tartalmazná az l egyenest, akkor l minden

pontján menne R-beli egyenes. Ezen egyenesek és az l azon síkokat feszítik ki, amelyek

tartalmazzák az l egyenest, de különböznek π-t®l. Mivel az l-et tartalmazó síkok és l

pontjainak száma egyaránt q+ 1, így adódik, hogy van két olyan R-beli egyenes, ami egy

síkban van, ami nyilvánvalóan ellentmondás. Ekkor viszont B komplementere is blokkoló

ponthalmaz, tehát |R| = |B| ≤ q2 + q + 1− b. �
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3.5. Egy általános konstrukció

3.5.1. Állítás. Létezik PG(n, q)-beli maximális er®s reprezentáló rendszer, melynek
qn+1−1
q−1 − (q − 1)n − 2n+1 + 2 pontja van, ha q páratlan.

Bizonyítás. Legyen A0, A1, . . . An n + 1 darab általános helyzet¶ pont PG(n, q)-ban.

Legyen Si = span{Aj : 0 ≤ j ≤ n, j 6= i} minden 0 ≤ i ≤ n-re. Világos, hogy ezek

hipersíkok, mivel a pontok általános helyzet¶ek. Legyen továbbá P ∈ PG(n, q) olyan

pont, amely nincs benne semelyik Si hipersíkban. Térjünk át a homogén koordinátázásra.

Legyen Ai ∈ PG(n, q) (0 ≤ i ≤ n) az a pont, melynek homogén koordinátái közül

pontosan az i-edik nem nulla, a többi egyenl®. Továbbá legyen P = (1 : 1 : . . . : 1). Ekkor

világos, hogy Si = {X ∈ PG(n, q) : xi = 0}. A konstrukcióhoz szükség van még az alábbi

ponthalmazra:

H = {X ∈ PG(n, q) : ∀0 ≤ i ≤ n xi 6= 0 =⇒ xi = 1} \ {P}.

Most már megadható az a halmaz, amir®l belátom, hogy egy maximális er®s reprezentáló

rendszer ponthalmaza:

B = {P} ∪
n⋃
j=0

Sj \ H.

Kezdjük azzal, hogy B minden egyenest lefog.

Ha az Sn∩H (2n−1)-elem¶ ponthalmaznak nincsen 4 kollineáris pontja, akkor tetsz®leges

l Sn-beli egyenessel van közös pontja a B ponthalmaznak. Az általánosság megszorítása

nélkül feltehet® az, hogy a két Sn ∩H-beli pont, amelyeken átmen® egyenest tekintjük, a

következ® alakú:

H1 = (1 : . . . : 1 : 0 : . . . : 0 : 0 : . . . : 0 : 1 . . . : 1 : 0),

H2 = (0 : . . . : 0 : 1 : . . . : 1 : 0 : . . . : 0 : 1 . . . : 1 : 0).

A rajtuk átmen® egyenes pontjai:

lH1H2 = {H2} ∪ {(1 : · · · : 1 : λ : · · · : λ : 0 : · · · : 0 : λ+ 1 · · · : λ+ 1 : 0) : λ ∈ GF (q)}.

Világos, hogy lH1H2∩H-beli további pontot csak a λ = 1 eset ad, ha a H1 és H2 pontoknak

nincsen közös nem nulla koordinátája, így egy l ∈ Sn egyenesnek a H halmazzal legfeljebb

3 közös pontja lehet.

Ha az l egyenes pontosan egy pontban metszi az Sn hipersíkot, akkor Pn = l ∩ Sn ∈ B
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esetén B lefogja az l egyenest, így feltehet®, hogy Pn ∈ H. Szimmetria okokból feltehet®,

hogy Pn /∈ S0, továbbá, hogy P0 = l ∩ S0 ∈ H, hiszen ha az utóbbi pont B-beli lenne,
akkor ez az egyenes is lefogott lenne. Az általánosság megszorítása nélkül feltehet®, hogy

P0 és Pn homogén koordinátái a következ® alakúak:

P0 = (0 : 1 : · · · : 1 : 0 : · · · : 0 : 0 : · · · : 0 : 1 : · · · : 1 : 1),

Pn = (1 : 0 : · · · : 0 : 1 : · · · : 1 : 0 : · · · : 0 : 1 : · · · : 1 : 0).

A rajtuk átmen® egyenes pontjai:

lP0Pn = {P0}∪ {((1 : λ : · · · : λ : 1 : · · · : 1 : 0 : · · · : 0 : λ+ 1 : · · · : λ+ 1 : λ) : λ ∈ GF (q)}.

Ha a P0 és Pn pontoknak van közös 0 koordinátájuk, akkor lP0Pn∩B 6= ∅, hiszen az egyenes

egyenletébe λ = 1-et behelyettesítve olyan pontot kapunk, aminek van 0 koordinátája,

de nem H-beli. Ha a P0 és Pn pontoknak van közös nem nulla koordinátájuk, akkor

ugyancsak lP0Pn ∩ B 6= ∅, hiszen az egyenes egyenletébe λ = −1-et behelyettesítve olyan

pontot kapok, aminek van 0 koordinátája, de nem H-beli. Végül ha nincs olyan azonos

sorszámú koordinátájuk, amelyik egyszerre nulla, vagy egyszerre nem nulla, akkor λ = 1-

re azt kapjuk, hogy P ∈ lP0Pn , tehát ebben az esetben is lP0Pn ∩ B 6= ∅. Szintén rövid

számolással igazolható, hogy ha a P2 és P3 pontoknak van olyan sorszámú koordinátájuk,

amelyek egyaránt nem nullák, akkor l ∩ B 6= ∅, illetve ha ez nem teljesül, akkor P ∈ l.
Ezzel beláttuk, hogy B lefogja az összes egyenest.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy a B egy er®s reprezentáló rendszer ponthalmaza,

elegend® azt belátni, hogy minden B-beli ponthoz létezik olyan PG(n, q)-beli egyenes,

melynek nincsen más B-beli pontja. Tekintsünk egy tetsz®leges Q ∈ B \ P pontot és azt

az R ∈ H pontot, melyre az R nem nulla koordinátáinak sorszámai pontosan a P pont

nulla koordinátáinak sorszámai. Az általánosság megszorítása nélkül feltehet®, hogy Q és

R homogén koordinátái a következ® alakúak:

Q = (∗ : · · · : ∗ : 0 : · · · : 0),

R = (0 : · · · : 0 : 1 : · · · : 1).

Ekkor P /∈ lQR, illetve {X ∈ lQR : ∃0 ≤ i ≤ n : xi = 0} = {Q,R}. Az

{X ∈ PG(n, q) : ∃0 ≤ i ≤ n : xi = 0} =
n⋃
i=0

{X ∈ PG(n, q) : xi = 0} =
n⋃
i=0

Si
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összefüggés miatt lQR ∩ B = {Q}.
Ugyanakkor minden H-beli pontot és a komplementerét összeköt® egyenesre illeszkedik a

P , míg további B-beli pont nem.

Tehát B valóban egy maximális er®s reprezentáló rendszer pontjainak halmaza. Most már

csak B elemszámának meghatározása a feladat. Mivel

{X ∈ PG(n, q) : ∃0 ≤ i ≤ n : xi = 0} =
n⋃
i=0

Si,

így könnyedén adódik, hogy∣∣∣∣∣
n+1⋃
j=1

Sj

∣∣∣∣∣ =
qn+1 − 1

q − 1
− (q − 1)n+1

q − 1
=
qn+1 − 1

q − 1
− (q − 1)n.

Ezután már meghatározható B elemszáma:

|B| =

∣∣∣∣∣{P} ∪
n⋃
j=0

Sj \ H

∣∣∣∣∣ = 1 +
qn+1 − 1

q − 1
− (q − 1)n −

(
2n+1 − 1

)
.

�
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4. fejezet

A természetes általánosítás

4.1. Bevezet®

4.1.1. De�níció. Legyen PG(n, q) egy q rend¶ n-dimenziós tér. Az S ⊂ PG(n, q) hal-

mazt lefogó ponthalmaznak nevezzük, ha minden hipersíkkal létezik közös pontja. Egy le-

fogó ponthalmazt minimálisnak nevezünk, ha minden P ∈ S pontra S \ {P} nem lefogó

ponthalmaz.

4.1.2. De�níció. Egy S ⊂ PG(n, q) lefogó ponthalmazt blokkoló halmaznak nevezünk, ha

nem tartalmaz teljes egyenest. Egy blokkoló halmazt minimálisnak nevezünk, ha minden

P ∈ S pontra S \ {P} nem blokkoló halmaz.

4.1.3. De�níció. Legyen B egy PG(n, q)-beli páronként különböz® pont-hipersík párokból

álló halmaz:

B = {(P1, S1), ..., (Pk, Sk)}.

B er®s reprezentáló rendszer, ha

Pi ∈ Sj ⇐⇒ i = j.

A B halmazt maximálisnak nevezzük, ha tartalmazásra nézve maximális. Más szóval, le-

gyen S egy hipersík. Ekkor fennáll a következ® tulajdonság:

{P1, ..., Pk} ∩ S = ∅ =⇒ S ⊂
k⋃
i=1

Si.
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4.1.4. Megjegyzés. Legyen S PG(n, q) egy minimális lefogó ponthalmaza. Soroljuk fel

S pontjait: P1, ..., Pk. Minden Pi ponthoz válasszunk egy Si érint® hipersíkot. Ekkor a

B = {(P1, S1), ..., (Pk, Sk)}

halmaz nyilvánvalóan maximális er®s reprezentáló rendszer.

4.1.5. Állítás. Legyen 2q − 1 ≤ m ≤ 3q − 5. Ekkor létezik m pontú PG(n, q)-beli mini-

mális lefogó ponthalmaz, tehát maximális er®s reprezentáló rendszer is.

Bizonyítás. Vegyük PG(n, q) egy síkját és rajta egy m pontú minimális lefogó ponthal-

mazt. Ilyen létezik a 2.4.2. Állítás miatt. Ez a ponthalmaz magasabb dimenziós de�níció

szerint is minimális lefogó pontrendszer lesz, ugyanis egy sík és egy hipersík metszete a

dimenzióformulából következ®en mindig egyenes, vagy a teljes sík. �

4.1.6. Megjegyzés. Ahogy az el®z® bizonyításból is kiderült, ha létezikm elem¶ PG(2, q)-

beli minimális lefogó ponthalmaz, akkor létezik PG(n, q)-beli m elem¶ minimális lefogó

ponthalmaz, tehát m elem¶ maximális er®s reprezentáló rendszer is.

4.2. Alsó és fels® becslések

4.2.1. Állítás. Legyen B = {(P1, S1), ..., (Pk, Sk)} egy k elem¶ maximális er®s reprezen-

táló rendszer. Ekkor q + 1 ≤ k ≤ q
n+1
2 + 1.

Bizonyítás. El®ször belátom, hogy ha k ≤ q, akkor B nem maximális. Egy tetsz®leges

hipersík Θ(n−1) pontot tartalmaz, míg két hipersík metszete egy (n−2)-dimenziós altér,

így pontjainak száma Θ(n− 2). Így k hipersík legfeljebb

Θ(n− 1) + (k − 1) (Θ(n− 1)−Θ(n− 2)) = kΘ(n− 1)− (k − 1)Θ(n− 2)

pontot fog le. Azonban ha k ≤ q, akkor

kΘ(n− 1)− (k − 1)Θ(n− 2) < Θ(n− 1).

Így létezik olyan Q pont, amelyet a k hipersík nem fog le. A Q ponton átmen® hipersíkok

száma [n,n]
[1,1]

= Θ(n − 1), míg a PiQ egyenest tartalmazó hipersíkok száma [n−1,n−1]
[1,1]

=

Θ(n − 2). Azonban a P1, P2, . . . , Pk, Q pontokat tartalmazó hipersíkok száma legalább

egy, így a P1, P2, . . . , Pk pontok által lefogott Q-n átmen® hipersíkok száma legfeljebb

kΘ(n−2)− (k−1) = k(Θ(n−2)−1)+1 ≤ q(Θ(n−2)−1)+1 = Θ(n−1)−q < Θ(n−1).
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Tehát létezik egy Q-n átmen® S hipersík, amelyet nem fognak le B pontjai, így B b®víthet®

a (P, S) párral, vagyis ha k ≤ q, akkor B nem maximális.

Legyen B érint® hipersíkjainak száma t és tekintsük a B-t nem érint® hipersíkokat:

S1, . . . , SN , ahol N = qn+1−1
q−1 − t. Legyen uj = |Sj ∩ B|, j = 1, . . . , SN . Leszámolva a

(B-beli pont, rajta átmen® hipersík) párokat, illetve, a (B-beli pontpár, rajtuk átmen®

hipersík) hármasokat, azt kapjuk, hogy

N∑
i=1

ui = |B|q
n − 1

q − 1
− t,

N∑
i=1

ui(ui − 1) = |B|(|B| − 1)
qn−1 − 1

q − 1
.

Az alábbi két azonosságot összeadva azt, kapjuk, hogy

N∑
i=1

u2i = |B|q
n − 1

q − 1
− t+ |B|(|B| − 1)

qn−1 − 1

q − 1
= |B|

(
qn−1 − 1

q − 1
|B|+ qn−1

)
− t.

Alkalmazzuk a számtani és négyzetes közepek közötti egyenl®tlenséget:(
1

N

N∑
i=1

ui

)2

≤ 1

N

N∑
i=1

u2i ,

(
N∑
i=1

ui

)2

≤ N
N∑
i=1

u2i .

Most pedig használjuk fel az egyenleteinket:(
|B|q

n − 1

q − 1
− t
)2

≤
(
qn+1 − 1

q − 1
− t
)(
|B|
(
qn−1 − 1

q − 1
|B|+ qn−1

)
− t
)
,

t

(
|B|
(
qn−1 − 1

q − 1
|B|+ qn−1

)
+
qn+1 − 1

q − 1
− 2|B|q

n − 1

q − 1

)
≤

≤
(
qn+1 − 1

q − 1

)
|B|
(
qn−1 − 1

q − 1
|B|+ qn−1

)
−
(
|B|q

n − 1

q − 1

)2

.

Mivel |B| ≤ t, így adódik, hogy

|B|
(
qn−1 − 1

q − 1
|B|+ qn−1

)
+
qn+1 − 1

q − 1
− 2|B|q

n − 1

q − 1
≤

≤
(
qn+1 − 1

q − 1

)(
qn−1 − 1

q − 1
|B|+ qn−1

)
− |B|

(
qn − 1

q − 1

)2

,
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|B|2
(
qn−1 − 1

q − 1

)
− 2|B|q

n−1 − 1

q − 1
− (qn+1 − 1)

qn−1 − 1

q − 1
≤ 0,

|B|2 − 2|B| − (qn+1 − 1) ≤ 0.

Az elemszámra felírva a másodfokú egyenlet megoldóképletét adódik az állítás. �

4.2.2. Következmény. Legyen S egy k elem¶ minimális lefogó ponthalmaz.

Ekkor q + 1 ≤ k ≤ q
n+1
2 + 1.

4.2.3. Lemma. Legyen S minimális blokkoló ponthalmaz. Ekkor S minden egyenest leg-

feljebb |S| − q pontban metsz.

Bizonyítás. Legyen l egy tetsz®leges egyenes, P ∈ l olyan pont, amely nincs S-ben. Ezen
a ponton áthaladó l-et nem tartalmazó hipersíkok száma

[n, n]

[1, 1]
− [n− 1, n− 1]

[1, 1]
= Θ(n− 1)−Θ(n− 2) = qn−1,

amelyeket S \ l-beli pontoknak kell lefogniuk. Azonban egy tetsz®leges S \ l-beli pont

[n− 1, n− 1]

[1, 1]
− [n− 2, n− 2]

[1, 1]
= Θ(n− 2)−Θ(n− 3) = qn−2.

P -n átmen®, l-et nem tartalmazó hipersíkot fog le, így könnyedén adódik az alábbi

qn−2|S \ l| ≥ qn−1

egyenl®tlenség, azaz |S \ l| ≥ q. Ebb®l már következik, hogy |S ∩ l| ≤ |S| − q. �

4.2.4. Következmény. PG(n,q) minimális blokkoló halmazai legalább q + 2 pontúak,

hiszen létezik olyan egyenes, amely a blokkoló halmazt legalább 2 pontban metszi.

4.2.5. Megjegyzés. Világos, hogy az el®z® lemma a 2.2.6 Lemma magasabb dimenziós

általánosítása, amely a 2.2.7. Állításhoz volt szükséges. Ha ugyanazt a számolást végre-

hajtanánk magasabb dimenzióban, akkor is csak a q+2-es alsó korlát jönne ki. Valójában

ennél er®sebb alsó korlát is kapható [8] szerint.

4.2.6. Tétel. (Heim) Legyen q > 3, n > 2. Ekkor minden PG(n, q)-beli minimális blok-

koló halmaz elemszáma legalább akkora, mint a legkisebb PG(2, q)-beli minimális blokkoló

halmaz elemszáma. Az ekkora elemszámú minimális blokkoló halmazok pontjai ráadásul

egy síkra illeszkednek.
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