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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretném megkoszonni Némethi Andrds Tanar drnak a segitségét és
tiirelmét, amivel eme szakdolgozat megirasakor felém fordult. Koszonom neki a lel-
kesedését, amivel mar a masodik félévtol kezdve tanitott és a tanuldsra 6sztonzott
minket. Koszonom a rengeteg kiilonérat, amit nekiink, nekem tartott, azt, hogy
barmikor fordulhattunk felé kérdéssel, mindig jé kedéllyel véalaszolt.

Emellett szeretném megkoszonni Sziics Andrds Tanar drnak azt, hogy szivesen
tartott nekiink kiilonorat akar késé délutanonként is, amelyeken sikeriilt felkeltse,
majd szinten tartsa az érdeklodésiinket a topoldgia iréant.

A szakdolgozat elkészitéséhez szakmai és pénziigyi segitséget nydjtott a Marton
Aron Szakkollégiumi Program, eziton is koszonom a tamogatast.

Szeretném megkoszonni a Kedvesemnek, csaladomnak és barataimnak, hogy mel-
lettem alltak eddigi tanulményaim soran, lelkileg és testileg tamogattak, és szurkol-

tak, hogy elkésziiljon ez a szakdolgozat.
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El0sz6

Az algebrai topoldgia célja a topoldgiaban megfogalmazott kérdések algebrai
uton vald vizsgalata. Az algebrara visszavezetés egyik alapveté médszere, hogy a to-
pologikus terekhez bizonyos algebrai struktirdkat rendeliink, gy, hogy a terek kozti
folytonos leképezéseknek homomorfizmusokat tudjunk megfeleltetni; igy konnyeb-
ben kezelheté probléméahoz jutunk. A homolégia- és kohomolégia-elméletben a to-
pologikus terekhez Abel-csoportok egy sorozatat rendeljiik, melyek szemléletes célja
az indexiiknek megfelelé6 dimenzioban jellemezni a teret. A hozzarendelésnek két
1épése van: az els6 egy inkabb geometriai folyamat, mely soran a tér geometridjat
algebrai nyelvre forditjuk, megkonstrudlunk egy lanckomplexust; a méasodik egy
tisztan algebrai folyamat, mely soran a geometriabol kapott lanckomplexusra al-
kalmazzuk a homologikus algebra eszkozeit, hogy topoldgiai informéciét tartalmazé
Abel-csoportokat kredljunk.

A kiilénb6z6 homolodgia- és kohomoldgia-elméletek csak az elsé 1épésben, a geo-
metriai tartalom algebrai interpretalasaban kiilonboznek, a masodik 1épés minden
elméletben ugyanaz. Ezen dolgozatban a szingularis és a cellularis homolégia- és ko-
homolégia-elmélettel foglalkozunk, elobbi esetén az adott dimenzids szimplexekbdl a
térbe mutato folytonos leképezések adjak a lanckomplexust, utébbi esetben a CW-
felbontasban szerepld cellak. A szinguldris és cellularis homoldgia- és kohomolégia-
csoportok homotopikus invariansok, azaz homotop ekvivalens terekhez ugyanazon
csoportok tartoznak. Ennek elénye, hogy konnyebben szamolhato, hatranya, hogy
homotép ekvivalens, de nem homeomorf terek megkiilonboztetésére nem alkalmas.

Jelen dolgozat f6képp Allen Hatcher Algebraic Topology cimii konyvébol merit-
kezik, &m némileg mas felépitést hasznal, el6szor targyalva az algebrai hozzavaldkat
és csak utana lépve a homoldgia- és kohomoldgia-elméletekhez, mig az alkalmazasok
az utolso fejezetbe keriiltek. Az algebrai bevezetd kibovitéséhez és precizzé tételéhez
tobb algebra konyvre is sziikség volt, a homologia- és kohomolégia-elméletek axiomai
pedig Glen E. Bredon Topology and Geometry cimii kényvébdl valdk.

Az elso fejezet az algebrai bevezetést tartalmazza, elészor targyalva a szabad
Abel-csoportok rangjat és részcsoportjait, kitérve a végesen generalt Abel-csoportok
alaptételére, majd bemutatja az egzakt sorokat és néhany hozzajuk kotodo egyszert
lemmat. A fejezet masodik részét a homologikus algebra teszi ki, majd a koho-
molégidkra vonatkozé Univerzalis Egytitthatok Tételével végzodik.

A masodik fejezet egy gyors ismétlése a CW-komplexusok konstrukciéjanak, ben-
ne azok alapvetd, a dolgozat szempontjabdl is fontos, tulajdonsagaival.

A harmadik fejezet targyalja a szingularis homologia konstrukcigjat és fébb jel-

lemz6it. A szdmolast segito tételek és tulajdonsagok belatasa mintegy 20 oldalt
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foglal magaba, tartalmazza a homotopikus invariancia, a Kivagasi Tétel, a térparok
egzakt sorozatanak belatasat és sok egyebet. A fejezet utolsé része az axiomatikus
megkozelitést targyalja.

A negyedik egy rovid fejezet, mely a fokszam definicidjat és a cellularis homologia
a szinguldrissal valé ekvivalencidjat mutatja be.

Az otodik fejezetben a szingularis- és cellularis kohomoldgia-elmélet megala-
pozasa szerepel, kiindulva az Univerzalis Egytitthatok Tételébol. Az alapveto tu-
lajdonsagok belatasa utdn a csészeszorzas és a kohomologia-gytirt is bemutatasra
kertil.

Az utolsé fejezet probalja illusztrdalni a homoldgia- és kohomoldgia-elméletek,
mint eszkozok hasznossagat. Az alkalmazhatésagot bemutatd példdk a Brouwer-
féle fixponttételt, a Stndiszné Tételt, Euler-karakterisztikaval kapcsolatos tulaj-
donsédgokat és a projektiv terek kohomoldgidinak szamolasat olelik at.

A dolgozatban tobb fogalom is definicié nélkiil szerepel, melyek elézetes tudés-
anyagot feltételeznek. Ilyenek a deformécios retrakcié, a homotdpia, a homotopikus
ekvivalencia, a kommutativ diagram, a kompakt metrikus tér fedésének Lebesgue-
szama, a topologikus sokasdgok, a sokasdgok irdnyithatésdga, az A, és A; kanonikus
p génuszu iranyithato és ¢ génuszi nem iranyithato feliiletetek és eloallitasuk.

A dolgozat sordn S™ az R"*l-beli n-dimenziés egységgombot, D" az R"-beli
egységgolyot jeloli, I a [0,1] intervallum. Az identikus leképezést mindig 1-el, a
trividlis homomorfizmust pedig 0-val jeloltiik, ~ a homotdpia, = a csoport izomor-

fizmus.
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1. Algebrai bevezeto6

1.1. Abel-csoportok és egzakt sorok

Ezen szakdolgozatban f6képp Abel-csoportokkal foglalkozunk, azaz olyan (A, +)
algebrai struktirakkal, melyek teljesitik az algebrai zartsag, az asszociativitds, a
kommutativitds, a nullelem (nem kommutativ esetben egységelem) és az ellentett

(inverz) elem létezésének axiémait.

1.1.1. Definicié. Egy A Abel-csoport torzio csoport, ha minden eleme véges rendi,

azaz Ya€ AIncZ: na=0.

1.1.2. Definicié. Egy A Abel-csoport torzidja (torzié részcsoportja) az A véges

rendi elemeinek halmaza, jeldlése T(A).
1.1.3. Megjegyzés. T(A) nyilvainvaléan részcsoportja A-nak.

1.1.4. Definicio. Legyen B az F Abel-csoport eqy részhalmaza. Az F egy szabad
Abel-csoport B bazissal, ha F = @, 5(b), ahol (b) a b € B dltal generdlt végtelen

ciklikus csoport.

Az F szabad Abel-csoport tehat végtelen ciklikusak, azaz Z-k direkt Ossze-
ge. Ennek megfeleléen I pontosan akkor szabad a B bazissal, ha minden eleme
egyértelmtien all el6 ), nyb alakban, ahol n;, € Z (végtelen sok generdtor esetén
is csak véges sok ny, nem nulla). fgy a szabad Abel-csoportok bazisai hasonléan visel-
kednek a vektorterek bazisaihoz, az ¢ képeiket megadva egyértelmiien meg tudunk

hatarozni egy F' —— A homomorfizmust:

1.1.5. Allitas. Legyen F eqy Abel-csoport B = {z:}icr generdtorhalmazzal. Az
F' pontosan akkor szabad Abel-csoport a B bdzissal, ha minden ¢ : B —— A
leképezés egyértelmiien terjed ki eqy ¢ : F —— A csoporthomomorfizmussd, ahol

A eqy tetszdleges Abel-csoport.

Bizonyitds (Fuchs, 1970) alapjin . Tegytk fel el6szor, hogy F' szabad Abel-cso-
port B bazissal. Ekkor egy B-t az A Abel-csoportba képezé ¢ : x; — a; leképezést
a kovetkezoképpen tudjuk egy @ : F'—— A csoporthomomorfizmussa kiterjeszteni:

Q(nyxiy + NoXiy + oo + Ny ) = NG, + Naaiy, + ..o+ Nga,

Az F elemeinek elballitasanak egyértelmiisége miatt ¢ jol definidlt és konnyen 1at-
szik, hogy megtartja az Osszeadast.

A vissza irdnyhoz tegyiik fel, hogy a B C F' részhalmaz rendelkezik a kivant
tulajdonsdggal. Legyen most G egy szabad Abel-csoport az {y;};c; bazissal, ahol
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az [ ugyanaz, mint a B esetében. Ekkor a ¢ : B — G, p(x;) = y; Vi € 1
leképezés kiterjeszthetd egy ¢ : F' —— G leképezéssé, mely nem lehet mas, mint a
O 1 nyT4, F ..o ngx;, — N, + ... +nga;, . Evidens, hogy ekkor ¢ egy izomorfizmust
ad. O

1.1.6. Tétel. Egy F szabad Abel-csoport barmely két bdzisinak ugyanakkora a

52dmossdga.

Bizonyitds (Rotman, |1998) alapjan. Visszavezetjiik a vektorterek bazisaira vonat-
kozd megegyezo tételre. Legyen B és E két bézisa az F-nek, és p egy tetszoleges
prim. Mivel az F' minden g eleme egyértelmtien all el6 mind B-beli, mind E-beli
elemek véges linedris kombinacidjaként, igy g € pF' ekvivalens azzal, hogy minden
b € B-re és minden e € E-re p|n, és p|n.. Tekintsiink ekkor az F/pF faktorcsoport-
ra, mint vektortérre a Z, test felett. Az eléz6ek szerint ennek béazisat adjak mind a
{b+pF|b € B}, mind az {e + pF|e € E} mellékosztalyok = card B = card E. [

1.1.7. Allités. Az F és a G szabad Abel-csoportok pontosan akkor izomorfak, ha a

bazisaik szamossdiga megegyezik.

Bizonyitds (Fuchs, 1970) alapjdn . Amennyiben a két bézis szdmossaga megegye-
zik, az egyméasnak valé megfeleltetésiik az Allités alapjan izomorfizmussa terjed
ki F' és G kozott.

Forditott esetben, amennyiben az F' és a GG szabad Abel-csoportok izomorfak, az
F/pF és a G/pG faktorcsoportok is, mint vektorterek, izomorfak, igy a vektorterek

dimenzidinak egyértelmiisége miatt kovetkezik az allitas. O

fgy bijektiv megfeleltetést adhatunk a szdmossagok és a szabad Abel-csoportok
kozott.

1.1.8. Definicié. Ha F' eqy szabad Abel-csoport B badzissal, az F' rangja:
rank F = card B

a B szamossaga.

A szabad Abel-csoportokra vonatkozé legfontosabb tétel, melyet ezen dolgozat-

ban is nemegyszer fel fogunk hasznalni, a kovetkezo:

1.1.9. Tétel. Legyen F' eqgy szabad Abel-csoport és H eqy részcsoportja. Ekkor H is
eqy szabad Abel-csoport és a rangjdra teljesil, hogy: rank H < rank F.

El6szor csak véges rangu esetben bizonyitunk, azonban egy némileg erdsebb

allitast.



1.1.10. Tétel. Legyen H eqy n rangi F szabad Abel-csoport eqy nemirividlis rész-
csoportja. Ekkor a H is szabad Abel-csoport legfeljebb n ranggal, sot, létezik az F-nek
olyan {aq,...,a,} és H-nak olyan {by,...,b,} bdzisa, hogy

bz-:mial- (i:1,2,...,n),
ahol az m;-k nemnegativ egész szamok, melyekre teljesul, hogy
mi_1|mi (Z: 1,2,...771).

1.1.11. Megjegyzés. m; = 0 esetén nyilvan a b;-t elhagyhatjuk a bdzisbdl, igy
kapjuk, hogy rank H < rank F.

Az Tétel bizonyitasa (Kurosh, |1952) nyomdn . Az F szabad Abel-csoport n
rangja szerinti indukciét fogunk alkalmazni. n = 1-re az allitas trividlisan teljesiil a
Z részesoportjainak osztalyozasabdl. Tegyiik fel most, hogy (n — 1)-re mar tudjuk
az allitast, lassuk be n-re is. Valasszuk F-nek azt a {cy, ..., ¢, } baziséat, mely teljesiti
a kovetkez6 minimalitasi feltételt: H-nak van olyan by = kic; + ... + k,c, eleme,
melyre a k; a leheto legkisebb pozitiv egyiitthato. Més szavakkal, az F' tetszoleges
mas bézisa, vagy a {ci, ..., ¢, } bazis més sorbarendezése, vagy a H tetszéleges més
eleme esetén az els6 pozitiv egyiitthaté nem lehet kisebb ky-nél. Ekkor k;|k; minden
i > l-re, ugyanis, ha k; = ¢;k1 +7; (¢ € Z, 0 <1r; < ky), akkor by-et fel tudjuk irni
kiay + roce + ... + rpc, alakban, ahol {a; = ¢ + qaca + ... + qucn, C2, ..., ¢} szintén
bézisa F-nek, ezért a {cy,...,c,} bézis vélasztasa alapjén ro = ... =1, = 0.

Tekintsiik ekkor a H-nak azon H' részcsoportjat, mely azon elemekbdl all, me-
lyeket az F {ay,co,...,c,} béazisdban felirva az a; egylitthatdja 0 lesz. Ez nyilvan
részcsoportja a (cy) @ ... B (cn) < (a1) ® (c2) B ...  (¢,) = F (n — 1)-rangu szabad
Abel-csoportnak, sét H' = H N (¢3) & ... & (¢,). Igy elég lenne azt belétni, hogy
H = (b)) ® H', ahol by = kiay. A (b)) N H' = {0} nyilvén teljesiil, kell még, hogy
egyutt generaljak a H-t. Amennyiben b = si¢; + ... + s,,¢, a H egy eleme, az el6z6
paragrafusban latott érvelést megismételve konnyen latszik, hogy a {cy, ..., ¢, } bazis
vélasztasa miatt s; = gk, valami g € Z-re. Ekkor b — ¢by € (c2) @ ... ® (cn), gy
b—gby € H. = H = (b)) ® H' teljesiil. Az indukci6 szerint ekkor az F-nek és
H-nak tényleg léteznek olyan {ay, ..., a,} és {b1, ..., b, } bézisaik, melyekre b; = m;a,.

Az m;-k kozotti osztésagi viszony bizonyitdsahoz belatjuk, hogy mi|ms. Az
indukcidos 1épés alapjan ez mar maga utan vonja a kivant allitast. Amennyiben
me = qmi+r(q € Z, 0 <r < my) az a; baziselemet lecserélhetnénk a = a1 + qas-re,
igy az 4j {a,aq,...,a,} bazisban by + by = mya; + (gmq + r)ay = mya + ray. De

by + by € H, igy a k; = m; minimalitdasa adja, hogy r = 0. O



Az Tétel bizonyitasa (Carr, |2017) nyomdn. Végtelen rangi F szabad Abel-
csoport esetén azt szeretnénk beldtni, hogy F' tetszéleges H # {0} részcsoportja is
szabad és bazisa indexelheto az F' bazisat indexel6 indexhalmaz egy részhalmazaval.

Legyen tehdt B = {x;};c; az F egy béazisa, ahol az I végtelen indexhalmaz.
Ekkor minden J C I esetén legyen By = {z;}ics és E; = F(By), azaz az F {x;}ics
elemek altal generalt szabad Abel-részcsoportja. Jeloljik H N E -t H j-vel.

Legyen S azon (H;,w) parok halmaza, melyekre H; szabad Abel, w : J' — H;
a Hj bazisdanak egy J' C J halmazzal vett indexelése. A véges rangi eset alapjan
ezen S halmaz nem fires. Definidljunk ekkor rajta egy részbenrendezést a kovet-
kezéképpen: (Hjy,w) < (Hg,u), amennyiben J C K és az u kiterjeszti a w-t.

Legyen (H,,wy : J; C J, = Hj )yer egy lanc az S-ben. Ekkor tekintsiik
J = U, er 5t és J = U, er J5-t és definidljuk w J' — Hj-t gy, hogy minden
z; € Jl-re legyen w(w;) = w,(z;). Ez pont a ldnctulajdonsdg miatt jol definidlt, és
a képtere bézist ad Hj-n, ami ezek szerint szabad Abel, igy a (Hj, w) par nyilvan
egy fels6 korlatja a lancnak. fgy az S-ben minden ldncnak van fels6 korldtja, ezért
a Zorn lemma alapjan van maximalis elem.

Legyen (H;,w) egy maximalis elem. Azt szeretnénk beldtni, hogy J = I, ami az
E; = F, Hy = H azonossagok alapjan pont bizonyitana a kivant allitast. Tegytik
fel tehat indirekten, hogy J # I, azaz I \ J # (), és legyen k € I\ J. Ekkor, ha
Hjopy = Hy, azaz Ejup N H = Hj, akkor w szintigy indexeli H jygy-t is, és igy a
(H oy, w) > (Hy,w) egyenlétlenség ellentmondana a maximalitasnak. [gy kapjuk,
hogy Koy NH # Hjy, de Hy C Ejupy N H = Hjugy. Be szeretnénk latni, hogy
ekkor tudunk talalni olyan w(k)-t, hogy Hupy = Hy @ (w(k)). Azt mindenesetre
tudjuk az el6zbek alapjan, hogy H y(ry-nak mindenképpen kell legyen cxy +y alaki
eleme, ahol ¢ € Z\ {0} és y € E;. Vizsgaljuk ekkor a kévetkez6 halmazt:

{ce€Z:3y € E; amelyre cx;,+y € H}

Jol lathatoan ez egy idedl a Z gytlirtiben, melyrol a Z féidedlgytirisége miatt felte-
hetjik, hogy egy a € Z generdl. Tehat 1étezik olyan y € E;, amelyre ax, +vy € H.
Rogzitsiink egy ilyen y-t, majd definidljuk w(k)-t a kovetkezéképpen:

w(k) = azr, +y

Igy nyilvén H; N (w(k)) = {0}. A H Jugk) egylittes generdldsdnak belatdsdhoz,
amennyiben y egy eleme a H j g y-nak, akkor az a definicidja alapjan létezik olyan
b € Z hogy z — bw(k) € E; és z — bw(k) € H, igy z — bw(k) € H;. Tehét
Hyupy = Hy @ (w(k)). Innen egybdl kovetkezik, hogy a {w(j),j € J} U{w(k)} egy
bézisa Hjyry-nek, ami ismét ellentmond a maximalitdsnak. = A H tényleg szabad

Abel és rangja < rank F.



[]

1.1.12. K6vetkezmény. Minden A Abel-csoport izomorf eqy F'/R faktorcsoporttal,
ahol F' és R is szabad. Amennyiben az A-nak B eqy generdtorrendszere, akkor F-et

vdlaszthatjuk | B| ranginak.

Bizonyitds. Vegyiik A egy B generdtorrendszerét. Tekintsiik az F' = @, 5(gs) sza-
bad Abel-csoportot a g, formalis baziselemekkel. Ekkor az Allftas alapjan ka-
punk egy ¢ : F —— A, 1¥(gy) = b sziirjektiv leképezést, melynek magja R az F
részcsoportja = R is szabad Abel és a homomorfizmus tétel alapjén A = F/R. [

Az eddigi tételek egy egyszerii kovetkezménye a végesen generalt Abel-csoportok

alaptétele:

1.1.13. Tétel. Az A Abel-csoportra ekvivalensek a kovetkezok:
1. Az A végesen generdlt.
2. Az A véges sok ciklikus csoport direkt dsszege.

Bizonyitds (Fuchs, [1970) alapjin . A 2. = 1. irdny trividlis.

1. = 2. Amennyiben az A-t n elem generdlja, az Kovetkezmény alapjan
A= F/R, ahol F egy n rangu szabad Abel-csoport, mig R ennek egy részcsoportja.
Az Tétel alapjdn valasszunk F-nek és R-nek olyan {aq,...,a,} és {b,...,b,}
bazist, hogy b; = m;a;, valami m; € Z-kre. Ekkor kapjuk, hogy

A= (a1)/(miar) B ... B (an)/{(Mmpay).

fgy A tényleg ciklikus csoportok direkt Osszege: ha m; = 0, akkor az i-edik Gssze-

adando végtelen ciklikus csoport, egyébként m; rendi. n

Ahhoz, hogy egy tetszoleges A Abel-csoport rangjat definialhassuk, ismerkedjink

meg a kovetkezo fogalommal:

1.1.14. Definicié. Eqy A tetszdleges Abel-csoport esetén az {aq,...,ar} C A rend-

szer linedrisan fiiggetlen, vagy rovidebben csak fuggetlen, ha az
nia; + ... +ngar =0 (n; € 2)

azonossdgbol eqybdl kovetkezik az ny = ... = n, = 0 eqyenloségrendszer.
Eqy végtelen elemszdmi L = {a;}ie; C A rendszer linedrisan figgetlen, ha min-
den {aq,...,ar} C L véges részhalmaza figgetlen.

Eqgy rendszer osszefiiggd, ha nem figgetlen.



1.1.15. Megjegyzés. Minden olyan rendszer, mely tartalmaz véges rendi elemet

linedrisan 6sszefiiggo; specidlisan a nullelem is az.

1.1.16. Megjegyzés. Egy linedrisan fuggetlen rendszer minden részrendszere li-

nedrisan fuggetlen.

1.1.17. Definicié. Egy g € A elem linedrisan figg az L C A-tél, ha teljesiil a
0 #ng =mnia; + ... + npay

linedris fiiggdségi reldcid, valamely véges {a;,, ..., a; } C L-re és n,n; egészekre.
Egy K C A részhalmaz linedrisan figg az L-tél, ha minden eleme linedrisan fiigg

az L-t6l. Amennyiben a K is linedrisan figg az L-t6l és az L is linedrisan figg a

K-tol, azt mondjuk, hogy az L és a K ekvivalens. Konnyen ldtszik, hogy ez tényleg

eqy ekvivalenciareldcio.

1.1.18. Definicié. Az A Abel-csoport eqy M fuggetlen rendszere maximdlis, ha
nincsen A-ban olyan L fiiggetlen rendszer, mely tartalmazza az M-et és az M C L

tartalmazds valods.

1.1.19. Megjegyzés. Ha M az A Abel-csoport eqy maximdlis fliggetlen rendszere,
ésge A, g#0, g& M, ekkor az {M, g} mar nem fiiggetlen és a g linedrisan figg
az M-tol.

1.1.20. Megjegyzés. Mivel fiiggetlen rendszerek novekvd ldncdnak unicja is fugget-
len, a Zorn lemma alapjdn minden A Abel-csoportbeli fliggetlen rendszer kiegészithe-

té mazimdlis fliggetlen rendszerré.

1.1.21. Lemma. Egy L = {a;},e; C A rendszer akkor és csakis akkor linedrisan
fiiggetlen, ha az L dltal generdlt részcsoport az {a;), i € I végtelen ciklikus csoportok

direkt dsszege, avagy |L| elemszam rangi szabad Abel-csoport.

Bizonyitds. Ha az L fiiggetlen, akkor minden i € I-re az (a;) metszete az tobbi
a; € L,j # i altal generdlt részcsoporttal szitkségképpen csak a 0, igy (L) tényleg
az (a;), © € I csoportok direkt dsszege.

A masik irdnyba mutaté allitas bizonyitasahoz legyen (L) = @ ;. (a;). Ekkor 0
csak akkor frhaté fel nya;, + ... +nga;, = 0 alakban ugy, hogy az 7y, ...i;-k kiillonb6z6

elemek az I indexhalmazbdl; ha nya;, = ... = nga;, =0, azaz n; = ... =np =0. O

1.1.22. Definicié. Egy tetszéleges A Abel-csoport rangja eqy A-beli M maximdlis

fuiggetlen rendszer szdmossdga: rank A = card M.

1.1.23. Allitas. Tetszoleges A Abel-csoport esetén a csoport rank A rangja jol

definidlt, azaz az A egy invaridnsa.



Bizonyitds (Fuchs, |1970) alapjan . Els6 1épésben a redukaljuk a kérdést a tor-

zibmentes csoportok rangjanak jol definidltsdgara:

1.1.24. Lemma. Tetszbleges A Abel-csoport esetén rank A = rank AJT(A), ahol
T(A) az A csoport torzidja.

Bizonyitds. rank A < rank A/T(A) : Legyenek ay, ..., a; € A fiiggetlenek az A-ban.
Ha az [a;] = a; + T'(A) mellékosztélyokra ni[ai] + ... + ngfax] = [0] teljesiil, akkor az
niay + ... + ngax = b is kell teljesiiljon, valamely b € T'(A)-ra. De a torzi6 definicidja
alapjan b € T(A) < dn € Z\{0}, hogy nb = 0 az A-ban. = nnja;+...+nngar =0
is teljesiil, &m az {ay, ..., a } rendszer fiiggetlensége miatt ekkor nn; = 0 minden i-re,
azaz n; = 0 Vi. = az {[a1],..., [ax]} rendszer fliggetlen A/T(A)-ban.

rank A > rank A/T(A) : Amennyiben egy {[a1], ..., [ax]} rendszer fiiggetlen az
AJT(A)-ban, az nja; + ... + ngay = 0 azonossag alapjan nqlai] + ... + ngfax] = [0],

igy n; = 0 minden i-re = az {ay, ..., a;} rendszer fiiggetlen A-ban. ]

Mivel az A/T(A) csoportban nyilvanvaléan nincsenek véges rendd elemek, igy
tényleg elég mar csak a torziémentes Abel-csoportokat vizsgalni.

Tetsz6leges A torziomentes Abel-csoport esetén vélasszunk egy L = {a;}ies
maximalis fiiggetlen rendszert, és legyen rank; A az I indexhalmaz szamossaga.
Ekkor minden g € A, g # 0 elemre léteznek olyan n,n; € Z egyiitthaték, hogy
ng = nia;, + .... + nga;, # 0. fgy, amennyiben minden g elemhez hozzarendeljiik az
{i1, ..y ig; My N1, ...y g} Véges sok indexbdl és egész szambdl all6 rendezett rendszert,
akkor nincsen mas ¢ € A elem melyhez ugyanezt rendelnénk, ugyanis ellenkezo
esetben n(g — ¢') = 0 teljesiilne, ami torzidmentes csoportban maga utédn vonja,
hogy g = ¢'. Kovetkezésképpen az A szamossaga nem haladhatja meg az ilyen
{i1, .., ig; My N1, ..., ng } Tendszerek szamat, tehdat |A| < |I] Rg = (rank, A)Ry. Mivel
ranky A < |A| trividlisan teljesiil, igy rank;, A = |A|, amennyiben az I indexhalmaz
végtelen.

Amennyiben az A-nak van {ai,...,ar} véges maximalis fiiggetlen rendszere és
a {by,...,b;} rendszer fiiggetlen az A-ban, akkor ezen masodik rendszer linearisan
fiigg az elsotdl, azaz a végesség miatt 1étezik olyan m > 0 egész, hogy minden
i =1,...l-re mb; € (ay,...,ax). Az Lemma alapjan ekkor kovetkezik, hogy
({mby,...,mb}) = (mb;) © ... & (mb;) szabad Abel-csoport, és ez részcsoportja az
({ay,...,ar}) = (a1) @ ... ® (ag) szintén szabad Abel-csoportnak. Az Tétel
alapjan ekkor [ < k. fgy minden A-beli linearisan fiiggetlen rendszer legfeljebb &
elemet tartalmazhat, azért minden maximalis fiiggetlen rendszer az A-ban ugyan-

olyan szamossagu. O]



1.1.25. Megjegyzés. Szabad Abel-csoportokra a két rangfogalom megegyezik, mivel
eqy F' szabad Abel-csoport minden B bdzisa az |1.1.21) Lemma alapjan mazimdlis

fuggetlen rendszert ad.

1.1.26. Kovetkezmény. Az|1.1.15 Tétel és az|1.1.21| Lemma alapjdn eqy A végesen
generdlt csoportra, a csoport rank A rangja megegyezik a direkt 6sszeq felbontdsdban

szerepld végtelen ciklikus csoportok szamduval.

Egzakt sorok

1.1.27. Definicié. Tetszdleges A, csoportok esetén az {ay, }nen homomorfizmusok

Qn

Qn41
s A Ay AL —

sorat egzakt sornak nevezzik, ha Ker o, = Im a,11 minden n esetén.

1.1.28. Megjegyzés. A kovetkezo algebrai alapfogalmak is kifejezhetdek egzakt so-
rok segitségével:

(i) 0— A5 B egzakt & « injektiv.

(ii) A = B — 0 egzakt < a szirjektiv.

(i) 0 — A = B — 0 egzakt < o bijektiv.

1.1.29. Definicié. Egy 0 — A = B Lo —o0 egzakt sort rovid egzakt sornak
neveziink. Az el6z0 megjeqyzés alapjan ekkor fenndll, hogy o injektiv, B szirjektiv és

Ker = 1Im «, azaz a homomorfizmus tétel alapjin C = B/Im «, ahol A = Im «.

1.1.30. Lemma (Ot lemma). Ho az 4_¢ ., p_ I3 o k. p_ L . p
oldalso diagramban Abel-csoportok szere- | lﬂ lv l{s le
pelnek, a sorok egzaktak és a,B3,0 és e 4@ p 7' o ¥ . pr U

izomorfizmusok, akkor vy is izomorfizmus.
Bizonyitds. Konnyen belathato, hogy:
e v sziirjektiv, ha 8 és ¢ sziirjektiv, ¢ pedig injektiv.
e 7 injektiv, ha § és 0 injektiv, a pedig sziirjektiv.
O

1.1.31. Lemma (Hasaddsi Lemma). Legyen 0 — A — B Ly C = 0 Abel-

csoportok egzakt sora. Ekkor a kovetkezo dllitdsok ekvivalensek:

1. Létezik eqy p : B —— A homomorfizmus, hogy pi =14 : A— A.



2. Létezik olyan s : C —— B homomorfizmus, hogy js = 1¢ : C — C.

3. Léteznek olyan p : B — A, és s : C —— B homomorfizmusok, amelyekre
pi =14, js =1¢ ésip+ sj = 1g teljestil.

4. Létezik eqy B = A@ C izomorfizmus, mely kommutativud teszi az aldbbi diag-
ramot, ha az alsé sorban a természetes a — (a,0) €s (a,c) — c leképezéseket

tekintyik. Exzt hivjuk gy, hogy a rovid egzakt sor szakad.

Bizonyitdas. Az 1. = 4. implikdciéhoz te- B ‘

kintsitk a B — A®C, b—> (p(b), j(b)) TN
leképezést. Egyszerti szamolassal igazol- 0—4 \ ‘N / =0
hatd, hogy ez tényleg izomorfizmus. Ao C

A 2. = 4. implikdciéndl a mésik irdnya A ® C — B, (a,c) — (i(a),s(c))
leképezés adja az izomorfizmust. A tobbi implikdcié innen mar egyszertien adédik.

]

1.1.32. Kovetkezmény. Amennyiben a C' szabad-, A és B tetszdleges Abel-csoport,

akkor a

0—>AL>BL>O—>O

rovid egzakt sor szakad, mivel az Allitds alapjan létezik olyan s : C —— B
leképezés, mely a C {c,} bdziselemein valamely b, € j~'(c,) elemeket vesz fel, igy
js = 1¢ teljesil. A forditott dllitds is igaz, azaz ha C olyan Abel-csoport, hogy
minden benne végzodo rovid egzakt sor szakad, akkor O szabad. Ez onnan latszik,
hogy az[1.1.19 Kévetkezmény alapjdn létezik egqy 0 — R — F — C — 0 egzakt sor,
melyben R és F' szabad, és amely a feltevés alapjin szakad. = C' azonosithato az F

eqy részcsoportjdval. = igy az[1.1.9 Tétel alapjin C' is szabad.

1.1.33. Példa. Amennyiben a B az A Abel-csoport egy részcsoportja igy, hogy A/B
szabad, akkor a B direkt osszeadanddja az A-nak. Mindez a kévetkezd réovid egzakt

sor szakaddsdan mulik:
O—>BL>AL>A/B—>O,

ahol i : B — A a természetes bedgyazds, j : A — A/B a természetes faktor-

leképezés.
1.1.34. Tétel. Tekintsiik az A, B, és C' Abel-csoportok aldabbi rovid egzakt sordt:
04 B oo

Ezen csoportokra teljesil, hogy rank B = rank A + rank C.
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Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy rank B > rank A + rank C. Legyen ugyanis
{ai}icr egy linedrisan fiiggetlen rendszer A-ban és {c;}jc; egy fiiggetlen rendszer
C-ben. Az f : A —— B leképezés injektiv. = az {f(a;)}ic; rendszer fliggetlen a
B-ben, s6t, amennyiben minden ¢; € C-re g~'(¢;)-bél kivalasztunk egy b;-t, akkor
a {b;};es rendszer is fliggetlen B-ben.

Azt allitjuk, hogy ekkor az {f(a;)}ier U {b;};es rendszer is fiiggetlen B-ben.
Valéban, ha léteznek olyan { f(a;,), ..., f(ai,)} és {bj,, ..., b;,} véges részhalmazok és
ng,m €2, 1 <k<p, 1<1<qegyltthaték, hogy

nlf(ai1> + ...+ npf(aip) + mlbjl + .t mquq =0,

akkor
g (n1f(ai) + ..+ npf(ai,) + mibj, + ... + mgb;,) = 0;

felhaszndlva, hogy gf = 0 és a bj-k definicidjat
micj + ... + mycj, =0,

amibdl a {c;}jc; rendszer linedris fiiggetlensége miatt kovetkezik, hogy m; = 0
minden [-re. fgy

nlf(ail) + ...+ npf(aip) =0

kell teljesiiljon, de ez az {f(a;)}icsr rendszer fiiggetlensége miatt ekvivalens azzal,
hogy n;, = 0 minden k-ra. = az {f(a;)}ier U {b;};es rendszer tényleg fiiggetlen
B-ben = rank B > rank A+ rank C.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy rank B < rank A+ rank C, tegyiik fel indirekten,
hogy rank B > rank A + rank C. Azt mér lattuk, hogy hogyha az {a;}ic; egy
maximalis linedrisan fiiggetlen rendszer A-ban, akkor az {f(a;)}ic; rendszer fiigget-
len B-ben. Az Megjegyzés alapjan véalasszunk B-ben egy {f(a;)}icr U{b;};ecs
alakid maximalis fiiggetlen rendszert. Mivel rank B — rank A > rank C, = a
{9(bj)}jes linedrisan Gsszefiiggd C-ben, azaz létezik olyan {g(b;,),...,g(b;,)} véges
részhalmaz és olyan m; € Z \ {0}, 1 <[ < ¢ nem nulla egyiitthatdk, hogy

mig(bj) + - +myg(bs,) = 0,

azaz

g (mlbjl + ...+ mquq) =0
és igy
mybj, + ... +mgb; € Ker g = 1Im f,
tehat létezik olyan a € A, hogy

f(a) = mlbjl + ...+ mquq.
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Az eredeti rendszer fiiggetlensége miatt az {f(a)} U {f(a;)}icr rendszer linedrisan
fiiggetlen B-ben. Igy az {a} U {a;}ie; rendszer is fiiggetlen A-ban, de ez ellent-
mond azzal, hogy az {a;};c; rendszer maximalis volt. Tehdt kapjuk a kivant egyen-
16tlenséget: rank B < rank A+ rank C. O]

1.2. Lanckomplexushoz rendelt homolégia-csoportok

1.2.1. Definicié. Abel-csoportok {a, tnen homomorfizmusainak

an+2 41 @ On—1 a2 e %1 (%)
. > An+l i An Ly An,1 e ” Al > A() 0

sorat lanckomplezusnak nevezzik, ha teljesul, hogy apou, 1 = 0, azaz minden n > 0-

ra Im a,1 C Ker a,, . Jelolése A,.

Tekinthetnénk masik iranyba mend vagy mindkét iranyban végtelen lanckomp-

lexusokat is, jelen szakdolgozat céljaihoz azonban ez a definicio is elégséges.

1.2.2. Definicié. Az A, linckomplexushoz tartozé homoldgia-csoportok definicio

szerint a H;;‘ = Ker a,/Im a1 faktorcsoportok.

A homoldgia-csoportok az lanckomplexus egzaktsagtol vald eltérését vizsgaljék,

egzakt sor esetén a homoldgia-csoportok eltiinnek.

1.2.3. Definicié. Legyen A, és B, két lanckomplexus. Eqgy formadlisan f : A, — B,
fugguényt lanc leképezésnek neveziink, ha teljesil, hogy f : A, — B, csoporthomo-
morfizmus minden n > 0-ra és az alabbi diagram kommutativ, azaz fo,, = B.f,

minden n > 0-ra:

e A — AL A
f f f
Bn 1 ﬁn
ppe— > S i B, Bn_1

1.2.4. Kévetkezmény. Egy f : A, — B, ldnc leképezés egy f. : HY — HP
csoporthomomorfizmust indukdl minden n-re, ugyanis a € Ker «, C A, esetén a
felsé diagram kommutativitdsa miatt B, f(a) = f(an(a)) = 0. = f(a) € Ker B,;
ugyanigy o' € Anyq esetén apq(a’) € Im ayg C Ay és fanii(d)) = Buyr (f(d).
= [(ant1(d)) € Im Bosar.

1.2.5. Megjegyzés. A lanc leképezések dltal indukdlt homomorfizmusokra fenndall-

nak a kovetkezo eqyszeri tulajdonsdgok:
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o A, L5 B, L> C, esetén (fg)s« = fegs, mivel a faktorcsoportra dattérés megdrzi

a kompoziciot.
e 1, =1, ahol 1 az identikus leképezés.
e 0, =0.

1.2.6. Definicié. Legyen A, és B, két lanckomplexus, f,qg : A, — B, két lanc
leképezés kozottuk. Eqy H leképezést ldanc homotopianak hivunk, ha teljesul, hogy
minden n > 0-ra ad eqy H : A, — B,y1 homomorfizmust, ugy, hogy minden

szinten teljesil a 8,41 H + Hay, = g — f azonossdg:

i A — AL A
g f o g ‘f
-1

g f o
s By, g~ g

Ilyenkor azt mondjuk, hogy az f és a g ldnc leképezések ldnc homotopok.

1.2.7. Allitas. Ldnc homotdp ldnc leképezések ugyanazt a homomorfizmust in-

dukdljak a ldnckomplexus homolégia-csoportjain.

Bizonyitds. Legyen A, és B, két lanckomplexus, f, g : A, — B, két lanc leképezés
és H a lanc homotépia kozottiik. Ekkor minden a € Ker o, C Ay,-re a g(a) — f(a)

kiilénbség I'm f3,+1-ben van, ugyanis:

9(a) = f(a) = Puta(H(a)) + H(an(a)) = Buia(H(a)).

Ezért g(a) és f(a) az Im [,+1 ugyanazon mellékosztélydba keriill Ker (,-ben. =
fe=g.: H Y~ HB vn > 0.
[l

1.2.8. Definicié. Legyen A,, B, és 0 0 0

C, hdrom ldnckomplexus, az eqyszeriiség

kedvéért mindhdrom esetében jelolje O az

osszes homomorfizmust. Legyenek ekkor

0 0
i: A, — B, ésj : B, — C, olyan — Bon B"‘ B
lanc leképezések, melyek minden szinten ! 9 ’ 9 ’
. o= Oy Cn Cn1
rovid egzakt sort hatdroznak meg. Az igy l l
kapott kommutativ diagramot nevezzik a 0 0 0

lanckomplezusok rovid egzakt sordnak:
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1.2.9. Tétel. A linckomplexusok rovid egzakt sordban a ldnckomplexusok homo-

l6gia-csoportjaira térve a kovetkezd hosszu egzakt sort kapjuk:

0

A B _Jx . 7C A ix B
..o — H) > H, H, »H)_ —— H | — ..

1.2.10. Definicié. Az i, és a j. a megfeleld lanc leképezés dltal indukalt homomor-
fizmus, a 0 : HS — H2 | leképezés definicidjdahoz tekintsiink egy ¢ € C,, dc = 0
elemet. A rovid egzakt sorbol ldtszik, hogy a j leképezés szirjektiv = létezik b € B,
hogy ¢ = j(b). Ekkor 0b € B,,_1 benne van a Ker j-ben, ugyanis a diagram kommu-

tativitdsa miatt

j(0b) = 0j(b) = dc = 0. Mivel a
Ker j = 1Im i, igy 0b = i(a), va-
lamely a € A,_1-re. Vegyiik észre,
hogy ez az a benne van Ker 0-ban, ob
mert i(0a) = di(a) = 00b = 0 és
az 1 leképezés injektiv. Definidljuk
ekkor a 0 : HS —— HZ |-t gy,
hogy az kildje a c osztalydt az a C,

n ? Bn—l

N/
PR
Q

osztalyaba: Olc] = [a].
Az igy kapott leképezés jol definialt, ugyanis:
e Mivel az i injektiv, az a elemet 0b mar egyértelmiien meghatarozza.

e b helyett més b vélasztasa esetén, melyre j(0') = ¢ = j(b), kapjuk, hogy
V—be Ker j=1Imi.Ezért i —b=1i(da’) valami o’ € A,-re, igy b/ = b+i(d’).
Azzal, hogy b-t lecserélem a b + i(a')-re, a helyett a + da’-t kapok, ugyanis
i(a+0ad") =i(a)+1(da") = 0b+di(a’) = O(b+i(a’)). Mivel a+0a’ —a € Im 0,

= HA -ban a és a + 0da’ ugyanazt az osztélyt reprezentélja.

e Ha c helyett més reprezentansat valasztanank az osztalyanak, az a kovetkezd
formé&jui lenne: c4+0¢, valami ¢ € C,,y1-re. Mivel ¢ = j(I') valami V'-re, kapjuk,
hogy ¢+0c¢ = c+0j(b') = c+j(0V) = j(b+ V'), tehat b a b+ Jb'-re cserélédik,

és 1gy 0b és a megmarad.

A0 : HS — H?' | leképezés tényleg homomorfizmus, ugyanis ha d[c;] = [a1] és
J[ca] = [ag] a by és by elemeken keresztiil, akkor j(by + by) = j(b1) + j(ba) = ¢1 + 2
és i(a1 —|—a2) = i(al) —f—l(ag) = (%1 +6b2 = 8(1)1 —I—bg), tehat 0([01] + [CQD = [al] + [CLQ].

Az Tétel bizonyitdsa. A fenti sor egzaktsdgahoz a kovetkezd hat bennfoglaldst

kell ellenoOrizni:
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e Imi, C Ker j,. Mivel 1 =0 = 1,5, =0 az Megjegyzés alapjan.
e Im j, C Ker 0. Most a 0 definiciéjaban 0b = 0 = 97, = 0.
e Im 0 C Ker i, Itt i,0 = 0, mivel i, 0[c] = [0b] = 0.

o Ker j. C Im 1,. Egy Ker j.-beli osztalyt olyan b € B, reprezentdl, melyre
0b =0 és j(b) = 9, valamilyen ¢ € C,,1-re. Mivel j sziirjektiv, 3V € B, 4
melyre ¢ = j(V/). = j(b—9V) = j(b) — j(OV') = j(b) — 0j (V') = O — O = 0.
Tehdt b — OV € Ker j = b— 0l =i(a), valamilyen a € A,-re. Ez az a benne
van a Ker 0-ban, mivel i(da) = Ji(a) = 9(b — 9b') = 0b = 0 és az ¢ injektiv.

Ezért i.[a] = [b — OV'] = [b], azaz i, rédképez Ker j.-ra.

o Ker 0 C Im j,. Az Definici6 jeloléseivel, ha ¢ € Ker 9, akkor a = dd’,
valami a/ € A,-re. Igy d(b—i(a')) = b — di(a') = Ob—i(da’) = &b —i(a) = 0.
= 0(b—i(a")) € Ker 0. Viszont j(b—i(a’)) = j(b) — ji(a') = j(b) = ¢, szdval
Jalb —id)] =[] = [c] € Im j.

o Ker i, C Im 0. Adott a € A,,_1-re, melyre da = 0 és i(a) = 0b, valamely
b € B,-re; kapjuk, hogy j(b) € Ker 0, mert 0j(b) = j(9b) = ji(a) =0. = a 0
a [j(b)]-t az [a]-ba viszi.

]

A bizonyitds modszerét, mely szerint egy diagramon keressiik a kovetkezd, nagy-

részt egyértelmi 1épést, gyakran nevezik diagram vaddszatnak.

Természetesség

A természetesség a lanckomplexusokhoz tartozé homoldgia-csoportok kozotti
lekép-ezések vagy egzakt sorok azon tulajdonsaga, hogy a lanc leképezések altal in-
dukalt homomorfizmusokkal kommutativ diagramokat alkotnak. Az el6bb részletez-

ett hosszu egzakt sor is bir ezzel a tulajdonsaggal:

1.2.11. Tétel. A lanckomplexusok rovid egzakt sordahoz rendelt homoldgia-csoportok
hosszi egzakt sora természetes: tekintve a lenti lanckomplexusok rovid egzakt sora-
it tartalmazo kommutativ diagramot a homoldgia-csoportok egzakt sordn indukalt

diagram kommutativ:

A i B J= c 9 A
H HE HE HA  —
Qox B J{’Y* la*
}IJ(A/ il HlB/ ik HC/ o HA/
n n n n—1 ce
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Bizonyitds. Az elsé két négyzet kommutativitdsa vildgos, mivel fi = i'a alapjan

Bui = i, mig 7j = j'B szexint Y. = jLfu.

0 0 0
0 0 0
— A A T AL
/r 5 / 9 /(
An+1 i An i An—l i
i B 9 | B K B
B n+1 B n B n—1
- P - P
Bn+1 - Bn ) anl "
J J J
J o |7 o7
C;Iri’l C;z 01/171
Y Y i
C i C 1 C
n+1 n n—1
0 0 0
0 0 0

Az [1.2.10] Definici6 alapjan minden [c] € HS-re O[] = [a] € HZ', ahol ¢ = j(b

)
valamely b € B,,-re ési(a) = 0b. Ekkor 0[y(c)] = [a(a)], mert v(c) = vj(b) = j'(8(D))
és i (a(a)) = Pi(a) = BO(b) = 0B(D). Ezért 0v.[c] = aula] = a.0]c]. O

1.3. Kolanckomplexushoz rendelt kohomoloégia-csoportok

1.3.1. Definicidé. Rdgzitett G Abel-csoport esetén eqy A Abel-csoporthoz rendelt
Hom(A, G) dudlis Abel-csoport az A — G homomorfizmusok elemenkénti dssze-
addssal alkotott csoportja: ¢, € Hom(A,G) esetén (¢ + ¢¥)(a) = ¢(a) + ¥(a)
minden a € A-ra. A nullelem a 0 : A—— 0 € G triwvidlis leképezés.

1.3.2. Példa. Hom(Z,G) = G, ugyanis 7 képét meghatdrozza az 1 € 7 képe.

1.3.3. Definicié. Egy o : A— B A—F—— B
\

homomorfizmus dudlis leképezése az AN /

a* : Hom(B,G) — Hom(A, G) ho- o) AN ’

momorfizmus, amelyre az dsszes @ €
Hom(B, G)-re a*(¢) = pa.

1.3.4. Megjegyzés. A dudlis homomorfizmusokra nyilvan teljesiilnek a kovetkezd
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tulajdonsagok: (Ba)* = a*f*, 1* =1 és 0* = 0.

A—= L|9 NG A—L 4 A—" B
\6’1@% X ﬁ & ﬁ
N
G G G

1.3.5. Megjegyzés. Ha eqy 0 - A — B — C — 0 rovid egzakt sor szakad,
akkor a csoportok és homomorfizmusok dudlisdra téréssel kapott dudlis sor is egzakt,
ugyanis ekkor fenndll @ Hom(A ® C,G) = Hom(A,G) & Hom(C, Q) természetes
1zomorfizmus. Altaldnosan viszont nem 190z, hogy rovid egzakt sor dudlisa 1s az
lenne:

0—7-"57—7,—0

sor Z-re vett dudlisa:

0+—Z <+ 7+—0+—0,

ami a bal oldali 7-ben nyilvan nem egzakt.

A kovetkezo egyszertien igazolhato allitas szerint csak az rontja el az egzaktsagot,

hogy injektiv leképezés dudlisa nem feltétleniil sziirjektiv:

1.3.6. Allitas. Amennyiben az A — B — C — 0 sor egzakt, akkor a G Abel-
csoportra vett A* < B* <+ C* < 0 dudlisa is egzakt.

1.3.7. Definicié. Tekintsiink eqy A, ldnckomplexust és eqy rogzitett G Abel-csoport-
ot. Az A, a G szerinti dudlisdt ugy kaphatjuk meg, hogy lecseréljik az A,, ldnccsoport-
okat a dudlis koldnccsoportjaikra: Af = Hom(A,,G), mig a 0 : A, — An_1
leképezéseket a dudlis 0* : A}, —— A leképezésekre. Az Megjegyzés alapjan,
mivel 00 = 0 miatt 0*0* = 0, igy egy koldnckomplexust kapunk:

* o* * o0* *
A A AL

Ezen kolanckomplezus Ker 0*/Im 0* homoldgia-csoportjait nevezzik a kolanckomp-

lexushoz tartozé Hy o kohomoldgia-csoportoknak.

Elnevezés. A linckomplerusok és hozzdjuk tartozo homoldgia-csoportokhoz esetében
latott definiciok és tételek alapjan magadtol értetédd modon haszndljuk a koldnc lekép-
ezés €s a koldnc homotdpia kifejezéseket és tulajdonsdgaikat. Nem mellesleg az[1.3.]]
Megjegyzés alapjan a ldnc leképezések és lanc homotopidk dudlisai kolanc leképezések

és koldnc homotopidk.

A célunk annak a beldtasa, hogy a H7 o kohomoldgia-csoportokat teljes mérték-
ben meghatarozzak a G és a HZ homoldgia-csoportok, amennyiben az {A, }new

lanccsoportok mind szabad Abel-csoportok.
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1.3.8. Definicié. Létezik egy h - HY o — Hom(H;},G) természetes homomor-
fizmus, melyet a kovetkezoképpen definialunk: Jelolje Z, a Ker 0 C A,-et és B,
az Im 0 C A,-et. Egy H} o-beli osztdlyt egy olyan ¢ : A, — G homomorfizmus
reprezentdl, melyre 0*(p) = w0 = 0, tehdt ¢ eltinik a B,-en. Ekkor a py = ¢|Z,
megszoritds is eltinik a Bp-en, azaz eqy @o : Zy/Bn — G faktorhomomorfizmust
indukdl, mely mdr eleme a Hom(H2, G)-nek. A jol definidltsdgot az adja, hogy
amennyiben @ € Im 0*, azaz 3¢ € A% |, hogy p = 0*(¢p) = 0, akkor ¢ mdr
a Zy-en s eltinik, tehdat gg = 0. fgy h([p]) = @o €s igy nyilvin egqy homomorfizmus.

1.3.9. Allitas. A h : HY o — Hom(H;!, G) leképezés szirjektiv, amennyiben az
{A, }nen ldncesoportok szabad Abel-csoportok.

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezo rovid egzakt sort:
0—>Zn—>An—a—>Bn,1 — 0

Mivel B,y C A,_1 szabad Abel-csoportnak = Az Tétel alapjan B, _1 is
szabad, igy az Kovetkezmény alapjan az egzakt sor szakad. Ez pont azt je-
lenti, hogy tetszoleges g : Z, — G leképezés kiterjeszthetd egy ¢ @ A, —> G
leképezéssé, ugyanis az Megjegyzés alapjan A¥ = Z* & B! |, ahol a Z* =
Hom(Z,,G) és B*_, = Hom(B,_1,G). Igy egy Bp-en eltiing ¢y : Z, — G
leképezés kiterjed egy a B,-en még mindig eltiiné ¢ : A, —— G leképezéssé,
ami ezdltal Ker 0*-beli. Tehat kaptunk egy Hom(HZ',G) — Ker 0* homomor-
fizmust, melyet kompondlva a Ker 0" —— H} , természetes faktorleképezéssel,
egy s : Hom(HA G) — H} o szelést kapunk. Konnyen ldtszik, hogy a hs kom-
pozicié a Hom(HA,G) identikus leképezése, ugyanis amit az s kiterjeszt azt a h
megszoritja az eredeti Z,, értelmezési tartomanyra, mig a Ker 0* — Ker 0*/Im 0*
faktorleképezés hatdsa a Z,,-re megszoritva eltiinik, ugyanis minden I'm 0*-beli elem
eltinik a Z,-en. O

1.3.10. Megjegyzés. Az el6z0 bizonyitasban konstrudlt s szelés segitségével a kovet-

kezd egzakt sor szakad a Hasaddsi Lemma alapjdn:

0—— Ker h HY o "~ Hom(H},G) ——0.
r\/

S

Vizsgaljuk meg a Ker h-t. Ebben a részcsoportban azon kohomolégia-osztalyok
vannak, melyek valamely, és ezaltal mindegyik, reprezentansa a Z,-re megszoritva
eltinik, ugyanis minden I'm 0*-beli elem eltlinik a Z,-en. Felhasznélva az [1.3.9
Allités bizonyitdsdban levezetett A* = Z* @ B*_, direkt 6sszegre bontést, a Ker h-
beli kohomolégia-osztélyok pont az A¥ a 0* altal a B;;_,-al azonositott részcsoportja-

ba esnek, igy megfeleltethetjiik ¢ket azon B} _,-beli fiiggvényosztalyokkal, melyek

17



nem terjednek ki a teljes A,_i-re, azaz nem képeznek 0*(¢) = ¢d € Im 0* C A}
alaku elemeket, ahol ¢ € Ay _,.

Egy B} _,-beli fliggvény nem terjed ki A,,_;-re akkor és csakis akkor, ha nem
terjed ki Z,,_1-re, ugyanis a szakado egzakt sor alapjan A, 1 = Z,_1 & B,,_s. fgy
kapjuk a kovetkezo allitést:

1.3.11. Allitas. Ker h = Coker i ahol i,_1: B,y — Z,_1 a bedgyazds és igy

n—1’

U Ly — B | a megszoritds.
fgy jutunk a kovetkez6 szakadd rovid egzakt sorhoz:

0—— Coker iy, —— H} g — s Hom(HA,G) — 0.
\_/

Vezessiink be egy hasznos algebrai fogalmat, mely segit majd nekiink a Coker i},

csoportok megértésében.

1.3.12. Definicio. Egy H Abel-csoport szabad rezolicioja egy

f2 f1 fo

... — F FO H—0

egzakt sor, melyben minden F,, csoport szabad.

Jelolés. Amennyiben vessziik ezen egzakt sor G Abel-csoportra vett dudlisdt el-
veszithetjik az egzaktsdgot, de az[1.3.]] Megjegyzés szerint mindenképpen egy koldnc-
komplexust kapunk:

f3

L, o

e B U e I e,

Jelolyik ideiglenesen H"(F,G)-vel ezen komplexus Ker fr. /Im f¥ kohomoldgia-

csoportjait.

1.3.13. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a

in—1

0 — B,y Zn1 H* —0

révid egzakt sor a HZ' | egy szabad rezolicidja, mivel B,y és Z,_1 a szabad A,
részcsoportjai. Ennek megfeleloen a minket érdeklé Coker i), csoport megegyezik
a HY(F,G) csoporttal, ahol az F a fenti szabad rezolicid.

1.3.14. Lemma. 1. A H és H' Abel-csoportoknak adott eqy F és I’ szabad re-
zolicidja. Ekkor minden o« : H — H' homomorfizmus kiterjed eqy F és F’

kozotti ldnc leképezéssé:

jol F F, j4 0
laQ la] ‘O{O ‘/O{
L B L SR Ny T 0



Sot, az a homotopikusan egyértelmilen terjesztheté ki, abban az értelemben,

hogy bdarmely két a-t kiterjeszto lanc leképezés lanc homotop.

2. Adott H Abel-csoport barmely F és F' szabad rezolucidjira a H"(F,G) és

H™(F',G) csoportok kanonikusan izomorfak minden n-re.

Bizonyitds. Az a;-ket induktivan szerkesztjik meg. Mivel az F; csoportok szabadok,
ezért az Allités alapjan az a;-ket elég csak valamely bazison definialni. o de-
finiciéjdhoz vegyiik észre, hogy az f{ sziirjektivitdsa miatt minden = € Fyy baziselem
esetén meg tudunk adni olyan 2’ € Fj elemet, melyre fj(z') = a(fo(z)). Legyen
ekkor ag(z) = 2/, igy az elsé négyzet kommutativ lesz. aq-et hasonléan szeretnénk
definidlni, azaz minden x € F) baziselem esetén olyan 2’ € F| elemet keresiink,
melyre az f{(z') = ap(fi(x)) azonossag teljesiiljon. Ehhez arra van sziikség, hogy
ap(f1(x)) benne legyen I'm f] = Ker fi-ban, és ez teljesiil is, ugyanis az els6 négyzet
kommutativitdsa miatt f}(ao(f1(z))) = a(fo(fi(x))) = 0. Igy az ay(z) = 2’ definicid
értelmes és kommutativva teszi a diagramot. Magasabb i-kre analég médon eljarva
megkapjuk az ay lanc leképezést.

Amennyiben van egy masik o : F; — F lanc leképezésiink is mely szintén az
a-t terjeszti ki, tekintsiik a §; = a; — o} kiilonbségleképezéseket. Ezek pont egy a
0 : H — H’ trivialis leképezést kiterjeszt6 lanc leképezés szint-homomorfizmusai.
[gy elégséges csak azt beldtni, hogy ez a fB;-k altal adott lanc leképezés lanc homot6p
a nulla leképezéssel; azaz olyan \; : F; — F;;; homomorfizmusokat akarunk konst-
rudlni, melyekre f; = fi ;A + X1 fi. A Ni-ket az o;-khez hasonléan induktivan tud-
juk definidlni. ¢ = O-ra, mivel A_; : H — Fj lehet nulla, a kivant reldcié 5y = f{\o
format olt. Ezt elérhetjiik, ha a Ay az * € H generatort olyan =’ € Fy elembe
kiildi, melyre f{(z') = Bo(x). llyen 2’ 1étezik, mivel Im f| = Ker f} és fi(5o(x)) =
B(fo(x)) = 0. Az induktiv 1épésben a A;-t gy szeretnénk definidlni, hogy egy = € F;
baziselemet olyan 2’ € F} | elembe vigye, melyre f/,,(z") = Bi(z) — A\io1(fi(2)). Ez
lehetséges, ha f;(z) — A\i—1(fi(x)) benne van I'm f/,; = Ker f/-ban, ami igy tel-
jesil, ha f/(8; — A\i_1fi) = 0. Felhasznélva az f!3; = B;_1fi és az indukciébdl adédé
Bi—1 = fiAi—1 + Ni—2fi—1 azonossiagokat, az

fz/(ﬁl - Aiflfi) = ﬁiflfi - er/)\zflfz = (5%’—1 - ffZ)\zfl)fz = )\if2fi71fi =0

egyenloséget kapjuk. Ezzel befejeztiik az 1. alpont bizonyitasat.

Most vegyiik az egész diagram G-re vett dudlisat: az o,,-ek dudlisai az o :
F* — F leképezések, melyek az Megjegyzés alapjan kolanc leképezést ad-
nak az F"™ és F* kolanckomplexusok kozott, igy o : H"(F',G) — H"(F,G)
homomorfizmust indukalnak. Ezek mar nem fiiggnek az «,,-ek valasztasatol, mivel

a A\, lanc homotdpidk dudlisai koldanc homotdpiat adnak o és o kozott.
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Az igy kapott o* : H"(F',G) — H"(F,G) indukalt homomorfizmusokra tel-
jesiil, hogy (Ba)* = a*B* valamely H %+ H' Ny kompoziciéra, ahol H”
szabad rezolucidja F”, ugyanis a [3,«, kompoziciok megfelel6 kiterjesztését adjak
Ba-nak. Specidlisan, ha az a egy izomorfizmus és 8 = a~ !, F” = F mellett, akkor
teljesiil, hogy a*f* = (Ba)* = 1, ahol az utébbi egyenléséghez az 1 : H — H
leképezést az F' identikus leképezésével terjesztjik ki. Szimmetria okokbdl latszik,
hogy ekkor az " is izomorfizmus, igy ha most az 1 : H —— H az identikus
leképezést terjesztjiik ki H két kiilonbozo szabad rezoluciéja kozott, akkor meg-
kapjuk az 1* : H"(F',G) — H"™(F, G) kanonikus izomorfizmust.

O

1.3.15. Megjegyzés. Az[1.1.19 Kdvetkezmény alapjan minden Abel-csoportnak van
0 —R—F—H—70

alaku szabad rezolicioja. fgy az Allitds alapjdn az egyetlen érdekes H™(F,G)
kohomolégia-csoport a H'(F,G).

Jelolés. Azt mdr ldttuk, hogy a H (F, Q) csoport csak a H-tdl és a G-t6l figg, ezért
a tovdbbiakban az Ext(H,G) jeldlést haszndljuk rd.

Ennek fényében az altalunk belatott azonossag:

1.3.16. Tétel (Algebrai Univerzalis Egyilitthaték Tétele Kohomolégidkra).
Amennyiben A, eqy szabad Abel-csoportokbol dllo lanckomplexus, melynek homo-
l6gia-csoportjai a H2-k, akkor a Hom(A,,G) = A% koldnccsoportok dltal adott
koldnckomplerus H  kohomoldgia-csoportjait meghatdrozza a kovetkezé szakadd

egzakt sor:

0 — Ext(HA

n—1»

Q) HY ¢ —" Hom(H, G) — 0.
‘\/

s

1.3.17. Megjegyzés. Az Ext(H,G) csoportok kiszdmitdsa végesen generdlt H ese-

tén a kovetkezd harom eqgyszeri észrevételen alapszik:

o Fxt(H® H',G) = Ext(H,G) & Ext(H',G), ugyanis H & H' egy szabad re-

zoluciojat kapjuk a H és H' rezolucidibdl képzett direkt dsszeggel.

o Ext(H,G) =0, ha a H csoport szabad, ugyanis ekkor tekinthetjik a trividlis
0 — H — H — 0 szabad rezoliciot.
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o Ext(Z,,G) = G/nG, ugyanis a standard 0 — Z -+ 7 — Z,, — 0 szabad

rezolicio G-re vett dudlisa a kovetkezo:

0«— Hom(Z,G)«+*— Hom(Z,G) +— Hom(Z,,G) +—0,
1% 12
G - G

melynek H'(F, Q) csoportja pont G /nG.

Ezek alapjan, tehdt, amennyiben a H csoport végesen generdlt, akkor az Ext(H,Z)

csoport pont a H torzio részcsoportja.

1.3.18. Kovetkezmény. Amennyiben eqy szabad Abel-csoportokbol dallo A, ldnc-
komplezus HZ' | és H?' homoldgia-csoportjai végesen generdltak, T,y C HZ | és
T, C H; torzid részcsoportokkal, akkor HY 7 = (HZ/T,) & T—1.

1.3.19. Allitas. Az Univerzdlis Egyiitthato Tételben szerepld rovid egzakt sor termé-
szetes, azaz eqy oy @ A, — Al szabad Abel-csoportokbdl dllo lanckomplexusok kozotti

lanc leképezésre a kovetkezo diagram kommutativ:

0——— Bxt(HA |, G) HY o —"— Hom(H2, G) ———0

La*)* }!* [(a*)*

00— Ext(HY |,G) —— H} — s Hom(HY ,G) ——0.

Bizonyitds. Amennyiben a Hom(H?',G) csoportot természetes médon azonositjuk
az 1, @ Z; — B megszorité leképezés magjaval, tekinthetjik a kovetkez6 rovid
egzakt sort:

. h :
0 — Coker i,  — Hj o — Ker i;, — 0.

Erre nyilvan teljesiil a természetesség, mig az elébb beldtottak szerint Ext(H,G) is
természetesen fiigg a H-tol.
]

1.3.20. Kovetkezmény. A természetesség és az Ot Lemma alapjin, ha eqy ldnc-
komplexusok kozotti ldnc leképezés izomorfizmust indukdl a homologia-csoportokon,
akkor & izomorfizmust indukdl a kohomolégia-csoportokon is tetszéleges G eqyuitt-

hatocsoport esetén.
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2. CW-komplexusok

2.1. Konstrukcid

A CW-komplexusok a topologikus terek egy meglehet6sen bo osztalyat alkotjék,
elonyiik az egyszert induktiv el6allitas, mely egy kiilon eszkozt ad a bizonyitasokhoz,
és az, hogy mindemellett a szimplicidlis komplexusokndl joval tobb tér eldallithatd
ilyen alakban. S6t, igazabdl a szimplicidlis komplexusok meglehetdsen merev CW-
komplexusokként is felfoghatdk.

Induljunk ki a g génuszti A, kanonikus irdnyithato feliiletek el6allitasabol: egy 4¢

oldald poligon éleinek azonositasaval kaphatjuk meg az dbra szerint, g = 2 esetben:

A poligon belsejét tekinthetjiik
egy nyilt korlapnak, avagy 2-cellanak,
ami a 2g élre, avagy 1-cellara, van ra-
gasztva. Az élek kanonikus linearis ho-
meomorfizmus menti azonositasa altal
az Osszes végpont Osszeragad, igy
csak egy csucsunk, avagy O-cellank,
d \_- b marad, melyre az 1-celldk ragadnak.

a Forditott sorrendben kiindulhatunk
az egy pontbol, raragaszthatjuk a 2g

darab élet, majd ezekre megfelel6 sorrendben a korlapot.

Ezen konstrukciot altalanositja a CW-komplexus definiciéja:

2.1.1. Definicié. Az X CW-komplexust, vagy cellakomplezust a kovetkezd eljdrds

mentén definidljuk:
1. Induljunk ki eqy X° diszkrét halmazbdl, mely pontjait 0-celldknak nevezziik.

2. Induktivan az X™ n-vdzat készitsik az X" 1-bél e n-celldk hozzdragasztdsdval,
adott o, : D" = S"1 —— X1 leképezések mentén. Formdlisan X™ legyen
az X" 11, D diszjunkt unidbdl az x ~ @u(x), © € ID! azonositdsok szerint
vett faktortér. fgy, mint halmaz X" = X" '], e, ahol az e n-celldk nyilt
n-golyok.

3. Az indukcio vagy valamely véges n-re véget ér, X = X™-et adva, vagy végtelen
folytatodik, ekkor X = J, X™-et kapunk végsd térként. Ez utobbi esetben X -
nek a gyenge topolégidt adjuk: eqy A C X halmaz nyilt (vagy zdrt), akkor és
csakis akkor, ha AN X"™ minden n-re nyilt (vagy zdrt) az X"-ben.
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Elnevezés. Ha X = X" valamely n-re, akkor azt mondjuk, hogy az X wvéges di-
menzios, és a legkisebb ilyen n az X dimenzioja. Ez megegyezik az X -beli legnagyobb

dimenzios cella dimenziojdval.

2.1.2. Megjegyzés. Vegyik észre, hogy a véges dimenzids CW-komplexusok ugyan-
csak gyenge topoldgidjuak: amennyiben az A halmaz nyilt X = X™-ben, akkor a fak-
tortopoldgia definicidja alapjdn AN X" nyilt X" 1-ben, ugyanigy A N X"2 nyilt
X"=2_ben, és igy tovdbb, minden 0 < i < n-re AN X nyilt X*-ben.

2.1.3. Definicié. Tetszileges X CW-komplezus minden e cellajihoz tartozik egy
&, : D} — X" karakterisztikus leképezés, mely a p, ragasztoleképezést terjeszti
ki D2 -re, gy, hogy a D belsejét homeomorfan képezi e -re. Formalisan ®, elddll
a DI — X" '], Dt — X" — X kompozicidként, ahol a kozépsd leképezés az
X"-et definidlo faktorleképezés. Mivel a kompozicioban eldfordulo leképezések mind

folytonosak, igy a ®, karakterisztikus leképezés is folytonos.

2.1.4. Allitas. Egy X CW-komplexus esetén az A C X halmaz pontosan akkor nyilt
(zdrt), ha a ®;(A) dskép nyilt (zdrt) D"-ban minden egyes e cella ®,, karakterisz-

tikus leképezésére.

Bizonyitds. Az egyik irdny nyilvanvaléan adodik a @, folytonossagabdl, a masik
iranyhoz tegyiik fel, hogy ®,'(A) nyilt D"-ben minden ®,-ra. n = 0-ra AN X°
nyilvan nyilt X%ban, igy induktivan feltehetjiik, hogy A N X"~ ! is nyilt X™ 1-ben.
Ekkor, mivel ®'(A) nyilt D"-ben minden a-ra, AN X™ nyilt X™-ben a faktorto-
pologia definicidja szerint. n-re vett indukcié és a CW-komplexusok definicidjanak

3. alpontja szerint A nyilt X-ben. O

2.1.5. Kovetkezmény. Az X CW-komplexus faktortere az Hn,a D7 diszjunkt unio-

nak.

2.1.6. Példa. Az 1-dimenzics X = X' CW-komplezusokat grdfoknak nevezziik.
Csticsokbdl (0-celldkbol) és rajuk ragasztott élekbdl (1-cellakbdl) dllnak. Az élek két

vége ragadhat ugyanarra a csiucsra.

2.1.7. Példa. Az S™ kanonikus cellastruktirdja mindiossze két celldbdl dll: €° és
e”, ahol az n-cella az S" ' ——= € konstans leképezéssel van ragasztva. Ebben a
cellafelbontdsban az n-cella karakterisztikus leképezése a D™ — S™ faktorleképezés,

mely 0D"-et egy pontba kildi.

2.1.8. Definicié. Az X CW-komplexus eqy részkomplezusa egy olyan A C X zdrt
halmaz, mely X -beli cellak unicja. Mivel az A zdrt, minden A-beli cella karakterisz-
tikus leképezésének képe az A-ban van, specidlisan a ragasztoleképezések képe is, igy

A sajdt maga is eqy CW-komplexus.
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2.1.9. Megjegyzés. Fgy A C X részkomplerusnak a CW-komplexus topolégidja
megegyezik az X -tol orokolt altértopologidval, ugyanis induktivan konnyen belathato,

hogy a két topologia megegyezik A™ = AN X"-en.

2.1.10. Példa. Nyilvinvaldan léteznek a természetes S° C S' C ... C S™ tartal-
mazdsok, de ezek nem részkomplerusai a kanonikus cellastruktirdval elldatott S™-nek.
Meg tudunk adni azonban S™-en olyan cellafelbontdst is, melyben minden k-ra S*
részkomplexus, példdul ha induktivan minden S*-t dgy dllitunk eld, hogy az S*!
egyenlitére ragasztunk két k-celldt, az S*\ S*~! komponenseit. fgy a végtelen dimen-

zids S gomb is elddll az |, S™ novekvd unioként végtelen CW-komplezusként.

2.1.11. Megjegyzés. FEqy véges CW-komplexus, azaz olyan cellakomplexus, mely
csak véges sok cellabol all, mindig kompakt, ugyanis a faktorleképezés orzi ezt a

tulajdonsdgot.
Ezen allitas bizonyos értelemben vett megforditasa is igaz:

2.1.12. Allitas. Egy X CW-komplezus minden kompakt altere része valamely véges

részkomplexusnak.

Bizonyitds. Elészor belatjuk, hogy egy C' kompakt halmaz csak véges sok cellajat
metszheti az X CW-komplexusnak. Tegyiik fel ehhez indirekten, hogy létezik az
x; € X pontoknak olyan végtelen sorozata, hogy mindegyik més cellaban fekszik.
Indukciéval belathatd, hogy ez az S = {x1, z, ...} halmaz zért az X-ben. Val6ban,
az indukciét n szerint véve feltehetjiik, hogy SN X" zart X" 1-ben. Ekkor minden
e" X-beli n-celldra, ®_1(S) zart dD"-ban, és ®_'(S) legfeljebb egy ponttal tartal-
maz tobbet D7-ban, {gy ®,'(S) zdrt D"-ban minden a-ra. Ezek szerint S N X™ is
zart X"-ben minden n-re, igy S zart X-ben. Ugyanigy belathatd, hogy S minden
részhalmaza zart X-ben, igy az S topoldgidja a diszkrét. De S a C' kompakt halmaz
zart altere az X-bdl o6rokolt topologia szerint, igy S maga is kompakt, ami végtelen
ponthalmaz esetén ellentmond a diszkrét topologianak. = S nem lehet végtelen,
azaz a C kompakt halmaz az X-nek csak véges sok celladjat metszheti.

Mivel a C' benne van véges sok cella uniéjaban, elég megmutatni, hogy cellak
tetszoleges véges unidja mindig benne van egy véges részkomplexusban. S6t, mivel
véges unidja véges részkomplexusoknak tovabbra is véges részkomplexus, a hidnyzo
rész arra a kérdésre vezetodik vissza, hogy egy adott el cella benne van-e egy véges
részkomplexusban. Ezt dimenzi6 szerinti indukciéval tudjuk megmutatni: n = 0-ra
az allitas trivialis, mig adott el n-cella esetén a ¢, ragasztoleképezés képe kom-
pakt, ezért az indukciés 1épés alapjan a képe benne van egy A C X" ! véges

részkomplexusban. fgy el benne van az A U el véges részkomplexusban. [

24



Elnevezés. A CW-komplexusban a C és a W betik jelentése:

e Closure-finiteness (véges lezdrtsag): Minden cella lezdrtja csak véges sok mds
cellat metsz. Ez az elozo dllitds eqyszerid kovetkezménye, ugyanis minden cella

lezdrtja kompakt, mint a folytonos karakterisztikus figgvény képe.

e Weak topology (gyenge topoldgia): Eqy halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden
cella lezdrtjat egy zdrt halmazban metszi. Ugyanis ha egy halmaz minden cella
lezdrtjat eqy zdrt halmazban metszi, akkor a karakterisztikus fligguényeiknél
vett dsképe zdrt, igy a Allitds alapjan 6 maga is zart.

2.1.13. Definicié. Egy (X, A) part, mely eqy X cellakomplexusbdl és eqy A C X

részkomplexusbol all, CW-pdrnak nevezunk.

2.2. Alapveto tulajdonsagok és operacidok

Eloszor azt fogjuk megvizsgalni, hogy hogyan lehet adott CW-komplexus részhal-

mazaihoz nyilt kérnyezeteket konstrudlni.

2.2.1. Definicié. Legyen X egqy CW-komplexus, A C X eqy altere. Fkkor az A
halmaz N.(A) nyilt kérnyezetét a kévetkezbképpen tudjuk definidlni: a konstrukcio
induktiv az X" vazak n-dimenzicja szerint, jelolje NI'(A) az AN X" X"-beli nyilt
kornyezetét, melyet az indukcid sordn fogunk megkapni (¢ > 0). n = 0-ra N2(A)
legyen egyszertien csak az AN X° nyilt halmaz. Teqyiik fel, hogy n-re mdr megkonst-
rudltuk NT'(A)-t, N'TY(A) legyen az a halmaz X™'-ben, melynek minden egyes
e n-cella @, karakterisztikus figguényénél vett ® 1 (N'Y) sképe a kovetkezd két
halmaz unidjaként dll eld: eqy nyilt e-kornyezete @1 (A)\ OD" 1 -nak D1\ oD 1-
ban; és egy (1 —&,1] x @1 (N™(A)) szorzat a D™ szokdsos (r, ) poldris koor-
dindtdzdsdaban felirva (r € [0,1], ¢ € S"). Az e = e, > 0 fligghet az € celldtdl.
Az indukcio segitségével igy minden n-re el tudjuk késziteni NI'(A)-t. Végil legyen
N.(A) = U, NI (A). Ez tényleg egy nyilt halmaz az X-ben, mivel minden karakte-

risztikus leképezésnél vett osképe nyilt.

2.2.2. Megjegyzés. Az X CW-komplexus A és B részkomplerusdra a konstruk-
ciobdl latszik, hogy N.(A) N N.(B) = N.(AN B).

2.2.3. Allitas. A CW-komplexusok normadlis, specidlisan Hausdorff, terek.

Bizonyitds. A pontok tetszéleges X CW-komplexus esetén zartak, ugyanis minden
®,, karakterisztikus leképezésnél zart az Osiik.
X két diszjunkt zart alterére, A-ra és B-re, be szeretnénk latni, hogy elég kicsi e-

ra N.(A) és N.(B) is diszjunktak. A bizonyitashoz ezen nyilt halmazok definici¢janak
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induktiv folyamatét fogjuk felhasznélni. n = 0-ra nyilvdan meg tudjuk N°(A)-t és
N?(B)-t tigy vélasztani, hogy diszjunktak legyenek. Tegyiik most induktivan fel,
hogy adott n-re N(A)-t és NI'(B)-t sikeriilt diszjunktnak megvalasztani. Ekkor
minden ®, : D"*' —— X karakterisztikus leképezésre @' (N"(A)) és @, (B)
pozitiv tévolsigra kell legyenek egymdstél, ellenkezd esetben ugyanis @ '(B)-ben
taldlhatnank olyan sorozatot mely a kompaktsdg alapjan ®,'(B) olyan dD" !-beli
pontjéhoz konvergalna, mely nulla tdvolsagra van ®_' (N(A))-tél, de ez lehetet-
len, mert @' (N*(B)) a ®_'(B)NID"! egy kornyezete D" !-ban, ami diszjunkt
o1 (N(A))-t6l. Hasonldan, @, (N(B)) és O, '(A) is pozitiv tdvolsdgra vannak
egymdstol. @ 1 (A)-t és ®1(B)-t szintén pozitiv tdvolsag vélasztja el egymdstol.
Ennek megfeleléen elég kicsi g,-ra @1 (NPTH(A)) diszjunkt lesz @' (N (B))-
tol. ]

2.2.4. Allités. A CW-komplexusok minden pontjinak van tetszélegesen kicsi kont-
raktibilis nyilt kornyezete, igy a CW-komplexusok lokdlisan kontraktibilisek.

Bizonyitds. Adott X CW-komplexusbeli z pontra és U C X, z € U nyilt kornye-
zetére meg tudunk vélasztani olyan kicsi e,-t, hogy N.(z) C U, aziltal, hogy
megkoveteljiik, hogy az NI(x) halmazok lezartjai U-ban legyenek minden n-re.
Annyit kell még beldtni, hogy N.(z) kontraktibilis. Amennyiben z € X™ \ X™!
és n > m, akkor az N™(z) az N~!(x)-re valé egyik deforméciés retrakciéjat meg-
konstrudlhatjuk ugy, hogy az ej cellakbol a @5 karakterisztikus leképezés szerinti
sugariranyban kimozgatjuk a pontokat. fgy az N.(x) egyik deformaciés retrakciéjat
N™(z)-re megkaphatjuk az N™(x)-rél az N !(z)-re valé deforméciés retrakciok
egymés utdni elvégzésével az [1/2",1/2" 1] id6intervallumokba beosztva, ami foly-
tonos, ugyanis N™(x)\ N*~!(x) pontjai az adott idéintervallumon kiviil nem mozog-
nak. Végiil, N*(z) egy nyilt golyé x koriil, ami nyilvan deformaciésan retrahalhato

xT-re. O

2.2.5. Kovetkezmény. A CW-komplexusok lokdlisan utdsszefiggok. fgy eqy CW-

komplexus pontosan akkor wtdsszefiiggo, ha osszefiiggd.

2.2.6. Tétel. Az X CW-komplezus eqy A részkomplezusdra az N.(A) nyilt kérnye-

zet deformdciosan retrahdalhato A-ra, ha €, < 1 minden a-ra.

Bizonyitds. X \ A celldiban N (A) egy szorzat alaku kérnyezete a cella hatdrdnak,
igy az N.(A) egy deformdciés retrakcidja A-ra az el6z6 bizonyitdsban bemutatott

modon megkonstrualhaté. O]
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Operaciok CW-komplexusokon

Szorzat. Amennyiben az X és Y terek CW-komplexusok, X x Y-nak is tudunk
cellastrukturat adni: a cellai legyenek e, x ey alakuak, ahol ej végigfut az X, e

pedig az Y celldin.

2.2.7. Példa. Az S' x St térusz a fejezet elején bemutatott cellastruktirdjdt meg-
kaphatjuk az S* kanonikus cellastruktirdjdbdl: egy e® x e 0-cella, két e® x e! 1-cella

és eqy e' x e! 2-cella adja a CW felbontdst.

2.2.8. Megjegyzés. Az X xY mint cellakomplezus topoldgidja dltalaban finomabb,
mint a standard szorzattér topoldgia, de amennyiben X -nek vagy Y -nak csak véges

sok celldja van, vagy mindkettonek megszamlalhato, akkor a két topologia megegyezik.

Faktortér. Amennyiben (X, A) egy CW-par, az X /A faktortér természetes cel-
lastruktirat 6rokol az X-t6l: X/A cellai az X \ A celldi és egy 0-cella, az A képe
X/A-ban. Egy e C X \ A n-cella ¢, : S"! —— X" ragasztéleképezésének az
X /A-beli megfelels cella S"~1 — X1 — X1 /A1 komponélt ragasztéoleképezése

felel meg.

2.2.9. Példa. S"'-nek tetszéleges cellastruktirdjdt véve D™-et épitsiik fel S™1-bél
eqy n-cella hozzdragasztdsdval. Ekkor a D™/S™! faktortér cellastruktirdja megegye-

ztk az S™ kanonikus CW elddllitdsaval.

Ekszorzat. Az X ésY CW-komplexusokra az X \/ Y ékszorzatot gy kapjuk,
hogy X-bol és Y-bol kivalasztunk egy xq és yo pontot, avagy 0-cellat, és azonositjuk
6ket, azaz vessziik az X [[ Y diszjunkt unié xo ~ yo ekvivalencia szerinti faktorterét.
Ez nyilvan rendelkezik CW-strukturaval.

Altalanosabban, az X, CW-komplexusok tetszéleges csaladjara definidlni tudjuk
a '\, Xo ékszorzatot, mint az [ [, X, diszjunkt unié z, € X, 0-cellak azonositdsaval
kapott faktorterét. Mivel ez az ][, X, CW-komplexus egy részkomplexusa Ossze-

csipésével kapott tér, igy ez elézoek alapjan ellathato cellastruktaraval.

2.2.10. Példa. Minden X CW-komplezusra az X"/ X" ' gombok \/,SZ ékszor-

zata, ahol minden gomb megfelel X eqy n-celldjanak.

2.2.11. Példa (Hawaii fiilbevald). Tekintsiik R? azon X alterét, mely az 1/n sugari
(1/n,0) kozépponti kordk unidjaként dll eld, n = 1,2,... Bdr elsére igy tinhet, ez
az X nem eqy C'W-komplexus, nem korok ékszorzata, ugyanis az x-tengellyel vett
metszete eqy konvergens sorozatot ad, igy ha a (0,0) pontot elhagyjuk ebbdl halmazbol

mdr nem lehet zart, mindekozben minden korrel vett metszete zart az adott korben.
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3. Szingularis Homolodgia

3.1. Konstrukcio

A homoldgia-elmélet célja a topologikus terek, foképp a CW-komplexusok struk-
turajanak megértése. A homoldgia-csoportok valahogy azt szeretnék algebrailag meg-
fogni, hogy az adott dimenziéban hogyan ragadnak egymashoz a celldk, hany adott
dimenziés "lyuka” van a CW-komplexusnak. Azt szeretnénk példaul, hogy az S™
homolégia-csoportjai azt tiikkrozzék, hogy S™-nek egyetlen n-"lyuka” van.

A szingularis homolodgia-elmélet azonban altalanosabban, nem CW-komplexusok-
ra, is miikodik. Ezen elméletben ugy gyartjuk le a topolégiabdl a lanckomplexust,
hogy az adott dimenzids szimplexekbdl a térbe mend folytonos leképezéseknek vesz-
sziik a szabad Abel-csoportjait, a homomorfizmusokat pedig a hatarra valé meg-
szoritasként definidljuk. A térbeli "lyuk”-akat tgy értelmezziik, mint szimplexek
olyan képét, melynek a hatara trivialis és nincsen ”betomve”, azaz nincsenek olyan
szimplexek, melyek képe bele lenne ragasztva, tehat ¢ lenne a hataruk. Ezen megkoz-
elités elonye a teljes altalanossag, hatranya, hogy igy ériasi csoportokkal kell dolgozni
és a szamitasok is nehezebbé valnak. Ez utébbin fog majd segiteni a kovetkezo feje-

zetben definidlt cellularis homoldgia.

Standard, altalanos és szingularis n-szimplex

3.1.1. Definicié. A standard n-szimplex a kévetkezd:

A" = {(to,t1,....,t,) € R" Vi t; >0, Zti =1}
=0

Vegyiik észre, hogy A egy pont, Al egy zart intervallum, A? egy hdromszoglap,
A? egy tetraéder, és igy tovabb.

3.1.2. Definicié. Az (dltaldnos) n-szimplex n + 1 darab dltaldnos helyzetii pont
(csics) konvex burka R™-ben, m > n (a vy — vy, Vg — Vg, ..., Uy — Vg csUcsok kdzotti

kilonbséguektorok linedrisan figgetlenek), jelélése:
A" = [vg, V1, ..., Un).

Egy n-szimplexhez hozzaértjik az irdanyitasat is, mely csicsainak egy sorbarend-

ezését jelenti, azaz, mint n-szimplexek,

[V0, U1, -y Un] 7 [Ur(0), Vr(1)s s Un(n))s VT € Spy1, ™ # id permutéciora.
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3.1.3. Definicié. A csicsok sorbarendezésének segitségével kapjuk meg a kanomni-
kus linedris homeomorfizmust a standard n-szimplexbdl tetszbleges [vg, vy, ..., v,] N~

szimplexbe, mely orzi a csucsok sorrendjét:

n
K : (to, t1, ,tn) — Ztﬂ}l
i=0
A t; egyitthatokat a . t;v; pont baricentrikus koordindtdinak nevezzik.

Elhagyva egy n-szimplex valamely v; csicsat, a megmaradé n csucs egy (n — 1)-
szimplexet feszit, melyet a [vg, vy, ..., v,] egy oldaldnak neveziink és melynek jellése:
[V0, U1, vy Vi, -, U] . Egy oldal, vagy a cstcsok tetszéleges részhalmaza altal feszitett
részszimplex csucsainak a rendezését az eredeti szimplexben megadott sorrendjiikkel
megegyezéen hatarozzuk meg. A A" szimplex hatdréanak az oldalainak uniéjat ne-

vezzik, ennek jelolése: OA™.

3.1.4. Definicid. Legyen X egy topologikus tér. Az X szinguldris n-szimplexeinek

nevezzik a o : AT — X folytonos leképezéseket.

Mivel Al a zdrt egységintervallum (Al ~ 1), A% pedig egy pont, egy szinguldris
1-szimplex X-ben egy 1ut, mig egy szingularis O-szimplex azonosithato egy X-beli
ponttal.

A szinguléris n-szimplex oldalait és csicsainak rendezését az altalanos n-szimp-
lexéhez hasonléan, értelemszertien definialjuk. fgy az i-edik oldal a o leképezésnek

a standard n-szimplex i-edik oldaldra valé megszoritdsa:
ag | [Uo, ey Ui—15, 045 Vit 1y -0 Un]

A szinguléris n-szimplex oldalai tekinthet6k szingularis (n — 1)-szimplexnek a
kanonikus linearis homeomorfizmussal valé kompozicio segitségével:

0 | [00,es05-1,04,0i415-00,0n]

n—1 K ~
As E— ['Uo,...,’Uifl,Ui,Ui+1,...,'Un] > X

Szingularis homolégia-csoportok

Legyen X egy topologikus tér. Célunk az X szingularis homoldgia-csoportjainak
definialasa. Tekintsiik ehhez Vn > 0 esetén az X Osszes szinguldris n-szimplexei altal
generalt C,,(X) szabad Abel-csoportot. Ezen csoport elemei, melyeket (szinguldris)
n-ldncoknak neveziink, felirhatéak ). n,o; formalis Gsszeg alakban, ahol n, € Z,
mig a 0;-k szingularis n-szimplexek az X-ben.

Lattuk, hogy egy szinguldris n-szimplex oldalai (n — 1)-szimplexek, igy egy n-

szimplex hatara (n—1)-lancnak tekinthet6. Ahhoz, hogy az igy ad6dé, n-szimplexhez
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a hatarat hozzarendel6 C,,(X) — C,_1(X) leképezés valéban tiikrozze a geomet-
riai képet érdemes az oldalakat el6jelekkel ellatni. Ennek szemléletes jelentése az
irdnyitasok figyelembe vétele, a szimplex oldalai iranyitasainak koherenssé tétele.

Az aldbbi dbra mutatja az n = 1 és n = 2 eseteket:

Vo U1

>. do = (o | [n]) = (o | [vo])

o = (o | [v1,v2]) — (0o | [vo, v2])

'/) +(o | [vo, v1])

Ennek megfeleléen tekintsiik az altalanos definiciét:

3.1.5. Definicié. X topologikus tér esetén a 0, : Cp,(X) — Cy—1(X) hatdr-homo-
morfizmust gy definialjuk, hogy a baziselemeken a kovetkezd értéket vegye fel:

n

an(aa) - Z(_l)l (Ua | [U07 '”7Uz'—17@i7vi+17 "‘JUTL])

=0
. Tetszoleges szingularis n-ldncra linedrisan terjesztjik ki az Allitds alapjan.
Az igy kapott 0,(04)-t a o, szinguldris n-szimplex (irdnyitott) hatdrénak mond-

juk. Egyszerli szamolas mutatja, hogy tetszoéleges n-szimplex hataranak a hatara 0,

azaz a linedris kiterjesztés miatt teljesiil a kovetkezo:
3.1.6. Lemma. A C,(X) LN Cr_1(X) O, Cr—o(X) kompozicio 0.

Ez azt jelenti, hogy Im 8, C Ker d,_; minden n > 2 esetén. Igy kapjuk a

kovetkezo lanckomplexust:

Elnevezés. Az X topologikus térhez rendelt C.(X) szinguldris lanckomplezus:

an—l

= Ot (X) 225 0 (X)) 22 0y () 2225 -2 (X)) 225 (X)) -2 0.

A sor végére betehetiink egy 0 csoportot, dy = 0 leképezéssel, ezzel ugyanis
megmarad a 0,10, = 0 azonossag. Az igy kapott lanckomplexus egzaktsagtdl vald

eltérését mérik a szingularis homoldgia-csoportok:
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3.1.7. Definicio. Egy X topologikus tér n-edik szinguldris homoldégia-csoportja
H,(X) = Ker 0,/Im Op41.

Elnevezés. A Ker 0, elemeit (szinguldris) ciklusoknak, az Im 0,1 elemeit (szin-
guldris) hataroknak nevezzik. H,(X) elemei, a homoldgia-osztdlyok, az Im Opiq
mellékosztalyai Ker 0,-ben. Ennek megfelelden két ciklus ugyanabba a homoldgia-

osztdalyba tartozik, ha kilonbséguk hatar. llyenkor a két ciklust homolognak nevezziik.

A homolégia-csoportok definiciéjabdl egyszeriien latszik, hogy homeomorf terek

csoportjai izomorfak. Valéban, egy f : X —— Y homeomorfizmus esetén az
fi 1 Cu(X) — Cu(Y), filo)=foo

leképezés bijekcidt ad a szimplexek, igy a ciklusok és hatarok kozott is.

Problémat jelent viszont az, hogy a C,,(X) csoportok igazén nagyok, jellemzéen
megszamlalhatatlan bazissal, ezért egyaltalan nem tiszta, hogy példaul véges CW-
komplexus esetén, melynek igy legfeljebb véges sok "lyuka” van, miért lennének a

homolbgia-csoportok végesen generaltak.

Jelolés. A tovabbiakban, amennyiben egyértelmi, hogy mely X topologikus térhez
tartozo csoportokrol van szo, kihagyjuk az X -et a jelolésbol. Hasonloan, egyértelmi

hatar-homomorfizmus esetén elhagyjuk az indexet.

3.2. Alapveto tulajdonsagok
Dimenzié axioma és redukalt homolégia

3.2.1. Tétel. Legyen X topologikus tér, utosszefiiggoségi komponenseire valo fel-
bontdsa pedig X =[], Xo. Ekkor H,(X) = @, H.(X.) direkt dsszeggel.

«

Bizonyitds. Mivel a szingularis szimplexek képe utosszefiiggd, fenndll, a kévetkezo
izomorfizmus: C,(X) = @, Cn(X,). A hatar-homomorfizmusok megtartjak a direkt
Osszeg strukturat, C,(X,)-t C,_1(Xs)-ba viszik, igy Ker 0, és Im 0,41 is direkt
osszegre bomlik = H,(X) = @, H,(X,). O

3.2.2. Tétel. Ha X egy nemiires, utdsszefiiggd topologikus tér, akkor Ho(X) = Z.

Bizonyitds. Definicié szerint Ho(X) = Ker dy/Im 0y = Cy(X)/Im 0,. Definidljuk

a kovetkezd homomorfizmust:

€. C(](X) — Z, 5(22 niai) = Zz n;.
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Mivel X nemiires, ez nyilvan sziirjektiv és mivel X 1utosszefiiggd, belathatd, hogy
Ker e =1m 0;. = Hy(X) = Cy(X)/Ker e 2 7 a homomorfizmus tétel alapjan.
Valéban, Im 0; C Ker ¢, mivel tetszéleges o : Al —— X szinguldris 1-szimplex
esetén €0y (o) = e(o | [v1] — o | [we]) = 0. A Ker ¢ C Im 0, azonosséaghoz tegyiik
fel, hogy (>, nio;) = 0, azaz > _,n; = 0. Itt a 0;-k szinguldris O-szimplexek, azaz
X-beli pontok. Felhasznalva X utosszefiiggdségét 1étezik olyan 7; : | &~ Al —— X
ut, mely egy kozos z bazispontbdl o;(vg)-be megy. oq legyen az xy képii szinguldris
0-szimplex, igy o7y = 0; — 09. = 01D, uTi) = Y, N0 — _, Mi0o = ., N;0;. Igy
> nio; egy hatéar. = Ker e C Im 0. O

3.2.3. Tétel (Dimenzié Axiéma). Ha X egy pont, akkor H,(X) = 0 minden
n > 0-ra és Hy(X) = Z.

Bizonyitds. Ebben az esetben minden n-re egyetlen szinguldris n-szimplex 1étezik,

melynek hatdra 9,(c,) = >_.(—1)'0,_1 egy n+1 tagi osszeg = 0, = 1z, ha n paros

7

és 0, = 0, ha n paratlan. fgy kapjuk a kovetkezo szingularis lanckomplexust:

1z 0 1z 0

Z VA Z YA

Zz 0,
melynek homoldgia-csoportjai trividlisak Ho(X) = Z kivételével. O

Sokszor jol jonne, ha egy pont minden homolégia-csoportja trividlis lenne. Te-

kintsiik ehhez a szingularis homoldgia-csoportok némileg modositott definicidjat:

3.2.4. Definicio. Egy X topologikus tér ﬁn(X) redukalt homoldgia-csoportjai az

alabbi kiterjesztett lanckomplexus homologia-csoportjai:

= O (X) -2 o (X) L O (X)L - (X)) - Cp(X) =5 Z — 0,

ahol € a[3.2.9 Tétel bizonyitasiban bevezetett homomorfizmus.

3.2.5. Megjegyzés. X = () esetén H_,(0) = Z adddik, ezért legtobbszor feltessziik,
hogy X # (.

3.2.6. Megjegyzés. A Tétel bizonyitasaban ldttuk, hogy €0y = 0. = ¢ eltinik
az I'm Oy-en, igy indukdl eqy Ho(X) = Co(X)/Im 0y — Z leképezést, melynek
magja pont Ho(X) = Ker ¢/Im 0y, igy az Koévetkezmény alapjan kapjuk,
hogy Ho(X) = Hy(X) @ Z. Ezt tekinthetjiik tigy is, mintha o redukdlt homoldgidban
kijelolnénk eqy kezdopontot és az & utosszefiiggdségi komponensét alapértelmezettnek
vennénk, igy nem szdmolndank bele a Hy-ba. A relativ homoldgia segitségével ezt az

értelmezést matematikailag is meg tudjuk majd fogalmazni és konnyen be is ldtni.
3.2.7. Megjegyzés. Nyilvin H,(X) = H,(X) teljesiil Vn > 0-ra.
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3.2.8. Megjegyzés. Formalisan tekinthetink ugy a lanckomplexushoz hozzdvett 7
tagra, mint amit az [0] dres szimplex egyértelmd [0] —s X leképezése generdl. Igy

az € leképezés pont megegyezik a szokdsos O hatdr-homomorfizmussal.

Homotopikus invariancia

Az els6é komolyabb eredmény annak beldtdsa, hogy homotép ekvivalens terek
szingularis homologia-csoportjai megegyeznek. Az allitds azon mulik, hogy tetszole-
ges folytonos f : X —— Y leképezés egy f. : H,(X) — H,(Y) homomorfizmust
indukél a homoldgia-csoportokon, minden n > 0O-ra. Amennyiben f homotopikus
ekvivalencia, ez a homomorfizmus izomorfizmus.

Egy folytonos f : X —— Y leképezés esetén tekintsiikk az n-szimplexeken a

kovetkezoképpen definialt leképezést:
(0: A= X) —— (fi(o) = fo: Al = Y).

Ennek a linedris kiterjesztésével kapjuk f; : C,(X) +— C,(Y) ldnc leképezést,
ugyanis teljesiil, hogy:

fi0(0) = f; (Z(—l)i (o | [Uo,...,ﬁi,...,fun])> -

i

_ Z fo' ‘ Vg, ...,?A}Z‘, .--,Un]) = 8fﬁ(0')

Az Kijvetkezmeny szerint az f; ciklust ciklusba, és hatart hatarba visz, igy
tényleg indukal egy f. : H,(X) — H,(Y) homomorfizmust.

3.2.9. Megjegyzés. Az igy kapott homomorfizmus két egyszerd, de fontos tulaj-

donsdga:

1. Ha létezik a kovetkezd kompozicio: X AN L) Z, akkor (fg)« = figs,

ugyanis a A" " X Sy Ly gz kompozicio asszociativ.

2. 1, =1, ahol 1 eldszor az identikus leképezést, majd az identikus homomorfiz-

must jelols.
Kevésbé egyszertien adodik:

3.2.10. Tétel. Ha az f,g : X —— Y leképezések homotopok, akkor ok ugyanazt a
homomorfizmust indukdljik: f. = g. : H,(X) — H,(Y).

Bizonyitds. Szemléletesen lathato, hogy egy ciklus f és g altali képét a homotopia
ra valé megszoritasa koti ossze. Ezaltal reménykedhetiink abban, hogy tetszoleges

a € Ch(X), 0a =0 ciklus esetén g.(a) — fi(a) felirhaté a homotépia hatdraként.
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Valéban ez a helyzet, ehhez azonban
Wo w1

a homotopiat fel kell irnunk egy (n+1)-
lancként. A lényegi 1épés ehhez A7 x |
szimplexekre valé felbontasa. Az abra

mutatja az n = 1, 2 eseteket. A” x[-ben

Vo v legyen A7 x {0} = [vg, ..., v,,], mig A x
{1} = [wo, ..., w,], ahol v; és w; képe
megegyezik a A? x [ — A? standard

vetitésnél. Azt vizsgaljuk, hogy ho-
W w1y

gyan tudunk [vg, ..., v,]-bél [wo, ..., w,]-
ba jutni (n + 1)-szimplexeken ke-
resztil. Egy lehetséges megoldas, ha

v
° egy lépésben mindig egy v;-t mozgatok

fel w;-be a [v;, w;] él mentén linedrisan,

Vo (%1
a tobbi cstcsot fixen tartva.

Kezdjiik a felmozgatast hatulrdl, a v, csicesal. Az el6z6ek szerint egy 1épésben
pont a [vo, ..., U;, Wy, ..., wy] (n+1)-szimplex pontjain megyitink keresztiil. Tehat A” x|
eléall |, [vo, ..., vi, w;, ..., w,| alakban, ahol az egymast kéveté 1épések pontosan az
[V0, oy Vg, Wit 1, ..., Wy] n-szimplexben metszik egymaést.

Formélisan legyen F' : X x| — Y az f és a g kozotti homotopia és legyen
o A? — X egy szingularis n-szimplex. Ekkor tudjuk képezni a kovetkez6 kom-
poziciot: F(o x 1) : A? x [ — X x [ — Y. Ennek segitségével definidlhatjuk a
P:Cu(X) — Cyy1(Y) linedris prizma operdtort:

n

P(o) =Y (=1)" (F(o x 1) | [0, 01, ., V3, Wi, Wig1, ooy Wy)) -

i=0
Geometriailag a prizma hatara el6all a felsé A”? x {1}, az alsé A”? x {0} és az oldalsé

OA? x | lapokbdl. Ezt algebrailag a kovetkezo formulaba tudjuk onteni:
8P:gﬂ—fﬁ—P8.
Valoban, a definiciékat felirva kapjuk, hogy

OP(0) =Y (=1)"(=1) (F(0 X 1) | [0, -wrs Bjy coey Vs Wiy ooy wi]) +
J<i
+ D (D=1 (F (o X 1) | [, oy Vi Wi oy gy wi])
Jj=i
melybdl az i = j esetén adddé teleszkopikus Osszeget kiejtve

OP(0) = (F(o x 1) | [0g, w1, ... wy]) — (F(o X 1) | [vg, -, Un, Wy]) —
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= (1T (F(o X D) | [vo, ooy By eony 03, Wi, oy w]) —

= (1 (=1 (F(o X 1) | [0, o, V1, Wi, ooy ey w]) =

= g:(0) — fs(o) — PO(0)
fgy P tényleg lanc homotopidt ad gy és f; kozott. Az Allités szerint ekkor
g« = fo: Hn(X) — H,(Y). O

3.2.11. Tétel. Ha f : X — Y homotopikus ekvivalencia, akkor az dltala indukdlt
fo: Hy(X) — H,(Y) leképezés izomorfizmus.

Bizonyitas. Ha f homotopikus ekvivalencia = 3 f': Y —— X homotopikus inverz,

hogy f'f ~1x és ff ~1y. Az Megjegyzés és az eléz6 tétel alapjan fLf. = 1x
and f.f. = 1y. = f. tényleg izomorfizmus H,(X) és H,(Y') kozott minden n-re. [

3.2.12. Kovetkezmény. Ha az X tér kontraktibilis, akkor H,(X) = 0 minden
n > 0-ra és Hy(X) = 7.
Relativ homolégia-csoportok és a hosszi egzakt soruk

Egy X topologikus tér, A C X altér part (X, A) térparnak neveziink. Az ilyen
térparokhoz is szeretnénk homoldgia-csoportokat rendelni, melyek feladata az intu-

itiv "modulo A” homoldégia leirasa.

3.2.13. Definicié. Egy (X, A), A C X térparhoz rendeljik a C,(X,A) ldnc cso-
portokat, ahol C(X,A) = Cn(X)/Cy(A). Mivel a 0 : Cp(X) — C,_1(X) hatdr-
homomorfizmus Cp(A)-t C,_1(A)-ba viszi, ezért egy 0 : Cp(X, A) — Ch1(X, A)
faktor-hatdr-homomorfizmust indukdl. Mivel a 0* = 0 azonossdg a faktorcsoportra

valo dttérés utan is megmarad, kapjuk a kovetkezd ldnckomplexust:
o Cu (X, A) S CUX, A D O (X A) = CHXL A) S Co(X, A) — 0.
Ennek homoldgia-csoportjai a H, (X, A) relativ (szinguldris) homoldgia-csoportok.

Vegyiik észre, hogy H, (X, A) elemei reprezentdlhatok relativ ciklusokkal: olyan
a € Ch(X) n-lancokkal, melyekre da € C,,_1(A). Egy ilyen « relativ ciklus akkor
és csakis akkor trividlis H, (X, A)-ban, ha 6 egy relativ hatar: 3 6 € Cpy1(X) és
v € C,(A), hogy a = 9 + 7.

3.2.14. Tétel. Tetszdleges (X, A) térpar esetén a kovetkezd sor egzakt:

. > H(A) = H(X) — H,(X,A) - H, 1(A) — ... = Hy(X,A) — 0.
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Bizonyitds. A C,(X, A) és a faktor-hatar-homomorfizmus definiciéja szerint a kévet-

kez6 diagram kommutativ:

00— C(A) — - Cp(X) — 2 O (X, A) —— 0

L I |
0—— Cpy(A) — C1(X) —5 Cy (X, A) —— 0.
fgy kapjuk a lanckomplezusok eqy rovid egzakt sordt, melybdl az Tétel

alapjan adodik a homoldgia-csoportok hosszi egzakt sora. O

A0 : Hy(X,A) — H,_1(A) hatér leképezés, mely részletes konstrukcidja az
1.2.10| Definiciéban taldlhatd, egyszertien leirhatéd: ha egy [a] € H, (X, A) osztalyt
egy « relativ ciklus reprezentdl, akkor [0a] a da H,_1(A)-beli ciklus homoldgia-
osztalya.

3.2.15. Megjegyzés. Az|1.1.28 Megjegyzés alapjan kénnyen adddik, hogy H, (X, A)

akkor és csakis akkor trividlis minden n-re, ha H,(A) = H,(X) minden n-re. Igy a

relativ homoldégia-csoportok tényleg a H,(X) és H,(A) kézotti kilonbséget mérik.

3.2.16. Tétel. (X, A), A # () térpdrok redukdlt homoldgia-csoportjaira is létezik

eqy teljesen analog egzakt sor:
o= Hy(A) = Hy(X) = Hy(X, A) = Hy_1(A) — ... = Hy(X,A) = 0.

Bizonyitas. Tekintsiik a kiterjesztett lanckomplexusok rovid egzakt sorat, mely a
nemnegativ szinteken a szokdsos 0 — C,,(A) — C,(X) — C, (X, A) — 0, és ki van
egészitve egy 0 — 7 L7Z-50-0 oszloppal a —1-edik szinten. Erre alkalmazva az
[1.2.9 Tételt kapjuk a kivant tételt. O

3.2.17. Kovetkezmény. (X, A), A # O térpdr esetén H,(X, A) = H,(X,A) min-

den n-re. Ezért az elilso jelolést a tovabbiakban nem is haszndljuk.

3.2.18. Példa. Felirva a redukdlt homoldgia-csoportok hosszu egzakt sordt (X, xg),
xo € X pdr esetén és felhaszndlva a Dimenzio Axiomdt, kapjuk a kovetkezd izomor-
fizmust: Hy(X, x0) = H,(X) minden n-re.

Relativ homolégia-csoportokra is ugyanigy miikodnek az indukalt homomorfiz-
musok: egy f : X —— Y folytonos fiiggvény, melyre f(A) C B; avagy formalisan
egy [ (X, A) — (Y, B) leképezés megad egy f; : Ch(X,A) — C,(Y, B) ho-
momorfizmust, mivel az f; : Cp(X) —— C,(Y) indukalt lanc leképezés C,,(A)-t
Cy(B)-be viszi. Az 0fy = f40 azonossig ugyanigy fenndll a relativ lancokra, mivel
mar az abszolut lancokra is fennall. fgy az fy egy lanc leképezés és az m Kovet-
kezmény szerint egy f, : H,(X, A) — H,(Y, B) homomorfizmust indukal a relativ

homolégia-csoportokon.
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3.2.19. Tétel. Ha az f,g : (X,A) — (Y,B) leképezések (X,A) — (Y, B)
leképezéseken keresztill homotdpok, akkor f. = g.: H,(X, A) — H,(Y, B).

Bizonyitds. A|3.2.10| Tétel bizonyitasaban szereplé P prizma operator jelen feltételek
mellett C,,(A)-t C,11(B)-be viszi, igy indukal egy P : C,, (X, A) — Cy11(Y, B) re-
lativ prizma operdtort. A faktorcsoportokra valé attérés megérzi a OP + PO = g4 — f;

formulat, igy a relativ prizma operator lanc homotoépiat ad f; és gy kozott. = az

Allités szerint f« és g, megegyezik a relativ homologia-csoportokon. O

3.2.20. Megjegyzés. Az (X, A) térpdr hosszu egzakt sordnak kénnyd dltaldnositdsa
az (X, A,B), BC AC X hdrmas hosszi egzakt sora:

..~ H,(A,B)— H,(X,B) > H,(X,A) - H,_ 1(A,B) — ...

Ez az alabbi rovid egzakt sorokbdl dllo, ldnckomplexusok rovid egzakt sorahoz tarozo
homoldgia-csoportok hosszi egzakt sora az[1.2.9 Tétel alapjdn:

0— Ch(A,B) = Ch(X,B) = Cn(X,A) = 0.

A B-t egy A-beli pontnak vélasztva, az (X, A, B) hdrmas hosszi egzakt sora
visszaadja az (X, A) parhoz rendelt redukalt homolégia-csoportok egzakt sordt a
3.2.18| Példa alapjan.

Kivagas és a jo parok egzakt sora

A Kivagasi Tétel a relativ homologia-csoportok azon alapveto tulajdonsagat irja
le, hogy mikor nem valtoztatja meg a H, (X, A) relativ csoportot egy Z C A altér

torlése.

3.2.21. Tétel (Kivagasi Tétel). Legyen (X, A) topologikus térpdar és Z C A C X
olyan altér, melyre ¢l Z C int A. Ekkor az (X \ Z,A\ Z) — (X, A) bedgyazds
Hy(X \ Z, A\ Z) — H,(X,A) izomorfizmust indukdl minden n-re. Ekvivalens
dtfogalmazdsa, hogy olyan A, B C X alterekre, melyek belseje fedi az X -et, a termé-
szetes (B, AN B) — (X, A) bedgyazds H,(B,AN B) —s H,(X,A) izomorfizmust

mndukdl minden n-re.

A két megfogalmazds kozotti atvéltast a B = X'\ Z és a Z = X \ B azonositasok
adjak. fgy ANB = A\Z,ésacl Z Cint A feltétel ekvivalens az X = int AUint B
feltétellel.

A Kivéagasi tételnek a masodik megfogalmazasat fogjuk belatni. A bizonyitas

otlete a szimplexek baricentrikus finomitas segitségével valo kicsinyitése, hogy ezaltal
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a képeik egészen az A-ban vagy egészen a B-ben legyenek, igy mar a lanccsoportok
szintjén biztositani tudnank az megfeleltetést.

Metrikus térben a ”kicsiséget” atmérovel tudjuk mérni, dltalanos terekben azon-
ban fedésekkel: egy X topologikus tér esetén legyen | J = {U;} az X altereinek olyan
gytjteménye, melyek belsejei az X egy nyilt fedését adjak. Szemléletesen azokat a
szinguléaris szimplexeket tekinthetjiik kicsinek, melyek képe teljes egészében vala-
mely Uj;-ben van. Azt akarjuk beldtni, hogy | tetszéleges vélasztdsa esetén mér
ezek a kicsi szimplexek is meghatarozzak a szingularis homoldgia-csoportokat, igy a

Kivéagasi Tételhez sziikséges baricentrikus finomitds nem valtoztatja meg azokat.

Jelolés. Jeloljik CTLLJ(X)—eZ Cn(X) azon részcsoportjdt, mely csak olyan ), n;o;
ldncokat tartalmaz, amelyekben minden o; képe teljes egészében valamely Uj-ben
van. Vegyiik észre, hogy a 0 : Cp(X) — Cp,—1(X) hatdr-homomorfizmus C’,LLJ(X)—et
C’TLLJ_l(X )-be viszi, igy a CyLLJ(X ) csoportok lanckomplezust alkotnak. Ezen lanckomp-
lexus homoldgia-csoportjait jeloljiik H%J(X)—el.
3.2.22. Tétel. A : C’,LLJ(X) — Cn(X) bedgyazads egy ldnc homotopikus ekvivalencia,
azaz létezik olyan p : Cp(X) —> C’,%J(X) ldnc leképezés, hogy Lp és pu is ldnc homotdp
az identitdssal. Igy v indukdl egy HTLLJ(X) ~ H,(X) izomorfizmust minden n-re.

A tétel bizonyitasa elott egy kitérot kell tenniink a baricentrikus finomitas defi-
nialasa és megértése céljabol.
3.2.23. Definicié. A [vg,...,v,| dltaldnos szimplex baricentruma (vagy sulypontja)

az ab =Y tv; pont, mely baricentrikus koordindtdi mind megegyeznek, azaz minden
i-ret; =1/(n+1).

A baricentrikus finomitast induktiv médon definialjuk:

3.2.24. Definicié. n = 0 esetén a [vy] baricentrikus finomitdsa [vo], sajdt maga.
A [vg, ..., v,] szimplex baricentrikus finomitdisa a szimplex felbontdsa [b,wo, ..., W, 1]
alaki n-szimplexekre, ahol [wy, ..., wn_1] egy (n—1)-szimplex valamely [vo, ..., Vi, ..., Uy]

oldal baricentrikus finomitdasaban.

Az dbran az n = 1,2 és az n = 3 eset egy részlete lathato:

U1 V2

Vo (%1

>
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3.2.25. Kovetkezmény. Az induktiv definicicbol kovetkezik, hogy [vg, ..., v,] bari-
centrikus finomitdsdban szerepld szimplexek csicsai sorra a k-dimenzios [vyy, ..., v;,]
oldalak baricentrumai: 3 ; 1/(k+1)v;;, ahol k megy 0-tl n-ig és a [vi, ..., v, ] oldalak

ldncot alkotnak a tartalmazdsra nézve.

3.2.26. Megjegyzés. Ennek megfeleléen a baricentrikus finomitds n-szimplexei
azonosithatoak a v; csiucsok permutdcidival: eqy ™ € S,11 permutdcidhoz tartozo n-
szimplex cstucsai SOTTa @ [Ux(0), Un(1), ---, Un(k)] k-szimplexek baricentrumai. fgy kony-
nyen ldthatd, hogy egy n-szimplex egy baricentrikus finomitdsi lépés sordn (n + 1)!

n-szimplexre bomlik.

A baricentrikus finomitas célja a szimplexek méretének, jelen esetben atmérojé-
nek csokkentése. Elemi geometriai érvelés mutatja, hogy a szimplexek atméroje min-
dig két csticsuk kozott vétetik fel. Mivel a baricentrum legfeljebb n/(n+1)(diam A™)-
re lehet az eredeti szimplex csiicsaitol, = indukcid segitségével konnyen belathaté a

kovetkezd allitas:

3.2.27. Allitas. A [V, -, Up] baricentrikus finomitdsdban minden szimplex dtmérdje

legfeljebb n/(n + 1)-szerese a [vy, ..., v,] dtmérdjének.

Ezen allitas ereje abban &ll, hogy a szimplex alakjatol fiiggetlen felsé korlatot
mond a baricentrikus finomitas szimplexeinek atméréjére. Ennek megfelel6en ismé-
telt baricentrikus finomitdssal [vy, ..., v,] tetsz6legesen kicsi atméréjii szimplexekre
bonthaté: (n/(n+1))" — 0 ha r — oo.

A Tétel bizonyitasa. A tételben szereplé p homomorfizmust a baricentrikus
felbontasbdl szeretnénk megkapni. Azt szeretnénk, hogy a p a szingularis szimplexe-
ket addig finomitsa, mig a finomitasban szereplé szimplexek képe teljes egészében
valamely Uj;-be esik, igy egy C,(X)-beli szingularis n-szimplexhez hozzarendeljen
egy C’%"(X )-beli n-lancot. Ehhez elészor linedris lancokra kell definidlnunk a bari-

centrikus finomitas operatorat.

3.2.28. Definicié. Legyen Y egy konvexr halmaz valamely euklideszi térben. Ekkor
a AT — Y linedris leképezések a Cn(Y) egy LC,(Y)-al jelolt részcsoportjat ge-
neraljak, melynek elemeit nevezzik linedris lancoknak. A 0 : C,(Y) — C,_1(Y)
hatdr-homomorfizmus LC,(Y)-t LC,_1(Y)-ba viszi, igy a linedris lancok eqy rész-
komplexusdt adjdk a szinguldris lanckomplezusnak. Az eqyszeriibb érvelés érdekében
egészitsik ki ezt a ldinckomplexust egy [(] tres szimplex dltal generdlt LC'_1(Y) = Z

lancesoporttal, ahol Ofwe] = [B] minden [wp] 0-szimplezre.
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3.2.29. Megjegyzés. Egy A\ : AT —— Y linedris leképezést meghatdrozzdk a v;
csucsokon felvett w; értékei, ezért sokszor erre a \ leképezésre csak mint [wo, ..., w,]

hivatkozunk.

Jel6lés. Minden b € Y pont esetén azt az LC,(Y) — LC,1(Y) homomorfizmust,

melyet a bdziselemeken a kévetkezd azonossdg definidl:
b([wo, ..., w,]) = [b, wo, ..., wy],

jelolgik szintén b-vel.

Geometriailag nézve ez a leképezés a b cstcsu kupoperdtor, mely egy linearis
ldnchoz hozzérendeli a {61é emelt b csticst kipot reprezentdld (n + 1)-ldncot. Egy

ilyen kip hatara az eredeti lanc és a lanc hatéara feletti kup uniéja:

3.2.30. Allitas. A bdziselemeken Ob([w, ..., wy]) = [wo, ..., wn] — b(Awy, ..., wy)).

= A linedris kiterjesztést kovetoen:
Ob(A) =X —=b(0N), VA € LC,(Y). = 0b+ b0 = 1.

Erre épitve definidlhatjuk az S : LC,(Y) — LC,(Y) finomité homomorfizmust

a kovetkezoképpen:

3.2.31. Definicié. Legyen LC,(Y) > A : AT — Y egy generdtor és by a baricent-
rum képe. Ekkor az S finomito homomorfizmus képe a A-n, a baricentrikus finomitds
Definicigjanak megfelelden, legyen induktivan S(\) = by(SON), ahol by a meg-
feleld kipoperdtor. Az indukcio S([0]) = [0]-al indul, az S : LC,(Y) — LC,(Y)

homomorfizmust a generdatorokrodl linedarisan kiterjesztve kapjuk.

3.2.32. Megjegyzés. S az identikus leképezés LC_1(Y )-on, sét LCy(Y )-on is, mi-
vel S([wo]) = wo(SOlwol) = wo([0]) = [wol.

3.2.33. Megjegyzés. Amennyiben \ : A — Y egy linedris bedgyazds, melynek
képe egy [wy, ..., wy,| dltaldnos n-szimplez, akkor S(X\) pontosan a [wo, ..., w,] bari-

centrikus finomitasaban szerepld n-szimplexek bizonyos eldjelekkel elldtott osszege.

3.2.34. Allitas. Az S ldnc leképezés, azaz S = SO.

Bizonyitds. A Megjegyzés alapjan S = S0 az LCy(Y )-on. Magasabb n-ekre
indukciéval bizonyitunk: SA = 9b\(SON) =

— SOA — brA(SON) a Allftés alapjan 9by = 1 — by

= SO\ — by(SO0N) az indukcids 1épés miatt

= SO\
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Geometriailag latjuk, hogy az S nem valtoztatja meg szimplexet, ezt a homo-
logikus algebraban egy lanc homotoépiaval tudjuk érzékeltetni: az S és az 1 kozott
egy olyan T : LC,(Y) —— LC,1(Y) lanc homotoépiat keresiink, mely beleillik a

kovetkezo kommutativ diagramba:

i — LC(Y)———— LC1(Y) ———— LCy(Y) ———— LC 41(Y) ——0

{l | e

i —— LCy(Y) ———— LC1(Y) ———— LCy(Y) ————— LC_1(Y) —— 0.

Jelolés. T': LC,(Y) — LC,+1(Y) jelolje azt a lanc homotopidat, mely LC_1(Y)-on
azonosan 0, magasabb n-re pedig indukcidval definidljuk: TA = by(\ — TON).

A formuldhoz vezeté geometriai motivacio egy induktivan definidlt finomitasa
a A x [-nek, melyet ugy kapunk, hogy a A” x {0} U JA” x | minden szimplexét
Osszekotjitk A” x {1} baricentruméaval. Az dbra az n = 2 esetet mutatja. 7' valéjaban

ennek a finomitasnak a képét veszi a A? x | — A” kanonikus vetitésnél.

3.2.35. Allitas. Az tgy definialt T' valoban lanc homotopia S és az 1 kozotl, azaz
or+To=1-S5.

Bizonyitds. LC_1(Y )-on trividlisan teljesiil. n > 0-ra indukciéval: 0T'X =
= by(\ — TON)

= X\ =TI\ — by[OX — AT (D)) a Allitds alapjén by =1 — b0
=A—TOXN = b,[S(ON) +TO(0ON)]  az n-re vett indukcié alapjan
=A—=TO\— S\ a Definicié alapjan S(A) = by(SOA). O

Mostmaér elhagyhatjuk az LC_1(Y)-t és a 9T +T0 = 1 — S azonossag tovabbra

is teljesiil, mivel rajta a 7" nulla volt.

3.2.36. Definicio. Az dltaldnos lancok baricentrikus finomité homomorfizmusa le-
gyen az az S : Cp(X) — Ch(X) leképezés, mely minden o : AT —— X szinguldris
n-szimplezhez So = 0ySA7-et rendel hozza. Itt AL alatt a AL —— A7 identikus

leképezést, mint eqy Y konvex euklideszi halmazba valo leképezést értunk, igy alkal-

mazhatjuk a|3.2.31 Definiciot.
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Mivel SAT a A? baricentrikus finomitasaban szereplo n-szimplexek el6jeles Ossze-

ge, igy So a megfelelo el6jeles Osszege a o megszoritasainak ezekre az n-szimplexekre.

3.2.37. Allitas. 9S = SO

Bizonyitds. S lanc leképezés, ugyanis: 0S0 = doySAL = 0;0SA] = 04,SOAY =
=0yS (3,(—1)'A}) ahol A" a A" j-edik oldala

= >i(=1) o SAY

= >2,(=1)'S(a|A})

=S (32,(=1)(e]A})) = S(90). 0

3.2.38. Allitas. Amennyiben T-t olyan Cyn(X) — Chni1(X) homomorfizmusként
definidljuk, melyre To = oyTAY, akkor teljesil a 0T +T0 =1 — S azonossdg.

s/

Bizonyitdas. 0To = 0oy TA? = 0y0TA? = oy(AY—SAY—TOAY) = 0 —So—oyTOA”
=0 —So—T(0o) a3.2.37| Allités bizonyitasahoz hasonléan. O

Ahhoz, hogy a szimplexek képét teljes egészében valamely U; € (J-ba tudjuk
kicsinyiteni, iteralnunk kell a baricentrikus finomitast. Ezért fontos a kovetkezo

észrevétel:

3.2.39. Allitas. Legyen D,, a > ocicm T'S": Cn(X) — Cryr(X) homomorfizmus.
Ekkor D, ldinc homotdpia 1 és S kozott.

Bizonyitds. 0D,, + D,,0 =

= ) (0TS +T50) =

0<i<m

= ) (TS +T0S") =

0<i<m
= Y (0T+T0)S" =
0<i<m
=) [1-99=
0<i<m

=1-5.

O
Az abra a Dy egy részét mutatja.
Adott o : AT — X szinguldris n-szimplex esetén tekintsiik a A? kovetkezo nyilt

fedését: |J = {o~1(int U,)}. Ekkor létezik olyan legkisebb m(c), hogy S™) (o) méar
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benne van C (X)-ben, mert az S™)(A") szimplexeinek &tmérdi elég nagy m-re

mar kisebbek a fedés Lebesgue szaménal.

Jelolés. Legyen D : C,(X) — Chi1(X) az a homomorfizmus, mely minden szin-

guldris o : A} —— X n-szimplexre Do = Dy, 50

Ehhez a D-hez szeretnénk olyan p : Cp(X) — C9(X) C Co(X) leképezést

taldlni, melyre D lanc homotépiat ad 1 és tp kozott.
3.2.40. Definicid. Legyen tehdt p =1 — 0D — DO. Ekkor p ldnc leképezés ugyanis
Op(o) = 0o — d0Do — 0DIJo = 0o — dDOo,
p(0c) = 0o — 0DIo — DOO = do — 0DIo.
A p C,(X)-et tényleg C’YLLJ(X)-be viszi, mivel
p(c) =0 — Do — D(35) = 0 — Dy 0 — D(90) = S™ Vg + Dyyy(90) — D(00)

a Allitas alapjén. Az S™)g benne van C’TLLJ(X)—ben m(o) definici6ja alapjén.
A maradék D, ) (00)—D(90) tag Do) (0:) = Di(o,)(0;) alakil tagok linedrkombiné-
cidi, ahol 0; a o megszoritasai A? i-edik oldaldra, tehat m(o;) < m(o), igy
Din(o)(0:) = Doy (05) = > TS
jzm(oi)

és ezek a CY(X)-ben vannak, mivel T CY(X)-t CY(X)-be viszi.

Igy p-t tekinthetjiik mint C,(X) — cY (X) ldnc leképezést, melyre a
Definicié alapjan 0D + DO = 1 — 1p, ahol ¢ a C’P(X) — C,(X) bedgyazas. S6t,
p. = 1, mivel D = 0 a C’}H(X)—en. Ezzel belattuk, hogy p a ¢ lanc homotdpia

homotopikus inverze. O

A Tétel bizonyitdsa. Térjlink vissza a Kivdgdsi Tétel masodik megfogalmaz-
asanak bizonyitasdhoz: legyen X = intA U intB. Jeloljik C,, (A + B)-vel a C}LJ(X),
U = {A, B} fedéshez tartozé ldncesoportokat. Felhasznaljuk az el6z6 bizonyités
végén kapott 0D + DO = 1 — 1p és p. = 1 azonossagokat. Mivel minden, az ezen
formulakban szereplo leképezés A-t A-ba viszi, igy faktorleképezéseket indukélnak,
ha faktorizdlunk az A-beli lancokkal. Ezek a faktorleképezések tovabbra is automati-
kusan teljesitik a korabbi azonossdgokat, igy a Cp,(A + B)/Cy(A) — C,(X)/C,(A)
bedgyazas izomorfizmust indukal a homoldgia-csoportokon. Emellett a beagyazas
altal indukélt C,,(B)/Cn(ANB) — C,(A+ B)/C,(A) leképezés maga is izomorfiz-
mus, ugyanis mindkét faktorcsoport szabad, és bazisukat alkotjak azon B-beli szin-
gularis n-szimplexek, melyek képe nincs az A-ban. fgy kapjuk a kivant, beagyazas
altal indukalt H, (B, AN B) = H,(X, A) izomorfizmust.

O
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A Kivagasi Tétel segitségével kapjuk az egzakt sort mely Osszekoti a teret, az

alteret és a beloliik képzett faktorteret:

3.2.41. Tétel. Legyen X egy topologikus tér, A egy nemdiires zdrt altere, mely de-

formdcios retraktuma valamely X -beli kérnyezetének. Ekkor a kovetkezd sor egzakt:
o Hoy(A) =55 Hy(X) 25 Hy(X/A) -2 Hy 1(A) = ... — Ho(X/A) — 0,
ahol i a bedgyazds, mig j az X — X/A faktorleképezés.

A 0 leképezést a bizonyitas soran konstrudljuk meg. Az intuicié mogotte az,
hogy egy = € H, (X /A)-beli elem reprezentalhaté egy X-beli o lanccal, melynek da
hatéra egy A-beli ciklus, melynek homolégia-osztélya 0z € H,_1(A).

Elnevezés. Azokat az (X, A) pdrokat, melyek eleget tesznek a tételbeli feltételeknek
Jo paroknak fogjuk nevezni. Példaul, ha X eqy CW-komplexus, A pedig egy nemiires
részkomplezus, akkor az (X, A) jé pdr a[2.2.0 Tétel alapjdn.

A tétel bizonyitasdhoz a [3.2.16| Tételbeli egzakt sorban szeretnénk H, (X, A)-t
H,(X/A)-val helyettesiteni. Ezt teszi lehetévé az aldbbi lemma:

3.2.42. Lemma. (X, A) jo pdrok esetén a q : (X, A) —> (X/A, AJA) faktor-
leképezés qo : Hn(X,A) — H,(X/A,AJA) = H,(X/A) izomorfizmust indukdl
minden n-re, ahol az utobbi azonositdst a Példa adja.

Bizonyitds. Jelolje V' A-nak azon X-beli kornyezetét, mely deforméacidésan retrahél-

hato ra. Ekkor kapjuk a kovetkezo kommutativ diagramot:

H, (X, A) = Hy(X,V)e—————— H, (X \ A,V \ A)

lq* lq* qu*

Hy(X/A, AJA) ——=— 5 H,(X/A, V/A) «—— H,(X/A\ AJA, V/A\ A/A).

A H,(V, A) csoportok trividlisak minden n-re a Megjegyzés alapjén, mivel
a deformdciés retrakcié miatt a (V, A) par hosszi egzakt sordban H,(A) = H, (V).
Igy viszont az (X, A, V) harmas hosszi egzakt sordban a H, (X, A) — H,(X,V),
azaz a diagram bal fels6, leképezése izomorfizmus. Mivel V' deformaciés retrakcidgja
az A-ra indukél egy V/A —— A/A deformaciés retrakciét, igy hasonld indoklédssal a
bal als6 leképezés is izomorfizmus. A masik két vizszintes leképezés a Kivagasi Tétel
alapjan ad izomorfizmust.

A jobboldali fiiggéleges q. leképezés is izomorfizmus, ugyanis az A komplemen-

« e, s s

azonossag, abbdl pedig a |3.2.41| Tétel. [
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3.2.43. K6vetkezmény. H,(S") = Z és H(S™") =0, Vi # n.

Bizonyitds. n > O-ra vegyiik az (X, A) = (D", S"!) pért, igy X/A = S™. A hosszi
egzakt sor H;(D") tagjai 0-k, mivel D" kontraktibilis. = a H;(S™) — H;_1(S™ )
homomorfizmusok izomorfizmusok minden i > 0-ra és Hy(S™) = 0. n-re vett indukeié

alapjan kapjuk a kivdnt azonossagot, kezdve S%-al, amire a kovetkezmény a és
a Tételek alapjan igaz. O

Keressiik meg a ﬁn(S") egy generatorat. Ehhez sziikséglink van az aldbbi észre-

vételre:

3.2.44. Példa. A (D",0D") par redukdlt homoldgia-csoportokra vonatkozd relativ
hosszi egzakt sordban a H;(D™, 0D™) 2, H;_1 (8™ leképezések izomorfizmusok,

mivel H;(D™) = 0 minden i-re. Igy kapjuk, hogy
H,(D",0D™) = Z, hai=n és0 egyébként.

(D™, 0D™)-et lecserélve az ekvivalens (AL, 0AY) pdrra, n-re vett indukcid segitségé-
vel be fogjuk latni, hogy az i, : Al ——= Al identikus leképezés, mint szinguldris
n-szimplex, egy generdld relativ ciklusa H, (A?, OAT)-nek. Valoban, n = 0 esetben
tényleg generdtort reprezentdl a[3.2.1], a[3.2.5 Tételek és a[3.2.1§ Példa alapjin. Az
indukcios lépéshez legyen N C Al a AT egy kivételével az dsszes (n — 1)-dimenzios

oldaldnak unioja. Ekkor a kovetkezd leképezések izomorfizmusok:
H, (A" 9A") —=— H, (DA, A) +—— H,_1 (A1 A" ).

Az elséd izomorfizmus a hatdr leképezés a (AL, 0A”, N) hdrmas egzakt sordban, mely-
nek H; (A", A) tagjai nulldk a Lemma bizonyitdasaban szereplokoz hasonloan,
ugyanis A7 deformdciosan retrahalhato a A alterére. A mdasodik izomorfizmust az
i A" QA" bedgyazds indukdlja, ahol A™' a A" azon oldala mely nincs
benne a A-ban. n = 1 esetén az ¢ mdr a ldncok szintjén izomorfizmust ad, n > 1-
re OA"Y nemiires, igy j6 pdrokkal dolgozunk és az i homeomorfizmust indukdl a
AT QAT ~ QAT /A faktortereken. Az indukcids lépés onnan kovetkezik, hogy az
in ciklus az elsd izomorfizmusndl a 0i, ciklusba megy, amely megegyezik +1,,_1-el
Cr_1(OA” A)-ban.

3.2.45. Példa. Ahhoz, hogy megkeressiik a [:In(S”) eqy generalo ciklusdt, tekintsink
S™-re, mint két A7 és AL n-szimplex unidjara, melyek hatdra a csicsok sorrendjét
megorizve van azonositva. A AT — AL kulonbség, mint szinguldris n-ldnc igy tényleg
ciklus, és azt allitjuk, hogy & generdlja ]:In(S")—t. Ennek beldtdsdhoz tekintsik a

kovetkezo izomorfizmusokat:
H,(S") —— H,(S", A}) +—— H, (A}, A}
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ahol az elsé izomorfizmus az (S™, AL) pdr hosszi egzakt sordbdl kévetkezik, mig
a mdsodik a nemtrividlis n > 0 esetekben az elézdekhez hasonloan a faktorterek-

re valo dttérésbol adodik. Ezen izomorfizmusok alatt a A} — AL ciklus azonosul a

H, (AT, 0AY)-beli A} ciklussal, mely a|3.2.44 Példa szerint generdlja a csoportot.
CW-komplexusok esetén a kivagasi tulajdonsag részkomplexusokra is teljestl:

3.2.46. Kovetkezmény. Ha X eqy CW-komplexus, mely az A és B részkomplezus-
ainak unidja (AN B # 0), akkor a (B,AN B) — (X, A) bedgyazds a homoldgia-
csoportokon H,(B,AN B) — H,(X, A) izomorfizmust indukdl minden n-re.

Bizonyitds. A Tétel alapjan a CW-parok jo parok, igy a Lemma alapjan
attérhetiink a faktorterek redukalt homoldgia-csoportjaira, ahol B/(AN B) és X/A

homeomorfak. ]

3.2.47. Kovetkezmény. Egy \/, X, €kszorzatl esetén azi, : Xo =\, Xo bedgya-
2450k @ iax : D, Ho(Xo) — Hy(\V,, Xa) izomorfizmust indukdlnak

Bizonyitdas. A |3.2.18| Példa alapjan attérhetiink bazispontra relativ homologiara,
ezekre az allitas a |3.2.42] Lemma alapjan teljesiil, tekinthetve a kovetkezd szer-

eposztast: (X, A) = ([[, Xa, [1{za}) = [1,(Xa, za). O

3.2.48. Allitas. Legyen (X,A), AC X térpdr ésr: X — A egy retrakcid, azaz
ri =1, aholi: A — X a bedgyazds. Ekkor az indukdlt i, : H,(A) — H,(X)
leképezés injektiv, ugyanis r.i, = 1. Innen kévetkezik, hogy az (X, A) par hosszi
egzakt soraban a O leképezések trividlisak, igy a hosszi egzakt sor rovid egzakt sorokra

esik szét:
0 — Hy(A) 2 Hy(X) 2 H, (X, A) — 0.

A Hasaddsi Lemma alapjdn az ri, = 1 azonossdgbol kovetkezik, hogy ez a rovid
egzakt sor szakad. Tehdt eqy r : X —— A retrakcio H,(X) = H,(A) & H,(X, A)

izomorfizmust ad a szinguldris homolégia-csoportokon.

Természetesség
Az[1.2.11) Tétel alapjan a teljesiil a kovetkezo:

3.2.49. Allitas. A térpdrokhoz rendelt hosszi egzakt sor természetes, azaz tetszdle-
ges (X, A) és (Y,B) térpar és f : (X, A) — (Y, B) figguény esetén a kivetkezd
diagram kommutativ:

e Hy(A) — S H(X) —L 5 Hy (X, A) —2 5 Hy (A) —— ..

A

.— > H,(B)— = H,(Y)—  H,(Y,B)—2— H, {(B)— ...



Hasonlban igaz ez a tobbi korabban felmeriilé egzakt sorra is:

3.2.50. Allitas. Tetszoleges térpdrok esetén a redukdlt-, térharmasok esetén a hoz-
zajuk rendelt relativ szinguldris homologia-csoportok hosszu egzakt sora €s jo parok

esetén al|3.2.41 Tételbelv egzakt sor is természetes.

Bizonyitds. Az elso két esetben egyszertien alkalmazhaté az|1.2.11| Tétel, a harmadik

esetben a kovetkezo diagram kommutativitasat szeretnénk beldtni:

S H (A — (X)) — T (XA — 2 (A) ——

b !

.—— H,(B) —=—— H,(Y) —L— H,(Y/B) —2—— H, (B) — ...

ahol i és j a bedgyazdst és a faktorleképezést jeloli, mig f az X/A — Y/B indukalt
leképezést. Az elsé két négyzet kommutal, mivel fi = if és fj = jf. A harmadik

négyzet kibomlik a kovetkezé kommutativ diagramra:

Ho(X/A) —2 s H,(X/A, AJA) —L—— H (X, A) —2—— H, 1(A)

|+ | | e

A,(Y/B) —%— H,(Y/B,B/B) «—~—— H,(Y, B) —2— H,_,(B).

Az elso és a harmadik négyzet kommutativitasa a korabbiakbdl kovetkezik, a masodik

pedig az fj = jf azonossig kévetkezménye. O]

Mayer-Vietoris sorok

A (X, A) térparok homoldgidginak hosszu egzakt sora mellett 1étezik egy mésik
hosszu egzakt sor, a Mayer- Vietoris sor, mely méginkabb hasznosithat6 a homoldgia-

csoportok kiszamolasakor.

3.2.51. Tétel. Legyen X topologikus tér, A, B C X alterek, hogy X = int AUint B.
Ekkor kapunk eqy egzakt sort:

Ho(ANB) - H,(A) & H,(B) -2 H,(X) -2 H, (AN B) =

Bizonyitds. Jeloljik C,(A+ B)-vel a C,,(X) azon részcsoportjat, melyet az A-beli és
a B-beli ldncok alkotnak, mint a [3.2.21] Tétel bizonyitésédban. Tekintve a C.,(A+ B)-
k dltal képezett részlanckomplexust, a Tétel alapjan a C,,(A+ B) — C,(X)
bedgyazas izomorfizmust indukal a homoldgia-csoportokon. A Mayer-Vietoris sort a
kovetkezo rovid egzakt sorokbdl allo, lanckomplexusok rovid egzakt sorahoz rendelt

homolégia-csoportok hosszu egzakt soraként kaphatjuk meg:
0= Co(AN B) 25 CW(A) @ Co(B) 2 Cu(A+ B) — 0,
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ahol a p(z) = (z,—x), mig ¥(x,y) = x + y. Az egzaktsdg ellenérzéséhez vegyiik
észre, hogy ¢ injektiv, Yo = 0 és Ker ¢ C Im @, mivel ¥((z,y)) = 0= x+y =
0 = x = —y és igy teljesiil, hogy = € C,(AN B); mig ¥ a C,,(A+ B) definicija
alapjan sziirjektiv. Mivel a C,,(A + B) — C,(X) bedgyazés izomorfizmust indukal
a homoldgia-csoportokon, az [1.2.9) Tétel alapjan kapjuk a kivant 4llitast. O

A0: H,(X)— H,_1(AN B) leképezés konnyen explicitté tehetd. Egy H,(X)-
beli a osztalyt reprezentaljon egy z ciklus, akkor 6t ismételt baricentrikus finomitas-
sal fel tudom bontani A-beli és B-beli lancok = + y 0sszegére. Mivel z egy ciklus, =
r+yisaz. = d(r+y) =0r+0y =0 = a (0x,0y) € C,_1(A) & C,,_1(B) par
benne van a ¢ leképezés képterében, sét (0x,dy) = (Ox, —0z) = p(dx). Ekkor az
Definicié alapjan da = 0[z] = d[z + y] = [0x] = [-0y] € H,—1(AN B).

3.2.52. Tétel. Legyen X topologikus tér. A, B C X, X = int AUint B alte-
rek esetén létezik eqy formdlisan megegyezé Mayer-Vietoris sor redukdlt homologia-

csoportokra is.

Ehhez a lanckomplexusok rovid egzakt sorat a kovetkezoképpen kell kiegészite-

nunk:

0—— Cy(A N B) —2 Cy(A) & Cy(B) —2 Co(A + B) —— 0

0 7 L 707 Z 0.

3.2.53. Megjegyzés. Az X tér olyan X = AU B felbontasdra is létezik Mayer-
Vietoris sor, amikor az A és a B deformdcios retrakcioi az U és V' kornyezeteiknek
és az UNV deformdcidsan retrahdlhaté AN B-re. Ilyenkor az Ot Lemma alapjin a
Cn(A+ B) = C,(U+V) leképezések izomorfizmust indukdlnak a homolégidkon, igy
a Cpo(A+ B) — C,(X) bedgyazdsok is, ami mellett mdr kénnyen addédik a Mayer-

Vietoris sor.

3.2.54. Példa. Egy X CW-komplezus és A, B részkomplerusai esetén, melyekre
X =AUB, azU és a'V kirnyezeteket vdlaszthatjuk N.(A)-nak és N.(B)-nek és igy
a Megjeqyzés és a Tétel alapjdn alkalmazhatjuk az el6z6 megjeqyzésben

taglaltakat, tehdt ebben az esetben is egzakt a Mayer-Vietoris sor.

Homologia egyiitthatdkkal

Az eddig tanulmanyozott homoldgia-elméletnek létezik egy egyszerti altalanosi-
tasa, mely bizonyos esetekben technikai elényokkel jar. Ismételjiik &t ehhez a C,,(X)

lanc-csoportok definiciéjat. Ezek olyan szabad Abel-csoportok, melyek generatorai
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az Osszes szinguldris n-szimplex, igy elemei a ). n;0;, n;, € Z alaki lancok. Ha
most az n; egyutthatoékat a Z helyett egy tetszoleges G Abel-csoportbdl vessziik,
megkapjuk a C,(X; G) G egyiitthatds lancesoportokat, melyek az eredetivel analog

médon definidlt 0 hatar-homomorfizmusokkal ldnckomplexust alkotnak.

3.2.55. Definicid. Tetszdleges X topologikus tér, G Abel-csoport esetén a C.(X; G)
lanckomplezus H,(X;G) homolégia-csoportjait nevezzik az X G egyiitthatos ho-
moldgia-csoportjainak. Eqy A C X altér esetén a G egyiitthatos H,(X, A; G) relativ
homoldgia-csoportokat a C,(X, A; G) = Cp(X; G)/CL(A; G) faktorcsoportokbdl, mint

lanccsoportokbol, allo lanckomplexusbol kaphatjuk meg.

3.2.56. Megjegyzés. ﬁn(X; G) G egyiitthatos redukdlt homoldgia-csoportokat kap-
hatunk, ha a C.(X; G) ldnckomplexust kiegészitjik az e : Co(X; G) — G homomor-
fizmussal, melyre (>, n0;) = >, n;, n; € G; és vesszik az igy kapott

W= Cr1(X5G) = Co(X;G) = Crs i (X;G) = .o = Co( X G) = G — 0
lanckomplezus homoldgia-csoportjait.

Minden korabban belatott tétel és azonossag igaz a G egyiitthatés homoldgia-
csoportokra is, mivel ezen bizonyitasokban nem hasznaltuk ki, hogy az egytitt-
hatécsoport a Z. A kiilonbségek csak a konkrét szamitasok esetén nyilvanulnak meg,
igy példaul, ha X egy pont, akkor Hy(X;G) = G és H,(X;G) = 0, minden n > 0-ra.
Ennek megfeleléen Hy,(S*;G) = G és H,(S*:G) =0, ha n # k.

3.2.57. Megjegyzés. Veqgyiik észre, hogy egy p : Gy — Go homomorfizmus tetszo-
leges (X, A) topologikus térpdr esetén linc leképezést indukdl a C.(X, A;G1) és a
Cu(X, A; Go) ldnckomplezusok kozdtt, ugyanis o0 = Op. FEkkor az Kovet-
kezmény alapjan kapunk eqy p. : Hn(X, A;Gy) — H,(X,A;G2) homomorfiz-
must. Ezen indukalt leképezés, mivel a lancoknak csak az egyiitthatoira hat, konnyen
lathatoan felcserélheté minden f : (X, A) — (Y, B) folytonos figgvény dltal in-
dukalt f. homomorfizmussal, sot a hosszi egzakt sorok kozott is kommutativ diagra-

mot ad.

3.3. A homolégia-csoportok axiémai

A homoldgia ereje abban rejlik, hogy a szamitasok soran gyakran nem is a de-
finicio, hanem sokkal inkabb az el6z6 fejezetben bizonyitott tulajdonsagok keriilnek

elétérbe. Ennek megfelelden az axiomatikus megkozelités is lehetséges.
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A relativ homolégia-csoportok axiomai

3.3.1. Definicié ( (Bredon, 1995) alapjin). Egy (relativ) homoldgia-elmélet min-
den (X, A) topologikus térpdrhoz rendel Abel-csoportok egy h,(X, A) sorozatdt (fel-
tehetd, hogy n > 0), és minden f : (X,A) — (Y,B) folytonos leképezéshez
fe t hp(X, A) — h, (Y, B) homomorfizmusok sorozatdt, gy, hogy az (fg)« = fig«
és az 1, = 1 azonossagok teljesiiljenek, és a hozzdrendelés megfeleljen a kovetkezd

axiomaknak:
1. (Homotépia Axioma) Ha f ~ g, = f.=g.: ho(X, A) — h, (Y, B).

2. (Egzaktsdgi Axioma)( (Switzer, |2017) alapjin) (X,A,B), B C A C X
térharmas esetén létezik olyan O : hy,(X, A) — h,_1(A, B) leképezés, amely a

kovetkezo sort egzakttd teszi:
o = hp(A, B) =25 1y (X, B) -2 ho(X, A) =25 hy1(A, B) — ...

ahol az i : (A,B) — (X,B) és a j: (X,B) — (X,A) bedgyazdsok. A O
leképezések természetesek, azaz minden f : (X, A, B) — (Y, C, D) folytonos

leképezés esetén a kovetkezo diagram kommutativ:

B (X, A) —2— h,_1(A, B)

Jf* J(fIA)*

ha(Y,C) —2— h,_1(C, D).

3. (Kivdgdsi Axioma) Adott (X, A) pdr és Z C A, cl Z C int A altér esetén
azi: (X \Z,A\ Z) = (X, A) bedgyazdshoz rendelt

Qv ho(X\Z,A\ Z) — h, (X, A)
homomorfizmus eqy izomorfizmus.
4. (Additivitdsi Axioma) (X, A) =[], (Xa, Aa) esetén az
B icr : P ha(Xa, Aa) — hn(X, A)
homomorfizmus eqy izomorfizmus, ahol i, az (Xa, As) = (X, A) bedgyazds.

Jelolés. Jeloljik h,(X,0)-et h,(X)-el és nevezzik az X tér abszolit homoldgia-

csoportjanak.

3.3.2. Megjegyzés. Az Egzaktsdgi Axidmdban B = (-t véve kapjuk az (X, A) pdr

szokasos hosszi egzakt sorat:
v = hp(A) = hp(X) = ho(X, A) = hyo1(A) = oo = ho(X, A) — 0.
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3.3.3. Megjegyzés. A Lemma bizonyitdsa csakis az elébb felsorolt axiomd-
kon malik, igy jelen esetben is teljesil a h,(X,A) = h,(X/A, AJ/A) azonossdyg,
amennyiben az (X, A) pdr jo par.

3.3.4. Megjegyzés. Megkovetelhetnénk axiomaként a mdr korabban is Dimenzio

Axiomaként emlegetett Tételt: ha X egy pont, akkor h,(X) = 0, n # 0-
ra. Ha még a ho(X) = G-t is régzitjik, akkor adodik egy természetes h,(X,A) =
H, (X, A; G) izomorfizmus minden n-re, amennyiben az (X, A) par CW-pdr. Ezen

axioma nélkiul azonban dltaldnosabb elméletet kapunk.

A redukalt homolégia-csoportok axiomai

Az egyszeriiség kedvéért csak CW-komplexusokra fokuszalunk az axiéomékkal,
hogy az egzakt sort redukalt relativ homoldgia-csoportok definidldsa nélkiil is ki-

mondhassuk.

3.3.5. Definicié. Egy (redukdlt) homoldgia-elmélet minden X CW-komplexushoz
rendel Abel-csoportok eqy Bn(X) sorozatdt (feltehetd, hogy n > 0), és minden foly-
tonos f : X — Y leképezéshez f, : hp(X) — ho(Y) homomorfizmusok sorozatdt,
ugy, hogy az (fg)« = fugs €s az 1, = 1 azonossdgok teljesiiljenek, és a hozzdrendelés

megfeleljen a kovetkezd axiomdknak:
1. (Homotépia Axioma) Ha f ~ g, = f. = gu: ho(X) — ha(Y).

2. (Egzaktsdgi Axioma) Tetszbleges (X, A), A C X CW-pdr esetén létezik
olyan 9 : hy,(X/A) — h,_1(A) leképezés, amely a kovetkezd sort egzakttd

teszi:
o= B (A) = B (X)) —2 B (XJA) -2 B 1 (A) = ... = 0,

ahol az i : A — X bedgyazis és a q : X —— X/A faktorleképezés. A
0 leképezések természetesek, azaz minden f : (X, A) — (Y, B) folytonos
leképezés, mely egy f : X/A — Y /B faktorleképezést indukdl, esetén a kivet-

kezo diagram kommutativ:

(X JA) —2— b, 1 (A)

lf* J(fIA)*

hn(Y/B) —2— h, 1 (B)
3. (Ekszorzat Axioma) X =\/, X, esetén az
B icr : P ha(Xa) — ho(X)
homomorfizmus eqy izorrjorﬁzmu; ahol i1, az X, — X bedgyazds.
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3.3.6. Megjegyzés. hy,(z¢) = 0 minden n-re, ugyanis az (xo, zo) CW-pdr redukdlt

homologia-csoportjainak hossziu egzakt sordban az i, €s q, 1s 1, = 1.

3.3.7. Megjegyzés. A redukalt és a relativ homoldgia elméletek lényegében ekviva-
lensek. A kettd kozotti datjdrdst a kovetkezoképpen valdsithatjuk meg: adott h relativ
elmélet esetén h,(X) legyen a hn(X) — hyn(xo) kanonikus leképezés magja, ahol
zo € X eqy pont. A mdsik irdnyban, adott h redukdlt elmélet esetében hn(X) le-
gyen hy(X [ x0) diszjunkt unié homoldgia-csoportja. Egyszerien beldthatd, hogy a

két mivelet egymds inverze.

3.3.8. Megjegyzés. Ugyanigy, mint a szinguldris homolégiaban, dltaldnosan is
teljestil, hogy hy(X) =2 hy(X) @ hy(x0) tetszdleges xo € X pontra, ugyanis az (X, o)
padr relativ homologia-csoportjaihoz tartozo hosszi egzakt sor szakad az X x¢-ra valo

retrakcioja mentén a Allitds alapjin.
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4. Cellularis homolégia

A cellularis homolégianak az az elénye, hogy a lanckomplexust az adott dimen-
zi6s cellak altal generalt szabad Abel-csoportok adjak. Ez igazan kovethetévé teszi
a szamitasokat, sokkal jobban latszik benne a geometria, viszont ehhez el6szor de-
finialnunk kell a hatar-homomorfizmusokat. A cellak hataranak az eggyel kisebb
dimenzids vazhoz valé ragaddsanak algebrai leirasahoz sziikségiink van a fokszam
definiciéjara. Ez a fogalom azt szeretné leirni, hogy egy f : S™ —— S™ folytonos

fliggvény hanyszor fedi le lényegében a kép-S™-et, hanyszor megy at rajta globalisan.

4.1. Fokszam

4.1.1. Definicié. Egy f : S™ —— S™, n > 0, fuggvény esetén a szinguldris ho-
molégia-csoportokon indukdlt f. : H,(S™) — H,(S™) homomorfizmus egy végtelen
ciklikus csoportbol sajat magdba, igy f.(a) = da alaki, valamely d € Z-re, mely csak

f-tol fugg. Ezt a d-t nevezzik az f fokszamdnak és deg f-el jeloljiik.
4.1.2. Megjegyzés. A fokszam néhdany alapvetd tulajdonsdga:

1. deg 1 =1, mivel 1, = 1.

2. deg f =0, ha f nem szirjektiv. Ugyanis, ha vdlasztunk eqy xo € S™ — f(S™)
pontot, akkor f egy S™ — S™\ {xo} — S™ kompoziciora bomlik és mivel
H,(S™ —{x0}) =0, = f.=0.

3. Ha f ~ g homotopok, akkor deg f = deg g, mivel f, = g..

4. deg fg = (deg f)(deg g), mivel (fg)s = fegs. Kovetkezményként kapjuk, hogy
deg f = +1, ha f homotopikus ekvivalencia.

5. deg f = —1, ha [ egy hipersikra valo tikrozése S™-nek. Ha S™-nek vesszik
a Példabeli szimplicidlis felbontasdt AT és A unidjdra, akkor az oket
feleserélo tikrozés a A} — AL generatort AL — Al-be viszi, igy a fokszdma

tényleg —1.

6. Az dtellenes —1 : S™ — S™ & — —x leképezés fokszdma (—1)"T1, mivel

(n+ 1) tikrozés (koordindta eldjelvdltds R"*-ben) kompozicidja.

7. Ha az f : S™ — S™ leképezés fizpontmentes, akkor a fokszdma (—1)"1,
ugyanis tekinthetjik az f(x)-et a —x-el dsszekotd t — (1 —t) f(x) — tx utat,
0 <t <1, mely nem megy dat az origon, igy megad eqy homotopidt f és az
dtellenes leképezés kizitt: fi(x) = (1 —t)f(z) — tx)/|(1 — ) f(x) — tx|. A 3.

alpont alapjan kovetkezik az dllitds.
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A fokszam kiszamitasahoz a legtobb esetben a fokszam lokalis fokszamok Ossze-
geként vald felirasat hasznaljuk. A lokélis fokszam definidlasahoz tegytik fel, hogy
az f: S™ —— S™ n > 0, leképezésiink olyan, hogy valamely y € S"-re az f~'(y) 6s
csak véges sok pontbdl all: x4, xs, ..., z,,. Legyenek Uy, ..., U, ezen pontok paronként
diszjunkt kornyezetei, melyek f-nél vett képe y valamely V' kornyezetébe esik. Ekkor
fU; \ {z;}) € V\ {y} minden i-re, igy kapjuk a kovetkezé diagramot:

Ho (U, U\ i }) — 22 B, (V,V\ {y))

/ lk lg

H, (5", 5™\ {w:}) 2 H, (5", 5™\ f~ () — L H,(S", 5"\ {y})

] ;

H,(S™) H,(5™)

ahol k; és p; a beagyazasok altal indukaltak, hogy a haromszégek kommutaljanak. A
diagram felso felében levé izomorfizmusokat a Kivagasi Tételbol kapjuk, mig az alsé
felében levok a parok hosszi egzakt soraibdl adédnak. Ezen izomorfizmusok mentén
a felsd két csoport azonosithaté H, (S™) = Z-vel. Igy a felsé (f|U;). homomorfizmus

egy egésszel vald szorzassal azonosul.

4.1.3. Definicié. Az f x;-beli lokdlis fokszama legyen azon d € Z, mellyel az (f|U;)«
homomorfizmus szorozza a H,(U;,U; \ {z;}) = H,(S") = H,(V,V\{y}) = Z

generdtordt, jeldlése: deg f|z;.

4.1.4. Példa. Ha f egy homeomorfizmus, minden y € S™-nek egyetlen 6se van, igy a
diagram minden leképezése izomorfizmus és deg f|r; = deg f = +1. Altaldnosabban
véve, ha f minden U;-t homeomorfan képez a V -re, akkor a diagram felsé homomor-

fizmusa mindig izomorfizmus, igy minden x;-re deg f|xr; = £1.
4.1.5. Allités. deg f = > deg fla;.
Bizonyitds. A Kivagasi Tétel és a Tétel alapjan

H,(S™, 5"\ f~Hy)) = H,(I11, Ui, 1 L(Ui \ {z:})) = @:H,(U;, Ui \ {;}) = @;Z

igy a k; beagyazas az i-edik Osszeadanddba, mig a p; az i-edik Osszeadandora vald
vetités. A diagramban kiviil helyezkedd csoportokat az elézéeknek megfelelden Z-

vel azonositva, az als6 haromszog kommutativitdsa miatt kapjuk, hogy p;j(1) = 1,

tehdt j(1) = (1,...,1) = >_. ki(1). De a fels6 négyzet kommutativitdasabol kovetkezik,
hogy f.(ki(1)) = deg f|z;, ezért f. (D, ki(1)) = f.(j(1)) = >, deg flx;, mig az alsé
négyzet kommutativitdsa alapjan f.(j(1)) = deg f. O
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4.1.6. Megjegyzés. Ext az dllitast fel tudjuk haszndlni tetszéleges k foki S™ — S™
leképezés konstrukcicjdahoz, minden n > 1-re. Legyen q : S™ —— \/, S™ a faktor-
leképezés, melyet igy kaphatunk, hogy S™-ben k darab diszjunkt B; nyilt golyo unicjdt
dsszecsipjik egy pontba; és legyen p : \/,, S™ — S™ olyan leképezés, mely kanoniku-
san azonositja az osszeadandokat a kép S™-el. Tekintsik az f = pq kompoziciot. Eqy
pont kivételével minden y € S™-re f~ (y) egy-egy x; pontbdl dll minden B;-bél. Az
f lokdlis fokszdama minden x;-ben +1, mivel az f egqy homeomorfizmust ad az x;-k
eqy kornyezetében. A p elé tikrozéseket kompondlva a megfeleld S™ osszeadanddkra,
elérhetjik, hogy a lokdlis fokszdmok vagy mind +1-ek vagy mind —1-ek legyenek. fgy
tényleg eqy +k fokszdmu f : S™ —— S™ leképezést kapunk.

4.2. A cellularis homolégia definicidja

A celluldris homoldgia a leghatékonyabb mddszer CW-komplexusok szingularis
homolégia-csoportjainak kiszamitasara. A definicié el6tt sziikséglink van néhany

alapveto allitasra.
4.2.1. Lemma. Ha X eqy CW-komplexus, akkor:

1. Hpy(X™ X" YY) trividlis, ha k # n, mig ha k = n, akkor szabad Abel, és

baziselemei bijekcicban vannak X n-celldival.

2. Hpy(X™) =0, ha k > n. Specidlisan, ha X véges dimenzids akkor H(X) = 0,
ha k> dim X.

3. Az X" — X bedgyazds dltal indukdlt Hi,(X™) — Hy(X) leképezés izomorfiz-

mus k < n-re és szurjektiv k = n-re.

Bizonyitds. Az 1. alpont konnyen kovetkezik abbdl a ténybdl, hogy (X", X" 1) par
egy jo par, mig X"/ X"~! Sn-ek ékszorzata az X n-celldinak megfeleléen. = a|3.2.47
Kovetkezmény alapjan kapjuk a kivant Osszefiiggést.

Tekintsiik az (X", X" 1) par hosszi egzakt sordnak kovetkezd részét:
Hippt (X™ XY = Hy (X" = Hy(X™) = Hp(X™, X"

Ha k # n az 1. alpont alapjan az utolso tag trividlis, igy az [1.1.28 Megjegyzés
alapjan a kozépsé leképezés sziirjektiv. k # (n — 1) esetén az els tag trividlis, igy a

ko6zépsé homomorfizmus injektiv. fgy kapjuk, hogy a beagyazasok altal indukélt
Hp(X%) — Hy(XY) — .. = Hy(X"Y = Hy(XP) = Hy (XM —

leképezések koziil egyediil a Hy,(X*)-ba mend lehet nem sziirjektiv és a beldle indulé

lehet nem injektiv. A Dimenzié Axiéma alapjan Hy(X°) = 0, ha k > 0, igy a fenti sor
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X k-nél kisebb dimenzids vazaira vonatkozé része adja a 2. alpontot. Amennyiben az
X véges dimenziods, a 3. alpontot megkapjuk a fenti sor X k-nal nagyobb dimenzios
vazaira vonatkozo részébol.

Amennyiben azonban X végtelen dimenzids ereszkedjiink le a lancok szintjére.
Eloszor hasznéljuk ki azt, hogy egy szinguldris lanc képe X-ben kompakt, ezért a
Alh’tés alapjan X-nek csak véges sok celldjat metszi. fgy minden lanc valamely
véges X -vazban van, széval, ha a egy k-ciklus X-ben, akkor ¢ ciklus mar valamely
X™-ben is, igy a 3. alpont véges véltozata alapjan o homoldg egy X", n > k-beli
ciklussal, tehat a Hp(X"™) — Hp(X) leképezés sziirjektiv. Az injektivitdshoz, ha
egy X"™-beli k-ciklus egy X-beli lancot hatérol, ez a lanc benne van mar valamely
X™-ben is, m > n, igy a véges dimenzids eset miatt, a ciklus egy X"-beli lancot
hatarol, ha n > k.

[

4.2.2. Definicid. Ezen lemma és az (X", X™), (X7, X"1) és (X1, X"2) pdrok
hosszi egzakt sorainak segitségével kapjuk eqy tetszoleges X CW-komplexus esetén a

kovetkezo kommutativ diagramot, melynek datlos sorai mind egzaktak:

ahol dp, 1 €s d, mint j,0n+1 €S Jn_10, kompoziciok vannak definidlva, gyakorlatilag a
Ony1 €s O, hatdr-homomorfizmusok relativiziltjai. A d,d,,1 kompozicio O, mivel de-
finicioja eqy egzakt sor két eqymdst kovetd leképezését tartalmazza. fgy a diagramban
a vizszintes sor eqy ldnckomplexust ad, melyet az X celluldris ldanckomplexusdinak
neveziink. Mivel a H, (X", X"™') csoportok szabadok és bdzisuk bijekcidban van
X n-celldival, = H,(X™ X" 1) elemeit tekinthetjik X n-celldinak linedris kom-
bindciotként. Ezen ldnckomplexus homologia-csoportjait nevezzik az X celluldris ho-

moldgia-csoportjainak. Ideiglenesen jeloljik 6ket HSW (X)-el.
4.2.3. Tétel. HSW(X) = H,(X) minden n-re.

Bizonyitds. A fenti diagramban H, (X) azonosithaté H,(X™)/Im 0,.1-el a homo-

morfizmus tétel alapjan. Mivel a j, injektiv, igy Im 0,y1-et izomorfan képezi ré
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Im (jp,O0ns1) = Im dyq-re, mig H, (X™)-et I'm j, = Ker O,-re. Mivel j,_; is injektiv,
= Ker 0, = Ker d,. Igy j, izomorfizmust indukél H,(X) = H,(X™)/Im O, és
Ker d,/Im d, 1 kozott. O

4.2.4. Megjegyzés. Néhany egyszert kovetkezmény:

1. H,(X) =0, ha az X CW-komplexusnak nincsen n-celldja.

2. Altaldnosabban, ha X egqy CW-komplexus k darab n-cellaval, akkor H,(X)-
et legfeljebb k elem generdlja, ugyanis a Lemma alapjin H, (X", X" 1)
szabad Abel k generdtorral, Ker d, ennek részcsoportjaként az Tétel
alapjdan legfeljebb k elem dltal generdlt, igy barmely faktora is.

Vizsgéaljuk meg a d,, cellularis hatar-homomorfizmusokat. n = 1 esetben d; = 0y,

azaz egy el 1-celldhoz a hatdrpontjait rendeli kiillonboz6 el6jelekkel.

4.2.5. Megjegyzés. Amennyiben az X topologikus tér dsszefiiggd és csak egyetlen
0-celldja van, akkor dy = 0 kell teljesiiljon, kiilonben Ho(X) nem lehet Z-vel izomorf,
ami ellentmond a[3.2.3 Tételnek.

n > 1 esetben d,-et a ragaszté leképezések fokszamaival adhatjuk meg:

4.2.6. Tétel (Cellularis Hatar Formula). n > 1 esetén legyen e egy n-cella. Ek-
kor dn(ep) = Y 5dapely !, ahol dog az Sy — X" — S5 kompozicid fokszdima,
ahol az elsé leképezés az e ragasztd leképezése, mig a mdsodik az X" ! \egfl-et eqy
pontba osszecsipd faktorleképezés.

Jelolés. Cellularis homologiaban az €] és egfl celldkat azonositjuk a celluldris ldnc-

csoportok nekik megfeleld direkt osszeadanddinak generdtoraival.

4.2.7. Megjegyzés. A formulaban az dsszegzés csak véges sok nemnulla egyutthatot
tartalmaz, mivel e ragaszto leképezésének képe kompakt, igy csak véges sok celldt
metsz, ezért csak véges sok B-ra lehet sziirjektiv. A Megjegyzés 2. alpontja adja

a kivdnt végességet.

A Cellularis Hatdar Formula bizonyitdisa. Tekintsiik a kovetkez6 kommutativ diag-

ramot:

H, (D", 0D2) —2— H, ((9D1) —— H, ,(S1")

[0}

J{Cba* Pax TQB*

Hoy (X7, Xm0 =2 (X)L (XL X2 D, Hua(S77Y),

Jn—1
x n ~

Hn—l (Xnil, an2)

ahol:
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b, és ¢, az e karakterisztikus- és ragaszté leképezése

o gaz X" ' +—— X" 1/X"2 faktorleképezés

g a X"/ X" — D};_l/@Dg_l = Sg_l faktorleképezés, mely az eg_l cella

komplementerét egy pontba Osszecsipi, ezaltal gs. a
Hy (X X2 = Hya(\/ S27) = €D Hoa (577
Y vy

direkt osszeg [-adik, az eg_l celldhoz tartozé osszeadandodjara vald vetités.

Ayp 1 ODY — Sg_l a ¢aqpa kompozicié, avagy az e, ragaszto leképezésének

az X" —s Sg_l faktorleképezéssel valé kompozicidja.

. a H,(D",0D") egy [D"] generatorat H, (X", X" ') e’-nek megfelels Z direkt
osszeadanddjanak egy generatoraval azonositja. A diagram bal oldalanak kommuta-
tivitdsa miatt d,, ezt a generatort j,_1pa0[D"]-ba viszi. Ez, a H, (X" X"?) =
H, (X" X"2) = @D, ﬁn_l(Sff“l) azonositas mellett, a [-adik direkt Ossze-
adandéban pont a A,z.0[ D7 értéket veszi fel, ez viszont pont a d,g fokszam. Igy a

bizonyftani kivant d,(ey) = >4 da[gegfl formula tényleg fenndll. O

Cellularis homolégia egyiitthatokkal

A lanccsoportokban a Z-beli egytitthatok tetszéleges G Abel-csoportbeli egyiitt-
hatékra cserélésével kapott altaldnositas a cellularis homologiara is kiterjed, annyi
kiilonbséggel, hogy most a H,, (X", X" 1; G) celluldris ldnccsoportok az X n-celldival
bijekciéban levo G direkt 6sszeadanddkra bomlanak. A szingularis homolégiaval valo
ekvivalencia szintén megmarad ugyanazon bizonyitas mentén, sét a cellularis hatar
leképezéseket ugyanaz a formula adja meg: dy(e}) = >4 dagegfl, és maguk a dg

fokszamok is megegyeznek:

4.2.8. Lemma. Ha egy f : S™ —— S™ leképezés fokszama d, akkor az indukdlt
fo: Hy(S™ G) — H,(S™; G) leképezés a d-el vald szorzds.

Bizonyitds. Amennyiben a ¢ : Z — G 7 o (5" 7) fx H,(87) =~ Z
homomorfizmusra ¢(1) = g € G, ha tel- }0 l% l% l@
jesiil az oldalsé diagram kommutativitasa,

akkor f.(g) = p(deg f) = dg.

A kozépso négyzet kommutativitasat a Megjegyzésben mar lattuk, a két
oldalsét az adott homolégia-csoportok kiszamitasahoz hasznalt indukci6 segitségével

kaphatjuk meg, kiindulva a trivialis n = 0 esetbdl.

]

o8



5. Kohomolégia-csoportok

5.1. A konstrukcio és alapveto tulajdonsagai

A H,(X) homoldgia-csoportokat két 1épésben kaptuk meg: el6szor a geomet-
riai képbél valamely médon megkonstrudltuk a ... — C,(X) N Cr1(X) — ...
lanckomplexust, majd ebbdl tisztan algebrai iton megkaptuk a homoldgia-csoport-
okat. A H"(X;G) kohomolégia-csoportok képzése soran a két 1épés kozott egy G

Abel-csoportra vett dualizalast is végrehajtunk.

5.1.1. Definicié. Adott X topologikus tér és G Abel-csoport esetén a szinguldris
n-koldncok G egyiitthatés C™(X;G) csoportjait a C,(X) ldnccsoportok G-re wvett

dudlisaiként definidaljuk, azaz:
C"(X;G) = Hom(C,(X), Q)

Tehdt eqy ¢ € C"(X; G) n-koldnc minden o : A" — X szinguldris n-szimplezhez
egy p(o) € G elemet rendel. S6t, mivel a C,,(X) Abel-csoport szabad, melynek bdzisdt
pont ezek a szinguldris n-szimplexek adjdk, igy a C,(X) — G homomorfizmusokat
egyértelmien meghatdrozzdk az ezeken felvett értékeik az Allitds alapjan. Tehdt
az n-koldncok egy-egyértelmiien megfeleltethetok a szinguldris n-szimplexekbol G-be

mend leképezésekkel.

5.1.2. Megjegyzés. A C,(X) —— Hom(C,(X);G) dualizdlasndl dudlis bazist
is kapunk: eqy adott oy : A —— X szinguldris n-szimpleznek megfelelé dudlis
baziselem egy oo € C™(X; G) n-koldnc, melyre po(0co) = 1 és minden mds szinguldris
o A" — X n-szimplexre ¢o(c) = 0. Ezzel a bazissal a C"(X;G) koldncesoport
G-k direkt szorzatdra bomlik az[1.3.9 Példa alapjdin.

5.1.3. Definicié. A § : C"(X;G) — C"™Y(X;G) kohatdr leképezés a O dudlisa,

azaz 0%, igy eqy ¢ € C™(X; Q) kolanc dp kohatdra a Cyy1(X) 2, C.(X) % @

kompozicié. Egy konkrét o : A" —— X szinguldris (n + 1)-szimplex esetén tehdt
5Q0(0-) = Z(_l)zgp (O-HU(M [XD) f)zﬁ s Un-l—lD

5.1.4. Definicié. Mivel a §6 = 0 azonossdg automatikusan teljesil az[1.3.4] Meg-

jeqyzés és 00 = 0 alapjdn, definidlni tudjuk az X topologikus térhez és G Abel-

csoporthoz tartozo szinguldris kolanckomplexust:

e CMUXGG) 2 OM(XGG) £ Oy (X G) — o — C(X;G) +— 0
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Az indexeléstdl eltekintve ez eqy lanckomplexus, igy tekinthetjiik a hozzd tartozé ho-
moldgia-csoportokat: ezek a Ker 6/Im 0 faktorcsoportok az X tér G egyiitthatds
H™(X;G) kohomolégia-csoportjai.

A Ker § elemei a kociklusok, azaz olyan ¢ € C™(X;G) n-koldncok, melyekre
dp = 0, azaz pd = 0, tehdt olyan C,(X) —— G homomorfizmusok, melyek az
(n + 1)-ldncok hatdrain 0-t vesznek fel. Hasonldan, Im o6 elemei a kohatdrok, azaz
olyan ¢ n-koldncok, melyekre létezik ¢ € C" Y X;G) (n—1)-koldnc, hogy a o elddll

0 = 0 alakban, igy a kohatdarok mar az 6sszes n-cikluson eltinnek.

Jelolés. A C"(X; G) koldnccsoportok és a & kohatdr-homomorfizmus dltal megadott
koldnckomplezust a tovabbiakban C*(X; G)-vel jeloljik.

5.1.5. Allitas. Mivel a C(X) lancesoportok szabad Abel-csoportok, teljesiil az Uni-
verzadlis Egyutthatok Tétele, mely jelen esetben a kovetkezd szakado rovid egzakt sor

format olti:
0 — Ext(H,—1(X),G) — H"(X;G) — Hom(H,(X),G) — 0,

1gy azt irja le, hogy hogyan kaphatjuk a tetszoleges egyutthatos kohomologia-csoporto-
kat tisztan algebrailag a 7 egyiitthatos szinguldris homologia-csoportokbol. Példaul,
amennyiben az X tér homoldgia-csoportjai végesen generdltak, a Z egyutthatos ko-

homologidit az Kovetkezmény segitségével egyszeriien meg tudjuk hatdrozni.

5.1.6. Megjegyzés. n = 0 és n = 1 esetén az Uniwverzdlis Egyutthatok tételében

1zomorfizmust kapunk:
H"(X;G) = Hom(H,(X),G),

ugyanis H_1(X) = 0 definicio alapjin, mig Ext(Ho(X),G) = 0 az Meg-
jeqyzés, a|3.2.1 és a|3.2.2 Tételek alapjan.

n = 0 esetben a HY(X;G) = Hom(Hy(X),G) izomorfizmus a definicickbdl
is konnyen beldthato. Mivel a szingularis 0-szimplexek valéjaban X-beli pontok,
egy C°(X;G)-beli koldnc egy tetszdleges, nem feltétleniil folytonos ¢ : X — G
fliggvény. Ahhoz, hogy ez kociklus lehessen, minden o : [vg,v1] — X szinguldris
1-szimplexre 0p(0) = p(do) = p(a(v1)) — p(a(ve)) = 0 kell teljesiiljon. Ez azzal ek-
vivalens, hogy a ¢ konstans az X 1tosszefiiggoségi komponensein. fgy H(X;G) azo-
nosithaté az X utosszefiiggé komponenseibol a G-be menoé leképezések csoportjaval,
ez pedig a|3.2.1] és a [3.2.2| Tételek alapjan pontosan a Hom(Hy(X),G).
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Dimenzi6é axioma és redukalt kohomolégia

5.1.7. Tétel. Legyen X topologikus tér, utdsszefiiggoségi komponenseire valo fel-
bontisa X = U, Xa, G pedig egy rigzitett Abel-csoport. Ekkor H"(X;G) és a
[, H"(Xa; G) direkt szorzat izomorfak.

Bizonyitds. A szingularis homologiara vonatkozo [3.2.1 Tétel bizonyitasahoz hasonlo-
an a C,(X) lanccsoport @, C,,(X,) direkt Osszegre bomlik. [gy a G-re vett dua-
lizélas utdn a Hom (P, Cr(Xa), G) = ], Hom(C,(X,), G) izomorfizmust kapjuk,
és mivel a hatar-homomorfizmusok megtartjak a direkt osszeg struktirat, igy a ko-
hatar-homomorfizmusok a direkt szorzatot, ezért H"(X;G) = [[, H*(X; G). O

5.1.8. Tétel. Ha X egy nemdires, utosszefiiggd topologikus tér, G Abel-csoport, akkor
HY(X;G)~=G.

Bizonyitds. Nyilvanvald az Megjegyzés és az Példa alapjan. O

5.1.9. Tétel (Dimenzié Axiéma). Ha X egy pont, G rdgzitett Abel-csoport, akkor
H"(X;G) =0 minden n > 0-ra és H*(X;G) = G.

Bizonyitds. Kiindulva a Tételbdl tudjuk, hogy Ho(X) = Z, H,(X) = 0 min-
den n > 0-ra. Mivel ezek minden n-re szabad Abel-csoportok, az Megjegyzés
szerint az Univerzélis Egytitthaték Tételében H"(X; G) = Hom(H,(X), G) izomor-
fizmust kapunk, mely az[1.3.2| Példa alapjan adja a kivant allitast. [

A szingularis homolégidhoz hasonléan kohomoldgiakra is definidljuk a redukalt

csoportokat:

5.1.10. Definicié. Egy X topologikus tér ﬁ”(X; G) redukdlt kohomoldgia-csoport-

jai, rogzitett G Abel-csoport esetén, az aldbbi
L 0i(X) S Co(X) S5 Z — 0

kiterjesztett lanckomplexusbdl, ahol € a Tétel bizonyitasaban bevezetett homo-
morfizmus, G-re vett dualizdldssal kapott kolanckomplexus kohomoldgia-csoportjai.

A redukdlt homoldgia-csoportokhoz hasonloan, nyilvanvaléan itt is teljesiil, hogy
H"(X;G) = H"(X; G) mindenn > 0-ra. Mivel ezen ldnckomplezus ldnccsoportjai is
szabadok, igy itt is alkalmazhatjuk az Univerzalis Eqgyitthatok Tételét, mely szerint
az Megjegyzéshez hasonldan H(X; G) = Hom(Hy(X),G).

A H(X: @) és H'(X; Q) kozotti kiilonbséget a definicié szintjén tudjuk a leg-
jobban megvildgitani. Mint mar kordbban lattuk, H°(X; G)-t azonosithatjuk az X
utosszefiiggbségi komponenseibél G-be mené fiiggvényekkel. Az ¢ : Cy(X) — Z

61



kiegészito leképezés minden o szinguléris O-szimplexet az 1 € Z-be visz, igy a dualis
e* leképezés minden ¢ : Z — G homomorfizmust a Co(X) — Z 2 G kom-
poziciéba visz, melyre minden o szinguldris 0-szimplex esetén e*p(0) = ¢(1) teljesiil.
Igy az I'm e*-ban pont az X — G konstans leképezések vannak. Tehat H(X; @)
azon X — G leképezéseket tartalmazza, melyek konstansak az X ttosszefliggdségi
komponensein modulo a konstans fiiggvények. Ez megint csak egy bazispont ki-

jeloléseként is értelmezheto.

Indukalt homomorfizmusok és homotopikus invariancia

Azt mar a szingularis homoldgia targyalasakor lattuk, hogy minden f : X — Y
folytonos leképezés indukél egy f; : Cu(X) — C.(Y) lanc leképezést a szinguldris
lanckomplexusok kozott. Ennek dudlisa az f; : C*(Y;G) — C*(X;G) kolanc
leképezés, ugyanis az Megjegyzés alapjan a 0 f; = [0 azonossag teljestl. Az
Kovetkezmény alapjan f; egy f*: H™(Y;G) — H"(X;G) homomorfizmust

indukal minden n esetén.

5.1.11. Megjegyzés. Az[1.2.5 és az[1.5.4] Megjegyzések alapjdn teljesiilnek a kovet-
kezo, indukalt leképezésekre vonatkozo, tulajdonsdgok:

o (fo) =g"f"

e 1*=1

e 0"=0

5.1.12. Tétel. X ésY topologikus terek és G tetszéleges Abel-csoport esetén, ameny-
nyiben az f ~ g : X —— Y homotop leképezések, az indukdlt leképezések megegyez-
nek: f*=g*: H"(Y;G) — H"(X;G).

Bizonyitds. A tételt a[3.2.10] Tétel bizonyitasanak direkt dualizélasaval kaphatjuk
meg: az ott szereplé P lanc homotoépia, melyre gy — fy = P + PO, G-re vett P*
dualisara az Megjegyzés alapjan g — f;f = P*0 + 0P* teljesiil, igy 6 lanc
homotépidt ad f; és gi kozott = Az|1.2.7 Allitds alapjan f* = g*. O

Innen mar konnyen kovetkezik, hogy, a homolégia-csoportokhoz hasonléan, a

kohomolégia-csoportok is homotopikus invariansok:

5.1.13. Tétel. Ha f : X —— Y homotopikus ekvivalencia, akkor az dltala in-
dukdlt f. : H"(Y; G) — H™(X; Q) leképezés izomorfizmus, rogzitett G Abel-csoport

esetén.

5.1.14. Kovetkezmény. Ha az X topologikus tér kontraktibilis, G tetszéleges Abel-
csoport, akkor HY(X;G) =0, Vn >0 és H(X;G) =G az Tétel alapjdan.
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Relativ kohomolégia-csoportok és egzakt soruk

Egy (X, A) térpar esetén a relativ kohomoldgia-csoportokat kétféleképpen defi-
nidlhatnénk: vagy vesszik a C,(X, A) lanckomplexus G-re vett duélis koldnckomp-
lexusét és annak kohomolégia-csoportjait, vagy a C"(X; G)/C™(A; G) faktorcsopor-
tokbél ésa d : C"(X; G) — C"1(X; G) kohatar-homomorfizmus dltal indukalt fak-
torleképezésekbdl készitiink koldnckomplexust. Ez utébbi esetben C™(A; G)-t azo-
nositanunk kell C"(X; G) azon részcsoportjaval, melyhez olyan n-koldncok tartoz-
nak, amik minden nem A-beli képii szingularis n-szimplexen eltiinnek.

Szerencsére a két megkozelités méar a kolanckomplexusok szintjén is ugyanazt

adja:

e A C"(X;G)/C"(A;G) faktorcsoport egy osztalyaban minden n-kolanc a nem
A-beli képli n-szimplexeken ugyanazokat az értékeket veszi fel, igy minden
osztaly egyértelmiien reprezentdlhato olyan n-kolanccal, mely az A-beli képi
n-szimplexeken eltiinik. Tehat a C"(X;G)/C"(A; G) faktorcsoport azonosit-
haté C™(X;G) azon részcsoportjaval, melyben olyan koldncok szerepelnek,

amik a A-beli szimplexeken 0-t vesznek fel.

e Hasonléan, a Hom(C, (X, A), G) csoportok olyan C,,(X)/C,(A) — G lekép-
ezésekbdl allnak, melyeket reprezentdlhatunk olyan ¢ : C,(X) — G ho-
momorfizmosokkal, melyckre ¢|C,(A) = 0. Igy a kiilonb6zé médon meg-
kapott lanccsoport-ok tényleg izomorfak, konnyen latszik, hogy a kiilonb6zo

megkozelitésekkel kapott kohatar-homomorfizmusok is megegyeznek.

5.1.15. Definicidé. Egy (X, A) topologikus térpdr és G Abel-csoport esetén, a pdrhoz

tartozo kolanccsoportok legyenek a kovetkezok:
C"(X,A;G) = Hom(C,(X,A),G) =2 C"(X;G)/C"(A;G)

ahol tehdt C™(X, A; G)-ben olyan n-koldncok szerepelnek, melyek az A-beli szimplex-
eken eltinnek.

Ad:C"(X, A;G) — C"Y(X, A; G) kohatdr leképezéseket az abszolit kohatdr-
homomorfizmus, 6 : C*(X;G) — C"TYX;G), megszoritdsaiként értelmezzik,
avagy 6k tovdabbra is a 0 : Chi1(X,A) —> Co(X, A) hatdr-homomorfizmus G-re
vett dudlisai. Az igy kapott C*(X, A; G) kolanckomplezus kohomoldgia-csoportjai a
H™"(X, A; G) relativ kohomoldégia-csoportok.

5.1.16. Tétel. Egy (X, A) topologikus térpdr és G Abel-csoport esetén létezik a

térpdr kohomoldgia-csoportjainak hosszi egzakt sora:
o — HY(X, A;G) L5 H(X;G) -5 H"(A4;G) - H™ (X, A:G) —> ..,
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aholi: A — X a bedgyazds, j pedig az X — (X, A) természetes leképezés.

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezo rovid egzakt sort:
0 — Co(A) =5 Co(X) L (X, A) — 0

Ez szakad, ugyanis a szabad C,(X) bézisdt a szingularis n-szimplexek alkotjék,
amelyeket szét lehet bontani A-beli és nem A-beli képliekre, igy kapjuk a kovetkezo
direkt dsszegre bontédst: C,(X) = C,(A) & Cr(X \ A) = C,(4) & C, (X, A). Az[1.3.5]
Megjegyzés alapjan a rovid egzakt sor G-re vett dudlisa is szakad, igy egzakt:

0 — C™(A: Q) o C™(X: @) <L C™(X, A:G) +— 0

Az i} és j; leképezések kommutdlnak o-val, mivel iy és j; kommutdl a J-al, igy az

1.2.9| Tétel alapjan a kivant hosszu egzakt sort kapjuk. O]

Ad: H"(A;G) — H" (X, A; G) 6sszekotd leképezést az [1.2.10 Definicié sze-

rint konstrualjuk meg.

5.1.17. Megjegyzés. Hasonld érveléssel megkaphatjuk az (X, A), A # O pdr re-
dukdlt homoldgia-csoportjainak hosszi egzakt sordt, ahol H"(X, A; G) = H*(X, 4; G)
minden n-re, mint homoldogidban. Amennyiben az A-t xo-nak vdlasztjuk, ezen egzakt
sor segitségével tudjuk H™(X; G)-t azonositani H™(X, zo; G)-vel.

5.1.18. Megjegyzés. A homologikus esethez hasonldan itt is létezik az (X, A, B)

térhdrmas hossziu egzakt sora mely a kovetkezd rovid egzakt sorokbol kovetkezik:
0 +— C™(A, B;G) += O"(X, B; G) <2 O"(X, A;G) +— 0
Ugyanigy, mint homoldgidban, a B helyére az 0-t véve visszakapjuk az el6z6t.

5.1.19. Allitas. A kohomologikus egzakt sorban levé 6 - H"(A; G) — H" (X, A; G)
és a homologikus egzakt sorban szerepld O : H,.1(X,A) — H,(A) leképezések a

kovetkezo kommutativ diagram dltal kapcsolodnak eqymdshoz:

H"(A;G) d H™ (X, A;G)

| I

Hom(H,(A),G) —%— Hom(H,.1(X, A),G),

ahol h az Univerzalis Eqyiitthatok Tételében szerepld szurjektiv homomorfizmus.

Bizonyitds. Vizsgaljuk meg ezen 0sszekoto leképezések definicidit:

Cn+1 ) Cn+1(X A G) Cn+1 (X) — Cn+1 (X, A)
O (A;G) — (J" Co(A) 55 (X)
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Az 6sszekotd 0 és O leképezéseket jeloltiik szaggatottal, viszont ezek csak akkor jol
definialtak, ha attériink a homoldgia- és kohomoldgia-csoportokra.

Ahhoz, hogy beldssuk, hogy hd = 0*h, vegyiink egy a € H"(A;G) osztélyt,
melyet egy ¢ € C"(A;G) kociklus reprezental. («) kiszamitdséhoz elészor ki kell
terjeszteniink -t egy ¢ € C™(X;G) kolanccd, példaul dgy, hogy a nem A-beli
képtl szinguldris n-szimplexeken 0-t vegyen fel. Ezutan a 0 : Cp,11(X) — C,(X)
hatdr leképezéssel komponaljuk a @-t, hogy kapjunk egy @0 € C"™1(X;G) (n + 1)-
koldncot. Ez azonban ténylegesen C™"1(X, A; G)-ben is benne van, ugyanis A-beli
szingularis (n + 1)-lancok hatdrain az eredeti ¢ kociklus eltiinik. Az igy kapott
@0 € C"T1(X, A; G) reprezentalja a H" (X, A; G)-beli 6(a)-t. Ezutdn alkalmazzuk
a h-t, ami egyszertien csak megszoritja po-t a C,,1(X, A)-beli relativ ciklusokra,
azaz olyan X-beli (n+ 1)-lancokra, melyek hatara A-ban van. Az ilyen lancokon igy
@0 = 0. Tehat a ho(a) osztalyt a relativ ciklusokon értelmezett 0 kompozicié
reprezentalja.

Hasonlitsuk ezt 0ssze 0*h(a)-val. Alkalmazva h-t a p-re, kapjuk ennek a meg-
szoritasat az A-beli ciklusokra. 0* a 0 : Hp1(X, A) — H,(A), az X-beli relativ
(n+1)-ciklusokhoz az A-beli hatarukat hozzérendel6 homomorfizmussal komponalja
ezt a megszoritast. fgy O*h(a)-t is a 0 kompozicié reprezentalja, tehdt a diagram

valéban kommutal. O

Relativ kohomoldgia-csoportokra is teljesiil, hogy minden f : (X, A) — (Y, B)
folytonos leképezés, f*: H"(Y, B; G) — H™(X, A; G) homomorfizmust indukél, az
abszolut esethez hasonléan. Sot, egy ilyen f fiiggvény kommutativ diagramot alkot a
koldnckomplexusok rovid egzakt sordval, igy az Tétel alapjan a kohomoldgia-
csoportok hosszu egzakt soraval is. Ez egyben azt is jelenti, hogy a kohomoldgia-

csoportok hosszu egzakt sora természetes az indukalt leképezésekre nézve.

5.1.20. Megjegyzés. Mivel a C, (X, A) relativ ldnccsoportok szabadok, igy alkal-
mazhato az Univerzalis Eqyutthatok Tétele, sot a természetesséq is teljesil: minden
térparok kézotti folytonos f : (X, A) — (Y, B) leképezés a kdvetkezd kommutativ

diagramot indukdlja:
0—— Ext(H,_1(X,A),G) — H"(X, A; G) —— Hom(H,(X,A),G) ——0
}W [ }m
0 —— Ext(H,_(Y, B),G) —— H™(Y, B; G) —— Hom(H, (Y, B), G) — 0.

Ezaz Allitdsbol kovetkezik, ugyanis mindhdrom vizszintes leképzést az indukdlt
fi 1 Cu(X, A) — C.(Y, B) ldanc leképezésbdl kapjuk. A-t és B-t 0-nak véve kapjuk a

fenti eredmény abszolut formdjdt.
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Kivagas, j6 parok egzakt sora és Mayer-Vietoris

5.1.21. Tétel (Kivagasi Tétel). Egy X tér és Z C AC X, cl Z Cint A alterek
esetén az i : (X \ Z,A\ Z) — (X, A) bedgyazas dltal a kohomoldgia-csoportokon
indukalt i* : H"(X, A; G) — H"(X\Z, A\ Z; G) leképezés izomorfizmus, tetszdleges
G Abel-csoport esetén.

Bizonyitds. A homologia-csoportokra vonatkozé Kivagéasi Tételbol, az Univerzalis

Egytitthatok Tételének természetességét felhasznalva, kapjuk a kivant allitast. [

(X, A) j6 parok esetén a homoldgidkra tudjuk, hogy a par relativ csoportjai
izomorfak a faktortér redukélt csoportjaival. Ez a kohomoldgia-csoportokra is igaz,

és ebbdl ugyanigy kapjuk a hosszu egzakt sort is:

5.1.22. Lemma. (X, A) jd pdr, G Abel-csoport esetén a q: (X, A) — (X/A, AJA)
faktorleképezés q* = Hy(X/A;G) = H,(X/A, AJA;G) — H,(X,A;G) izomorfiz-
must indukdl minden n-re, ahol az elsé azonositast az Megjegyzés adja.

Bizonyitds. Mivel a[3.2.42| Lemma bizonyitasa csak a térharmas hosszi egzakt sorat,
a Kivagasi Tételt és a homotopikus invarianciat hasznalja, igy egyszerli dualizalassal
itt is alkalmazhaté. O]

5.1.23. Kovetkezmény. Adott (X, A) jo pdr és G Abel-csoport esetén a kovetkezd

sor egzakt:
o — HM(X/A;G) 2 HM(X;G) 5 H"(A;G) 2 H"™HX/A;G) —> ..

5.1.24. Tétel (Mayer-Vietoris sor). Amennyiben az X topologikus tér elédll az
A és a B alterei belsejeinek uniojaként, tetszéleges G Abel-csoport esetén, kapjuk a

kovetkezo egzakt sort:
.= HY(X:G) - H"(A;G)BH™(B; G) - H(ANB; G) - H"™(X:G) — ...

Bizonyitds. Ez a hosszu egzakt sor a kovetkezo rovid egzakt sorbol kaphato meg az
Tétel segitségével:

0 — C™(A+ B;G) - C™(A; G) & C™(B; G) 2> C"(AN B;G) — 0.

Itt C"(A+B; G) a C,,(A+B) C C,(X) teljesen A-beli vagy B-beli képti szinguldris n-
szimplexek altal generdlt részcsoportjanak G-re vett dualisa. A Tétel alapjan
tudjuk, hogy a ¢ : C,,(A 4+ B) — C,(X) bedgyazés lanc homotopikus ekvivalencia,
mivel 1étezik a p : C,,(X) — C,,(A+ B) lanc homotopikus inverze, melyre pt = 1 és
1—1p=0D+ D0, egy D lanc homotépidra. fgy az Megjegyzés alapjan a dualis
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o C™(X; G) — C™(A + B; G) megszorité leképezés is lanc homotopikus ekviva-
lencia p* homotopikus inverzzel és D* lanc homotépiaval, ezért a +* izomorfizmust
indukal a kohomologia-csoportokon.

A fenti rovid egzakt sorban a v leképezés koordinatai az A-ra és a B-re valo
megszoritasok, mig ¢ az A és a B AN B-re val6 megszoritdsainak kiillonbségét veszi.
A homologikus Mayer-Vietoris sor bizonyitasdhoz hasonléan itt is konnyen latszik,

hogy a ¢ rédképezés és a magja az injektiv ¢ képe. O]

Cellularis kohomolégia

A homologikus esethez hasonléan itt is tudjuk definidlni a cellularis kohomoldgi-
at. Ezen kohomolodgia-elméletben a kolanccsoportokat a cellakbdl a G Abel-csoport-

ba mené leképezések adjak, igy atlathatobba vélnak a szamitasok.
5.1.25. Lemma. Adott X CW-komplexus és G Abel-csoport esetén:

1. HY(X", X" trividlis, ha k # n, mig H"(X™, X" ') 2], G direkt szorzat-

tal, ahol o végigfut az X n-celldin.

2. H*(X™) =0, ha k > n. Specidlisan, ha X véges dimenzids akkor H*(X) = 0,
ha k> dim X.

3. Az X" — X bedgyazds dltal indukdlt H"(X) — H"(X") leképezés izo-

morfizmus.

Bizonyitds. A cellularis homoldégidhoz belatott Lemma 1. alpontja, az
Példa, az Univerzalis Egyiitthatok Tétele és az Megjegyzés egyiittesen adjak
az 1. alpontot.

A 2. alponthoz tekintsiik az (X", X" 1) pdr hosszi egzakt sorat, ebbdl az 1.
alpont alapjan adédik, hogy H¥(X™; G) = H¥(X"1;G), ha k # n — 1,n. n-re vett
indukcié alapjan kapjuk, hogy H*(X"; G) = 0 Vk > n-re, mivel n = O-ra az és
az [b.1.9| Tételek alapjan teljestl.

Mivel X CW-komplexus esetén az (X, X"*1) par j6 par, = A Lemma,
cellularis homoldgia és az Univerzalis Egyiitthatok Tétele alapjan minden k£ < n+1-
re H*(X, X" G) = 0, {gy a pér hosszt egzakt sorabdl H"(X; G) & H" (X" G).

]

5.1.26. Definicio. Egy X CW-komplexus és tetszoleges G Abel-csoport esetén, az

X G egyitthatos cellularis kolanckomplexusa a kovetkezd diagram vizszintes sora,
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melyben az eqyszeriséq kedvéért a G-t kihagytuk a jelolésbil:

0
/
Hr (XY

On—1
dn—1 \ dn,

-1
CHPY(XL X2y Tt g Xy S el (L xmy

H

5
X")
-
H7(X) —— Hr (X)) \ 0
0 /

Itt a d,, celluldris kohatdr-homomorfizmusokat gy definidljuk, hogy a diagram kom-

Jn

mutdljon, azaz d, = 0,j,. A diagram dtlos sorai a megfeleld térpdrok hosszi egzakt
soraibol és az elozo lemmabol adodnak, igy tényleg eqy kolanckomplexust kapunk,

ugyanis dpd,_1 = 0, Jn0n_1jn_1 = 0.

5.1.27. Tétel. H(X;G) = Ker d,/Im d,_1. S6t, a {H"(X", X" 1;G),d,} cel-
luldris kolanckomplexus izomorf a celluldaris lanckomplexus G-re vett dudlisdval. fgy
a kolancok tényleg a celldkbol G-be mend leképezések, mig a celluldris kohatdr-

homomorfizmust ismét a ragasztoleképezések fokszimai hatdrozzak meg.

Bizonyitds. Mar lattuk, hogy az[5.1.25| Lemma alapjan a diagram &tlos sorai egzak-
tak. fgy kapjuk a

H"(X;G) = H" (X" G) = Ker 6, = Ker d,,/Im 6,1 = Ker d,/Im d,_,

izomorfizmust.
A masodik allitashoz az [5.1.25] Lemma 1. alpontja megadja a csoportok dudlis

viszonyat, a hatar-homomorfizmusok dualitasahoz tekintsiik a kovetkezd diagramot:

H' (X", X" G) ———— H(X" G) —— s HH (X X7 )

| I I

Hom(H, (X", X"), G) — Hom(H,(X"),G) —Z— Hom(H, ., (X", X"),G),

ahol h az Univerzalis Egytitthatok Tételében fellép6 homomorfizmus. A felsé kom-
pozicié a cellularis kohatar-homomorfizmust adja, és azt szeretnénk belatni, hogy
ez pont megegyezik az alsé kompoziciéval. Mivel az els6 és a harmadik fiiggéle-
ges leképezés izomorfizmus az Lemma alapjan, elég csak a kommutativitast
belat-ni: az els6é négyzet kommutativitasa az Univerzalis Egyiitthatok Tételének
természet-ességébol, a masodik négyzet kommutativitasa pedig az Allitasbol
kovetkezik. O

68



A relativ kohomolégia-csoportok axiémai

A homoldgia-elmélethez hasonléan kohomoldgidban is miikodik az axiomatikus

megkozelités:

5.1.28. Definicié. Eqy (relativ) kohomoldgia-elmélet minden (X, A) topologikus
térparhoz rendel Abel-csoportok eqy h"(X, A) sorozatdat (feltehetd, hogy n > 0), és
minden f : (X, A) — (Y, B) folytonos leképezéshez f* : h™(Y,B) — h"(X, A)
homomorfizmusok sorozatdt, gy, hogy az (fg)* = g*f* és az 1* = 1 azonossagok

teljesiiljenek, és a hozzdrendelés megfeleljen a kovetkezé négy axiomdnak:
1. (Homotépia Axiéoma) Ha [ ~ g, = f*=g*:h"(Y,B)— h"(X,A).

2. (Egzaktsdgi Axioma) Tetszbleges (X, A, B), B C A C X térhdrmas esetén
létezik olyan 6 : "1 (A, B) — h"(X, A) természetes leképezés, amely a kovet-

kezd sort egzakttd teszi:
. h™(A, B) < h"(X, B) <2— h"(X, A) <> h""Y(A, B) «
ahol azi: (A, B) — (X,B) és aj:(X,B) = (X, A) bedgyazdsok.

3. (Kivdgdsi Axioma) Adott (X, A) pdr és Z C A, cl Z C int A altér esetén
z1:(X\Z,A\ Z) — (X, A) bedgyazdishoz rendelt

i hY(X,A) — RN X\ Z,A\ Z)
homomorfizmus eqy izomorfizmus.
4. (Additivitdsi Axioma) (X, A) =[], (Xa, Aa) esetén a

Hz WX, A) Hth X, Ad)

homomorfizmus egy izomorfizmus, ahol i, az (X4, As) — (X, A) bedgyazas.

5.1.29. Megjegyzés. A fenti definicionak megfeleléen, minden G* Abel-csoport eset-
én, az (X, A) térpdrhoz a H"(X, A; G) csoportokat rendeld leképezés kiilon koho-

mologia-elméletet ad.

5.1.30. Megjegyzés. Az Eqgzaktsdgi Azidmdban B = (-et véve kapjuk a szokdsos

kohomologikus hosszi egzakt sort:

o= B(A) — h(X) + B"(X, A) + B (A) ...+ h2(X, A) «+ 0
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5.1.31. Megjegyzés. A homologikus esethez hasonloan itt is meg lehet adni, CW-
komplexusok esetén, a redukalt kohomoldgia-elmélet axiomdit. Ehhez az Egzaktsdgr
és a Kivdgdsi Axiomdt eqy a faktorterek hosszi egzakt sordt és természetességét
magdba foglalé axiomdra kell cserélni, mig az Additivitasi Axiomdban a diszjunkt
uniot ékszorzatra vdltani.

Az igy kapott relativ és redukdlt kohomologia-elméletek kozott ugyanazon a reld-
ciokat irhatjuk fel, mint homoldgia-elméletek esetén, ldsd a Megjeqgyzést.

5.2. Csészeszorzas és a kohomologia-gytiri
A Csészeszorzas definicigja és tulajdonsagai

A kohomolégia-elmélet legnagyobb elénye példaul a homoldgia-elmélettel szem-
ben, hogy az X topologikus tér R kommutativ egységelemes gyiirti egytitthatos
H"(X; R) kohomoldgia-csoportjainak H*(X; R)-el jelolt direkt Osszege gytirtistruk-
taraval is ellathaté. A kohomoldgia-gytiri megkonstrualasahoz el6szor is sziikségiink
van egy H*(X; R) x H(X; R) — H*"'(X; R) szorz4s mfiveletre. Ez lesz a csésze-

SZOI'ZAs:

5.2.1. Definicio. Egy X topologikus tér és R kommutativ eqységelemes gyiiri esetén
ap € CFX;R) ésyp € CYX;R) koldncok ¢ — 1 € C*(X; R) csészeszorzata az a
(k + )-koldnc, amely egy tetszbleges o : AM —— X szinguldris (k + 1)-szimplezen

a kovetkezd értéket veszi fel:

(‘10 ~ ¢)(0-) = ()0(0_”,007 "'7Uk])¢(0—|[vk’a --'Uk-‘rl])a
ahol a jobb oldal eqy R gytiribeli szorzat.

Ahhoz, hogy belathassuk, hogy ez a kohomoldgia-csoportokon is egyfajta szorzés-

miiveletet indukal, tekintsiik a kovetkez6 lemmat:

5.2.2. Lemma. ¢ € C*(X;R) és v € CYX; R) esetén a ¢ — 1) kohatdrdra teljesiil
a kovetkezo:
3 =) = 0p — ¥+ (=1)Fp — 6.

Bizonyitds. Egy o : A —— X szinguldris (k + [ + 1)-szimplexre:

k+1

(60— )(0) = Y (=1)'p(0[ve, -+, Bis -, vh41] ) (0] [Oh41, o0y VR1141])

1=0

k+i+1

(=1 — 69)(0) = Y (=1)'0(a][vo, ..o i) (0| [Vhs ey B o Ukt 1))

i=k
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A két tagot Osszeadva, az els6é Osszeg utolsé Osszeadanddja kiejti a masodik Osszeg
els6 osszeadanddjat, a megmaradé tagok pedig d(¢ — ¥)(0) = (p — 1) (do)-t adjak

vissza. O

5.2.3. Definicio. A Lemma dllitasa alapjan két kociklus csészeszorzata is az, mig
eqy kociklus és eqy kohatar csészeszorzata tetszoleges sorrendben kohatdrt ad, ugyanis
o — 0 = (¢ — ), amennyiben dp = 0, és dp — Y = 0(p — 1), ha §p = 0. Igy
a csészeszorzas kohomologia-osztdalyokbol alkotott rendezett pdrokhoz kohomoldgia-
osztalyokat rendel. Tehdt tetszoleges X topologikus tér és R kommutativ eqységelemes

gyuri esetén létezik a
H*(X;R) x H'(X; R) — H*"(X; R)
indukdlt csészeszorzas.

5.2.4. Megjegyzés. Az igy kapott csészeszorzais asszociativ és disztributiv, ugyanis
ezek a tulajdonsdgok mar a koldncok szintjén trivialisan teljestlnek.

A kohomologikus csészeszorzds egységelemét az az 1 € HY(X; R) osztdly adja,
melyet azon 0-kociklusként definidalunk, amelyik minden szinguldris 0-szimplexhez 1-

et rendel, kordbbi értelmezésink szerint az X —— R, x — 1 konstans fiiggvény.

5.2.5. Megjegyzés. (X, A) topologikus térpdr és R kommutativ eqységelemes gyiiri
esetén a (¢ — V) (o) = @(a|[ve, ..., ve] ) (o |[vk, ...vp]) formula relativ csészeszorzds-
okat is ad:

H*(X;R) x H(X,A; R) — H*"(X, A; R);
H*(X,A;R) x H(X; R) — H"'(X, A; R);
H*(X,A;R) x H(X, A; R) — H*"(X, A; R);

mivel az adott esetnek megfelelden o vagy 1 eltinik az A-beli lancokon, igy a @ —

18.

5.2.6. Allitas. Adott X topologikus tér és A, B C X nyilt alterei esetén, bdrmely

R kommutativ egységelemes gyirire, létezik a
H*(X,A;R) x H(X,B;R) — H""'(X, AU B;R)
daltaldnos relativ csészeszorzds, melyet ugyancsak a

(o —)(0) = (alve, ..., v ) (o] [Vk, ... Vk41])

formula definidl.
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Bizonyitds. Az abszolit csészeszorzast megszoritva egy
CHM(X,A; R) x CY(X, B; R) — C*(X, A+ B; R)

leképezést kapunk, ahol C™"(X, A+ B; R) a C™(X; R) azon kolancokat tartalmazo
részcsoportjat jeloli, melyek eltiinnek a teljesen A-beli és B-beli képli szimplexekbol
all6 lancokon. A * : C"(A U B;G) — C™(A + B;G) megszorité leképezés az
b.1.24] Tétel bizonyitdsaban belatottak szerint lanc homotopikus ekvivalencia, igy
felirva az (X, AU B) és az (X, A + B) térparok kohomoldgia-csoportjainak hosszi
egzakt sorat és kozottiik a megszoritd leképezés altal indukélt homomorfizmusokat,
a természetesség, majd az Ot Lemma altal kapjuk, hogy a megfelel6 kohomologia-
csoportokon a C" (X, AUB; R) — C"(X, A+ B; R) beagyazas izomorfizmust indukal.
Felhasznélva ezt a H"(X, AU B; R) = H"(X, A + B; R) azonositast, kapjuk, hogy
relativ csészeszorzas tényleg egy H*(X, A; R) x H((X, B; R) — H*! (X, AU B; R)
leképezést indukal. O]

5.2.7. Megjegyzés. A fenti dllitds tetszdleges X CW-komplexus és A, B részkomp-
lezusok esetén is teljesiil, ugyanis a C"(AU B; R) — C"(A + B; R) megszoritds itt
15 1zomorfizmust indukadl a kohomologidkon, ahogy azt mar a homologidkra beldttuk

a Megjeqyzésben és a Példaban.

5.2.8. Allitas. Legyen X és'Y két topologikus tér, A,B C X és C,D CY részhal-
mazokkal; R legyen kommutativ egységelemes gyiri. Eqy f : X —— Y folytonos
leképezés esetén, melyre f(A) C C, f(B) C D, az f* indukalt leképezésekbdl képezett

kovetkezo diagram kommutativ:
HY(X, A;R) x H(X, B; R) ————— H*"(X, AU B; R)
f*Xf*[ f”w
H*(Y,C; R) x H{(Y, D; R) —————— H**{(Y,C U D; R).

Bizonyitds. Az allitas az f*(p) — f*(¢) = f*(p — ), mar a kolancok szintjén is
érvényes formuldbdl kovetkezik, ahol az f* : C"(Y; R) — C™(X; R) leképezés az
fi: Cp(X) — Co(Y), 0 — fo leképezés R-re vett dudlisa. Az azonossag konnyen

belathaté (k + [)-szimplexenként a csészeszorzas definicidjanak segitségével:
(fﬁgo ~ fﬁw)(o-) = fﬂ90<0-|[U07 ) Uk])fﬂ¢(a|[vk7 sy Uk-H])

= gO(fO'[Uo, D) Uk])¢(f0|[vk’ x3) vk-H])
= (¢ = ¥)(fo) = fi(p — ¥)(0).
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A csészeszorzas kommutativitasanak kérdését a kovetkezd Tétel valaszolja meg:

5.2.9. Tétel. Tetszdleges (X, A) topologikus térpdr és R kommutativ egységelemes
gylirt esetén az o € H¥(X,A;R) és a B € HYX,A;R) kohomoldgia-osztdlyok

csészeszorzatdra fenndll, hogy:
a— f=(—DFg < ae HH(X, A R).

Bizonyitds. Tekintsiik elészor az A = ) esetet. Kénnyen ldthatd, hogy tetszdleges
o € CH(X;R) és ¢ € CYX;R) kolancokra ¢ — v és ¢ — ¢ definicidja csak
a A standard (k + [)-szimplex csticsainak egy permutdciéjdban kiilonbozik. A
bizonyitas otlete, hogy a csicsok sorrendjének az ellenkezojére cserélésével, az ere-
detivel, el6jeltdl eltekintve, homotdp szingularis szimplexet kapunk.

Formadlisan, legyen egy o : [vg, ..., v,] — X szinguldris n-szimplex csticsai ellen-

kez6 sorrendbe rendezésével kapott n-szimplex a

7 [wo, ..., Wn] = [Un, ..., vo] = X,

ahol x a3.1.3 Definiciéban bevezetett kanonikus linedris homeomorfizmus. A csticsok
sorrendjének ellenkezé sorrendbe vald atpermutédlasa n+(n—1)+...+1 =n(n+1)/2
transzpozicié szorzataként &ll el6, melyek geometriailag mind egy n-dimenziés hi-
persikra valé vetitést jelentenek R™*1-ben, igy az irdnyités figyelembe vétele érdeké-

ben a kovetkezd definiciéban hasznalni fogjuk az e, = (—1)""+1)/2 eldjeleket.

Jelolés. Legyen p : C(X) — Co(X) az a homomorfizmus, mely minden o szin-

guldris n-szimplexen p(o) = €,0-t vesz fel.
Az igy definidlt p leképezésre be fogjuk latni a kovetkezé lemmat:

5.2.10. Lemma. A p: C,(X) — C,,(X) homomorfizmus egy lanc leképezés, mely
lainc homotop az 1 : Cn(X) — C,(X) identikus leképezéssel, igy izomorfizmust

indukdl a homologia- és a kohomoldgia-csoportokon.

Ebbdl mar konnyen kovetkezik a tétel, ugyanis a
(0" = p"¥) (o) = p(exo][vk, ..., vo] )Y (€10 [Vksi, -, Uk]),

p* (b — @)(0) = errto (0] [Viti, -, vk]) (o ][V, - v0])
formuldk alapjan epe;(p*e — p*Y) = epup* (v — ¢). Egyszerli szdmolassal iga-
zolhatd, hogy epy = (—1)"eres, igy po — p*b = (=D)Mp* (¢ — ). Mivel p* az
identikus leképezés a kohomoldgia-csoportokon, igy a kohomolégia-osztalyokra térve

elhagyhatjuk és kapjuk a kivant o — 8 = (=1)"3 — « formult. O
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Az[5.2.10 Lemma bizonyitdsa. Azt, hogy a p lanc leképezés egyszerii szamoldssal

lehet igazolni:

0p(0) = en ¥ _(=1)'(0][vn, ..., Bi, .., 00]) = p (Z(_ni(auvo, oy O, ...,Un])> = pd(o)
ugyanis €, = (—1)"e,—1.

A p és 1 kozotti lanc homotopia megalkotasahoz a [3.2.10| Tétel bizonyitasaban
szereplé P prizma operator ad otletet. Akkor a bizonyitas {6 része a A7 x [ olyan
(n + 1)-szimplexekre felbontédsa volt, melyek v; és w; csicsai a A? x {0} valamint

A" x {1} részszimplexek egymads {6l6tt elhelyezked6 csicsai.

Jelolés. Legyen P az a C,(X) — Cyy1(X) homomorfizmus, mely mellett minden
o szingularis n-szimplexre:

P(o) =Y (=1 en—i ((0m)|[t; --rs 03, W, ooy wi])
ahol m: A x | — AT a természetes vetilés.

Vegyiik észre, hogy a w; csucsokat most forditott sorrendben tekintjik, igy az
irdnyitas figyelembe vétele végett egy ¢,,_; elgjelet is berakunk.

A OP + PO = p— 1 azonosséag, a[3.2.10] Tételbeli bizonyitashoz teljesen hasonlo,
egyszerl szamoldssal kijon: egy adott o szinguldris n-szimplex mellett a dP(o) a
definicidk szerinti kifejtésében az azonos indexti tagok p(o) és o kivételével teleszko-
pikusan kiesnek, mig a kiilonb6z6 indexti tagok pont kiadjak a PO(o)-t. A részletes
szamolas megtalalhat6 a (Hatcher] 2002) 210-212 oldalain.

A bizonyitds az A # () esetben is miikodik, ugyanis a p és P leképezések az A-
beli képti lancokat A-beli lancokba viszik, igy a dualis p* és P* leképezések a relativ

kolancokon is értelmesek.
O

A kohomolégia-gytri

Lattuk, hogy a csészeszorzas asszociativ és disztributiv, igy természetes az az
igény, hogy a szorzast egy, az X tér kohomoldgia-csoportjaibodl szerkesztett, gytiri-

struktiraban végezhessiik el. Ez egyszertien elérheto:

5.2.11. Definicié. Egy (X, A) topologikus térpdr és R kommutativ egységelemes
gytirii esetén H*(X, A; R) = @,,50 H™"(X, A; R) a térpdr R egyiitthatds kohomoldgia-
gytrije. fgy a H*(X,A; R) elemei olyan ), o; véges formdlis dsszegek, melyekre
a; € H(X, A; R). Az dsszeaddst értelemszeriien dimenzionként definidljuk, két elem
szorzata pedig legyen (3, cq)(32; B;) = D2, iy, ahol aiff; € H™(X, A; R) a re-

lativ csészeszorzas alapjdn.
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5.2.12. Megjegyzés. Kinnyen ellendrizhetd, hogy H*(X, A; R) a megadott mivele-
tekkel tényleg gyirit alkot, sot, amennyiben az R gyiri elemeivel valé szorzdst is

megengedjik, R-algebraként is tekinthetink rd.

5.2.13. Megjegyzés. Az A C X alteret )-nak véve kapjuk az X tér R egyitthatds
H*(X; R) kohomolégia-gytirigét.

A kiilénboz6 dimenzidés kohomoldgia-csoportok direkt Osszegének vétele az X
R egytutthatés H*(X; R) kohomoldgia-gytirtijének definici6jdhoz egyszerii algebrai

eszkoz, kevés topologiai jelentoséggel bir.

5.2.14. Definicié. Egy R gytrit fokszamozott gyirinek nevezink, ha eldall Ry
additiv részcsoportok @kzn Ry, direkt osszegeként, ugy, hogy a szorzasmiveletre tel-
jesil, hogy RyR; C Ryy.

Azt, hogy eqy r € R egy adott Ry, eleme, 1gy jeldljik, hogy |a| = k, azaz az a
elem fokszama k.

Egy fokszdmozott gyiirit, mely teljesiti az ab = (—1)1ba felcserélési feltételt az

algebrai topologiaban egyszerien csak kommutativ fokszdamozott gyirinek nevezzik.

5.2.15. Kovetkezmény. Minden (X, A) térpdr és R kommutativ eqységelemes gyii-

ri esetén a H*(X, A; R) kohomoldgia-gyiiri eqy kommutativ fokszdmozott gyiri.

5.2.16. Példa. A H*([[, Xo; R) — [[, H*(Xa; R) homomorfizmus, mely koor-
dindtaleképezéseit az i : Xo — [, Xa bedgyazdsok indukdljak, egy gylrd izomor-
fizmus a koordindtinkénti osszeaddsra é€s a csészeszorzdsra nézve, mivel minden i},
eqy gyiir homomorfizmus. Hasonldan kapjuk a H*(\/,, Xo; R) =[], H*(Xa; R) izo-
morfizmust is. Itt a redukdlt kohomolégia-csoportokra mint bazispontra relativ koho-
mologia-csoportokként tekintiink €s igy a relativ csészeszorzast hasznaljuk. Ahhoz,
hogy ez utobbi izomorfizmus teljestiljon, fel kell tegyiik, hogy az x, € X, bdzispontok
valamely kornyezetik deformdcids retrakeidi az[5.1.29 Lemmdhoz sziikséges feltételek-

nek eleget téve.
A kohomologikus csészeszorzéas egyszert altalanositasa a keresztszorzas:

5.2.17. Definicié. X ésY topologikus terek és R kommutativ eqységelemes gyiri

esetén a keresztszorzds eqy
H*(X;R) x H*(Y;R) = H*(X X Y; R)

leképezés, melyet az axb = pi(a) — ps(b) formula ad meg, ahol py és py az X XY -nak

az X-re és az Y -ra vald vetitése.

A csészeszorzds disztributivitdsa miatt a keresztszorzas bilinedris.
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6. Alkalmazasok és kitekintés

6.1. Retrakcidok

A retrakcidk sokszor el6fordulnak az algebrai topoldgidban, nem egy probléma
vezetheto vissza arra, hogy egy adott tér retrahalhaté-e egy alterére. A retrakcidkat

a projektor operatorok topologiai analégiajanak is tekinthetjiik.

6.1.1. Definicié. Adott X topologikus tér és A C X altér esetén, azonr : X — X
folytonos leképezéseket, melyekre r(X) = A ésr | A = 1 teljesil, retrakcionak
nevezzuk.

Masképpen, a retrakcio eqy olyan r : X —— A folytonos leképezés, mely meg-
szoritva az A C X altérre megegyezik az identikus leképezéssel.

Formdlisan, a retrakcid egy olyanr : X —— X folytonos leképezés, melyre r* = r,

mavel ez az eqyenldoség pont azt implikdlja, hogy az r az identikus leképezés a képén.

6.1.2. Példa. Retrakciokat kaphatunk példdul deformdcios retrakciok végeredménye-
ként, de nem minden retrakcio dll igy elo. Példaul minden X topologikus tér ret-
rahalhato tetszéleges xo € X pontjara, viszont a homoldogia-csoportok segitségével
konnyen belathato, hogy nem minden X retrahdlhato deformdciosan barmely pont-

jara, mivel boven vannak mdr nem kontraktibilis terek is.

Egy (X, A) topologikus térpar esetében vizsgalhatjuk azt a kérdés, hogy létezik-e
r : X — A retrakcié. A retrakciék nemlétezésének egy klasszikus felhasznalasa a

Brouwer-féle fixponttétel:

6.1.3. Tétel (Brouwer-féle fixponttétel). Minden f : D™ —— D" folytonos

leképezésnek van fixpontja, azaz olyan x € D™ pont, melyre f(x) = x.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekten az ellen-
kezojét, azaz hogy 4 f : D" —— D",
melyre Vo € D"-re f(z) # x. Ekkor tu-
dunk definidlni egy r : D" — S™7!
leképezést a kovetkezOképpen: r(x) legyen
az S"! = OD" azon pontja, melyben

az R"-beli, f(x)-bél indul6, x-en atmend

félegyenes elhagyja D"-et. Vegyiik észre,

hogy ekkor minden x € S" !-re r(x) = x.

Emellett az r folytonos, ugyanis az f folytonossaga miatt az x kicsi megvaltozta-

tasa az f(r) kis megvaltozasit okozza, igy a félegyenes is csak egy kicsit mozdul.
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Ezek alapjan az r a D" egy retrakciéja S" !-re. Az ellentmondést az okozza, hogy
ilyen nem létezhet.
Vegyiik észre, hogy azzal, hogy az r az S"~!-re megszoritva az identikus leképezés,
! I

azt kapjuk, hogy az S"~' - D™ 1 S™! kompozicié az identikus leképezés, ahol

az i : S"' = 9D" — D" leképezés a standard bedgyazas. Az (n — 1)-dimenzids

homolégia-csoportokra és indukdlt leképezésekre térve, a|3.2.12) és a [3.2.43] Kovet-

kezmények alapjan kapjuk, hogy a

H, 1 (S"Y) —2s H, 1 (D") —2s H,_(S™))
12 [ 1
yA U Z

1

kompozicié az identikus homomorfizmus. Ez nyilvan nem lehetséges.

Lényegében a kovetkezo egyszerii lemmat hasznaltuk:

6.1.4. Lemma. Legyen (X, A), A C X topologikus térpdr, és teqyiik fel, hogy létezik
eqyr : X — A retrakcio, igyri =1, aholi : A — X a bedgyazds. Ekkor az indukdlt
iv @ Hy(A) — H,(X) leképezés injektiv, 1. : Hy(X) — Hp(A) pedig szirjektiv,

ugyanis ryi, = 1, = 1.

A szinguléaris homoldgia-csoportok targyaldasanal mar belattuk ezen lemma egy-

szeri kovetkezményét:

6.1.5. Allitas. Legyen (X, A), A C X térpdr, és tegyiik fel, hogy létezik r : X —s A
retrakcio, azazri =1 , ahol azi: A — X a standard bedgyazds. Ekkor a pdr hosszu

egzakt sora szakado rovid egzakt sorokra esik szét:
0—— Hy(A) —2 Hy(X) —2 Hy (X, A) —— 0.
S
Tehdt eqy r : X —— A retrakcio eqy H,(X) = H,(A) ® H,(X,A) direkt dsszegre

bontdst ad a szinguldris homolégia-csoportokon.

A Brouwer-féle fixponttétel esetében egy D™ —— S™71 retrakcié a kovetkezd
lehetetlen hasaddst indukdlnd: H,,_{(D") = H,_(S™ ') ® H,_(D",S"1).

Egy valamivel komplexebb példahoz tekintsiik a kovetkezd definiciét:

6.1.6. Definicié. Adott X és Y topologikus terek és eqy f : X —— Y folytonos
leképezés esetén az f My leképezési hengere (mapping cilinder) az (X x D)[[Y
diszjunkt unié azon faktortere, melyet gy kapunk, hogy minden (x,1) € X x [-¢
azonositunk f(x) € Y-al.
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6.1.7. Példa. A ¢:C D S'— S CC, z+— 22 leképezés M, leképezési hengere

a Mobiusz szalag.

6.1.8. Megjegyzés. Adott X és'Y topologikus terek és eqy f : X —— Y leképezés
esetén az My leképezési henger deformdcidsan retrahdlhato az Y wvégére, példdul
minden (x,t) pontot az {x}x1 C My szakasz mentén (z,1) ~ f(x) € Y -ba mozgatva.
gy minden n-re H,(M;) = H,(Y).

Térjink most vissza a retrakciokra:

6.1.9. Példa. Tekintsik az m fokszami f : S™ —— S™ leképezés My leképezési
hengerét, legyen m > 1. Amennyiben ezen My retrahdlhato lenne az S™ x {0} C M-

re, akkor az elozdek alapjin kapnank a kovetkezd szakado rovid egzakt sort:

0— H,(S") — H,(My) — H,(M;,S") ——0
[l 174 [12
0 Z m Z Z, 0.

De ez a sor nem szakadhat, mivel Z nem izomorf Z & Zy,-el, ha m > 1, igy a
retrakcio nem létezhet. A legegyszeribb n =1, m = 2 esetben pont azt kapjuk, hogy

a Mébiusz szalag nem retrahdlhato a hatdrolo kérére.

6.2. A fokszam alkalmazasai

A fokszam az S™ —— S" leképezések homotopiaosztalyainak egy meglehetésen
hasznos invariansa, sok esetben hasznalhaté leképezések megkiilonboztetésére, de

mas problémakban is segithet:

6.2.1. Tétel (Stindisznd Tétel). S™-nek pontosan akkor lehet folytonos nemnulla

érintd vektormezdje, ha az n paratlan.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az x — v(z) leképezés az S™ egy érinté vektormezdje,
mely minden x € S™ ponthoz hozzarendeli S™ egy x-beli v(z) érintévektorat. Ameny-
nyiben a v(z)-re nem x kezdépontu, hanem 0 kezdéponti vektorként gondolunk, az
érintGség pontosan abban nyilvdnul meg, hogy az x és a v(z) vektorok merélegesek
R™*!-ben. Mivel v(z) # 0 minden z-re, feltehetjiik, hogy |v(z)| = 1, ugyanis v(x)-et
lecserélhetjiik v(x)/|v(x)|-re. Ekkor a (cos t)x + (sin t)v(z) alaki vektorok az z és
v(x) altal feszitett sik egységkorén helyezkednek el. t-vel 0-t6l 7m-ig mozogva kapunk
egy fi(z) = (cos t)x + (sin t)v(z) homotdpidt az S™ identikus leképezése és a —1
atellenes leképezés kozott. A Megjegyzés alapjan ekkor deg(—1) = deg 1, azaz

(—1)"*1 =1, tehdt n musz4j paratlan legyen.

78



Visszafelé, amennyiben az n = 2k — 1 pératlan, az (x1, s, ..., Tog_1, To) pont-
hoz hozzé tudjuk rendelni a v(xy, zg, ..., Top_1, Tog) = (—x2,T1, ..., —Tog, Tog_1) T4
merodleges érinté egységvektort. Az igy megadott v leképezés tényleg egy folytonos

nemnulla érintd vektormezot ad S™-en. OJ

A fokszam egy masik egyszerii alkalmazasa az S™-en hat6 szabad csoporthatasok-

ra vonatkozik.

6.2.2. Definicié. Egy G csoport hatisa az X téren eqy ¢ : G — Homeo(X)
homomorfizmus, ahol ez utobbi az X —— X homeomorfizmusok kompozicioval, mint
mivelettel, alkotott csoportja. Igy eqy csoporthatds ¥g € G-hez hozzdrendel egy ©g-
vel jelolt homeomorfizmust.

A G hatdsa szabad, ha minden nemtrividlis eleméhez tartozé homeomorfizmus

fizpontmentes, azaz Vg € G\ {1}-re és minden x € X-re ¢ (z) # x.
6.2.3. Példa. S"-en a —1 dtellenes leképezés szabad eqy Zo hatdst generdl.
Paros n esetén ez jelenti az egyetlen szabad csoporthatast:

6.2.4. Allitas. Z, az egyetlen nemtrivialis csoport, mely szabadon tud hatni az S™-

en, ha azn pdros.

Bizonyitds. A Megjegyzés 4. alpontja alapjan a homeomorfizmusok fokszama
+1, igy egy G csoport csoporthatdsa az S™-en meghatiroz egy d : G —— {£1}
leképezést. S6t, ez a leképezés egy homomorfizmus, ugyanis a deg fg = (deg f)(deg g)
azonossag is teljestil. Amennyiben a hatds szabad, d a G minden nemtrivialis elemét
(—1)"*-be kiildi a Megjegyzés 7. alpontja alapjan. Ezért ha n paros, akkor d
magja trivialis, igy G < Z,. O]

Differencialtopolégiaban a fokszamot barmely két iranyithato sima sokasag ko-
zotti folytonos leképezésre definidljak, mint a sima approximécié valamely regularis
értékének Gseinek eldjeles szamét (Milnor, [1965). Az S™ — S™ folytonos leképezések
esetén a két definicio megegyez6 értékeket ad, ugyanis egy y reguléris érték oseiben
a leképezés egy lokélis diffeomorfizmus, ezaltal lokalis homeomorfizmus is, igy egy 0s
eléjele a differencidltopologiai szamolas soran ugyanolyan +1 mint az adott 6s[4.1.3
Definicié szerinti lokélis fokszama. fgy a két fokszam megegyezését a Allités
biztositja.

A differencidltopolégidban belathato, hogy egy M™ iranyithaté sima sokasag
esetén az M™ —— S™ leképezések homotopiaosztalyainak halmazan a fokszam teljes
invaridns (Milnor, 1965), igy azt is megkapjuk, hogy az S™ —— S™ leképezéseket

homotopia erejéig meghatarozzék az altalunk definidlt fokszamaik.
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A fokszam differencidltopoldgiai definiciéjanak bizonyos szintii dltalanositasa a
Pontrjagin-konstrukcio, melynek segitségével a gombok homotopikus csoportjait le-
het beagyazott, tiiskézett sokasagok tiiskézett kobordizmusosztalyainak csoportjai-
val azonositani. Ennek kicsit médositott valtozata a Pontrjagin-Thom konstrukcio,

mely a bedgyazott sokasdgok kobordizmusosztalyait irja le (Hirschl [1976)).

6.3. Euler-karakterisztika

A gréafelméleti Euler-féle poliédertételben felmeriilo csicsok - élek + lapok formu-
la altalanositasa az Euler-karakterisztika. Ez egy véges CW-komplexusokhoz rendelt
egész szam, mely invarians a homotopikus ekvivalenciara nézve, konnyt szamolhato-
sdga miatt igazdn hasznos megkiilonboztetési eszkoz véges CW-komplexusok ho-

motopiaosztalyai kozott.

6.3.1. Definicié. Egy X véges CW-komplexus Fuler-karakterisztikdja:

VX)) =Y (1),

n

ahol ¢,, az X n-celldinak szdma.

6.3.2. Példa. A kanonikus cellastrukirdjival elldtva, x(S™) = (—=1)" 4+ 1. Tehdt
pdros n-re x(S™) = 2, mig pdaratlan n-re x(S™) = 0.

Azt, hogy az Euler-karakterisztika homotopikus invarians, a homolégia-csopor-

tokhoz valé kapcsolodasa mutatja meg:
6.3.3. Tétel. Egy X CW-komplezusra x(X)=>_ (=1)"(rank H,(X)).
Bizonyitds. Tekintsiik az X CW-komplexus cellularis lanckomplexusat:

0 — CEW(X) 2 COM(X) — .. — CV(X) L CEW(X) — 0

ahol CYW(X)-szel a H,(X", X" 1) az X n-celldi 4ltal végesen generalt celluldris
lancesoportokat jeloltiik. Jelolje a ciklusokat Z¢W(X) = Ker d, és a hatdrokat
BEW(X) = Im dpy 1. Ekkor H,(X) = HSW(X) = ZEW(X)/BSW(X). A kovetkez6
két sor tehat egzakt:

0— ZW(X) — CY(X) — B“"(X) — 0,

0 — BIY(X) — ZS(X) — H,(X) — 0.

Alkalmazva az [1.1.34] Tételt kapjuk:
rank CSV(X) = rank ZS"(X) + rank B (X)),
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rank ZSW(X) = rank B (X) + rank H,(X).

Mivel rank CSW(X) = c,, az els6 egyenl6ségbe a masodikat behelyettesitve és a
megfeleld el6jeles Osszeget véve kapjuk, hogy > ¢, = > (—1)"(rank H,(X)). O

Az Euler-féle poliédertétel valdjaban azt allitja, hogy a poliéderek Euler-karakter-
isztikdja megegyezik x(S5?)-vel, ami a homotopikus ekvivalencia okdn immdr nyilvan-

valé.

6.3.4. Példa. Vizsgdljuk most meg a kanonikus A, irdnyithatd és A} nemirdnyithato
feliileteket. Ruhdzzuk fel ket a standard elddllitdsuknak megfeleld CW-komplexus

strukturdval:

a2

as

a2 aq as

Qy a1

a1

fgy az iranyithato A, CW-struktirdja egy 0-cellabol, 2p 1-cellabol és egy 2-celldbol
dall, melyet az [a1,b1] - ... - [a,, by] kommutdtorok mentén ragasztunk az 1-vdzra. A

cellularis lanckomplexus tehdt:
0—z7-2y7% 1,7 40

A dy muszdj 0 legyen, mert csak eqy 0-cella van. Sot, dy is O kell legyen, mert
a kommutdtorok felbontdsdban a; €s b; ugyanannyiszor szerepel, mint az inverze,
tehat a Celluldris Hatdr Formula bizonyitasdban szerepld A.p leképezések nullho-
motopok. Mivel dy és dy is nulla, igy az A, homoldgia-csoportjai megegyeznek a
ldncesoportokkal, azaz Z 0 és 2 dimenzidban és 7% 1-dimenziéban. Az Euler-karak-
terisztika 2 — 2p.

A nemirdnyithaté A cellafelbontdsa az dbra szerint egy 0-cellabdl, q darab 1-
cellabol és eqy 2-cellabol all, melyet az a%a%...aﬁ

dy ismét 0, a dy : Z —— Z9 leképezést a dy(1) = (2,...,2) egyenldség adja meg,

sz0 mentén ragasztunk az 1-vdzra.

ugyanis minden a; osszesen kétszer fordul eld a 2-cella ragaszto leképezésében, az-az
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minden A, homotdp a z — 2% leképezéssel, melynek fokszdma 2. Mivel day(1) =
(2,...,2), kapjuk, hogy dy injektiv és ezért Hy(A}) = 0. 2% bdzisaban a (0, ...,0,1)
utolsd standard bdziselemet (1, ...,1)-re cserélve ldtjuk, hogy Hi(A}) = 297" © Z.

Jol lathaté, hogy az Euler-karakterisztika az irdnyithatosaggal egyiitt osztalyozza
a 2-dimenzids zart osszefiiggod sokasagokat.

A két példa azt is bemutatja, hogy egy zart osszefiiggd M n-sokasag iranyithato-
sagat H, (M) detektélja, ami Z, ha az M irdanyithaté és 0 ha nem (Hatcher, [2002]).

Az Euler-karakterisztika és a Brouwer-féle fixponttétel bizonyos értelemben vett
altalanositdasa a Lefschetz-szam és a Lefschetz-féle fixponttétel. X véges CW-komp-
lexus esetén, az f : X —— X leképezés Lefschetz-szama a homoldgia-csoportokon
altala indukélt f, homomorfizmusok nyomainak elGjeles 0sszege. Amennyiben az
f az 1 identikus leképezés, a Lefschetz-szama pont homoldgia-csoportok rangjait
szamolja Ossze el6jelesen, igy megegyezik az X Euler-karakterisztikajaval.

A Lefschetz-féle fizponttétel azt mondja ki, hogy amennyiben az X egy véges
szimplicialis komplexus retraktuma, akkor, ha az f : X —— X leképezés Lefschetz-
szédma nem 0, akkor az f-nek van fixpontja (Hatcher, [2002)). Osszefiiggd kontrakti-
bilis tér esetén csak a Hy(X) = Z nem trividlis, ott pedig minden f, izomorfizmust
indukal, igy a Lefschetz-szam nem 0. = Specidlis esetként kapjuk a Brouwer-féle

fixponttételt: minden D™ —— D" leképezésnek van fixpontja.

6.4. Projektiv terek

A projektiv terek, az algebrai definicié szerint, a vektorterek 0-n a&tmend egyene-
seit paraméterezik, a faktortér topologiaval felruhazva differencialhato sokasagokat

alkotnak. Mi a valds és a komplex projektiv terekkel fogunk foglalkozni.
6.4.1. Definicié. Az n-dimenzios valos projektiv tér a kévetkezo:
RP" = (R™™\ {0}) / (v ~ Av), A € R\ {0}.

Ez a definici6 tényleg a fentebb mar leirt intuiciét takarja, egy v ~ Av, A € R\{0}

ekvivalenciosztély tényleg egy 0-n dtmend egyenes pontjaibdl &ll (0 kivételével).

6.4.2. Megjegyzés. Amennyiben R -et megszoritjuk csak az eqységhosszi vekto-

rokra, kapjuk az n-dimenzios projektiv tér eqy ekvivalens definiciojdt:
RP" =S"/ (v~ —v).
Még eqy ekvivalens forma lesz, ha az S™ északi és déli nyilt félgombjét is azonositjuk:
RP" = D"/ (v~ —v), veEID".

82



6.4.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy OD™ = S™ 1 az dtellenes pontjaival azo-
nositva, a fentiek szerint, pont RP™"™' gy az RP"-et tgy kaphatjuk meg RP™ ' -bdl,
hogy egy n-celldt ragasztunk hozzd az S™~' — RP™ ! faktorleképezéssel. n-re vett

indukcidval kapjuk, hogy RP™ eqy CW-komplezus az e®Uel U...Ue™ cellastruktirdval.

6.4.4. Definicié. Mivel RP"-et megkaphatjuk RP" ™ -b61 eqy n-cella hozzdragasztdsd-
val, a végtelen unioc RP™ = |, RP" egy CW-komplexus lesz, minden dimenzicban
pontosan egy cellaval. RP™ -re nézhetink dgy is, mint R® = J, R"-ben a 0-n dtmend

egyenesek paramétertere.

A komplex vektorterek esetében tartsuk szem el6tt, hogy egy komplex egyenes

egy 2-dimenzids valos sik, a komplex projektiv tér ezek paramétertere.

6.4.5. Definicié. A komplex n-dimenzios projektiv tér a kévetkezd:
CP" = (C"'\ {0}) / (v~ Xv), A e C\ {0}.
Ekvivalens megfogalmazis a kovetkezo:
CP" = S*"*/ (v~ M), |A = 1.

6.4.6. Megjegyzés. CP"-et is megkaphatjuk a D** golyébél a v ~ \v, v € D"
azonositdssal a kovetkezbképpen: S C C"-ben azon vektorok melyek utolsé ko-
ordindtaja nemnegativ valos, pontosan a <w, \/1—7|w|) € C" x C alakuak, ahol
lw| < 1. Ezek a vektorok pontosan a w — \/1—7|w] leképezés grafikonjat adjik
meg. Ez eqy D" 2n-golyd, melyet az az S*" ' C S*™*1 gomb hatdrol, amit a
(w,0) € C" x C, |w| = 1 alaki vektorok alkotnak. A v ~ \v azonositdsndl S*+*
minden vektora azonosul Di’” eqy vektoraval, sot ez utobbi egyértelmi, ha az ere-
deti vektor utolso koordindtdja nem 0. Amikor az utolso koordindta nulla, kapjuk a
v ~ A\ azonositdst minden v € S 1-re.

Ezek alapjin CP™ a D3" faktortere a v ~ v, v € S~ azonositdsndl. Igy CP"-et
CP" .06l eqy e* 2n-cella S*"~' — CP™ ! faktorleképezés menti hozzdragasztds-
dval kaphatjuk meg. n-re vett indukcio alapjin kapjuk, hogy a CP" is elddll CW-
komplexusként a kovetkezbképpen: CP™ = e® U e? U ... U ™.

Hasonloan a valos esethez, CP™ CW-komplexusként eqy-eqy celldbol dll minden

paros dimenzioban.

Projektiv terek homolégia-csoportjai

Elészor nézziik a valds projektiv terek esetét. A Példédban A} = RP?, igy az
alapjan kapjuk, hogy Hy(RP?) =0, H,(RP?) = Z,, Hy(RP?) = 7. Tetszéleges n-re

a kovetkezo allitas igaz:
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6.4.7. Allitas.

Zz ha k =0 vagy k = n, n pdratlanra;
Hi(RP") = ¢ 7, ha k paratlan, 0 < k < n;

0 eqyébként.

Bizonyitds. Lattuk, hogy az RP" cellastrukturajaban minden & < n dimenziéban
pontosan egy e* cella van, melynek ragasztéleképezése a ¢ : S*~!1 — RP*! 2-
réti fedoleképezés. A dj, homomorfizmus meghatarozasahoz a kévetkezo kompozicio

fokszamat szamoljuk ki:
Sh1 25 RPFT Ly RPF/RPF? = 5F1

ahol ¢ a faktorleképezés. Vegyiik észre, hogy a qp kompozicié az S*~1\ S*~2 kom-
ponenseire megszoritva egy homeomorfizmust ad RP*™' \ RP*2re, és ezt a két
homeomorfizmust egymasbél az S¥~! 4tellenes leképezésével valé prekompoziciéval
kaphatjuk meg. Igy deg qp = deg 1 + deg(—1) = 1 + (—1)*, tehat dj, vagy a O
leképezés vagy a 2-vel vald szorzas, attdl fliggben, hogy k paratlan vagy péros. fgy

az RP" cellularis lanckomplexusa a kovetkezo:

0s7z-57% . 27 %7 23575750 ha n paros;
072572 . 27 %7257 %750 ha n pératlan.
Homolo6gia-csoportokra térve kapjuk a kivant allitast. O]

6.4.8. Megjegyzés. Erdemes megquizsgdlni az RP™ homoldgia-csoportjait akkor is,
ha az egyitthatocsoport nem a Z, hanem eqy K test. Ekkor a K egyiitthatos celluldris

lanckomplezus a kovetkezo formdt olti:
0 2 0 2 0
i — K — K — K — K — K—0.

Amennyiben a K test karakterisztikaja 2, példaul, ha K = Z5, akkor minden k-ra
Hy(RP" K) 2 K,0<k<n.

Ha pedig a K test karakterisztikaja nem 2, akkor a K 2K hatdar-homomorfiz-
musok izomorfizmusok, igy Hy(RP"; K) = K, ha k = 0 vagy k = n, n pdratlan,
eqyébként pedig 0.

Komplex esetben uniform valaszt kapunk:

6.4.9. Allitas. Minden G egyutthatocsoportra

G ha k < 2n és k pdros;
Hi(CP™; G) =

0 eqyébként.
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Bizonyitds. Mivel mint CW-komplexus CP" = e® U e? U ... U e®, = tetszbleges G

egytitthatocsoport esetén a cellularis lanckomplexus a kovetkezo:
0—G—0—G—...—G—0—G—0—G—0.

Ennek homolégia-csoportjai tényleg az allitasban szereplok. O

Projektiv terek kohomolégia-gytirije

Kohomoldgia esetében nem csak az adott dimenziés csoportokat, hanem a koztiik
levé szorzasstrukturat is ki tudjuk szamolni, igy megkaphatjuk a kohomologia-gytiri-
ket.

Az Kovetkezmény és celluldris kohomoldgia segitségével konnyen beldt-

hatdak a kovetkezok:
6.4.10. Allitas.

VA ha k =0 vagy k = n, n pdratlan;
Hk([R[Pn; Z) =17, ha 0 < k <n pdros vagy k = n, n paros;

0 eqyebként.
6.4.11. Allitas.
Hk([R[P” 7,) Zs ha k < n;
14L2) = k o0, _ ; _
0 equébént. H*(RP*; Zy) = Zy minden k-ra.
6.4.12. Allitas.
. G ha k < 2n paros; ) G ha k pdros;
H*(CP"; @) = HY(CP™;G) =
0 eqyébként. 0 eqyébként.

tetszdleges G Abel-csoportra.
A kohomolégia-gytiriik polinomialisak:

6.4.13. Tétel. H*(RP";Z,) = Zs]a]/(a™) és H*(RP™®;Zy) = Zs[al, ahol az «
elem fokszdma || = 1. Komplex esetben H*(CP™;Z) = Zla]/(a™) és végtelen
esetben H*(CP*; Z) = Z[a], de itt |af = 2.

Bizonyitds. RP"-re lassuk be el0szor. Egyszertsitsiik a jelolést csak P™-re, és a Zs
egyutthatocsoportot is hagyjuk el. A Allitasbol tudjuk, hogy minden k£ < n
dimenziéban egy Z, kohomoldgia-csoport van, azt szeretnénk belatni n-re induk-
ciézva, hogy tetsz6leges i-re a H'(P™) és a H"*(P") generatorainak csészeszorzata

pont a H"(P") generatorat adja.
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A bizonyitas a P" geometriai strukturdjat hasznélja fel. Tekintsiink ré igy, mint
az R"1-beli (zg, ..., z,,) vektorokra modulo nemnulla skaldrokkal valé szorzas. Ekkor
azon vektorok ekvivalenciaosztalyai, melyekben az utolsé n — i koordinata 0, pont
egy P-t, mig azon vektorok ekvivalenciaosztdlyai, melyekben az els6 i koordinata 0,
pont egy P"'-t alkotnak P"-ben. Ezek metszete egyetlen p pont, mely azon vektorok
ekvivalenciaosztalya, melyek egyediili nemnulla koordinatiaja az x;. Legyen U C
P™ az az altér, mely pontjait pontosan azok a vektorok reprezentaljak, melyek z;
koordinataja nem 0. Ekkor minden ekvivalenciaosztalybdl kivalaszthatunk pontosan
egy olyan reprezentanst, melyre x; = 1 és a tobbi n koordindta tetszéleges. = U

homeomorf az R™-el és ezen homeomorfizmusnal a p képe a 0.

Ezt ugy jeloljik, hogy az U = R"-
et felbontjuk az R® x R™* direkt szor-
zatra, ahol R' az xg,...,z;i_;, R"7 az

Zitl, ..., p koordindtaknak felel meg. Az

abran P"-et egy korlappal reprezentaltuk, pi-1 pi-1
mely hatardnak atellenes pontjait azo-
nositjuk, hogy egy P"! C P"-et kap-

[Pnfl
junk. U = P" \ P"! a korlap belseje.

Tekintstik a kévetkezd diagramot:

HY(P™) x H™(P") = H™(P")
1 |
(P, P\ P x (PP PY) = HY(P" P\ {p)

! |

HY(R™, R\ R") x H"(R",R" \ RY) ————— H"(R",R" \ {0})

mely a csészeszorzas természetessége miatt kommutativ.

Belatjuk, hogy a négy fiiggdleges leképezés izomorfizmus. A jobb oldali alsé
leképezés izomorfizmus a Kivagasi Tételbdl, a felsé pedig, mivel P™\{p} deformdcids-
an retrahdlhaté P !re, a (P", P"!) par hosszi egzakt sordbdl lathatéan izomor-
fizmus, ugyanis celluldris kohomolégia alapjan az i : P"~! < P" bedgyazds altal
indukélt H"=1(P") - H"=1(P"~!) leképezés is izomorfizmus.

A baloldali oszlopban levé fliggéleges leképezésekre az izomorfizmus belatasahoz

tekintsik a kovetkezo sort:
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Az els6 leképezés az Lemma és cellularis kohomolodgia, a harmadik ismét a
Kivagdsi Tétel miatt izomorfizmus. A masodikhoz vegyiik észre, hogy P" \ P"~
deformécidsan retrahdlhaté P~ !-re, ugyanis P \ P"~* azon pontokbdl 4ll, melyeket
olyan v = (x, ..., x,) vektorok reprezentalnak, melyeknek az elsé i koordinatajabol
legalabb az egyik nemnulla. Ekkor az f;(v) = (xq,...,xi—1, (1 — t)x;, ..., (1 — t)z)
t € [0,1]-el paraméterezett fliggvénycsalad egy jol definidlt deformécids retrakeid
P\ P*%rél P! C P"-re, mert fi(Av) = Afi(v) skaldr A-ra.

A HY(R™, R"\R" ") x H"(R", R*\R?) — H™(R™, R™\{0}) csészeszorzas helyett
tekinthetjiik a H(R?, R\ {0}) x H"*(R*~, R*=\{0}) = H™(R",R™\{0}), az[5.2.17]
Definiciéban bemutatott, vele megegyezd, keresztszorzast. Ez utébbival ekvivalens

a kovetkezd keresztszorzas:
HI(AYL OAY) x H™ (A A" 2 H™(A", 0A™)

A relativ kohomolégia-csoportokra vonatkozé Univerzalis Egytitthatok Tételbol 1at-
juk, hogy, 7, egyiitthatécsoport mellett, H*(A* AF) = Hom(H,(AF, 0AF), Z,).
Ez utébbinak generatora a Példa alapjan azon kohomolégia-osztaly, mely
a nemtrividlis ¢, : A} —— A7 identikus leképezés éltal reprezentalt homolégia-
osztalyon 1-et, a trividlison 0-t vesz fel. A keresztszorzas definicidjabdl kénnyen
latszik, hogy a H'(AL OAL) x H* H( A" 0A" ") == H"(A?,DA?) keresztszorzas
a generatorokat generatorba viszi. [gy a H “(P™) és a H™*(P™) generdtorainak csésze-
szorzata tényleg a H"(P") generatorat adja. = H*(RP";Z,) = Zs[a]/(a™).

RP> esete onnan kovetkezik, hogy az RP" < RP® beagyazdis izomorfizmust
indukdl a H(—; Z5) kohomol4gidkon minden i < n-re. A komplex projektiv terekkel
teljesen hasonléan banunk, csak Z egyiitthatékkal és H* helyett H?*-val. O

Ezen tétel jelentosége a vektornyaldbokkal osszefiiggésbe hozva vilagithaté igazan
meg. A vektornyaldbok olyan lokalisan trivialis fibraldsok, melyek fibruma ellathato
vektortérstruktiraval. A trividlis példa a bazistér egy vektortérrel valé szorzata, a
legegyszeriibb nemtrivialis a Mobiusz szalag, mint 1-dimenziés, ugynevezett vonal-
nyaldb St felett. Egy adott tér feletti valés vektornyaldbok topologikus osztalyozdsa
azon alapszik, hogy a vektornyaldbok homotopikusan egyértelmtiien indukalhatok,
avagy visszahuzhatdk, az ugynevezett Grassman-sokasdgokbdl (Hatcher, 2016)). Ez
utébbiak R®-ben az R¥ alterek paraméterterei, ennek megfeleléen, a vonalnyalabok
osztélyozé tere az RP®. Nem mellesleg RP™ a K(Zy,1) tér, ugyanis univerzalis
fedétere, S°°, kontraktibilis. A Hopf Tétel értelmében ekkor tetszoleges X CW-
komplexus esetén az [X —— RP>] homotdpia-osztalyok bijektiven azonosithatéak a
H'(X; Z5)-beli kohomoldgia-osztalyokkal (Hatcher, 2002). A vonalnyaldbok izomor-

fizmus-osztalyainak kohomoldgia-osztalyokkal valo megfeleltetésének kiterjesztése a
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Stiefel-Whitney karakterisztikus kohomoldgia-osztalyok . Ezek jol definialtsdga pont
azon mulik, hogy az RP"-ek kohomoldgia-gytiriii szabad Zs-modulusok (Hatcher,
2016). A Stiefel-Whitney osztalyok segit-ségével lathaté be példaul, hogy RP? nem
immertalhaté B2 ~2-be, azaz Whitney immerziététele éles; vagy az, hogy RP* és
RP? x RP? nem kobordansak.
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