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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Zabradi Gergelynek a sok hasznos
segitségért és irdnymutatasért, illetve azért, hogy négy félév alatt megszerettette velem az
algebrat. Szeretném tovabbé megkoszonni a csaladomnak, hogy tamogattak egyetemi éveim
soran, kiilon koszondém Doérinak, hogy mindvégig tartotta bennem a lelket. Nélkiiliikk nem
jOhetett volna létre ez a dolgozat.
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Bevezetés

Az inverz Galois probléma az algebra, illetve az algebrai szamelmélet egyik legnehezebb,
maéig megoldatlan problémaéaja. A kérdés legegyszertibb megfogalmazésa, hogy minden véges
csoport elGall-e, mint Q, vagyis a racionalis szdmok testének valamely Galois-b&vitésének
Galois-csoportja. A kérdést természetesen nemcsak Q, de tetszéleges rogzitett K testre lehet
vizsgalni, és vannak esetek, melyekben tudjuk a vélaszt, ezek kozé tartozik C(z), vagyis a
komplex szamtest feletti racionalis tortfiiggvények teste, amely felett a valasz a fenti kérdésre
igenls. Ez Riemann egzisztenciatételének kovetkezménye.

Annak ellenére, hogy a probléma maig megoldatlan, szamos fontos részeredmény ismert.
Az els6 nagy attorés Hilbert nevéhez fiizédik, 6 volt az, aki el6szor tanulméanyozta a kérdést.
A |11] cikkben leirt, ma Hilbert irreducibilitési tétele néven ismert tétel biztositja, hogy a
probléméaban Q lecserélhets Q(x)-re, vagyis a Q feletti racionalis tortfiiggvények testére olyan
értelemben, hogy ha egy G véges el6all, mint egy L1/Q(z) Galois-bévités Galois-csoportja,
akkor van olyan Lo/Q Galois-bévités is, amelynek Galois-csoportja G.

Azt mar nagyon régen tudtak, hogy minden Abel csoport elgall Q feletti Galois-b&vités
Galois-csoportjaként. Ennél azonban tobb is igaz: Hilbert utan kdvetkezs nagy attorést
Safarevi¢ érte el, 6 megmutatta, hogy minden feloldhaté csoportra is igaz az inverz Galois
probléma allitasa. Ennek bizonyitasa megtalalhato a [15] cikkben.

Shafarevi¢ tétele mellett a mésik legfontosabb eredmény Shih (illetve Thompson, Fried,
Belyi és Matzat) nevéhez fizddik [17], aki bevezette a merevségi feltételt, amely egy tisztan
csoportelméleti kritérium arra, hogy egy csoport elGalljon QQ felett. Ez &all rengeteg mai
nagy részeredmény mogott. Egy fontos példa erre Thompsonhoz kothets [18], 6 volt az, aki
elgallitotta a Monster (Szornyeteg) csoportot Galois-csoportként Q felett.

A szakdolgozat f6 célja a merevség megismerése és alkalmazasa. A munka nagy része
Helmut Volklein Groups as Galois Groups: An introduction cimd [19] kényvét koveti (a
bevezetés egy része is). Ez alol kivétel az els6 fejezet, melyben bevezetésként megnéziink
két példat csoportokra, melyeket kidzvetleniil el§ tudunk allitani Q Galois-bévitéseinek cso-
portjaiként, ennek része Serge Lang Algebra cimd konyvének [14] 273. oldalanak 6.
példaja alapjan késziilt, az [I1.2) pedig az [1.2.3] kovetkezményig bezarolag Zabradi Gergely
Tanar Ur el6adasaibol sziiletett, az m tétel bizonyitasanak alapotletének forrésa pedig
[8]. A2l szakasz célja az L/K(x) alaka bovitések megismerése, ahol K algebrailag zart.
Ezek elagazasi tipusanak megismerése fontos eszkoz, hiszen Q bedgyazhat6 algebrailag zart
K C C testekbe, és K(x) bévitéseinek csoportjai bizonyos feltételek mellett realizalhatoak
Q(x) felett is. Az emlitett fejezet és alfejezete, tovabba a a Volklein-kényv 2.
fejezetét dolgozza fel, az eredmények (Puiseux tételének kivételével) megtalalhatoak benne.
A 233 rész egy példat dolgoz ki a fejezet korabbi részeinek megértéséhez, ez a fent emlitett
kényvben egy feladatként van megfogalmazva. A (3| fejezet Riemann egzisztenciatételét jar-
ja korbe, mely elengedhetetlen a merevség hasznalatdhoz. Ebben a[3.1] B3] és[3.4] Volklein
konyvének 5. fejezetét koveti (bizonyos kivételektdl eltekintve, amelyek jelezve vannak), mig
a[B2}ben a 4. fejezet Osszefoglalasa talalhato. A [d] fejezetben a [1.2] rész Hilbert irreduci-
bilitasi tételérdl szol, ebben le van {rva a merevséghez sziikséges rész Volklein konyvének 1.
fejezetébdl. A szakaszban megismerjiik annak a feltételeit, hogy egy Q < K algebrailag
zart test esetén egy L/K (x) alaka bévités csoportja mikor allithato el Q felett is, aben
pedig kimondjuk a merevségi tételt és egy alkalmazésat. Az emlitett két alfejezet Volklein
koényvében a 3. fejezet elejét dolgozza fel.
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A szakdolgozatban implicit moédon fel van téve a Galois-elmélet [6], illetve ennél tagab-
ban az absztrakt algebra [2| alapszint(i ismerete, és a fenti olvasmanyokban leirt definiciokat
hivatkozas nélkiil hasznaljuk, azonban az allitasokra &ltalaban hivatkozunk. Ez alél kivételt
képez a nagyon sokszor hasznalt Galois-elmélet f6tétele. Amennyiben azt hasznaljuk, akkor
mindig a [6] 2.12 tételt értjiik alatta. Ha L/K egy véges testbovités, akkor Gal(L/K)-val
jeloljiik a relativ automorfizmusok csoportjat (azaz L-nek a K-t fixen hagyé automorfizmu-
sainak csoportjat) fiiggetleniil attol, hogy L/K Galois-e vagy sem. Végtelen testbGvitések
esetén az Aut(L/K) jelolést hasznaljuk (ez alol van egy kivétel, lasd . A fejezet
megértése igényel némi topologiai tudast a fedSterekrsl (|1] 7.3 fejezet) és alapvets komplex
fiiggvénytani ismereteket [3].

A 19| konyv melletti dontésnek az az oka, hogy egyrészt nagyon alapos bevezetést ad a
matematika itt vizsgalt teriiletébe, masrészt a témaban megsziiletett mas konyvek (lasd [9]
és |16]) tobbnyire messze meghaladjak a Bsc ismeretanyaganak szintjét, azonban az emlitett
olvasményok mélyebb betekintést adhatnak a téméba.
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1. Példak csoportok elSallitasara

Ebben a fejezetben néhany egyszerii példat néziink bizonyos csoportokra, és ezeket kdzvet-
leniil allitjuk el6 Galois-csoportként Q felett.

1.1. A p-edik szimmetrikus csoport, ahol p prim

Els6ként az S, csoportot nézziik meg, ahol S, a p-edik szimmetrikus csoport, és p prim.
Kés6bb a merevség alkalmazésaval minden szimmetrikus csoportot el tudunk majd allitani
Galois-csoportként Q felett, azonban ezt az esetet kdzvetleniil is meg tudjuk nézni. Sziiksé-
giink lesz egy egyszerti lemmara a szimmetrikus csoportok generalasaval kapcsolatban. Ugy
fogunk az S, csoportra hivatkozni, mint az {1,2, ..., p} halmaz permutéaciéinak csoportjara.

1.1.1. Lemma. Legyen n > 2 pozitiv szam, és (i,7) transzpozici6 S,-ben a kévetkezs
tulajdonsaggal: ha a = j —i (mod n) és 1 < a < n, akkor a és n relativ primek. Ekkor az
Sy, csoportot generalja a o = (1,2,3,...,n) ciklus és a 7 = (4, ) transzpozicio.

Bizonyitds. Jeloljiik a o és 7 Altal generalt részcsoportot H-val. Feltehets, hogy ¢ < j.
Ekkor a = j —i. Az (1,a + 1) = 0~ 7o', hiszen transzpozicié konjugaltja transzpozicio, és
o7 r0'(1) = a+ 1. Emiatt az (1,a + 1) € H. Ha m pozitiv egész, akkor m-re indukcioval
belatom, hogy ha k = am (modulo n értve a szorzast), akkor az (1,k + 1) € H. Belattuk
m = 1-re, tehat tegyiik fel, hogy m = r-ig is tudjuk, és tekintsiik az m = r + 1-et. Ekkor, ha
s1 = ra+1, és so = (r+1)a+1, akkor elgallitjuk az (s1, s2) transzpoziciot: o™*(1,a+1)o~"* =
(s1, $2), hiszen konnyen lathatoan si-et so-be viszi, hiszen a-val eltolja. Emiatt (s1,s92) € H,
az indukcios feltevesbdl (1,s1) € H, vagyis (1,s1)(s1,52)(1,81) = (1,s2) € H, amivel az
indukcio teljes.

Ebbdl kovetkezik, hogy minden k < p pozitiv egészre az (1,k) € H, hiszen n és a
relativ primek, ami miatt valamely m pozitiv egészre am = k — 1 (mod n). Ekkor pedig
barmely 1 < ly,ly < n egészre (1,11)(1,12)(1,11) = (l1,l2), vagyis H tartalmazza az Gsszes
transzpoziciot. Trividlis, hogy Osszes transzpozicié generalja S,-et (ez a |2] 4.2.5 Kérdés
utan le van irva, de konnyi meggondolni), tehat H = S,,, vagyis készen vagyunk. O

1.1.2. Allitas. Legyen f(x) € Q[z] irreducibilis polinom, melynek foka p prim. Ha f-nek C
felett pontosan 2 nem valds gyoke van, akkor f felbontasi testének Galois-csoportja Q felett
Sp-

Bizonyitds. Legyen K a felbontasi teste f-nek, és G = Gal(K/Q). Ha G-t ugy tekintjiik S,
részcsoportjanak, hogy az f gyokein hato csoportként értelmezziik, akkor G-ben a [2] 6.4.12
Kovetkezmény miatt f-nek minden gydke azonos palyan van. Ekkor a péalya-stabilizator
lemma (|2] 4.5.8 Tétel) miatt |G|-t osztja ezen pélya elemszama, vagyis p. Ekkor Cauchy
tétele (|2] 4.11.19 Kovetkezmény) miatt van p-edrendi elem G-ben. Ez az elem permuté-
cionként értelmezve felirhato diszjunkt ciklusok szorzataként (|2] 4.2.21 Tétel) és rendje a
ciklusok hosszainak legkisebb kozos tobbszorose, tehat mivel p prim, van a ciklusok kozott
p hosszasagu, vagyis egy darab p hosszu ciklusrol van sz6. A gyokok megfelels cimkézése
utan feltehets, hogy ez az (1,2,3, ..., p) ciklus. A K beagyazhaté C-be, tehat tekintsiik K-t
ennek résztesteként. A komplex konjugalas egy automorfizmusa C-nek, tehat megszoritasa
K-ra szintén automorfizmus, raadasul olyan, amely Q-t helyben hagyja. Ezért ez benne van
G-ben, és a gyokokon egy transzpozicio, hiszen a két komplex gyokot megeseréli, és a tobbi



gyokot helyben hagyja (hiszen azok valosak). Innen az lemmabol készen vagyunk,
hiszen p prim, tehat ha az adott transzpozicio (i, j), akkor a j — i = a (feltéve, hogy j > 1)
mindig relativ prim p-hez. O

1.1.3. Allitas. Minden p primre létezik olyan f(x) € Q[z] p-edfoki polinom, amely irredu-
cibilis, és gyokei kozott pontosan 2 nem valos van (ha C-beli gyokeit tekintjiik).

Bizonyitds. Vegytink by, ...,b,_2 véges sok kiilonboz6 egész szamot, tovabba egy a pozitiv
egész szamot. Tekintsiik a

g(z) = (% +a)(z — b1)(x — ba)...(x — bp_2) = 2P + cp12P ' + ..+ ¢

p-edfoki polinomot. Ezek utan vegyiink egy ¢ primszamot, és tekintsiik a g, (z) = g(x)+-L

polinomokat n = 1,2,... esetén. Belatjuk, hogy ez minden n-re irreducibilis. Ehhez a
polinom ¢-hoz tartozoé Newton-poligonjat (|7] 3. Definicid) hivjuk segitségiil. A racspontok,
amelyeket tekintiink, 1 < i < p-re (—i,j) alaktak, ahol j > 0, hiszen ez esetben ¢; a
megfelel6 egylitthatdja g,-nek is, ami egész. A maradék két racsopont koziil az egyik a
(—p,0), a masik a (0,vq(co + q%p)). Ekkor

Vg (co + qqnp> = vy(¢ " (cog™ T +1)) = —np+ 1,

hiszen g™~ ! +1 nem oszthato g-val. Tehét a két széls6 racspont a (—p, 0) és a (0, —np+1),
és az ezeket OsszekOts szakasz az x = —p-nél nagyobb koordinatakra szigortian az y = 0
egyenes alatt helyezkedik el. Mivel az Gsszes t6bbi racspont y koordinataja legalabb 0, ezért
az emlitett Osszekots szakasz lesz a Newton-poligon, tovabba ezen nem lesz mas racspont a
két szélsén kiviil (hiszen p és —np + 1 relativ primek), ami a |7] 8. kovetkezmény miatt azt
jelenti, hogy gy (z) irreducibilis.

Végezetiil belatjuk, hogy elég nagy n esetén g, (z) komplex gyokei koziil pontosan 2 nem
lesz valos. Nevezzik el iv/a-t b,_i-nek, és —iy/a-t by-nek. Ekkor a g(x) polinom gySkeinek
halmaza a B = {b; : 1 < i < p}. Vegyiink egy olyan ¢ > 0 értéket, amelyre ezen gyokok
e sugara kornyezete diszjunkt (C-ben), ekkor vilagos, hogy a nem valos gyokok e sugariu
kornyezete diszjunkt a valos tengelytsl. Tekintsiik a B halmaz minden b; elemére azt a ;
Jordan-gorbét, amely pozitiv irdnyitas szerint végigmegy a b; pont € sugart kérnyezetének
hataran. A Rouché-tétel (]3] 41. oldal) szerint ha

9(x) = gn(z)| < lg(z)| Vo € i,
akkor g, (x)-nek és g(x)-nek ugyanannyi gyoke van ~y; belsejében. Legyen
0 :=min{|g(x)| : Jix € v;}.

Ez a minimum a Weierstrass tétel alapjan létezik, hiszen egy kompakt halmazon nézziik,
és pozitiv, hiszen a megadott halmazon sehol sem vesz fel 0-t g(x). Vegyiink egy olyan N
értéket, amelyre q%p < §. Ekkor minden n > N szamra |g(z) — gn(z)| = qnip <6 < g(z)],
ha x € ~;, tehat a Rouché tétel szerint g, (x)-nek minden b; € sugara koérnyezetében van
gyoke. Mivel multiplicitassal szamolva pontosan n gyoke van, ezért meg is van minden

gyoke. Azok a gyokok, amelyek a valds b;-k kdrnyezetébdl keriilnek ki, valosak, hiszen ha



nem azok lennének, akkor a konjugaltjuk is gyok lenne, marpedig a b; kérnyezetében g, (x)-
nek csak 1 gyoke van. Azon gyokok, amelyek a nem valds gyokok kornyezetében vannak, nem
lehetnek valdsak, hiszen a megadott kdrnyezetek diszjunktak a valés tengelyt6l. Megkaptuk
tehat, hogy ha n > N, akkor g, (z)-nek pontosan 2 nem valos gyoke van. O

1.1.4. Kovetkezmény. Ha p prim, akkor S}, el6éll, mint Q egy Galois-bévitésének Galois-
csoportja.

Bizonyitds. Valoban, az[l.1.3|allitasban leirt polinom felbontasi teste az|l.1.2|4llitas alapjan
megfeleld lesz. O

1.2. Abel-csoportok

1.2.1. Definicié (Korosztasi test). Legyen K test, charK = 0 és N > 1 egész szam. Legyen
tovabba
tn, := {2 — 1 polinom gyokei}.

Ekkor a K (pn)-et a K feletti n-edik korosztasi testnek nevezzik. A [6] 2.9 kévetkezménye
miatt K (u,)/K Galois.

1.2.2. Allitas. Legyen ¢ € K(u,) primitiv n-edik egységgyck. Ekkor, amennyiben 7 €
Gal(K (i1,,)/K), akkor van olyan j, amelyre (j,n) = 1 és 7(¢) = &7, tovabba a

Gal(K (un)/K) < (Z/nZ)*, 7+ j (mod n),

ahol (Z/nZ)* az n-nél kisebb, n-hez relativ prim pozitiv egészek csoportja a modulo n
szorzasra, injektiv csoporthomomorfizmus.

Bizonyitds. Legyen ®,,(x) az n-edik korosztasi polinom. Ennek e gyoke, tehat 7(¢) is gyoke.
Ebbsl kovetkezik, hogy 7(¢) is primitiv n-edik egységgydk, emiatt 7(¢) = &/ alkalmas j
pozitiv egészre, melyre (n,j) = 1. Ebbdl kiovetkezik, hogy j € (Z/nZ)*.

Belatjuk, hogy homomorfizmus. Legyen 0,7 € Gal(K(u,)/K), és 7(c) = &, illetve
o(e) = €F. Ekkor oo 7(¢) = o(¢?) = o(e)) = €M, tehat o o 7 + kj, vagyis valoban
homomorfizmus. Mar csak az hidnyzik, hogy injektiv. Ehhez azt kell belatni, hogy a magja
trivialis, vagyis ha 7 # id, akkor 7(¢) # €. Ez nyilvanvalo, hiszen K (uy,) = K(e). O

1.2.3. Kovetkezmény. K = Q esetén Gal(Q(uy,)/Q) = (Z/nZ)* a fenti izomorfizmussal.

Bizonyitds. A Q(uy,)/Q bévités a ®,,(z) irreducibilis polinom felbontasi teste, tehat |Q(uy,) :
Q| = ¢(n) (itt ¢(n) az Euler-figgvény), és mivel a bévités Galois, ezért |Gal(Q(uy)/Q)| =
¢(n) = [(Z/nZ)*|, tehat az[1.2.2] allitasbeli injekci6 a rendek egyenlésége miatt izomorfizmus
a két csoport kozott. O

Ahhoz, hogy minden Abel-csoportot el6 tudjunk allitani, mint Q egy véges Galois-
bévitésének csoportjat, sziikség lesz a szamelméletbdl Dirichlet tételére.

1.2.4. Tétel (Dirichlet). Ha egy szamtani sorozat els§ eleme a, és differencidja d, tovabba
(a,d) = 1, akkor a szdmtani sorozatban végtelen sok primszam van.

1.2.5. Tétel. Legyen G véges Abel-csoport. Ekkor létezik Q-nak olyan L/Q Galois-b&vitése,
melynek Galois-csoportja Gal(L/Q) = G.



Bizonyitds. A véges Abel-csoportok alaptétele ([2] 4.9.15 Tétel) miatt G felbonthat6 prim-
hatvanyrendi ciklikus csoportok direkt szorzatara: G = Z,, x ... X Zp,, ahol p1, ..., p; (nem
feltétleniil kiilonb6z6) primhatvanyok, és a Z,, a p;-rendd ciklikus csoport. Els6 lépésként
minden p; szamhoz hozzarendeliink egy-egy ¢; primet gy, hogy ¢; = 1 (mod p;), és a g;-k
mind kiilonboz6ek legyenek. Ezt Dirichlet tételével Tétel) hajtjuk végre. Vegyiik a
p1 + 1 kezdd elemt, p; differenciaja szamtani sorozatot. Ebben a Dirichlet tétel szerint van
prim. Legyen ez q;. Vilagos, hogy ez megfelel. Ezutan indukciéval definidlom a t&bbit.
Tegyiik fel, hogy gi-ig mar definidltuk, és definidlni akarjuk qgyi-et. Vegylk a pgy1 + 1
kezdet, pr41 differenciaju szamtani sorozatot. Ebben Dirichlet tétele szerint végtelensok
primszam van, tehat van benne olyan, amit még nem hasznaltunk egyik g;-re sem korabban.
Valasszuk ezt qr41-nek. Lathato, hogy ezzel a mddszerrel célba ériink.

A Gal(Q(ug,;)/Q) Galois csoport izomorf a g; — 1 rendd ciklikus csoporttal az m
kovetkezmény miatt, hiszen (Z/q;Z)* = Z,, 1, mivel g; prim. Tegyiik fel, hogy ¢; —1 = np;.
Ekkor Z,, beagyazhaté Gal(Q(pg,)/Q) ba, hiszen bedgyazhaté Z,,—1-be. A Galois-elmélet
fétételében a Z,-nek megfelels kozbiilsé test legyen K. Belatjuk, hogy K;/Q Galois. A
Q(pq;)/ K bovités a fotétel alapjan Galois, és a Hy := Gal(Q(uy,; )/ Kj) csoportjanak fixteste
pontosan K. Ha vesziink egy o € Hz := Gal(Q(u,;)/Q) automorfizmust, akkor o(Kj)
pontosan a o Hio ! részcsoport fixteste lesz, hiszen ha g € Hy, és o € K, akkor go(a) =
o(a) & o7 lgo(a) = a & o7 lgo € Hi & g € oHjo~!. Megvan tehét, hogy o(K;) a
o Hyo~ ! részcsoport fixteste, azonban Abel csoportban vagyunk, tehat o Hyo~! = Hy, emiatt
o(K;) = Kj, vagyis minden o € Hj fixen hagyja K;-t. K;/Q egyszert bévités (|6] 1.15
Tétel), tehat K; = Q(8), és # minimélpolinomjanak minden gycke Q(s4,)-ben van (hiszen
az Galois), és mivel ennek a testnek minden Q-automorfizmusa fixen hagyja Kj-t, ezért ezen
gyokok mind Kj-ben vannak, tehat K;/Q valoban Galois ([6] 2.5 Allités (iv) = (i)). Ekkor
a Hy — Gal(K;/Q) megszoritas magja pontosan Hi, tehat a homomorfizmustétel (|2] 4.7.16
Tétel) miatt a képe izomorf a Ha/H; faktorcsoporttal. A Galois-elmélet f6tételének masodik
allitasa szerint |K; : Q| = |Zy, 1 : Zn| = pj, tehit Gal(K;/Q) és Hy/H rendje megegyezik,
igy a fenti megszoritas sziirjektiv, vagyis Gal(K;/Q) = Hy/H1, azaz ciklikus. Mivel lattuk,
hogy rendje p;, ezért Gal(K;/Q) = Z,,..

Legyen r = szl qj, és tekintsiik a Q(u,)/Q bévitést. Vilagos, hogy Q(u,)-be beagyaz-
haté minden Q(sug;). A fokszamtételbsl egyszertien kévetkezik (lasd [20] 3.5 lemma, 13.
oldal), hogy ha j; # jo, akkor

Q(ng'l) N @(qu'z) =Q. (1)

Ezzel az is vilagos, hogy minden j =1, ...,3-re K; < Q(u,), és barmely ketts kiilonb6z6
K; metszete Q. Legyen L := Q(K; U...U Kj;). Azt allitjuk, hogy L/Q Galois. Vegyiik fel
Q-nak a Q algebrai lezarasat tgy, hogy Q(u,) < Q. Ekkor, ha vesziink egy 7 : L < Q
beagyazast, akkor 7(L) = L, mert a [6] 2.5 allitasanak (¢) = (i¢) iranya miatt 7(K;) = K;
minden j = 1,...,i-re, és ezek generdljak L-et. Ekkor ugyanazon allitas (i1) = (i) iranya
miatt L/Q Galois.

Mar csak az hidnyzik, hogy Gal(L/Q) = G. Ezt i-re indukcioval latjuk be. Mivel i = 1-re
trivialis, tegyiik fel, hogy ¢ = k-ig belattuk, és legyen i = k+1. Legyen Q(K;U...UKy) = L'.
Az indukcios feltevés szerint Gal(L'/Q) = Z,,, X ... X Zp,, és Gal(Kp41/Q) = Z,, ,,. Mivel
az Euler fiiggvény gyengén multiplikativ, ezért \Gal(@(,uq r_)/Q)| - [Gal(Q(tg,,,)/Q)| =

k+1

o(=)e(grr1) = ¢(r) = [Gal(Q(ur)/Q)], tehdt bijekcid van a (g1, g2) € Gal(Q(u_r_)/Q)x

qk+1 dk+1




Gal(Q(uq,,)/Q) parok és a g € Gal(Q(ur)/Q) elemek kozott, méghozza a kovetkezd modon:

g <9|Q(H)’Q‘Q(“qk+1)>'

T
Ag+1

Ez azt jelenti specialisan, hogy mivel Kpi1 < Q(ugs1), és L' < Q(u_r_), ezért minden
i1

g € Gal(Kj41/Q) elem egyértelmien terjeszthets ki L-re ugy, hogy L'-n az identitast kapjuk
(ez azon milik, hogy g kiterjesztheté Q(uq, . ,)-re, lasd tétel). Ez azt jelenti, hogy
Gal(L/L") = Gal(Kj41/Q) = Z,, . Pontosan ugyanigy az is teljesiil, hogy Gal(L/Kj11) =
Gal(L'/Q) = Z,, X ... X Zp,.

Mivel K1 N L' = Q, ezért a Gal(L/Kgy1) és Gal(L/L') altal generalt részcsoport
fixteste Q, vagyis 6k ketten generaljak Gal(L/Q)-t. Mivel fixtesteik generaljak L-et, ezért
Gal(L/Ky+1) N Gal(L/L') = {1}. A Gal(L/Q) csoport Abel, hiszen ha vesziink beldle
két g1,92 € Gal(L/Q) elemet, akkor g;gs megegyezik gogi-gyel minden Kj-re megszorit-
va (hiszen Gal(K;/Q) Abel), tehat megegyeznek az egész L-en. Abel csoportban minden
részcsoport norméloszto, tehat ebbdl a |2 4.9.12 tétel alapjan

Gal(L/Q) = Gal(L/Kj1) x Gal(L/L’),

vagyis Gal(L/Q) = Z,, X ... X Zy, X Z,, . Innen az indukciobol készen vagyunk. O

k41"
Ezzel belattuk, hogy minden véges Abel csoportra van Galois-bévités azzal a csoporttal.

S6t, minden ilyet egy korosztési testbe bedgyazva hoztunk 1étre. Ezt lehet erdsiteni is.

1.2.6. Tétel (Kronecker-Weber). Legyen L/Q tetsz6leges véges Galois-bdvités, melynek
Galois-csoportja Abel. Ekkor L bedgyazhato egy korosztési testbe, vagyis valamely n pozitiv

egészre L < Q(pn).

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato a [5] jegyzetben (5.2.1 Tétel). O



2. Algebrailag zart testek

Ebben a fejezetben L/K(z) alaku testbdvitésekrol lesz szo, ahol K algebrailag zart. A
fejezet célja az, hogy definidljuk egy ilyen bévités elagazasi tipusat. Ez egy fontos eszkoz
lesz a késGbbiekben.

2.1. Formalis Laurent-sorok teste

A szakdolgozat sorédn sokszor sziikség lesz arra, hogy bizonyos testbévitésekrsl belassuk,
hogy Galois-bdévitések. Erre az egyik legjobb modszert az aldbbi fontos tétel szolgaltatja.

2.1.1. Tétel (Artin tétele). Legyen K egy test, charK = 0, és G < Aut(K) véges csoport.
Ha F < K a fixteste G-nek, akkor K/F Galois és Galois-csoportja Gal(K/F) = G.

Artin tétele nem csak 0 karakterisztikaban teljesiil, nekiink azonban csak erre a specialis
esetre lesz sziikségiink; mivel 0 karakterisztikiAban minden b&vités szeparébilis és minden
véges szeparabilis bévités egyszerd (|6] 1.15 Tétel), ezért a tétel kovetkezik [6] 2.11 (ii)
allitasabol.

2.1.2. Definicié (Formalis Laurent-sorok teste K {olott). Legyen K egy test. Legyen A
azon (a;);cz alaka sorozatok halmaza, ahol a; € K Vi € Z, és 3N € Z, hogy a; =0 Vi < N.
Az 6sszeadast az (a;) + (b;) = (a; +b;), a szorzast pedig az (a;) - (b;) = (¢;) Osszefliggésekkel
definialjuk, ahol ¢; = > i a;b,. Bz az 6sszeg nyilvan véges. A-t ezzel a két mivelettel a K
folotti formalis Laurent-sorok testének nevezziik és K ((t))-vel jeloljiik, abban az értelemben,
hogy (a;) = .52y ait’. Ennek a ) %, a;t’ alakil elemekbdl allo részgytrijét (vagyis azon
elemeket, ahol N nemnegativ) a K folotti formalis hatvanysorgytrtinek nevezziik és K[[t]]-
vel jeloljiik.

2.1.3. Allitas. A formalis Laurent-sorok teste valoban test.

Bizonyitds. Trivialis, hogy 6sszeadasra Abel-csoportot alkot. A szorzas kommutativitasa a
definicié szimmetrikus voltabol kovetkezik. Az egységelem az az (e;) sorozat lesz, amelyre
eg =1, és e; = 0 Vi # 0. Vilagos, hogy ez valéban egység. Elég megmutatni, hogy minden
nemnulla elemnek van inverze erre az egységelemre nézve. Egy adott (a;) sorozatra definial-
juk a kovetkezd (b;) sorozatot: legyen N € Z az a szam, melyre a; = 0 Vi < N, de ay # 0.
Legyen b; =0Vj < —N,ésb_n = a]_vl. A tObbi j-re a kovetkez§ egyenletrendszerbdl kapjuk

meg bj-t:
> aghj=0,i=1,2, ..
jHk=i
Ez induktivan megoldhat6 bj-re, méghozzd j = —N + 1-t6l az indexek szerint novekve

sorrendben. Ez a (b;) sorozat valoban (a;) inverze, amivel belattuk, hogy K ((t)) test. O
2.1.4. Megjegyzés. A formalis hatvanysorgytirt nyilvan részgytrtje K ((¢))-nek.

2.1.5. Lemma (Hensel-lemma). Legyen F' € K][[t]|[y] normalt polinom. Ekkor nyilvan F' =
Sy Fit', ahol F; € K[y]. Ha 3g,h € K[y] normalt, egymashoz relativ prim polinomok,
hogy Fy = g - h, akkor 3G, H € K[[t]][y], hogy Go =g, Hy=h, és F =G - H.



Bizonyitds. Legyen m := deg(F) = deg(Fp), r = deg(g) és s = deg(h). Ekkor minden
pozitiv i-re deg(F;) < m. Keresink G = > "2, Gt és H = > H;t* alaka polinomokat
(y-ban polinomok), melyekre Gy = ¢, Hyp = h, és minden pozitiv i-re deg(G;) < r és
deg(H;) < s. Ha ilyeneket taldlunk, az bizonyitja az &llitast, hiszen a fokokra vonatkozo
feltétel biztositja, hogy G és H normalt legyen. Ekkor

F=GH & F,= Y GHjn=0,1,..
i+j=n

Igy elég a fenti egyenletrendszert kielégits Gi-ket és H j-ket talalni. Induktivan, n-re novekvé
sorrendben oldjuk meg az n-edik egyenletet, vagyis adjuk meg Gp-et és Hy-et. Els6 esetben
n = 0-ra a Gog = g és Hy = h megoldja az els6 Fy = GogHy egyenletet. Ezutan az indukcios
feltevés szerint az els6 n egyenletet megoldottuk, vagyis megadtuk G;-t és H;-t VO < ¢ <
n— 1, hogy az elsé n egyenletet megoldjak. Ekkor az n + 1-edik egyenlet a kévetkezSképpen

irhato:
n—1

GOHn + HOGn = Fn - Z GiHn—i
i=1
Az egyenlet jobb oldalat nevezziik Uy-nek. U,-t ismerjiik az indukcids feltevés szerint, és a
foka kisebb m-nél. G,,, H, € K[y] megtalalasa a feladat, amelyek megoldjék az egyenletet,
tovabba deg(G,) < r, és deg(H,) < s. Go és Hp relativ primek, tehat a [2| 3.2.7 tétele
alapjan 3P, Q € KJy], hogy GoP + HoQ = U,. Maradékos osztassal P = HyS + R, ahol
R,S € Kly], deg(R) < s. Legyen H, = R és G, = Q + GpS. Ekkor deg(H,) < s
és HoG,, = U, — GopH,, miatt deg(HoG,) < m, tehat deg(G,) < r. Ezzel az indukcio
teljes. O

2.1.6. Jeldlés. Az i/n (i,n € Z, ahol n rogzitett) alaku raciondlis szamok additiv cso-
portjat jeloljiik a kovetkezSképpen: Zn~!'. Ez izomorf Z-vel az i/n ~ i altal megadott
izomorfizmussal. Legyen K egy test, és A = K((t)). Legyen A, az (a;) ez, alakt soro-
zatok halmaza, ahol minden i-re a; € K. Definidljuk az 6sszeadast és szorzast ugyanigy,
mint a Definiciéban. Nyilvan A,, test, hiszen izomorf A-val az (a;),czn-1 = (bi)iez,
bi = a;/, izomorfizmussal. Nevezziik ¢ 6sképét a megadott izomorfizmusnéal 7-nak. Igaz
tovabba, hogy A < A, a kovetkezé bedgyazassal: (b;)icz + (aj)jczn-1, ahol a; = 0
Vj & Z, és aj = b; ¥j € Z. Vilagos, hogy ekkor 7" = t. Egy tetszbleges (aj) € A, so-
rozatra a ) iz, -1 ajt! =3 icq @i = ;e bim" szimbolikus jeloléseket hasznaljuk, igy

A, = K((t"/™) = K((7)). Ezt a jelolést a fejezet tovabbi részében hasznaljuk.

2.1.7. Lemma. Legyen K algebrailag zart test, charK = 0, és ¢, € K primitiv n-
edik egységgyok. Ekkor A, /A Galois, és foka n; Gal(A,/A) = (w) ciklikus, ahol w-t a
ez biTt = 3 iep (bigh )T hozzarendeléssel definialjuk. Ezenkiviil A, = A(7), ahol 7" = ¢.

Bizonyitas. Trivialis, hogy w a A, egy automorfizmusa. Vildgos az is, hogy az w altal fixen
hagyott elemek pont A elemei. Emiatt Artin tételébdl Tétel) kovetkezik, hogy A, /A
Galois és Gal(A,/A) = (w). A rendje w-nak nyilvan n, tehat |A, : A| = n, és wi(7) = &i,7,
tehat a Galois-csoport egyik nemtriviélis eleme sem hagyja fixen 7-t, emiatt |A(7) : A| > n
(6] 1.10 Kovetkezmeény), amibsl A,, = A(7). O



2.1.8. Lemma. Legyen L egy test, és « algebrai elem L felett. Legyen f(z) = Y1 ;a;z’
olyan n > 0-foka polinom L felett, melynek o gyoke. Ekkor

n—1
g(z) =2" + g aiazflflx’
i=0

olyan n-edfokd normalt polinom, melyre g(ana) = 0. Vilagos, hogy L(«) = L(ana).
Bizonyitds. Triviélis. O

2.1.9. Lemma. Legyen K algebrailag zart és 0 karakterisztikaja. Legyen F' € K[[t]][y]
y-ban normélt és nem konstans. Ekkor valamilyen n-re F-nek van gytke A,-ben.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy az &llitas hamis, és legyen F' minimalis foku ellenpél-
da. Ekkor n = deg(F) > 2. Irjuk fel F-et F(y) = y" + an_1y" "' + ... + ag alakban, ahol
a; € K[[t]]. A G(y) = F(y — *=) osszefiiggéssel definiélt polinomban az y"~! egyiittha-
toja 0. Nyilvan az, hogy F-nek és G-nek van-e gyoke, ekvivalens, tehat feltehetjiik, hogy
y" 1 egyiitthatoja F-ben 0 (hiszen kicserélhetjiik F-et G-re). K algebrai zartsaga miatt Fp
felbomlik gyoktényezok szorzatara. Ha Fy(y) # (y — b)"™ semmilyen b-re, akkor kiilonb6zd
gyoktényez6k vannak Fp-ban, emiatt felirhatd egymashoz relativ prim polinomok szorzata-
ként, vagyis a[2.1.5]lemma miatt F' = G- H, amelyek F-nél kisebb fokuak, tehat van gyokiik
valamilyen A,-ben. Ez ellentmondas.

A tovabbiakban tehat Fy(y) = (y — b)™ valamilyen b-re. Mivel y"~! egyiitthatdja F-ben
0, ezért Fy-ban is 0, tehat nb = 0. A karakterisztika 0, emiatt b = 0. Feltehetd tehat, hogy
Fy = y™. Ebbdl kiévetkezik, hogy minden a; konstans egyiitthatoja 0. Mivel az F(y) = y"
polinomnak gyoke a 0, ezért van olyan i € {0,1,...,n — 2}, amire a; # 0. Innentdl csak az
ilyen i-ket vessziik figyelembe. Legyen m; olyan, hogy teljesiiljon a; = ct™ + p;, ahol p;-ben
t-nek csak m;-nél magasabb hatvanyai fordulnak els, és ¢ € K nem nulla. Ekkor m; > 0.
Legyen u a legkisebb m;/(n — i) alakban felirhaté szam. Nyilvan u € Q, és u > 0, tehat
felirhat6 w = [ /k alakban, ahol k,l € Z, k,l > 0.

Agyazzuk be A-t Ay, = K((7))-ba a jelé')lésben leirt modon. Tekintsiik az F*(y) =
T E(rly) =y + 32 a0yt Gsszefiiggéssel definialt F* € K[[7]][y] polinomot. Eb-
ben 3 egyiitthatéja (ha nem nulla), egy Laurent-sor 7-ban a kévetkezs alakban: a;7/(""™) =
at™irt =) 4 g = arP 4+ ¢, ahol gi-ben csak FEj-nél magasabb fokd tagok vannak és
E; = k(n —i)(;* —u) > 0. Nyilvanvaléan van olyan i, amire E; = 0 (hiszen valamely
i-re definici6 szerint u = m;/(n —i)). Legyen F*(y) = > oo, Fi7i. Fj az algebrai zartsag
miatt gyoktényezdkre bomlik. Tegytik fel, hogy F{j(y) = (y —d)" valamilyen d-re. Mivel F{j-
ban y"~1 egyiitthatoja 0, ezért nd = 0, vagyis a 0 karakterisztika miatt d = 0. F§(y) = y"
Viszont nem lehet, hiszen valamilyen i-re E; = 0. Ekkor tehat Fj kiilonboz6 gyokténye-
z6kbdl 4ll, igy felbomlik relativ prim polinomok szorzatéara, tehat alkalmazhatjuk ra a[2.1.5]
lemmat, amennyiben kicseréljitk az allitasban ¢-t 7-ra. F* = GH, ahol G, H € K[[7]][y]. H
foka szigorian kisebb, mint n, tehat van gydke valamely Ag (71/ k/) = App-ben. Igy F*-nak,
és végiil F-nek is van gyoke Ayp/-ben. O

2.1.10. Tétel. Legyen K algebrailag zart, 0 karakterisztikaju test. Legyen A/A véges,
n-foku testbévités. Ekkor A = A(J), ahol 0™ = t.



Bizonyitds. AJA egyszert, hiszen véges és szeparabilis (|6] 1.15 Tétel). Ez alapjan tehat
A = A(0) valamely 6 € A elemre, és legyen F(y) € Aly] a 6 miniméalpolinomja. Szeretnénk
belatni, hogy F(y)-nak van gyoke valamely A, testben. Mivel F(y)-ra ez pontosan akkor
teljesiil, ha t'F(y)-ra, tehéat feltehets, hogy F(y) € K|[t]][y]. Ezenkiviil a lemma
alapjan feltehets, hogy normalt y-ban és vilagos, hogy nem konstans, tehat a [2.1.9] lemma
szerint van olyan n’ szam, melyre F(y)-nak van gyoke A, /-ben. Legyen ez a gyok ¢'. Emiatt
A C A,y. Mivel Gal(A,,//A) ciklikus, ezért, tekintve, hogy a Galois-elmélet f6tétele miatt a
részcsoportjai bijektiven megfeleltethetéek a A, és A kozott 1éve testeknek, tehat A = A,
valamely n-re, amely osztja n'-t. Igy & = t1/™ vélasztassal A = A(6), és 6" = t. O

2.1.11. Kovetkezmény (Puiseux tétele). |J;o; A; algebrailag zart, vagyis ez a formalis
Laurent-sorok testének algebrai lezarasa.

Bizonyitds. Vegyiink egy f(y) € U2, Aily] irreducibilis polinomot. Belatjuk, hogy ennek
van gyoke (J;2; As-ben. Az f(y)-nak az Gsszes a; egyiitthatojara teljesiil, hogy a; € A, vala-
mely n; szamokra. Emiatt van olyan m (példaul az n;-knek a legkisebb kozos tobbszorose),
amelyre a; € A,,, minden egyiitthatora. Ekkor f(y) € Ay,,[y]. Jeloljik Ap,-et K((7))-val
(2.1.6| Jelolés), ahol 7™ = ¢, illetve K((t)) = A. Bovitsitk Ap,-et f(y) egyik gyokével, és
legyen a kapott test A. Fz egy véges bévités, tehat a tételt hasznalhatjuk, ha a tétel-
ben kicseraljitk A-t A,,-re a[2.1.6] jelolésben leirt izomorfizmussal. Ekkor A = A,,(§), ahol
§F = 1. Vilagos, hogy A ekkor A,-izomorf A,,;, = K((19))-val a 6 +— 79 hozzarendeléssel
(ez az emlitett tétel bizonyitasabol latszik). Emiatt f(y)-nak van gyoke A,,r-ban, vagyis
U2, A; algebrailag zart. Az, hogy ez algebrai bovités A felett, trivialis, tehat valoban ez az
algebrai lezart. O

2.2. Az elagazasi tipus

K ebben az alfejezetben is mindeniitt algebrailag zart test lesz, melyre char K = 0 (még ha
nem is mindenhol lesz kimondva), és L/K (x) alaka testb6vitésekrdl lesz szo, ahol K (x) a K
feletti racionalis tortfiiggvények teste. Ennek oka Hilbert irreducibilitasi tétele (lasd .

2.2.1. Jelolés. Legyen K algebrailag zart, 0 karakterisztikaja test, ebben (&,)nen primitiv
n-edik egységgyokok rendszere kompatibilis, vagyis ha n, k, [ természetes szamokra teljestil,
hogy n = ki, akkor !, = &;. Legyen A/A n-fokt véges Galois-bévités. Ekkor a
tétel miatt A = A(), és 0" = t. Nyilvan egyértelmten létezik Gal(A/A)-nak egy w ele-
me, amelyre w(d) = €,0. Ezt az w-t a Gal(A/A) kitiintetett generatoranak nevezziik. Ez
valéban generdtor. Legyen PL = K U {oo}, ahol co ¢ K formélis jelolés. K-nak barmely
« automorfizmusét kiterjeszthetjiik P}(-re ugy, hogy a(oco)-t co-nek definialjuk. Barmely
p € P-re jeldljiik 9, : K(z) — K(t)-vel azt az izomorfizmust, amelyet a kdvetkezs hozzé-
rendelések valamelyike hataroz meg: ha p # oo, akkor = — t + p, ha p = oo, akkor x — 1/t.
A fejezet tovabbi részében ezen jeldléseket hasznaljuk.

2.2.2. Allitas. Legyen K algebrailag zart test, charK = 0, és A/A n-foka véges Galois-
bévités. Ekkor ha & € A, és 3In’ € Z, n' > 1, hogy ()" = t, akkor w(&') = e,/¢.
Specidlisan, ha A C A" C A, akkor w|as lesz Gal(A’/A) kitiintetett generatora.

Bizonyitds. Az elsé allitast elég & = 6™/ -re bizonyitani, hiszen barmely mas lehetdség
ennek és egy egységgyoknek szorzata. Valoban, mivel e,-ek kompatibilisek, ezért w(d’) =
62/ = end’. A méasodik allitas ennek trivialis kovetkezménye. O



2.2.3. Allitas. Legyen K algebrailag zart test, charK = 0, L/K () véges Galois-béviteés,
melynek Galois-csoportja G = Gal(L/K(x)). Rogzitsiink egy p € P} elemet. Ekkor a
kovetkezsk igazak:

(a) ¥p : K(x) — K(t) kiterjeszthets egy ¥ : L — Ly izomorfizmussa, ahol Ly részteste
egy olyan A-nak, amelyre teljesiil hogy A/A véges Galois-b6vités. Ekkor Ly invarians
Gal(A/A)-ra nézve. Legyen gy € G a kivetkezd: gy = 9L owod, ahol w a Gal(A/A)
kitiintetett generatora. Ha A/A szintén véges Galois-bévités, amire Ly < A, és 9
L — Lj egy vUp-t kiterjeszts izomorfizmus, akkor g5 és gy a G-nek ugyanazon C),
konjugaltosztélydban vannak. Ez a C), csak L-t6l és p-t6l fligg.

(b) Legyen er,, a C) osztaly elemeinek kozos rendje. L/K (z)-nek vegyiik egy primitiv
elemét. Legyen F' € K(x)[y] v minimalpolinomja. Jeloljiikk ¢,F € K(t)[y]-nal azt a
polinomot, amelyet gy kapunk, hogy F' egyiitthat6it megvaltoztatjuk a v,-nél vett
képiikre. Ekkor 9,F minden irreducibilis tényez6jének foka n = er ,. Ezenkiviil az
(a) részben valaszthatjuk A-t A,-nek.

(c) Valaszthatjuk (b) részben -t ugy, hogy F(y) = F(z,y) € K][z,y] normalt y-ban.
Ekkor F'(y)-nak a D(x) diszkriminansa K (x) f6lott K[z]-nek egy nemnulla eleme. Ha
p € K és D(p) # 0, akkor e, , = 1.

(d) Ha L' C L olyan, hogy L'/K(x) véges Galois-bévités, akkor G megszoritasa G' =
Gal(L'/K(z))-re Cp-t abba a C)-be kiildi, ahol C}, az (a) ponttal analég m6don van
definialva L helyett L'-re.

Bizonyitds. (a) U létezését a (b) részben bizonyitjuk. Tekintsiik a (b) pontban definialt
UpF-et. Ennek a gyokei generaljak Ly-t K (t) folott, amely gyckoket Gal(A/A) permutalja,
fgy 14 nézve Ly invaridns. A masodik, 9-r6l szol6 allitas belatasahoz feltehetd, hogy IA,
hogy Ag/A véges Galois-bovités, és A, A" C Ag. Ekkor ¥, F gyokei generaljak Ly-t és Ls-t
is, igy Ly = Lj. Legyen h = 919 € G, és wy a Gal(Ag/A) kitiintetett generatora. Mivel
wola = w, ezért g5 = O twed = R 19 L wydh = h1ggh.

(b) Legyen H a ¥,F-nek egy irreducibilis tényezGje és legyen A = Afy]/(H). A/A véges
testbéviteés, és H-nak (igy ¥,F-nek is) van A-ban gyoke. Legyen ez a gyok +'. Emiatt 9,
kiterjeszthets egy ¥ : L — Ly izomorfizmussa, ahol Ly = K(t)[y/] C A, és, mint tudjuk,
L = K(x)[y]. Ezzel (a) bizonyitasa teljes. Vegyik azt a Gal(A/A) — Gal(Ly/K(t))
homomorfizmust, amit az Lyg-ra val6 megszoritassal nyeriink. Ez A = A(y’) miatt injektiv,
emiatt w és w|r, rendje megegyezik. Ez a rend nyilvanval6an egyenlé gy rendjével, vagyis
erp-vel, |A 1 A| pedig értelemszertien megegyezik w rendjével. Igy deg(H) = |A: A| = ef, .
A masodik 4llitas abbol kovetkezik, hogy |A : A| = n miatt A izomorf A,,-nel a tétel
miatt.

(c) Egy xi-vel valo szorzas és a lemma alapjan feltehetjiik, hogy F' € K|[x,y], és
y-ban normalt. Emiatt D(z) € K[z]. F irreducibilis, tehat a 0 karakterisztika miatt sze-
parabilis, tehat D(z) nem nulla. Ha p € K és D(p) # 0, akkor F(p,y) is szeparabilis. A
lemma feltételeit ellendrizziik ¥,F € Afy] polinomra. (9,F)o(y) = F(p,y), tehat sze-
parabilis, vagyis gyoktényezdkre bomlik. A lemma alapjan (ha elvégezziik a lemmabeli
faktorizalast annyiszor, ahanygyoktényezs van) 9, F is gyoktényezdkre bomlik A[y]-ban. Igy
a (b) rész miatt ey, , = deg(H) = 1.
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(d) Legyen ¥ : L — A az (a)-beli kiterjesztése 9,-nek. Ekkor ¢ = 9|1/ egy izomorfizmus
L' és 9(L') kozott és szintén kiterjeszti ¥p-t. Igy gy = (¥) " twd = 97 1wd| = go|1. Ez
pont a (d)-beli allitas. O

2.2.4. Definici6 (G csoport p-hez asszocialt konjugéltosztélya). Legyen L/K (x) egy véges
Galois-bovités és G = Gal(L/K(x)) és p € PL. Definialjuk gy-t gy, mint a allitas
(a) részében. Ekkor gy konjugaltosztalyat Cp-vel jeloljiik és a G csoport p-hez asszocialt
konjugaltosztalyanak nevezzik.

2.2.5. Definicié (Eldgazasi index). Legyen L/K(z) véges Galois-bovités és p € PL.. Ek-
kor a Gal(L/K (z)) p-hez asszocialt konjugéltosztalyaban 1évé elemek kozos rendjét er, p-vel
jeloljiik és L eldgazasi indexének nevezziik p-nél.

2.2.6. Definici6 (Eldgazasi pont). Legyen L/K (x) véges Galois-b6vités és p € P}.. Ekkor
p-t elagazasi pontnak nevezziik, ha ey, > 1.

2.2.7. Lemma. Legyenek L/K(x) és L'/K(x) n-edfoki véges Galois-bvitések, és G =
Gal(L/K(z)), G" = Gal(L'/K(z)). Legyen G-ben C,, G'-ben pedig C}, a p-hez asszoci-
alt konjugaltosztaly. Legyen a egy automorfizmusa K-nak és legyen m az a szam, amire
a~1(g,) = e™. Tegyiik fel, hogy 3\ : L — L’ izomorfizmus, hogy | = a és A\(z) = z. Ez
a A indukal egy \* : G — G’ csoportizomorfizmust a kovetkezs hozzéarendeléssel: ha g € G,
akkor g — AgA~!. Ekkor C’;é(p) = A" (Cp)™, ahol X*(Cp,)™-t a kovetkezSképpen értelmezziik:
ha C egy konjugaltosztily G-ben, és g € C', akkor g konjugaltosztalyat jeloljiik C™-mel.
(Ez nyilvan fiiggetlen g € C' valasztasatol.)

Bizonyitds. Rogzitsiik p € P-et és legyen k = er, ,. Ekkor k osztja n-et (n = |G|), emiatt,
és ex-k kompatibilitdsa miatt a1(eg) = €. Legyen & az az automorfizmusa Ay, = K((7))-
nak, amelyet a > b;7" + > a(b;)7? hozzarendeléssel nyeriink. Vilagos, hogy &|x = a. A
jelolésben definialt beagyazassal tekintsiik ismét A = K((t))-t Ay résztestének, ahol
t = 7F, és legyen w € Gal(Ax/A) az a generator, amire w(7) = g,7. Ekkor a ‘wa(r) =
a Hw(r)) = al(eg)T = 't = W™(7) miatt & lwa = w™. A allitas (b) része alapjan
39 izomorfizmus L-r6l Ay egy résztestére, amelyre 9|k (y) = 0. Tekintsiik a 9" := ao IA!
izomorfizmust L'-r6l Ay, egy résztestére. Erre igaz, hogy 9|k () = Uq(p)- Ennek belatasahoz
két dolog kell. Egyrészt, ¥ az identitas K-n, hiszen a|x = Mg = a. Masrészt, ha p # oo,
akkor ¥/ (z) = a(d(x)) = a(t + p) =t + a(p), és p = co-re ¥ (z) = a(V¥(x)) = a(l/t) = 1/t.
Végiil a lemma 4llitasanak belatasahoz elég, hogy gy = (9') 'w? = M~ la lwadr~! =
X~ LwmIAL = AgIA~L = A*(gg)™. O

2.2.8. Definicio (Elagazasi tipus). Legyen a (G, P, C) harmasban G egy csoport, P véges
részhalmaza P(lc—nek és C = (Cp)pep pedig G nemtrivialis konjugaltosztalyainak egy csaladja,
P elemeivel indexelve. (G, P,C)-t és (G', P/, C’)-t ekvivalensnek nevezziik, ha P = P’ és
létezik olyan G — G izomorfizmus, amely Cpy-t C)-be képezi minden p € P-re. Ez nyilvan
ekvivalenciarelacio ezeken a harmasokon. Jeldlje egy (G, P, C) harmas ekvivalenciaosztéalyat
T =[G, P,C]|. Az ilyen T-ket elagazasi tipusnak nevezziik.

2.2.9. Megjegyzés. Egy L/K(x) véges Galois-bGvités elagazasi tipusa alatt a kovetkezd
harmast értjiik: 7 = [Gal(L/K(x)), P, (Cp)pep], ahol P az elagazasi pontok halmaza, C,
pedig a p-hez asszociélt konjugéltosztély, ha p € P.
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2.3. Egy példa

Ebben az alfejezetben megvizsgaljuk az egyik legegyszeriibb példat az L/K (z) alaka bovité-
sekre. Azt fogjuk megnézni, hogy milyen véges csoportok allhatnak el6 Galois-csoportként,
és mi az elagazasi tipus, ha a bévités K (y)/K (x) alaka, ahol K algebrailag zart, char(K) =
0, és x,y transzcendens elemek K felett, vagyis K (x), valamint K(y) egyarant izomorf a
racionéalis tortfiiggvények testével. Vilagos, hogy ha egy ilyen alaki Galois-b&vitést vesziink,
akkor ennek Galois-csoportja bedgyazhato Aut(K (y)/K)-ba, hiszen ha egy automorfizmus
fixen hagyja K (x)-et, akkor specidlisan K-t is.

2.3.1. Allitas. Legyen 3/ € K(y). Pontosan akkor teljesiil, hogy K (y) = K(y'), ha léteznek
olyan a,b,c,d € K, ad — bc # 0 elemek, hogy 3/ = Zgis, vagyis 1 el6all y-bol linearis
tortfiiggvény alakban.

Bizonyitds. Nézziik a konnyebbik iranyt, és tegyiik fel, hogy 3/ eléall megfelels egyiittha-
tokkal ¢y = g;’i‘g alakban. Be fogom latni, hogy ekkor y € K(y'). Tudjuk, hogy a linearis
tortfliggvények reprezentalhatoak a méatrixukkal, és azt is tudjuk, hogy ha két lineéris tort-

fliggvényt komponalunk, akkor a kapott fiiggvény reprezentalhat6 a két métrix szorzataval.

Tekintsiik tehat az
M= a b
“\e d

métrixot, és nevezziik l1-nek az altala reprezentalt lineéris tortfliggvényt. Tudjuk, hogy
l1(y) = y'. M determinéansa a feltétel alapjan nem 0, tehat invertalhato. Tekintsiik az

_ e f
Ml:(Q h)

altal reprezentélt Iy linearis tortfiiggvényt. Mivel MM ~! = I, ahol I az egységmaétrix, ezért
lg e} ll = id. Emiatt

l(y) = b((y) =y
Ez alapjan ;gii{b =y, tehat y eldall y'-bdl racionalis tortfiiggvény alakban, tehat y € K(y').
Ebbdl kovetkezik, hogy K(y) < K(y'), és mivel azt mar tudtuk, hogy K(y') < K(y), ezért
K(y) = K(y).

A masik irdny belatasahoz tegyiik fel, hogy K(y) = K(y') és v/ = P(y)/Q(y), ahol P
és @ egymaéshoz relativ prim polinomok. Indirekt tegyiik fel, hogy deg(P) > 2. Szeretnénk
egy olyan a; € K elemet talalni, hogy a P(x)/Q(z) = a1 egyenletet tobb K-beli elem is
kielégitse. Tegyiik fel, hogy a 0 = a; nem ilyen. Ez azt jelenti, hogy P(x)/Q(x) = 0-
nak legfeljebb egy megoldasa van. Ez ekvivalens azzal, hogy P(z) = 0-nak legfeljebb egy
megoldasa van, hiszen P és () relativ primek, tehat nincs k6zos gyokiik. Mivel K algebrailag
zart, ezért P gyoktényezSkre bomlik (hiszen nem konstans), tehat ha csak egy gydke van,
akkor P(z) = (z — d1)" valamely d; € K-ra. Mivel P és @ relativ primek, ezért léteznek
bi,c1 € K elemek, hogy b1 - P(z) + c1 - Q(z) = 1 (]2] 3.2.7 Tétel). Ha felirjuk, hogy
P(z)(b1 + 1) + Q(z)c; = 0, az ekvivalens azzal, hogy P(z) + 1 = 0. Ha ennek csak egy
megoldésa lenne, akkor P(z)+ 1 = (x — d2)" teljesiilne, viszont P(z) = (z — d1)"™-ben 2"~}
egyiitthatoja egyrészt nd;, masrészt nds (hiszen n # 2, vagyis a +1-es nincs ra hatéssal),
tehat di = da, de ez ellentmondas, hiszen d} = dj —1 (hiszen ez a konstans tagja P(x)-nek),
tehat P(z)(b1 + 1) + Q(z)c; = 0-nak tobb megoldasa van. Ha by + 1 # 0, akkor tehat az
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a; = —ﬁ jo valasztas. Ha by + 1 = 0, akkor tekintsiik ugyanigy példaul a P(z)(3b; +

1) + Q(x)3c1 = 0 egyenletet, ebbdl jon a —35111 = a1 megoldas. Mindenképpen talaltunk
egy a1 € K elemet, amelyre létezik x1 # 29 € K, hogy P(z1)/Q(x1) = P(x2)/Q(z2) = a;.
Mivel feltettiik, hogy K(y) = K(v'), ezért y € K(y'), vagyis y = Pyo(y')/Qo(y’) valamely
Py, Qo relativ prim polinomokra. Ekkor

P(y)
Po (Q(zﬁ)
o(rw)
y
Qo <Q(y))
tehat ha példaul behelyettesitjiik xi-et, vagy xs-t, akkor, mivel formélis atalakitasok utan

ez a fliggvény visszaadja y-t, ezért ebbe behelyettesitve is az identitast kell kapnunk rajuk
ott, ahol a belsé6 fliggvény értelmezve van. Ekkor

P(x2) P(z1)
PO(Q(@)) Py(aq) PO(Q(M))
P\ Qolar) Pz1))
QO<Q($2)> QO Q(z1)
ez viszont ellentmond annak, hogy x1 # x2. Ez azt jelenti, hogy deg(P) > 2 nem lehet,
tehat deg(P) < 1. Tegyiik fel, hogy deg(Q) > 2. Ekkor, mivel az els6 rész alapjan K(y') =

K(1/y), ezért 1/y'-t tekintve megint ugyanigy ellentmondasra jutunk, vagyis deg(Q) < 1.
Ezek alapjan fel lehet irni /-t ilyen alakban:

Tr9 —

, _ay+b
cy+d

Tegyiik fel indirekt, hogy ad — bc = 0. Ekkor az

u=(t)

matrix determinansa 0, tehat a rangja nem ketts, tehat a két sora egymas skalarszorosai,
tehat két eset van. Els6 esetben a = b = 0, amelybdl kovetkezik, hogy 3/ = 0, vagyis ¢/ € K,
ami ellentmondés. Masodik esetben 9\ € K, hogy c = A -a, és d = X - b, tehat

,:)\ay—kb:)\
ay + b

)

tehat ¢’ € K. Ez megint ellentmondas, tehat ad — be # 0, amivel belattuk az allitast. 0l

2.3.2. Kovetkezmény. Aut(K(y)/K) izomorf PGLa(K)-val, vagyis a kétdimenzios pro-
jektiv altalanos lineéris csoporttal K felett.

Bizonyitds. Csinalunk egy ¢ : Aut(K(y)/K) — PGL2(K) izomorfizmust. Ha vesziink egy
a € Aut(K (y)/K) elemet, azt egyértelmien meghatarozza, hogy hova kiildi y-t. Az, hogy
«a automorfizmus, az el6zé allitas alapjan ekvivalens azzal, hogy

ay + b

aly) = cy+d
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alakban felirhato valamely a,b,c,d € K, ad — bc # 0 elemekre. Legyen ¢(«) az a lineéris
tortfiiggvény, amelyet az
a b
u=(00)
métrix hataroz meg.
Elgszor be kell latnunk, hogy ez joldefinidlt hozzarendelés. Vegyilink egy tetszGleges

a € Aut(K(y)/K) automorfizmust, amelyre

a1y + by asy + by

- c1y + dy N ng—i-dg’

és be kell latnunk, hogy a két kapott matrix ekvivalens PGLo(K')-ban. Ha a fenti egyenléség
teljesiil, akkor szorozva a nevezdkkel azt kapjuk, hogy ajcoy? + (c2by + a1d2)y + bide =
azc1y®+(c1by+asdy )y+bad; . Ez a két polinom egyiitthatonként egyenls, tehat a1 /c1 = as/co,
és by/dy = by/da, vagyis valamely A\, u € K parra Aa; = ag, Acy = c2, uby = by, udy = da,
tehat most y egyiitthatojara felirva: Aciby + paidi = pbici + Aaidy, vagyis atrendezve
A(bier — ardy) = p(bier — ardy), tehat mivel ajd; — biep # 0, ezért X = pu. Az jott tehat ki,

hogy
\ (@ b1\  [az b
C1 Cl1 o (&) dg ’

Ezek PGLy(K)-ban ekvivalensek, hiszen ha két linearis tortfiiggvény matrixai egymas ska-
larszorosai, akkor ekvivalensek. Belattuk tehat, hogy joldefinialt. Az vilagos, hogy ho-
momorfizmus, hiszen tudjuk, hogy a matrixszorzas a linearis tortfiiggvényeket komponélja,
tehat mar csak az kell, hogy bijektiv.

Tekintstik a sziirjektivitast. Ha van egy nemnulla determinénsa <CCL > matrixunk,

d

akkor az el6all az a : K(y) — K(y),y — Zgis automorfizmus képeként.

Az injektivitashoz tegyiik fel, hogy a1, as € Aut(K(y)/K) képei ekvivalensek:

sl = (33 ) o= (3 22)

Ha két PGLo(K)-beli méatrix ekvivalens, akkor egymas skalarszorosai (legyen ez a skalar
A € K), viszont az pont azt jelenti, hogy

a1y + b1 a1y + Aby asy + by

o(y) = cy + dq - Aery + Ady - coy + da = oa(y),

vagyis a; = g, amivel belattuk az injektivitast, tehat ¢ valdéban izomorfizmus. O

2.3.3. Tétel. A PGLy(K) csoport véges részcsoportjai izomorfia erejéig pontosan a ciklikus-
és diédercsoportok, tovabba Ay, Sy és As, ahol A; az alternald, és .S; a szimmetrikus csoportot
jelenti.

Bizonyitds. Csak azt bizonyitjuk, hogy a ciklikus- és a diédercsoportok mind beagyazhatok
PGL2(K)-ba, a teljes bizonyitas megtalalhato a [13] miiben.
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Legyen Z,, az n elem ciklikus csoport, és &, € K primitiv n-edik egységgyok (ilyen van,
hiszen K algebrailag zart). Ugy tekintjiik Z,-et, mint az n-nél kisebb természetes szamok
additiv csoportjat modulo n. Tekintsiik a kovetkezd bedgyazast:

i
¢ 1 Zn — PGLy(K),i — <5On (D .
Be kell latni, hogy ez bedgyazas, vagyis injektiv homomorfizmus. Nézziik a mtvelettartast.
Legyen 1,5 € Z,.

e = (5 ) (5 )= (% 9) = e+

teh&t homomorfizmus. Vildgos az is, hogy két ilyen alaki matrix nem skalarszorosa egymaés-
nak, tehat injektiv.

Most legyen D,, diédercsoport, és ismét e, € K primitiv n-edik egységgyok. Most D, -et
a kovetkezd modon reprezentaljuk két gemeratorral és harom reldcioval: D,, = (a,bla? =
1,0" = 1,aba=! = b~!). Ez valoban D,-et reprezentélja, és a felel meg egy tiikrozésnek, b
pedig egy n-edrendt forgatasnak. Most vesziink egy ¢ homomorfizmust PGLy (K )-ba:

(01 (e 0
a 1 0)° 0 1)

Nézziik meg, hogy teljesiilnek-e a relaciok: a? =1 és b™ = 1 vilagos, hogy teljesiil.

cweme = (1 ) (5 1) (o) = (6 o)

és ez a matrix PGLy(K)-ban ekvivalens o(b)~1-zel.A relaciok tehat teljesiilnek, mar csak
azt kell belatni, hogy injektiv lesz, ehhez pedig elég belatni, hogy a képben lesz legalabb

2n db elem. Vilagos, hogy minden i = 0,1,....,n — l-re ¢(b’) = <€6"° (1)>, és p(b'ab™?) =

et 0

n

vagyunk. O

i
< 0 6") , és ezek paronként kiilonbozéek, tehat elgall 2n db kiilonbozé elem. Ezzel készen

2.3.4. Megjegyzés. Ha tekintjiik a K = R esetet (bar R nem algebrailag zart), akkor
mivel SO3(R) = PGL2(R), ezért ekvivalensen tekinthetjiik SO3(R) véges részcsoportjait is,
amelyek szintén azonosak a fenti tételben leirtakkal. Ennek egy magyar nyelvi szemléletes
bizonyitasa megtalalhato a [4] jegyzetben (6.2.10 Tétel).

Az alfejezet tovabbi részéhez sziikségiink lesz Liiroth hires tételére.

2.3.5. Tétel (Liiroth tétele). Legyen L; < Lo kiilonboz6 testek, tovabba z transzcendens
L, felett, és Ly < Lyi(x). Ekkor létezik y € Lq(z), hogy Lo = L1(y).

2.3.6. Kovetkezmény. A K(y)/K(z) alaku véges Galois-bgvitések Galois-csoportjaként
pontosan a ciklikus csoportok, a diédercsoportok, Ay, Sy és Aj allnak elé.
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Bizonyitds. Mas csoport nem allhat el§ a[2.3.2 kovetkezmény és a [2.3.3| tétel miatt. Azt kell
csak belatni, hogy ezek mind el6allnak. Vegylink egy, a fentiek koziili csoportot, és egy olyan
G < Aut(K(y)/K) részcsoportot, amely vele izomorf. Be fogjuk latni, hogy ez a Galois-
csoportja valamely K(y)/K (x) bovitésnek. Legyen L a fixteste G-nek. Artin tétele (2.1.1]
Tétel) szerint K (y)/L Galois és Galois-csoportja G. Liiroth tétele szerint L =K(zx)
valamely x € K (y)-ra. O

Az alfejezet befejezéseként megnéziink egy-egy példat arra, amikor a Galois-csoport
ciklikus- vagy diédercsoport, és ezekben meghatarozzuk az elagazéasi pontok szamét és az
eldgazasi tipust. Ehhez sziikségiink lesz egy lemméra, ami a Hensel-lemma Lemma)
kozvetlen kovetkezménye.

2.3.7. Lemma. Ha g € K[[t]] konstans a¢ tagja nem nulla, akkor minden n-re van n-edik
gyoke K|[t]]-ben.

Bizonyitds. Nézzik a Hensel lemma (2.1.5( Lemma) jeloléseivel az F(z) € K[[t]][z], F(z) =
2™ — g polinomot: erre az Fy(z) = 2™ — ag polinom szeparabilis és gyoktényezdkre bomlik
K-ban (hiszen K algebrailag zart), tehat F'(z)-nek van gyoke K][[t]]-ben a Hensel-lemma
miatt. O

2.3.8. Példa (Ciklikus csoportok). Legyen Z, az n-elemii ciklikus csoport. Legyen y
transzcendens elem K felett, és z = y™. Azt allitjuk, hogy ekkor Gal(K(y)/K(x)) izo-
morf Z,-nel. Ez algebrai bévités, hiszen y algebrai K (z) felett: gyoke az f(z) € K(x)[z],
f(z) = 2™ — x polinomnak. Legyen ¢, € K primitiv n-edik egységgyok. Ekkor f(z)
gyokei az €'y alaki elemek. Tehat f(z) a kovetkezd gyoktényezdkre bomlik K (y) felett:
f(2)=(z—y)(z —eny)...(z — " Ly). Az f(z) sszes gyoke K (y)-ban van, emiatt K(y) az
f(2) felbontasi teste lesz, tehat Galois (6] 2.9 Kovetkezmény). A Galois-csoportjaban 1évé
elemek f(z) gydkeit permutéljak, tehat a kovetkezs g; : K (y) — K(y),y — eby elemek van-
nak benne, amelyek K (z)-et jol lathatoan fixen hagyjak. Ha Z,-et az n-nél kisebb szamok
csoportjanak tekintjiik a modulo n Gsszeadasra, akkor az ¢ — g; jol lathatéan izomorfizmus
a két csoport kozott. Ezért a Galois-csoport Z,.

Nézziik meg, hogy mik az elagazéasi pontok. Legyen p € Pk, és p # 0, p # 0co. Ki kell
terjesztentink a

Uy K(z) = K(t),x—t+p

izomorfizmust K (y)-ra. Tekintsik A = K((t))-t. A lemma miatt A-ban van n-edik
gyoke t + p-nek. Legyen ez a gyok . Ezek alapjan a

V:K(y) = ANy— vy

kiterjeszti 9,-t, tehat a allitasban leirt A-nak valaszthatjuk A-t, vagyis Gal(A/A) a
trividlis csoport. Ebbdl koévetkezik, hogy w, vagyis a Kkitlintetett generator az identités,
kovetkezményképp gy = 97! o w o ¥ = id, tehat az asszocialt konjugaltosztaly trivialis.
Vilagos, hogy ekkor az elagazasi index eg(,), = 1, vagyis p nem lehet elagazési pont. Csak
a 0 és a oo a lehetséges elagazasi pontok. Nézzik a 0-t. A [2.:2.3 allitasban 1év6 A-nak
ekkor tartalmaznia kell t1/™-et, hiszen Up(x) =t, tehat ¥(y)" =t, vagyis A,, C A, és emiatt
€K (y),0 = N, de nem lehet nagyobb n-nél, hiszen n elemt a csoport. Ebbdl kovetkezik, hogy
eK(y),0 = M- A oo-t tekintve Voo () = 1/, tehat t=1/" e A, vagyis t'/" € A, vagyis az el6bbi
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érveléshez hasonloan eg () o = n. Az is vilagos a (b) pontja alapjan, hogy A = A,, jo
valasztas.

Végiil megnézziik, hogy micsoda Cpy és Co. Tekintsiink egy rogzitett kompatibilis
egységgyok-rendszert K-ban. Legyen w € Gal(A,/A) a kitiintetett generator, vagyis (A,, =
A(9), 0 = Y(y) mellett, ahol ¥ a 0-hoz készitett kiterjesztés) w(d) = ,d. Ekkor, ha a 0-t
nézziik, akkor gy(y) = 9t ocw o d(y) = ¥ 1(e,8) = £,y. Ha a oo-hez definidlt ¥-t nézziik,
akkor ¥(y) = 61, vagyis gy(y) = 9 Lowod(y) =9 1(e,1071) = e, 1y. Vilagos, hogy Cp és
C kiilon-kiilon lehet barmelyik generatorelemet tartalmazé egyelemt konjugéltosztaly (hi-
szen Abel-csoportban vagyunk, és a generatorelemek szerepe Z,-ben szimmetrikus), tehat
az érdekes, hogy egymaéashoz képest micsodak. A fenti érvelésbdl kideriilt, hogy egymas in-
verzei, tehat a C'o-ben 1évG generator az inverze a Cp-ban 1évének. Fzzel meg is hataroztuk
az elagazasi tipust, hiszen ezen beliill mar barmely valasztas ekvivalens: két elagazasi pont
van, és az asszocialt konjugaltosztalyok 1-1 generatorbdl allnak, melyek egymas inverzei.

2.3.9. Példa (Diédercsoportok). Legyen D,, az n-edik diédercsoport. Legyen y transzcen-
dens K felett, és x = (y?" +1)/y". Azt allitjuk, hogy ekkor a Galois-csoport D,,. Vegyiik az
f(z) € K(2)[2], f(2) = 22™ — 22" + 1 polinomot. Ennek gydke y. Kénnyti ellenérizni, hogy

n—1

ez K(y) felett gyoktényezdkre bomlik: f(2) = (z — y)(z — eny)...(z — " L) (z —y~H)(z —
eny H).(z — ey~ Ez azért van igy, mert a fentiek mind gyckei f(z)-nek, és paronként
kiilonboznek. Ez azt jelenti, hogy K(y) a felbontasi teste f(z) polinomnak (vildgos, hogy
f(2) minden gytke benne van), tehat Galois (|6] 2.9 Kovetkezmény). Vegyiik ismét a D,,-
nek a kovetkezd reprezentéaciojat: D, = (a,bla® = 1,b" = 1,aba™! = b~1). Ezt beagyazzuk
a Galois-csoportba tgy, hogy: a + g4, ahol g,(y) = y~ !, és b — g, ahol gy(y) = eny.
A relaciok teljesiilnek, hiszen g2(y) = vy, g7 (y) = ¥, 6 gao gp° g7 - (¥) = ga 0 G(y™t) =
alety™ ) =ty = gb_l(y). Ezenkiviil bijektiv is, hiszen konnyt latni, hogy megkapjuk az
Osszes olyan leképezést, ami y-t elviszi f(z) egy gyokébe, és ez elég, mert a Galois-csoport,
és D,, egyarant 2n elemf.

Nézziik az elagazési pontokat. Legyen p € K. Az y-nak a 9, altali képe olyan elem kell,
hogy legyen, amely gyoke a minimalpolinom ¥, altali képének (vagyis annak a polinomnak,
amelyet Ggy kapunk a minimalpolinombdl, hogy az egyiitthatoit kicseréljiik a 9, altali ke-
piikre). A minimalpolinom képe 22" — (t + p)2™ + 1. Belatom, hogy ha p # 42, akkor ez
gyoktényezdkre bomlik A-ban. Ehhez a Hensel-lemma Lemma) alapjan elég belatni,
hogy 22" — pz™ + 1 kiilonboz6 gyoktényezékre bomlik K felett. Ha ezt 2™ polinomjaként
nézziik, akkor a diszkriminans 4 — p?, tehat nem nulla, vagyis van két megoldas, amelyeknek
az n-edik hatvanya kiilonbozs. Ezek legyenek a és b. Ha g, primitiv n-edik egységgyok,
akkor a # ¢! b semmilyen i-re sem, hiszen akkor megegyezne a és b n-edik hatvanya. Ezek
szerint tehdt a minimélpolinom képe gyoktényezskre bomlik, hiszen van 2n darab kiilonb6zd
gyoke: a,ena,...,e" ta,b,enb, ..., e b, Az els6 esettel analog érvelés miatt ha p € Pl és
p # 12, p # 0o, akkor p nem eldgazasi pont.

Belatom, hogy a 2, a —2 és a oo elagazasi pontok. Nézziink egységgyokok egy rogzitett
kompatibilis rendszerét K-ban. Tekintsiik a 2-t, és 7 = t'/2 valasztassal A(T) = Ap-t. Azt
allitjuk, hogy a 9 : K(z) — K(t),x — t + 2 hozzarendelést kiterjeszthetjiikk ¥ : K(y) — Aq
alakban, viszont K (y) — A alakban nem. Azt kell megmutatni, hogy a

pr(z) =22"— (t42)2" +1=("— < —1)2 - — —¢t

polinomnak van gyoke Ao-ben, ugyanis ezen polinom egyik gydke lehet csak y képe.
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Elsszor is kell egy olyan elem 1 € Ay elem, amelynek négyzete % + ¢, hiszen ha vy egy
gyoke pi(z)-nek, akkor g — % — 1 pont ilyen lesz. Mivel % +t = t(ﬁ + 1), ezért el6szor
tekintsiik i + l-et. A lemma alapjan i + 1-nek A-ban is van gyoke, tehat egyrészt,
mivel ¢t gyOke 7, ezért van As-ben négyzetgyoke % + t-nek, mésrészt A-ban nincs, hiszen ha
lenne, akkor ﬁ + 1 gydkeével elosztva t'/2 € A addédna, ami ellentmondas. Ezzel belattuk,
hOgy 6K(y),2 > 1.

Ha ~vi-et K((7))-beli hatvanysornak tekintjik, akkor a konstans tagja 0 (hiszen egy
K{[[t]]-beli elemet szoroztunk meg 7-val). Mivel vp-t ugy kapjuk meg, ha ~; + % +1-b6l n-edik
gyokot vonunk, ezért a2.3.7]lemma szerint elég ellendrizni, hogy ennek a konstans tagja nem
nulla (ha a lemmaban kicseréljiik ¢-t 7-ra). Marpedig a konstans tag 1, hiszen v; konstans
tagja 0. Ezzel megkaptuk az ahitott ¢ : K(y) — Ao kiterjesztést y — vo-val. Ezek alapjan
a Gal(A/A) kitlintetett generatora masodrendd, vagyis gy legfeljebb méasodrendd. Ez azt
jelenti, hogy e ()2 = 2. Pontosan ugyanezzel a gondolatmenettel e () o = 2. Vagyis,
ha n paratlan, akkor Co = C_o a tiikrozések konjugaltosztéilya, hiszen csak a tiikrozések a
masodrendtiek. Ha n paros, akkor D,-ben harom konjugaltosztaly van, amely széba johet:
egyrészt, a csicsokon atmend tengelyre valé tiikrozésekbdl all6 konjugaltosztaly, masrészt az
oldalakon atmeng tengelyre valo tiikkrozésekbdl &llo konjugéltosztaly, harmadrészt a 180°-os
forgatasbol allo egyelemti osztély.

Tegyiik fel, hogy n nem 2-hatvany. A 180°-os forgatas nem johet szoba, mert a [2.2.3
allitas (d) pontja alapjan ha vessziik a K(y') < K(y) résztestet, ahol i a legnagyobb 2-
hatvany, ami osztja n-et, akkor Cy a megszoritas homomorfizmus utan C%)-be megy, ahol C,
a 2-hoz asszocialt konjugaltosztaly a Gal(K(y*)/K(x)) csoportban, amely izomorf Dx-vel,
ahol % pératlan, vagyis Cj-ben tiikrozések vannak. Emiatt C nem lehet a 180°-os forgatés
osztalya, hiszen az a centrumban van, a tiikkrozések pedig nem (Ch-t irtunk, de C_s-re
ugyanigy igaz). Ha n 2-hatvany, akkor sem lehet sem Co, sem C_o a 180°-os forgatas,
ekkor szintén a G’ = Gal(K (y")/K (x))-re szoritjuk meg G-t, és itt C4 és C” , a nemtrivialis
elembdl all, hiszen G’ ugyanigy Dq-ként tekinthets (a kételemt csoportrol van szo), és itt az
a a nemtrivialis elem, és a b trivialis, tehat van benne egy "tlikrozés" és az identitds. Mivel
a G — G’ megszoritasnal a 180°-o0s forgatés az identitasba megy, szintén tiikrozésekbsl kell
allnia, Cy-nek és C'_o-nek.

Vilagos ezek alapjan, hogy Cs és C_o tiikrozésekbsl all. Azt kell megnézni, hogy
megegyeznek-e. Definialjuk a kovetkezs elemet G-ben minden i < n-re: h;(y) = ey~ t. Mar
definialtuk p1(2)-t a 2-hdz, most definialjuk a —2-héz pa(2)-t: po(z) = 227 — (t — 2)2" + 1.
Vilagos, hogy 9 kiterjesztésénél y csak pp(z) gyokeibe, ¥_g kiterjesztésénél csak pa(z) gyo-
keibe mehet. Ezek felbomlanak Ag-ben a kdvetkez& modon, ha n paros: pi(z) = ¢1(2)q2(z2),
ahol q1(2) = (2" + 722 — 1), és qa(2) = (2" — 722 — 1), tovabba pa(2) = ¢3(2)qa(z), ahol
3(z) = (2" + 722 + 1), s @o(2) = (2" — 722 +1). Tudjuk, hogy Gal(As/A) kitiintetett
generatora, vagyis w elkiildi 7-t —7-ba, tehat pontosan kicseréli q1-et go-vel, és g3-at gq-gyel.
Vilagos, hogy a h; elemek pontosan a tiikrozések, és paros, illetve péaratlan i-k szerint valasz-
todik el a két konjugaltosztaly. Be fogjuk latni, hogy ha i paratlan, akkor h; ¢ Cy, és ha j
paros, akkor hj ¢ C_», és ez nyilvan biztositja, hogy Cy # C_». Legyen i paratlan, és tekint-
siik h;-t. Tegytik fel indirekt, hogy h; € Co, vagyis létezik egy ¢ kiterjesztése ¥o-nek, amelyre
go(y) = eyt vagyis 9 Lowod(y) = eyt Vilagos, hogy mindkét oldalra alkalmazva ¥-t,
az adodik, hogy w(9(y)) = €9(y)~!. Lattuk, hogy w megcseréli q; és g gydkeit, tehat ha
I(y) gyoke az egyiknek, akkor w(¥(y)) gyoke a masiknak. Tegyiik fel, hogy ¥(y) gyoke mond-
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juk gi-nek. Azt allitjuk, hogy ekkor £f9(y)~! is gyoke qi-nek, és mivel p; szeparabilis, igy
nem lehet gyoke go-nek, tehat w(¥(y)) nem gyoke go-nek, ami ellentmondas. Nézziik tehat
(vilagos, hogy (£7,)2 = —1): qa(e,9(y) ") = F(y) ™" —79(y) "2 — 1 = —I(y) "qu(I(y)) =0,
vagyis megkaptuk az ellentmondést. Ugyanigy ellentmondast kapunk, ha feltessziik, hogy
Y(y) gyoke go-nek. Emiatt h; ¢ Cy. Most legyen j paros, és tegyiik fel indirekt, hogy
ffj € C_9. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan kiterjesztésg ~19,2—nek, hogy g5(y) = ely~ L.
Ugy, mint az el6bb, ebbdl azt kapjuk, hogy w(d(y)) = end(y)~ L Be fogjuk latni, hogy
ha 9(y) gyoke gz-nak, akkor e5,9(y)~! is, ami ellentmondas, hiszen w(¥(y)) ekkor ¢4 gydke
kell, hogy legyen. Tegyiik fel tehat, hogy ¢3(9(y)) = 0. Ekkor, mivel ()2 = 1, ezért
g3(end(y) ™) = y) "+ 719(y)z +1 = J(y) "g3(I(y)) = 0. Ugyanigy J(y) nem lehet gydke
gs-nek sem. Ebbdl kovetkezik, hogy Co # C_o.

Most kovetkezik a co. A Vo @ K(x) — K(t),z — 1/t leképezést kell kiterjeszteni. A

kiterjesztésben y képe a miniméalpolinom képének, vagyis

2n 1 n n 1 ? 1
r(z) =z — 3% +1= (z _2t> —4—t2+1
polinomnak az egyik gytke. Ezt a gyokot ~e-vel fogjuk jeldlni anélkiil, hogy tudnank, mi az.

Legyen 3 a négyzetgyoke a ﬁ —1=1t"2(1 —#?)-nek A-ben (ilyen van, ugyanis a t~2-nek
négyzetgyoke t~1, és a masik tényezének a lemma van egy 74 négyzetgyoke). Tehat
73 =74 -t~ Ugy fogjuk megkapni vo-t, hogy n-edik gyokst vonunk ~3 + 2% =t (g + %)—
bél. Mivel v4 konstans tagja valaszthato 1/2-nek (vilagos, hogy :l:% a konstans tag, és ha —%
lenne, akkor —vy is j6 valasztés), ezért a 4 + 3-bl tudunk n-edik gy&kot vonni K/[[t]]-ben
a lemma alapjan. Tehét a keresett kifejezésnek pontosan akkor van n-edik gyoke, ha
t~'-nek van, vagyis ha t-nek van. Ezek alapjan tehat A = A(t'/") = A,,. Ebbo] kovetkezik,
hogy ex(y),00 = 1, tehat U egy n-edrendi forgatasbol és az inverzébdl all.

FEzzel meghataroztuk az elagazasi tipust: 3 elagazési pont van, és paratlan n esetén a 3
konjugaltosztalybol kettd a tiikrozések osztalya, a harmadik egy n-edrendi forgatasbol és
az inverzébdl all, paros n esetén megkapjuk mindkét tiikkrozésekbdl &ll6 konjugéltosztalyt,
és szintén egy n-edrendii forgatast és az inverzét. Ezen belill barmely valasztés ekvivalens,
hiszen az n-edrendii forgatasok szerepe szimmetrikus a tiikrézésekre nézve.
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3. Riemann egzisztenciatétele

A merevségi kritérium hasznalatahoz elengedhetetlen Riemann egzisztenciatétele, mostantol
roviditve RET. Ez a név szdmos kiilénb6z6, de kapcsolatban allé eredményt takar, nekiink az
algebrai valtozatra lesz sziikségiink. A fejezet f6 célja ennek belatasa. A probléma azonban
az, hogy ennek nem ismert tisztan algebrai bizonyitasa, ezért tavolabbroél kell indulnunk.
Az els6 két alfejezetben kimondjuk az analitikus és a topologikus valtozatot. A harmadik
és negyedik alfejezetben ezekbdl levezetjiik a szamunkra sziikséges formajat a tételnek.

3.1. Az Analitikus Verzio

A tétel analitikus verziojanak kimondéséhoz sziikség lesz néhany definiciora.

3.1.1. Definici6 (Komplex differencidlhato struktira). Legyen Y topologikus tér. Ezen
térképnek neveziink egy (V, ) part, ha V' C Y nyilt részhalmaz és ¢ : V. — U egy ho-
meomorfizmus, ahol U C C. (Vi,p1) és (Va,p2) térképeket kompatibilisnek hivjuk, ha
010 Py Ly o(Vi N Va) = ¢1(Vi N Vi) biholomorf (vagyis holomorf, bijektiv és az inverze is
holomorf). Atlasznak neveziink egy {(Vi, ¢;) : i € I} térképekbdl allo halmazt, ha a benne
leve térképek kompatibilisek és (J;o; Vi = Y. Két atlasz ekvivalens, ha az uniojuk is atlasz.
Y-on komplex differencidlhatéd struktiranak nevezziik atlaszok egy ekvivalenciaosztalyat.

3.1.2. Definicié (Riemann-feliilet). Legyen Y 0sszefiiggd Hausdorff-tér. Ekkor Y-t egy
komplex differencidlhato struktiraval Riemann-feliiletnek nevezziik.

3.1.3. Definicié (Analitikus leképezés). Legyen Y és Z két Riemann-felilet, és f : Y —
Z folytonos leképezés. Tegyiik fel, hogy minden (V,¢) térképre Y-on és minden (V' ¢')
térképre Z-n, amelyekre igaz, hogy f(V) C V', teljesiil, hogy ¢’ fo=! : p(V) — ¢ (V')
holomorf. Ekkor f-et analitikusnak nevezziik.

3.1.4. Definici6 (Meromorf fliggvény). Legyen Y Riemann-feliillet. Ekkor egy f : YV —
Pl analitikus leképezést meromorf fiiggvénynek neveziink, ha nem konstans co. Az dsszes
meromorf fliggvény halmazat Y-on M(Y')-nal jeloljiik.

3.1.5. Allitas. M(Y) test a pontonkénti szorzasra és dsszeadasra, mint miiveletre nézve.

Bizonyitdis. Ha f,g € M(Y'), akkor el6szor definialjuk f + g-t és f - g-t azokon a pontokon,
amelyek nem polusok, ez értelemszert. Minden pélus koriil vehetiink egy térképet, és azon
tekintve a fiiggvény Laurent-sorba fejthets a polus koriil. A Laurent-sorokat osszeadva,
kivonva és szorozva f + g és f - g egyértelmien kiterjed meromorf fiiggvénnyé a polusokra.
Mar csak a szorzasra vett inverz létezése hidnyzik. Vegyiink egy tetszéleges f € M(Y)
fliggvényt. Azon pontok halmaza, amelyek egy kornyezetében f eltiinik, értelemszertien
nyilt. Ennek komplementere belatjuk, hogy szintén nyilt. Vegyilink egy pontot ebbdl a
komplementerbdl, vagyis egy olyan pontot amelynek kornyezetében torlédnak azon pontok,
ahol a fiiggvény nem 0, és indirekt tegyiik fel, hogy torlédnak a kérnyezetében a nullhelyek
is. Vegyiink a pontunk koriil egy (V) ¢) térképet. Ekkor a térképen tekintve a fiiggvényt, azt
latjuk, hogy a komplex sikon egy tartomanyon értelmezett fiiggvény nullhelyei torlédnak.
Ez a hatvanysorokra vonatkozo unicitas tétel (|3] 24. oldal) miatt azt jelenti, hogy f|y = 0,
vagyis a pont egy kornyezetében a fliggvény konstans nulla, ami ellentmond a feltevésiinknek.
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Tehét ha van olyan pont, amelynek kérnyezetében f eltiinik, akkor f = 0, hiszen az Osszes
ilyen pont Y-ban nyilt és zart halmazt alkot egyszerre, tehat Y Osszefiiggs volta miatt ez
vagy az egész Y, vagy az iires halmaz. Tehat, ha f # 0, akkor f lokélisan (z — a)"g(z)
alakban irhato fel, ahol g(z)-nek nincsen sem nullhelye, sem pélusa. Igy vilagos, hogy 1/f-
et hogy definialjuk, és f nullhelyein poélusa, f pélusain nullhelye lesz, és igy 1/f meromorf
fliggvény Y-on. O

Igy mar kimondhat6 az analitikus valtozat. A bizonyitds megtalalhaté példaul [19] 6.
fejezetében.

3.1.6. Tétel (RET — Az Analitikus Verzio). Legyen Y kompakt Riemann-feliilet. Ekkor
barmely a1, a9, ...,a, € Y kiillonb6z6 pontokra és ¢y, ca, ..., ¢, komplex szdmokra létezik egy
f meromorf fiiggvény Y-on, amelyre f(a;) =¢;, hai=1,2,...,n.

3.1.7. Megjegyzés. (|10] alapjan) Riemann eredetileg a Riemann feliiletekkel (ahogy ma
hivjuk 6ket) kapcsolatos tttors kutatésai soran fedezte fel a tételt. Ez az eredmény soka-
ig vitakat generélt, hiszen az eredeti bizonyitas felhasznélta az akkor még nem bizonyitott
Dirichlet-elvet. Hilbert ezt kés6bb belatta, teljessé téve a bizonyitast. A RET-nek sza-
mos forméja van, és kapcsolodik a matematika sok teriiletéhez: komplex fliggvénytanhoz, a
topoldgidhoz, az algebrai geometridhoz és a szamelmélethez.

Riemann tgy fedezte fel az egzisztenciatételt, hogy a Riemann-gémbon értelmezett tobb-
értéki fliggvényeket egy Riemann-feliileten értelmezett egyértékii fiiggvényként definidlta.
A feliiletet igy tobbértéki fliggvények értelmezési tartomanyainak Osszességeként definiél-
ta, tehat ebbdl mar adédott egy nem konstans meromorf fiiggvény, ami definialt egy fedd
leképezést. Ez kés6bb motivalta az absztrakt Riemann-feliiletek kutatésat.

Az alfejezetet egy komplex polinomokrol szolo tétellel zarjuk, amelyet kés6bb hasznal-
ni fogunk; ez kijon az implicitfiiggvény tétel komplex valtozatabol is, de a [19] konyvben
megtalalhato egy teljes bizonyitas (1.18).

3.1.8. Tétel. Legyen f(z,y) € Cz,y| egy y-ban n-edfoku polinom. Legyen ¢y € C olyan,
hogy f(co,y) € Cly] szeparabilis és n-edfoka. Ekkor léteznek co-nak egy U kornyezetén
értelmezett 1,9, ..., ¥, holomorf fiiggvények, amelyekre teljesiil, hogy barmely ¢ € U-ra
f(e,y) € Cly]-nak n kiilénbo6z6 gyoke van, és ezek 11(c), a(c), ..., Pn(c).

3.2. A Topologikus Verzi6

Ahhoz, hogy majd levezethessiik az algebrai véltozatot, kell némi topologikus eldkésziilet,
ugyanis az algebrai elagazasi tipusoknak definidlni fogjuk topologikus analdgjait. Az alabbi
eredmények bizonyitassal egyiitt [19] 4. fejezetében megtalalhatoak. Ebben a szakaszban
sziikség lesz a fedS leképezések ismeretére, az ehhez kapcsolédd definicidk és alaptételek
szintén megtalalhatoak [19] 4. fejezetében, de benne vannak [1]| 7.3. alfejezetében is.

3.2.1. Definici6é (Fedd-transzforméacio). Legyenek R és S topologikus terek, és f: R — S
feds leképezés. Jeloljik Deck(f)-fel azon o : R — R homeomorfizmusok halmazat, ame-
lyekre f o a = f. Vilagos, hogy Deck(f) csoportot alkot a kompoziciora nézve. Ez a
fed6-transzforméaciok csoportja, elemei a fedG-transzformaciok.
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3.2.2. Definici6 (Galois-fedés). Legyen f : R — S fedd leképezés. Ezt Galois-fedésnek
nevezziik, ha R és S Osszefiiggs, és Deck(f) tranzitivan hat az f~!(p) alakt halmazokon,
ahol p € S. Véges Galois-fedésnek hivjuk f-et, ha Deck(f) véges rendi.

3.2.3. Jeldlés. A tovabbiakban a kovetkez§ jeloléseket hasznaljuk:

(i)
(i)

(iii)

K(r)={2€C:0< |z| <7}, ahol r > 0.

P! .= ]P’(lC ahol ]P’%: az el6z6 fejezetben hasznalt jeldlés. Ehhez a tovabbiakban egy
topologiat is hozzéaértiink, amelynek bazisnyilt halmazai a D(p,r) alaka halmazok,
ahol D(p,r)-et a kovetkezGképpen értelmezziik:

Ha p # oo, akkor legyen D(p,r) = {z € C: |z — p| < r}. Ha p = oo, akkor legyen
D(p,r) ={z€C:|z] > L} U{oo}.

A kovetkezd technikai allitasok alapvetd fontossagiak abban, hogy az algebrai RET-hez
szitkséges konstrukcidk topoldgiai analdgjait definidlni tudjuk.

3.2.4. Allitas. Legyen f : E — K(r) n-réti fedés (n véges), ahol E Gsszefiiggs.

(a)

Ekkor 3¢ : E — K(r'/™) homeomorfizmus, amire ¢(u)” = f(u), ha u € E. Ezt a
tovabbiakban tgy jeloljiik, hogy ¢™ = f. Tovabba ¢ egy n-edik egységgyokkel vald
szorzas erejéig egyértelmt, azaz ha ¢ és ¢’ is a fenti tulajdonsaggal bir, akkor van
olyan ¢ n-edik egységgyok, amelyre ¢’ = ep.

Deck(f) az n-edrendi ciklikus csoport. Ebben van egy és csak egy o elem a kovetkezd
tulajdonsaggal: barmely ¢ : £ — K(rl/ ™) homeomorfizmusra, melyre ™ = f, teljesiil,

hogy p oo™t = e,¢p, ahol g, = e%, és 1 = y/—1 szimbolikus jel6lés. Ez a o generalja
Deck( f)-et.

3.2.5. Definicio (Deck(f) kitiintetett generatora). Legyen f : E — K(r) n-réti fedés (n
véges), ahol E osszefiiggd. Ekkor a allitas (b) pontjaban definialt o elemet Deck(f)

kitlintetett generatoranak nevezziik.

3.2.6. Allitas. Legyen P C P! véges halmaz, és legyen f : R — P!\ P véges Galois-fedés.
Rogzitsiink egy p € P-t.

(a)

Legyen D = D(p,r), ahol r olyan, hogy D N P = {p}. Ezenkiviil legyen D* =
D\ {p} C P!\ P. Ha p # oo, akkor legyen x, : D* — K(r) az a homeomorfizmus,
amelyre k,(2) = z — p minden z € D*ra, ha pedig p = oo, akkor k,(z) = 1/2
minden z € D*-ra. Tekintsiik egy E Osszefiiggdségi komponensét f~!(D*)-nak. Ekkor
fE = Kpo f|E egy véges rétd feds leképezés, amely E-r6l K(r)-re képez. Az ilyen E-ket
a tovabbiakban p feletti r szintd korszerd komponenseknek nevezziik.

Legyen 0 < 7 < r. Ekkor minden p feletti r szintli F korszerti komponensre pontosan
egy E p feletti 7 szintd korszerti komponens van, amelyre ECE. Hasonléképpen
minden E-hez egyértelmtien van F, amelyre E CE, igy egyértelmi megfeleltetés van
az r szintd és az 7 szintd p feletti korszerti komponensek kozott tartalmazassal. Ha

E CE, akkor fz = fp|p és B = f (K(7)).
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(c) A H := Deck(f) csoport tranzitivan permutalja f~!(D*) ésszefiiggdségi komponenseit.
Ha E egy komponense f~!'(D*)-nak, akkor legyen Hp a stabilizatora E-nek H-ban.
Ha Hp hatésat megszoritjuk E-re, akkor egy Hp — Deck(fg) izomorfizmust kapunk.
Emiatt Hg ciklikus.

(d) Legyen hp € Hg az az elem, amit az el6z8 pontban definialt izomorfizmus Deck(fg)
kitiintetett generatoraba képez. Legyen h € H és E' = h(E). Ekkor hhph™! = hp.
Emiatt a hg alaki elemek egy konjugéltosztalyt alkotnak H-ban, legyen ez Cp. Ez
a konjugaltosztaly csak p (és f) kivalasztasatol fiigg, D-t6l nem. Legyen n a CpP-

beli elemek kozos rendje. Ekkor n megegyezik az fp : E — K(r) fedés rétegszamaval

barmely E C f~1(D*) dsszefiiggéségi komponensre. Specialisan, C;Op = {1} pontosan
akkor, ha fr homeomorfizmus.

3.2.7. Definicié (Hpg kitiintetett generatora). Legyen P C P! véges halmaz, és legyen
f: R — P!\ P véges Galois-fedés. Rogzitsiink egy p € P-t. Tekintsiik a allitas
(c) részében definialt Hgy — Deck(fg) izomorfizmust. Legyen hp € Hg az az elem, amely
ennél az izomorfizmusnal megfelel Deck(fg) kitiintetett generatoranak. Ezt a hp elemet Hp
kitlintetett generatoranak nevezziik.

3.2.8. Definicié (H csoport p-hez asszocidlt konjugéltosztalya). Legyen P C P! véges
halmaz, és legyen f : R — P!\ P véges Galois-fedés. Rogzitsiink egy p € P-t. Tekintsiik
a allitas (d) részében definialt konjugaltosztalyt. Ezt a H csoport p-hez asszocialt
konjugéltosztalyanak nevezziik és CpP-vel jeldljiik.

3.2.9. Definicié (Idealis pont). Legyen P C P! véges halmaz, és legyen f : R — P!\
P véges Galois-fedés. Azt mondjuk, hogy r > 0 megfelelGen kicsi, ha minden p € P-re
D(p,7) N P = {p}. Rogzitsiink egy p € P-t. Az FE és E p feletti megfelelsen kis szinti
korszert komponenseket allitas (a) részében volt definialva) ekvivalensnek nevezziik,
ha E C E vagy E C E, és ez szintén az emlitett allitas alapjan ekvivalenciarelacio. Az
ekvivalenciaosztalyokat R-nek a p folotti ideélis pontjainak nevezziik.

3.2.10. Allitas. Legyen P C P! véges halmaz, és legyen f : R — P\ P véges Galois-fedés.
Legyen R az R-nek és Gsszes ideélis pontjanak diszjunkt uniéja minden p € P felett. Ebben
egy V részhalmaz nyilt, ha VN R C R nyilt és minden w € V idealis pontra van olyan
E € 7, hogy E C V. Ezzel a topologiaval R Osszefiiged kompakt Haussdorff-tér. Ekkor
f kiterjed egy folytonos sziirjektiv f : R — P! leképezéssé, amelyben f(7) = p minden 7
idealis pontra p felett. Tovabba minden a € Deck(f) egyértelmiien kiterjed egy & : R — R
homeomorfizmussa, ahol foa = f.

3.2.11. Definici6 (Elagazasi tipus). Legyen P C P! véges halmaz, és legyen f : R — P\ P
véges Galois-fedés. Legyen H = Deck(f), és minden p € P-re CZOp a p-hez asszocilt konju-
galtosztaly H-ban. Legyen P’ = {p € P : C}, # {1}}. Vegyiik a definicioban definialt
ekvivalenciarelaciot a (G, P, C) harmasokon. Ekkor az f elagazasi tipusa a (H, P’, (Cp)pepr)
harmas ekvivalenciaosztalya.

3.2.12. Tétel (RET — A Topologikus Verzi6). Legyen T = [G, P, (Kp)pep] egy elagazasi
tipus. Legyen r = |P|, és legyen P = {p1, p2, ..., pr }. Ezen feltételek mellett pontosan akkor
létezik olyan f Galois fedése P!\ P-nek, amelynek elagazasi tipusa 7, ha léteznek olyan
91,92, ---, gr € G generédtorok, amelyekre g - g2 - ... g, =1¢és g; € K, hai=1,2,...,r.
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3.2.13. Megjegyzés. A tételbeli ekvivalencia egyik irdnyanal kicsit tobb is igaz: ha f :
R — P\ P egy véges Galois-fedés ¢s P’ = {p € P : C, # {1}} = {p1,p2,...,pr}, akkor
léteznek g1, g2, ..., gr € Deck(f) generatorok, amelyekre g; - g2 - ... - g» = 1 és g; € Cp,, ha
i =1,2,...,r. Vagyis nem sziikséges, hogy minden konjugaltosztily nemtrivialis legyen.

3.3. Riemann-feliiletek

Az algebrai valtozat levezetéséhez sziikségiink lesz néhény lemmaéara a Riemann-feliiletekrdl.
A terv az lesz, hogy azonositjuk egymassal a véges Galois-fedések és a véges Galois-bGvitések
eldgazasi tipusat. Ehhez kell majd az analitikus véltozat, viszont ehhez meg kell érteniink a
Riemann-feliiletek bizonyos tulajdonségait.

3.3.1. Allitas. Legyen P C P! véges részhalmaz, f : R — P!\ P véges Galois-fedés, és
H = Deck(f).

(a) Vegyiik f altal jollefedett U C P!\ P nyilt részhalmazokat, amelyekre {0,00} Z U.
Most tekintsiik az olyan V' halmazokat, amelyekre teljesiil, hogy V 0sszefiigg@ségi
komponense f~1(U)-nak valamely U-ra. Ekkor f|y nyilvin homeomorfizmus V és U
kozott. Definidljunk egy ¢ leképezést a kovetkezGképpen: legyen ¢ := f|y/, ha oo ¢ U,
és ¢ := 1/f|lv, ha co € U. Ekkor a (V,¢) térképek atlaszt alkotnak R-en, igy R
Riemann-feliilet. Tovabba f : R — P! is, illetve minden o € H-ra o : R — R is
analitikus leképezés.

(b) Tekintsiik a allitasban definialt R teret és az f : R — P! kiterjesztését f-
nek. Legyen 7 egy idealis pontja R-nek, és p = f(n). Ekkor minden E € m-re
fe=rpo flp: E— K(r) egy véges n-rétt fedés, ahol fg és k), ugyanaz, mint a
allitas (a) részében volt. Tovabba létezik egy ¢ : E — K(r'/™), amelyre ¢ = fg, és
ez kiterjed egy ¢r : Vi — K(r'/™) U {0} homeomorfizmussa, ahol V; = E U {7} és
or(m) = 0.

(¢) A (Vr,0x) & (V, ) térképek egyiittesen atlaszt alkotnak R-en, ezzel R egy kompakt
Riemann-feliilet. Tovabba f : R — P! analitikus, illetve minden « € H egyértelmtien
kiterjed egy & : R — R analitikus homeomorfizmussa, amelyre f o a = f.

(d) Legyen g € M(R), amelyre g o @ = g minden o € H-ra. Ekkor g = ¢’ o f valamely
g € M(P)-re.

Bizonyitds. (a) Legyen (Vi, 1) és (Va, pa) a fentiek koziil két térkép. Ekkor o151 1 pa(ViN
Vo) = ¢1(Vi N Va) vagy az identitas, vagy pedig a z — 1/z hozzérendeléssel definialt
leképezés, vagyis biholomorf. A térképek tehat kompatibilisek, és nyilvan lefedik R-et, vagyis
atlaszt alkotnak R-en. A térképek altal meghatarozott lokalis koordinatdkban minden o €
H-ra « az identitas lesz, f pedig vagy az identitas, vagy a z — 1/z altal megadott fiiggvény,
vagyis f és a minden o € H-ra analitikus.

(b) fE véges n-rétd fedés a [3.2.6] allitas (a) és (d) részei miatt. A éllitas (a) része
miatt létezik o, amelyre ¢ = fg. Végil ¢, homeomorfizmus, mivel m-nek az FU{x} alaka
kérneyzeteit (ezek kornyezetbazist alkotnak) ¢ megfelelteti a D(0,7#1/™) alaka kérlapoknak

a allitas (b) része miatt.
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(c) Vegyiink egy (Vi, or) alaki, és egy (V, o) alaki térképet. Legyen p = f(m) és vegyiik
a allitas (a) részében definidlt r, fiiggvényt. A (b) rész szerint ¢? = fg = kpo f
a V N Vyn van értelmezve. Tekintsiik a oo ! @ o (V N Vy) — o(V N V;) fiiggvényt.
Amennyiben oo ¢ f(V), akkor ezt a fiiggvényt a z m;l(z”), ha pedig co € f(V),
akkor a z — 1/k,1(2") hozzarendelés definialja, hiszen példéul az elsd esetben @yt (z) =
go(f_l(/{;l(z"))) = /@Ijl(z”). Mindkét esetben holomorf fiiggvényt kapunk, tekintsiik a
derivéltat. Els6 esetben a derivélt: (r,')'(2") - nz""!, ami csak a nulldban tiinhet el,
de 0 ¢ w-(V NVy). Ugyanigy a méasodik esetben sem tiinhet el a derivalt. Az is igaz
tovabba, hogy ¢y, homeomorfizmus, hiszen ¢ és o, is az. Emiatt biholomorf, amibél
kovetkezik (Vi, px) és (V, ¢) kompatibilitasa. Ahhoz, hogy az allitasban leirt térképek atlaszt
alkotnak, mar csak két (V;,p,) alaka térképrdl kell belatni, hogy kompatibilis, hiszen a
masik tipustakrol mar az (a) részben bellattuk. Legyen tehat (Vr, or) és (V. ¢!,) két ilyen
térkép. Ha 7 # 7', akkor a metszetiik lefedhets a (V, ) alaki térképekkel. Emiatt feltehetd,
hogy m = /. A[3.2.64llitas (b) része miatt feltehetjiik, hogy Vx C V.. Legyen V; = EU{r},
ahol E € 7 r szintd. Ekkor a allitas (a) része miatt a . -1 : D(0,rY/™) — D(0,r'/™)
fliggvény megegyezik valamely ¢ egységgyokkel vald szorzassal, tehat biholomorf. Ebbgl
kovetkezik a kompatibilitas, vagyis belattuk, hogy az allitasban definialt térképek atlaszt
alkotnak.

Azt, hogy f : R — P! analitikus, elég az idealis pontokra belatni, hiszen kézonséges
pontokra kovetkezik az (a) részbdl. Elgszor is tegyiik fel, hogy 7 idedlis pont nem a oo felett
van. Ekkor az fo-! fiiggvény definialo hozzarendelése a z Ky L(z™), vagyis fo- ! analitikus
D(O,rl/ ")-en. Emiatt f analitikus 7 koriil. Most tegyiik fel, hogy 7 egy oo feletti idealis
pont. Ekkor azt kell belatni, hogy g o fe: ! analitikus D(0,7/™)-en, ahol g(z) = 1/z. Ez
teljesiil, hiszen a z — 2" fiiggvényrdl van szo. Ebben az esetben f szintén analitikus 7 koriil.
Belattuk tehat, hogy f analitikus. Tekintsiink most egy o € H-t. Aéllitésbc’)l tudjuk,
hogy minden ilyen « egyértelmiien kiterjeszthets egy & : R — R homeomorfizmussé, amelyre
fa = f. Az (a) részbsl tudjuk, hogy « analitikus R-en. Vegyiink tehéat egy 7 idealis pontot
és koriilotte egy (Vir, or) térképet. Ekkor (a(Vi), ¢ o @ 1) is egy ilyen térkép. Ebben a
lokalis koordinatarendszerben & egy ¢ egységgyckkel vald szorzas, vagyis analitikus. Emiatt
a analitikus.

(d) Nyilvan @ (o« € H) elemek egy H-val izomorf csoportot alkotnak a kompoziciora
nézve egy olyan izomorfizmussal, amely a-t a-ba kiildi. Ezzel H-t azonositottuk analitikus
izomorfizmusok (vagyis analitikus homeomorfizmusok, melyeknek inverze is analitikus) egy
csoportjaval R-en. Ez a csoport tranzitivan hat az f~!(p) alakd halmazokon, ahol p € P!
Ez a Galois-fedés definiciojabol kovetkezik p ¢ P esetén. Most belatjuk p € P-re. Tekintsiik
a allitasban definialt D*-ot, ekkor a a p feletti idealis pontok f~1(D*) dsszefiiggdségi
komponenseinek felelnek meg. Ezeken a komponenseken a allitas (c) része miatt H
tranzitivan hat. Ezzel belattuk azt, hogy a fenti csoport tranzitivan hat f~!(p)-n minden
p € Pl-re. Emiatt g ugyanazt az értéket veszi fel f~!(p) pontjain, legyen ez az érték ¢'(p).
Ha U C P\ (PU{o0}) jollefedett f altal, és V egy Osszefiiggdségi komponense f~1(U)-nak,
akkor vilagos, hogy ¢'|y = g o (f|y)~!. Ez meromorf, hiszen hiszen f és g is analitikus.
Ezt minden U jéllefedett kornyezetre elmondva adodik, hogy ¢’ meromorf a P!\ (P U {cc})
halmazon. Az nyilvanval6, hogy ¢’ folytonos a P!\ (P U {cc}) pontjaiban. Ekkor viszont
ezek a pontok mind megsziintethets szingularitasok, tehat ¢’ meromorf. O
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3.4. Az Algebrai Verzio

Most méar kimondhat6 az alabbi kulcsfontossagu tétel. Ez segiteni fog abban, hogy az algeb-
rai és a topologiai elagazési tipusokat azonositani tudjuk egyméassal. Az algebrai valtozat
egyik irdnya ebbdl kovetkezik majd.

3.4.1. Tétel. Legyen P véges részhalmaza Pl-nek, és f : R — P!\ P véges Galois-fedés.
Legyen f : R — P! a allitasban konstrualt kiterjesztés. Tekintsitk H = Deck(f)-t
gy, mint analitikus izomorfizmusok egy csoportja R-en, a allitas (d) részének bizo-
nyitasahoz hasonléan (az a elemekbdl allo csoportrol van szo, de egyszertsitve csak a-t

fogunk irni). Legyen C(f) < M(R) az a résztest, amelyet f és a konstans komplex értéki
fliggvények generalnak.

(a) Minden o € H-ra legyen ¢, : M(R) — M(R) az a fiiggvény, amelyet agrrgo a~!

hozzarendelés definial. Ekkor minden o € H-ra tq automorfizmusa M(R)-nek. Ezen-
kiviil az is teljesiil, hogy M(R)/C(f) Galois-b6vités, és az a > 1, altal meghatarozott
t: H— Gal(M(R)/C(f)) leképezés izomorfizmus.

(b) Minden p € P elemhez legyen C’;}Op a hozzé asszocialt konjugaltosztaly H = Deck(f)-
ben Definicio), Cglg pedig a p-hez asszociélt konjugaltosztaly Gal(M(R)/C(f))-
ben az algebrailag definidlt moédon Definicié) = = f értelmezéssel. Ekkor, ha
p ¢ P, akkor C2'8 = {1}. Minden p € P-re a . : H — Gal(M(R)/C(f)) izomorfizmus
C’;Op konjugaltosztalyt C’glg—ra képezi. Ez egy megfeleltetést ad az f : R — P\ P
véges Galois-fedés topologikus elagazési tipusa és az M(R)/C(f) véges Galois-bovités
algebrai elagazési tipusa kozott.

Bizonyitds. (a) A 1, joldefinialt, hiszen g € M(R)-re go a~! € M(R), hiszen « analitikus
izomorfizmus R-en. Vilagos, hogy automorfizmus. Trividlis, hogy to(f) = f, hiszen a feds-
transzformacio, tehat C( f)-re megszoritva az identités lesz. Szintén vilagos, hogy Lo = Lalg,
tehdt ¢ egy homomorfizmus H-r6l Gal(M(R)/C(f)) egy G részcsoportjara. A G csoport
fixteste olyan ¢ € M(R) elemekbdl all, amelyekre g o « = g minden o € H-ra. A
allitas (d) része alapjan minden ilyen g-re g = ¢’ o f valamely ¢’ € M(P')-re. Ha tudnénk,
hogy
M(P') = C(2),

akkor ebbél kovetkezne, hogy g € C(f). Be kell latni tehat, hogy M(P!) = C(z). Mivel
az identitas P'-en, vagyis a racionalis tortfiiggvényként z-ként jelolt leképezés meromorf,
ezért minden komplex egyiitthetos racionalis tortfiiggvény is az, hiszen M(P!) test, tehat
C(z) < M(PY). A masik irany belatasahoz vegyiink egy tetszéleges h € M(P!) fiiggvényt.
Mivel P! kompakt, ezért csak véges sok izolalt szingularitasa lehet, hiszen kiilonben az
izolalt szingularitdsoknak lenne torlodési pontja. Ezek legfeljebb poélusok lehetnek, hiszen
meromorf fliggvényrél van sz6. Nevezziik el a polusokat pi, po, ..., ps-nek. Feltehets, hogy a
oo nincs a polusok kozott, mert ha mégis, akkor h helyett nézhetjiikk 1/h-t. Ha i =1, ..., s,
akkor legyen h Laurent sora p; korill > > v an(z — p;)™, ahol N < 0. Legyen h;(z) =
Z;iN an(z — p;i)". Vilagos, hogy h; € C(z), és h; egyetlen polusa p;-ben van, tovabba
h — hs-nek nincs polusa p;-ben. Ekkor hg = h — )7, h; meromorf fiiggvény P!-en, és nincs
polusa, tehat ha megszoritjuk C-re, akkor korlatos holomorf fliggvény lesz, vagyis Liouville
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tétele (]3] 28. oldal) miatt konstans. Tehat h = hg+ > ;_; h; € C(2), vagyis M(P!) < C(2),
tehat a masik irany is megvan. Belattuk tehat, hogy g € C(f).

Ebbdl kovetkezik, hogy G csoport fixteste M(R)-ben C(f). Emiatt Artin tétele
Tétel) szerint M(R)/C(f) Galois-b6vités, melynek Galois-csoportja G. Mar csak ¢ : H — G
injektivitasa hianyzik. Ehhez Riemann egzisztenciatételének analitikus véltozatat hasznal-
juk. Legyen o € H olyan, hogy i, = id. Az injektivitashoz azt kell belatni, hogy ek-
kor a = id. Legyen a € R és p = f(a). Ekkor a,a(a) € f~'(p). A RET analitikus
verzidja (3.1.6| Tétel) alapjan létezik go € M(R), amely f~!(p) halmaz elemein kiilén-
boz6 értékeket vesz fel, mivel f~1(p) véges halmaz (hiszen f véges Galois-fedés). Tehat
gola(a)) = ta(go)(ala)) = go(a ™ (a(a))) = go(a), vagyis a(a) = a. Tehat a valdoban az
identitas. Ez bizonyitja, hogy ¢ injektiv.

(b) A masodik fejezethez hasonloan jeloljiik A-val C((t))-t, vagyis a formalis Laurent-
sorok testét C felett. Valojaban két allitas van megfogalmazva.

Az els§ allitas P\ P elemeire vonatkozik, tehét legyen p € P\ P, és v € f~1(p). Ekkor
létezik (V) ¢) térkép, ami egyrészt olyan, mint amit a allitas (a) részében leirtunk,
méasrészt v € V. Ha p # oo, akkor feltehetd, hogy oo ¢ ¢(V) (hiszen V-nek tudjuk egy
megfelel§ részhalmazat venni), és az is, hogy ¢ = fly, hiszen f meromorf, és egy jollefedett
kornyezetre megszoritva homeomorfizmus. Ha p = oo, akkor feltehets, hogy ¢ = 1/(f|v).
Minden g € M(R) Laurent-sorba fejthet v koriil (vilagos, hogy lokalis koordinatdkban egy
Riemann feliileten Laurent-sorba fejthets egy fiiggvény, hiszen az olyan, mintha egy P!-en
értelmezett fliggvényiink lenne):

9= ai(e—p)).
=N

Igy létre tudunk hozni egy ¥ : M(R) — A gytrithomomorfizmust, amelynél g — Y2\ a;t'.
Mivel ez nemnulla, ezért injektiv (hiszen két testrdl van sz6), tehat beagyazas. Ha p # oo,
akkor f = ¢ = p + (¢ — p(v)) megszoritva V-re, tehat 9(f) = p +t. Ha p = oo, akkor
f=1/¢ = 1/(¢ — p(v)) megszoritva V-re, tehat ¥(f) = 1/t. Emiatt O kiterjesztése a
allitasbeli 9, : C(f) — C(t) leképezésnek (az allitasbeli z helyett f-re). Ezenkiviil
az emlitett allitasbeli A-t vehetjiik A-nak, tehat w = id, tehat gy = id, tehat valoban
cals = {1}

A masik allitas P elemeirdl szol, tehat legyen mostantol p € P, és m € f~1(p) egy idealis
pont. Legyen (Vi,pr) egy térkép m koril a allitas alapjan, vagyis Vy = E U {r} és
" = kpo f Vp-n. Minden g € M(R) Laurent-sorba fejthets m koriil:

e .
9= biph.
i=N

Ekkor a ¢ : M(R) — A, = C((r)) gytrithomomorfizmus, amit g — > oo\ b;7* hatéroz
meg (A, és 7 ugyanaz, mint a jelolésben), ismét beagyazas. Szintén a jeloléshez
hasonléan A-t A, résztestének tekintjiik. Abbol, hogy ¢ = &, o f, kapjuk, hogy p # oo
esetén f = /@]jlo@ﬁ =p+ ¢, tehat I(f) = p+7" =p+t,ésp=ocoesetén f = 1/o", tehat
I(f) = 1/m" = 1/t. Ez alapjan 9 megintcsak kiterjesztése a allitasbeli 9, : C(f) —
C(t)-nek, és ezuttal az allitasban leirt A ezuttal valaszthato A,-nek. Legyen w a kitiintetett
generatora Gal(A,,/A)-nak Jelolés). Definicié szerint 9=t ow o € Cglg, ezenkiviil
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szintén definici6 szerint hy € Cp°P, ahol hp a kitiintetett generatora E stabilizatoranak
H-ban Definicio). Ha belatnank, hogy t(hg) = 97! o w o ¥, abbdl kovetkezne az
allitas, tehat ez van még hatra. Definicid szerint hp fixen hagyja E-t, tehat Vi -t is, és
az fp = kpo f : E — K(r) fedés kitlintetett generatorat indukalja. A allitas (b)
része miatt @, o h;Jl = £,¢n, hiszen E-n ¢ = fgr. Legyen most g € M(R). Az eddigiek
alapjan 7 egy kornyezetében. t(hp)(g) = gohy' = Y20 v bi(prohp) = 3000y bi(enpn)! =
S0 v (bigh ). Ezenkiviil a lemma alapjan

w< i bﬂ'i> = i(bﬁ%)’]’z
=N i=N

Ebbdl kovetkezik tehéat, hogy
v(hg) =0 owod.

Ebbdl vilagos, hogy ¢ raképezi C’;,Op—ot C’Slg-ra. O

Az el6z8 tétel biztositotta, hogy egy véges Galois-fedéshez talaljunk egy véges Galois-
bévitést, amivel azonositani tudjuk az elagazasi tipusat. Most ennek forditottjat probaljuk
meg elGkésziteni.

3.4.2. Lemma. Legyen L egy test, és f(z,y) € L[z, y| szeparébilis polinom, ha ugy tekin-
tiink ra, mint egy L(x) feletti polinom y-ban. Ekkor véges sok kivétellel minden b € L-re az
f(b,y) € L[y|] polinom szeparabilis.

Bizonyitds. A lemma alapjan feltehets, hogy f normalt y-ban. A D(x) € L[z] diszk-
rimindns nem nulla, hiszen f szeparéabilis y-ban. Minden b € L elemre f(b,y) € Lly]
diszkriminansa D(b), ez pedig csak olyan b elemekre lehet nulla, amelyek gyokei D(x)-nek.
Ezt a véges sok elemet kivéve f(b,y) mindig szeparébilis. O]

3.4.3. Lemma. Legyen D C C nyilt és sszefiiggd, tovabba pg € D és Dy = D \ {po}.
Tekintsiik M(D)-t a megszoritas altali beagyazassal M(Dy) résztestének. Ekkor M(D)
algebrailag zart M (Dy)-ban.

Bizonyitds. Legyen g € M(Dy) algebrai M (D) felett. Ez azt jelenti, hogy van egy polinom,
amelynek g gyoke:
ang" + an_19""" + ...+ ag =0,

és amelyre a; € M(D) minden i = 0,1, ...,n-re és a, # 0 (n > 1). Feltehetjiik, hogy egyik
egyiitthatonak sincs pélusa pg-ban, hiszen meg tudjuk szorozni z —pg elég nagy hatvanyaval,
hogy ez teljesiiljon, tovabba a [2.1.8] lemma miatt feltehetjiik, hogy a, = 1. Ezek utén
felirhato, hogy

n n—1 n—2
g = —an-14g — an—29 — ... — Qp.

Mivel py egy kornyezetében minden a; korlatos, ezért g is korlatos. Ez azért van, mert ha
vessziikk egy kis kornyezetét pg-nak, amelyben K € R kozos korlat a;-k abszolut értékére,
akkor egy K - n-nél nagyobb abszoliat értékd szidmra nem lehet egyenld a fenti egyenlGség
két oldala. Ekkor g kiterjeszthet§ po-ra meromorf médon, hiszen legfeljebb megsziintethetd
szingularitasa lehet ott, tehat g € M(D). O
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3.4.4. Lemma. Legyen L/C(z) véges Galois-bdvités. Vilagos, hogy létezik egy F(x,y) €
C[x,y] polinom, amely y-ban C(z) felett irreducibilis, és C(z) felett L a felbontési teste.
Legyen n az F foka, ha ugy tekintiink ra, mint egy polinom y-ban. A [3:4.2]lemma alapjan
csak véges sok p € C-re teljesiil, hogy hogy az F(p,y) € C[y] polinomnak n-nél kevesebb
kiilonb6z8 gyoke van. Legyen P az a halmaz, amelyben ez a véges sok p szerepel, kiegészitve
a oo-nel. Legyen

R = {(u,v1,v2,...,v,) € C"" s € P\ P és Fu,v) = ... = F(u,v,) = 0},

ahol R’-t az indukalt topologiaval topologikus térnek tekintjiik. Ekkor a kovetkezok telje-
siilnek.

(a) Az f': R — P'\ P, (u,v1,v9,...,0,) — u leképezés fedés, amelyre tekinthetjiik S,-t
Deck(f') részhalmazaként gy, hogy a vy, ..., v, koordinatakat permutalja.

(b) Legyen R egy Osszefiiggéségi komponense R'-nek. Ekkor az f = f'|p: R — P1\ P
véges Galois-fedés.

(¢) Hai = 1,2,...,n, akkor a ¢; : R — C, (u,v1,...,0,) v; leképezés kiterjeszthets
egy R-en értelmezett g; meromorf figgvénnyé ugy, hogy F(f,g:)=0¢sag1,g2,-,0n
leképezések generaljak M(R)-et C(f) felett.

Bizonyitds. (a) A tétel alapjan minden ug € P!\ P-hoz léteznek olyan 1, ..., 9,
holomorf fiiggvények az ug egy U kornyezetén értelmezve, hogy minden uw € U-ra pontosan
P1(u), ..., ¥Yn(u) a gyokei F(u,y) € Cly]-nak. Legyen o € S,-re

Vo = {(ana(n(u)» "'711}0(71)(“)) RS U}7

ekkor V,-k diszjunkt uni6ja alkotja (f')~1(U)-t. Ezek valoéban diszjunktak, hiszen F(u,y)
szeparébilis, tehat minden gyoke kiilonb6zs. Az U — Vi, u = (U, Y1)(w), oy Yo(n) ()
leképezés, és az f'|y, : V; — U egymas inverzei, tehat mindketten homeomorfizmusok. Ha
U-t kompaktnak és Osszefiiggének valasztjuk, akkor emiatt V, is az lesz, és ekkor a V -k
osszefiiggdségi komponenseit alkotjak (f')~!(U)-nak, tehat minden D C U nyilt, ug kdzép-
pontu korlap jollefedett kornyezete ug-nak, tehat f’ fedés. Ez alapjan az is vilagos, hogy S,
beagyazhato Deck(f)-be a fenti modon, hiszen a jollefedett kornyezetek Gseit permutalja.
(b) Elészor belatjuk, hogy f fedés. Ehhez el6szor is kell, hogy sziirjektiv. Valasszunk
egy tetszdleges p € P\ P, és egy a € R pontot. Mivel P!\ P tutosszefiiggs, ezért létezik
egy v : [0,1] — P!\ P 1t, melynek kezdSpnotja f(a), és végpontja p. A feds utak tétele
([1] 7.3.5 Tétel) miatt ennek az ttnak van egy 4 felemeltje a kezdéponttal R'-ben, ekkor %
R-ben van, hiszen R OsszefiiggGségi komponens. Ez azt jelenti, hogy a 4-nak a b végpontjara
f(b) = p, vagyis f sziirjektiv. Legyen U egy f’ altal jollefedett kérnyezet. Az f'~!(U)-nak
minden V Osszefliggdségi komponense vagy benne van R-ben, vagy diszjunkt téle. Amelyek
R-ben vannak, azok tovabbra is Osszefiiggdségi komponensei f~!(U)-nak is, és f homeomorf
mo6don képezi ket U-ra, tehat tehat U f altal szintén jollefedett kornyezet, vagyis f fedés.
Legyen u € P!\ P. Ekkor, ha v,v" € f~!(u), akkor van olyan o € Deck(f’), amelyre
a(v) = v'. Ez azért van, mert v és v/ koordinatai megegyeznek (hiszen ezek w-n kiviil
pontosan az F(u,y) € C[y| polinom gyokei), tehat az (a) rész alapjan megfelels Deck(f')-
beli elemmel tudjuk a koordinatakat tgy permutalni, hogy v +— v teljesiiljon. Ekkor «
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sajat magara képezi R-et, hiszen Osszefiiggs halmaz képe Osszefiiggs, és v € R-re a(v) € R.
Ez szimmetrikus modon teljesiil a~'-re is, tehat a|p € Deck(f). Ebbél kovetkezik, hogy
Deck(f) trenzitivan hat f~!(u)-n, tehat f Galois fedés. Vilagos, hogy deg(f) < deg(f’) = n!,
tehéat f véges Galois-fedés.

(c) Minden u € R pontnak van egy V,, alaku kornyezete. Tekintsiik R-en a allitasban
definialt komplex differencialhaté struktarat. Ebben a (f|y,, V. ) alaka parok térképek. Egy
ilyen térképet tekintve g; megegyezik a ¢,;) fﬁggvénnyel,_tehét meromorf R-en. Azt, hogy
g; meromorf R-en, az abbol fog kovetkezni, hogy ha M(R)-et a megszoritas altal indukalt
bedgyazassal M(R) résztestének tekintjiik, akkor M(R) algebrailag zart M(R)-ben, hiszen
ha h € M(R) algebrai M(R) felett, akkor meromorf R\ R minden pontjéban a lemma
alapjan, hiszen az egy véges halmaz, tehat h € M(R) (és h|gr = h). Be fogjuk latni, hogy g;
algebrai M(R) felett. Ha v = (u, v1,...,v,) € R, akkor F(u,v;) = 0, tehat minden v € R-re
F(f(v),gi(v)) = 0. Tehat ha f-et és g;-t M(R) elemeiként vizsgaljuk, akkor F(f,g;) = 0.
Mivel f € M(R), ez pont azt jelenti, hogy g; algebrai M(R) felett, tehat g; € M(R).

Mar csak az van hatra, hogy gi-k generaljak M(R)-et C(f) felett. Mivel a tétel
alapjan Gal(M(R)/C(f) minden eleme ¢, alakii, ezért elég belatni, hogy ha ¢, fixen hagyja
az Osszes g;-t, akkor ¢, = id, ami ekvivalens azzal, hogy o = id. Tegyiik tehat fel, hogy ¢,-nak
g1, .-, §n mind fixpontja. Ekkor minden v € R-re és i = 1,2, ...,n-re g;(v) = g;(a~1(v)), és
az is teljesiil, hogy f(v) = f(a~'(v)), tehat v = a~!(v), hiszen koordinatanként megegyezik.
Emiatt a = id. O

Ezzel készen vagyunk az el6késziiletekkel, mar be tudjuk bizonyitani a keresett valtozatat
Riemann egzisztenciatételének.

3.4.5. Tétel (RET — Az Algebrai Verzi6). Legyen T = [G, P, (Cy)pep) egy elagazasi tipus.
Legyen r = |P|, és szamozzuk meg P elemeit: pi,pa,...,pr. Ezen feltételek mellett ponto-
san akkor létezik 7 tipustu véges Galois-bdvitése C(z)-nek, ha léteznek G-ben g1, g, ..., gr
generatorok, amelyekre teljesiil, hogy g1 -g2-...-gr =1,8s g; € Cp,, hai =1,2,...,r.

Bizonyitds. ElGszor belatjuk azt az iranyt, hogy ha léteznek megfelel6 generatorai G-nek,
akkor létezik C(z)-nek olyan véges Galois-bdvitése, amelynek elagazasi tipusa 7. A topologi-
kus verzio tétel) alapjan van egy olyan véges f : R — P!\ P Galois-fedés, amelynek
elagazasi tipusa 7. A tételban definialt M(R)/C(f) véges Galois-b6vités elagaza-
si tipusa ezzel megegyezik (ugyanazon tétel alapjan). Mivel C(f) és C(x) értelemszertien
izomorf, ezért ez az irany készen van.

A masik irdny belatasahoz vegyiink egy L/C(x) véges Galois-bovitést. Legyen F(z,y) €
Clz,y] olyan, mint a lemmaban. Tekintsiik az ugyanabban a lemmaban definialt
f: R — P\ P véges Galois-fedést. Mivel a (c) részben definialt g; fiiggvények gyokei
az irreducibilis F(f,y) polinomnak C(f) felett, ezért M(R) a felbontési teste F(f,y)-nak
C(f) felett. Ez azt jelenti, hogy van egy L — M(R) izomorfizmus a két test kozott, amelyre
z— f. A tétel (b) része szerint a bovités elagazasi pontjai pontosan azok a p € P
pontok, amelyekre C;Op # 1. A megjegyzés alapjan ekkor léteznek Deck(f)-nek
h1,ha, ..., h, generatorai, amelyekre hy - hg - ... - b, = 1, é minden i-re h; € Cp°°. Ekkor a
tételben definialt ¢+ izomorfizmust tekintve a g; = ¢(h;) generatorok a Gal(M(R)/C(f))
csoportban a tétel (b) része miatt szintén birni fognak a kivant tulajdonsédgokkal. Mivel
lattuk, hogy L izomorf M(R)-rel, ezért ebbdl kovetkezik a tétel masik iranya. O
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Ennek az eredménynek van egy érdekes és széles korben ismert kozvetlen kévetkezménye.

3.4.6. Kévetkezmény. Minden véges csoport elgall, mint C(x) alkalmas Galois-b&vitésének
Galois-csoportja. Ez azt jelenti, hogy az inverz Galois-problémara ezen test felett pozitiv
valaszt kapunk. O

3.4.7. Példa. A és a példakban meghatéroztuk egyes bévitések elagazési tipusait.
Most legyen K = C, és ellendrizziik, hogy RET (3.4.5| Tétel) feltételei teljestilnek-e ezekben
az esetekben.

(1)

A példaban vizsgalt esetben két elagazéasi pont van, és az asszocialt konjugaltosz-
talyok 1-1 generatorelembdl &llnak, melyek egymas inverzei. Ebben az esetben tehét
vilagos, hogy ha a két konjugéltosztalybol 6sszeszorozzuk egymaéssal az elemeket, akkor
1-et kapunk, tovibba generatorokrol van szo.

A példéaban a Galois-csoport izomorf D,-nel. Ha n péaratlan, akkor harom elaga-
zasi pont van, és a konjugaltosztalyok koziil kettd a tiikrozések konjugéltosztalya, a
harmadik pedig egy n-edrendii forgatasbol és az inverzébdl all. Egy n-edrendd forgatés
és egy tiikkrozés mindig generélja D,-et, tehat barmilyen elemeket valasztunk, genera-
torok lesznek. Mivel barmely forgatédst meg tudjuk kapni két tiikrézés szorzataként,
ezért ha a forgatasbol és az inverzébdl allo osztaly nem Cs, akkor vildgos, hogy tala-
lunk g1, g2, g3 generatorokat, hogy g1 - g2 - g3 = 1. Ha pedig Cs a tiikrozések osztalya,
akkor valasszunk tetszélegesen egy g1 € C, és g2 € Cy elemet. Vilagos, hogy g1 - g2
tliikrozés, tehat g3 = g1 - go valasztassal g1 - g2 - g3 = 1.

Ha n péros, akkor szintén 3 elagazési pont van, és megkapjuk a tiikrozések két kon-
jugaltosztalyat, és szintén egy n-edrendd forgatasboél és az inverzébdl allo osztalyt.
Szintén barhogy valasztunk elemeket, generdtorokat kapunk. Ha nem C5 a forgatas és
inverzének osztalya, akkor készen vagyunk, hiszen barmely n-edrendi forgatast meg-
kapunk, mint két olyan tiikrozés szorzata, amelyek koziil az egyik tengelye oldalakon,
a masiké csucsokon megy at (tehat ha valasztunk egy forgatast, akkor a tiikrozéseket
tudjuk tgy valasztani, hogy az inverzét adjak). Ez azért van, mert ha a forgatas «
szogl, akkor ha valasztunk két tengelyt, melyek a/2 szdget zarnak be, akkor a meg-
felels tiikrozések jok lesznek. Méarpedig ha «/2 szoget zarnak be, akkor ha mindkettd
példaul a csiicsokon megy &t, akkor § - o = k- 360°, tehat a forgatds nem lesz n-
edrendii. Ugyanigy baj, ha mindkett§ az oldalakon megy at, tehat a két tiikr6zés nem
lesz konjugélt (hiszen az egyiknek a tengelye az oldalak kozéppontjain, a masiké a

cstcsokon megy at).

A harmadik esethez legyen C7 és C5 a két tiikrozésekbdl allo osztaly, és Co pedig az
n-edrendi forgatas és inverzének osztalya. Ismét valasszunk tetszdlegesen egy g1 € Cf,
és egy g2 € Cy elemet. Be kell latni, hogy g1 - go € (3, vagyis azt, hogy nem konjugélt
g1-gyel, hiszen az vildgos, hogy tiikrozés. Mar lattuk, hogy ha két tiikrézés konjugélt,
akkor nem lehet n-edrendd forgatas a szorzatuk, és emiatt g; és g1 - go nem lehet
konjugélt, hiszen a szorzatuk g; - (g1-92) = g2, vagyis egy n-edrendi forgatas. Belattuk
tehét, hogy g1 - g2 € Cs, tehat legyen g3 = g1 - g2, ekkor g1 - g2 - g3 = ¢g3-93 = 1. Ez
azt jelenti, hogy itt is teljesiilnek RET feltételei.
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4. A merevségi kritérium

Az eddigiekkel a tarsolyunkban mér definidlhatjuk a merevséget. Fz a f§ eszkoziink arra,
hogy egy C(z) feletti bévitést realizaljunk Q(x) felett, és ennek alapja RET lesz, ugyanis a
merevség definicidja nagyon hasonld a tétel kimondasahoz.

4.1. RET és a gyenge merevség

4.1.1. Definicié (Regularis testbdvités). Az L/K testbovitést regularisnak nevezziik, ha
K algebrailag zart L-ben, vagyis minden K[z]-beli polinom L-beli gydke benne van K-ban
is.

4.1.2. Definici6 (Konjugaltosztalyok merev, gyengén merev r-ese). Legyen (Ci,Cy, ..., C})
egy G csoport konjugaltosztéilyaibol allo r-es. Ezt gyengén merevnek nevezziik, ha a kévet-
kez6 2 feltétel teljesiil:

(i) Léteznek g1, ..., gr generatorok G-ben, amelyekre g;-...-g, = 1 ésg; € Cy, hai =1,...,r.

(ii) Ha ¢i,...,g. egy masik generatorhalmaz az (i) tulajdonsaggal, akkor létezik egy ~
automorfizmusa G-nek, amelyre y(g;) = ¢}, hai=1,...,r.

Merevnek nevezziik a fenti r-est, ha (i) teljesiil, és (ii)-ben a v automorfizmus elgall,
mint egy kitiintetett g € G elemmel val6 konjugalés, és ez a g egyértelmd.

4.1.3. Allitas. A merevség esetén az a kritérium, hogy ¢ egyértelmi, ekvivalens azzal, hogy
G centruma trivialis.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy g egyértelm, és legyen h € Z(G). Ekkor tetszéleges ¢’ € G-re
(gh)g'(gh)~! = ghg’'h=tg~! = gg'g *hh~! = gg'g~ !, tehat gh is olyan elem, amellyel vald
konjugalas szolgaltatja v-t. Emiatt g = gh, tehat h = 1, vagyis Z(G) valoban trivialis.
Most tegyiik fel, hogy Z(G) trivialis, és legyen g és go olyan elemek, amelyekkel valo
konjugalas a v automorfizmus. Legyen h = g lgo. Ekkor go = gih. Legyen ¢ € G
tetszoleges. Ekkor v(¢') = (g1h)g'(g1h) ™! = g1hg’h~'g;*, mésrészt v(g') = g1g'g; ', tehat
gihg'hlgrt = gig'gr !, vagyis hg'h~! = ¢'. Ebbdl kivetkezik, hogy h € Z(G), ami Z(G) =
{1} miatt azt jelenti, hogy h = 1, vagyis g1 = go, tehat g valoban egyértelm. O

4.1.4. Definicié (Merev, gyengén merev tipus). Egy T = [G, P, (Cp)pep] elagazasi tipust
merevnek, illetve gyengén merevnek neveziink, ha a P elemeit indexelni tudjuk a kévetke-
z6képpen: P = {p1,...,p,} (itt r = |P|), és a C; = C), konjugéltosztéalyok egy merev, illetve
gyengén merev r-est alkotnak G-ben.

4.1.5. Tétel. Minden gyengén merev tipusra létezik C(x)-nek egy véges Galois-bovitése,
amely ilyen tipusu, és ez egyértelmd egy C(z)-izomorfizmus erejéig.

Bizonyitds. A létezés egyenes kdvetkezménye RET-nek tétel). Nézziik az egyértelmd-
séget. Tegyiik fel, hogy L1 /C(x) és Lo/C(z) elagazasi tipusa megegyezik, és gyengén merev.
Feltehets, hogy L1, Ly < L, ahol L/C(z) véges Galois-bévités. Legyen G = Gal(L/C(x)),
és G; = Gal(Lj/C(x)), valamint p; : G — G a megszoritas, ha j = 1,2. Minden p € P!-
re legyen C), és Cz()] ) az asszocialt konjugéltosztély G-ben, illetve Gj-ben. Ekkor a m
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lemma (d) pontja miatt p;(Cp) = CI(,]). Szamozzuk meg P pontjait: pi,...,p,. RET mi-
att léteznek g1, ..., g, generatorai G-nek, amelyekre g1 - ... - g,, és g; € Cp,, hai = 1,...,r.
Ekkor p;(g1), ..., pj(gr) generatorok Gj-ben ugyanazon tulajdonsagokkal. Mivel L;/C(z) és
Lo /C(x) tipusa megegyezik, ezért létezik egy € : Go — G izomorfizmus, amely CZ(,Q)—t C,()l)-
re képezi minden p esetén. Ekkor €(p2(g1)), ..., €(p2(gr)) is birnak azon tulajdonségokkal,
mint p1(g1), ..., p1(gr). L1 és Lo elagazési pontjai megegyeznek, tehat azokat az indexeket,
amelyekre p; nem elagazasi pont, elhagyhatjuk, ezaltal feltehetjiik, hogy p; eldgazasi pont
minden ¢ = 1,...,7-re. Emiatt a gyenge merevségi feltétel miatt van Gi-nek egy d auto-
morfizmusa, amelyre §(e(p2(gi))) = p1(gi), ha i = 1,...,r. Tehat v = d o€ egy G2 — G
izomorfizmus, amely p2(g;)-t minden i-re p1(g;)-be képezi, vagyis p; = v o pa. Ez alapjan
Kerp; = Kerpo, és ennek fixteste egyrészt Li, masrészt Lo. Ebbg] kévetkezik, hogy L1 = Lo,
tehat készen vagyunk. O

4.2. Hilbert irreducibilitasi tétele

Eddig L/K (x) alakt bovitésekrsl volt sz6, és ebben az alfejezetben megvalaszolasra keriil a
kérdés, hogy miért: Hilbert irreducibilitési tétele alapjan ha egy csoport eléall Gal(L; /Q(x))
alakban, akkor elgall Galois-csoportként Q felett is, mint Gal(Lo/Q) (mindkét bovités Ga-
lois). Ez azon mulik, hogy Q Hilbert-féle test (angolul hilbertian). A tétel legegyszeriibb
formajaban arrél szol, hogy ha f(¢, x) egy kétvaltozos polinom, mely irreducibilis Q[¢, z]-ben,
akkor végtelen sok ¢’ € Q szamra f(t', ) irreducibilis Q felett egyvaltozos polinomkeént.

4.2.1. Definici6 (Hilbert-féle test). Legyen K egy test, és tekintsikk az f(t,x) € Kt x]
kétvaltozos irreducibilis nemkonstans polinomokat. Hilbert-féle testnek nevezziik K-t, ha
barmilyen olyan f polinomra, ami a fenti tulajdonsagokkal rendelkezik, K felett van végtelen
sok b € K érték, hogy az egyvaltozos f(b,y) € K[y] polinom irreducibilis.

4.2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy K Hilbert-féle. Ekkor, ha G el6éll egy Galois-b6vités
Galois-csoportjaként K (1, ..., x,) felett, akkor elgall Galois-csoportként K-nak egy Galois-
bévitésével is.

4.2.3. Tétel (Hilbert irreducibilitasi tétele). Q Hilbert-féle test.

Bizonyitds. Ennek a tételnek, tovabba az el6z6 eredménynek a bizonyitasa megtalalhato [19]
1. fejezetében. O

4.2.4. Megjegyzés. Mivel minden Hilbert-féle test minden véges bévitése Hilbert-féle, eb-
bdl az is kovetkezik, hogy minden algebrai szamtest Hilbert-féle.

Az alfejezet zardsaként megfogalmazunk egy, a témahoz kapcsolodd lemmét, amelyre
késébb sziikség lesz. Az alabbi trivialis megjegyzés is hasznunkra lesz a késébbiekben.

4.2.5. Megjegyzés. Legyen K egy test, melynek karakterisztikdja 0. Ha ennek K; =
K(ay,...,a,) egy végesen generalt bovitése, és ti, ..., ts az a;-knek egy maximalis K felett al-
gebrailag fiiggetlen részhalmaza, akkor K véges a tisztan transzcendens K (t1, ..., t5) bévités
felett. Ez valoban teljesiil, hiszen a bévités algebrai és végesen generalt.

4.2.6. Lemma. Legyenek x1, ..., 2y, fliggetlen transzcendens elemek egy 0 karakterisztikaju
K test felett, és vezessiik be a kovetkezs jelolést: x = (x1, ..., 2, ). Legyen K az algebrai
lezértja K-nak.
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(a) Ha K'/K véges Galois-bovités, akkor a megszoritassal kapott Gal(K'(x)/K(x)) —
Gal(K'/K) leképezés izomorfizmus. Specialisan, minden kozbiils6 test K (x) és K'(x)
kozott K”(x) alaku, és |K”(x) : K(x)| = |K" : K|.

(b) Legyen f(x,y) € K(x)[y] irreducibilis polinom K (x) felett, és legyen L = K (x)[y]/(f)
a megfelels testbovitése K (x)-nek. Ekkor L akkor, és csak akkor reguléaris K felett,
ha f irreducibilis K (x) felett. Ha ez a helyzet, akkor f(x,y) irreducibilis K7(x) felett
K-nak minden Kj bévitésére, amelyre x1, ..., T.,, y linearisan fliggetlen transzcendens
elemek K felett.

Bizonyitds. (a) A G = Gal(K'/K) csoport természetes modon x1, ..., x,-et helyben hagyva
hat K’(x)-en, emiatt Artin tételébol Tétel) kovetkezik, hogy K'(x)/K(x) Galois, és
Galois-csoportja G. A masodik allitashoz (a)-ban a Galois-elmélet f6tételét fogjuk hasznalni.
Barmely Ky < K'(x) kozbiilss test megfelel egy H < G részcsoport fixtestének. Tekintsiik
H fixtestét K'-ben, ha G-t tgy tekintjiik, mint Gal(K'/K). Legyen ez a fixtest K”. Teljesiil,
hogy K" (x) = K, hiszen vilagos, hogy mindketts a H csoport fixteste, hiszen az elss allitast
alkalmazhatjuk K" (x)/K (x)-re. Ezzel az (a) rész készen van.

(b) Legyen K a K test algebrai lezartja L-ben (vagyis azon L-beli elemek részteste,
melyek algebraiak K felett, lasd [2] 6.2.12 Tégal), és a a képe y-nak L-ben. Ekkor f(«a) =
0, és a kielégit egy |L : K|-adfoki fy) € Kx)[y] polinomot, mely osztja f-et. Ebbdl
kovetkezik, hogy ha K # K, akkor f nem irreducibilis K (x)[y]-ban, és igy K (x)[y]-ban sem,
amivel az ekvivalencia egyik irdnyat megkaptuk.

A masik irdanyhoz tegyiik fel, hogy K=K (vagyis L regularis K felett), és legyen
K’ tetsz6leges véges Galois-bdvitése K-nak. Vegyiik K(x) algebrai lezarasat gy, hogy az
tartalmazza K'(x)-et és L-et, és ebben jeloljiik L'-vel a K'(x) és L altal generalt résztestet.
Az (a) rész miatt LN K'(x) = K (x) valamely K" kozbiils6 testre K és K’ kozott. Vilagos,
hogy K” C K, hiszen K az algebrai lezartja K-nak L-ben, emiatt K” = K, vagyis L N
K'(x) = K(x). Az (a) rész miatt K'(x)/K(x) Galois, tehat |L' : K'(x)| = |L : K(x)|.
Viszont L' = K'(x)[a] miatt f irreducibilis K'(x) felett. Mivel K’ tetsz6leges véges Galois-
bévitése volt K-nak, ezért f nyilvan irreducibilis K (x) felett is.

Most nézziik (b) masik allitasat. Tegyiik fel indirekt, hogy f felbomlik f = gh alakban,
ahol g, h € Kq(x)[y], és deg(g), illetve deg(h) legalabb 1, ha y polinomjaiként tekintiink
rajuk. Nyilvan alkalmas skalarral szorozva feltehets, hogy g normélt y-ban. Feltehetd, hogy
Ki-et K felett generaljak g, mint x1, ..., x,,, y-beli racionalis tortfiiggvény egyiitthatoi, és
ezen egyltthatok koziil egy, amit t-vel jeloliink, transzcendens K felett (hiszen ha mind
algebrai, akkor algebrai a bovités, tehat benne van K (x)-ben). A megjegyzés miatt
K véges egy Ko = K(t1,...,ts) test felett, ahol t1, ..., ts fiiggetlen transzcendens elemek K
felett, és t = t;. Van egy végtelen A C Aut(K3/K) részhalmaz, amelyre minden a € A
kiilonbozs értéket vesz fel t-n (pl. «o(t) =t +¢, ¢ € K, és a(t;) = t;, ha i > 1, lasd
Allitas, ehhez az irdnyhoz nem hasznaltuk az algebrai zartsagot). Ezek az a-k ki-
terjeszthetéek K7 beagyazasava Ko-be, illetve K1 (x)[y] beagyazasava Ko (x)[y]-ba (helyben
hagyva 1, ..., Ty, y-t). Ezeket a bedgyazasokat g-re alkalmazva f-nek végtelensok kiilonbo-
76 osztojat kapjuk Ko(x)[y]-ban, melyek mind normaltak. Ez az ellentmondéas bizonyitja az
allitast. O
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4.3. Az alaptest sziikitése

Ebben a részben arrol lesz sz0, hogy ha van egy L/ K (x) Galois-bévitésiink, és k egy résztest
K-ban, akkor van-e k(x)-nek egy Galois-bdvitése ugyanazzal a csoporttal. Lathato, hogy
igy szeretnénk elérni, hogy egy L;/C(x) alaku bévités csoportjat megkapjuk egy Lo/Q(x)
bévités csoportjaként. Nem pontosan ezt fogjuk tenni, hanem C algebrailag zart része lesz
majd K, és ennek k résztesteit fogjuk nézni. Ezen kiviil a bgvitésrdl fel fogjuk tenni, hogy a
tipusa merev. A szakaszban sziikségiink lesz C egységgyokeire, ha nem rogzitjiik ezt, akkor
automatikusan az e, = e -et (itt i = v/—1) fogjuk érteni alatta.

4.3.1. Definicioé (Résztest felett definialt bévités). Azt mondjuk, hogy L/K(x) (vagy ro-
viden L) definidlt k < K felett, ha létezik egy L, < L résztest, amely Galois k(x) felett,
regularis k felett, és |L, : k(z)| = |L : K(z)]|.

4.3.2. Lemma. Legyen K egy algebrailag zart részteste C-nek, és L/ K (z) definialt  felett.
Legyen n = |L : K(z)].

(a) Legyen 0 egy primitiv eleme az L,/k(x) bévitésnek (vagyis L, = rk(z)(0)). Ekkor
L = K(z)(0). Ezenkiviil L definialt minden ' kozbiils§ testre x és K kozott, és a
definicioban leirt testet valaszthatjuk L. = «/(x)(#)-nak.

(b) A megszoritas Ly-ra izomorfizmus a G = Gal(L/K(x)) és a Gal(L,/k(z)) csoportok
kozott.

(c) Ha k algebrailag zart, akkor L/K (x) és L, /k(z) elagazasi tipusa természetes modon
megegyezik.

Bizonyitds. (a) Legyen 6 minimalpolinomja F(y) € k(z)[y]. Ekkor, mivel L,, = x(x)[y]/(F)
regularis  felett, ezért a lemma (b) része miatt F(y) irreducibilis #'(x)[y]-ban is.
Emiatt az Lo = k'(2)(0) n-edfoka '(x) felett. Mivel F(y) minden gyoke L, C L,/-ben
van, ezért L,y /K’ (z) Galois, és Ly = &' (2)[y]/(F), tehat a[4.2.6]lemma miatt L, regularis «’
felett. Ebb6l kovetkezik, hogy L definialt  felett. Az els6 allitas ennek specilis eseteként
megkaphato, hiszen K (z)(0) K (z)-nek egy n-edfoka bévitése (k' = K-ra), és K(x)(0) C L,
tehat L = K(z)(0).

(b) A G csoport F(y) gyokeit permutélja L-ben. Ezen gyokok generaljak Ly-t x(z) felett,
tehat G-re invarians L,. Emiatt a megszoritas egy G — Gal(L,/k(x)) homomorfizmus. Az
(a) rész miatt ez injektiv (hiszen 6 képe meghatarozza egy mindkét csoport elemeit), tehat
a rendek egyenl@sége miatt izomorfizmus.

(c) Legyen 0 egy primitiv eleme az L,/k(z) bdvitésnek. Tekintsiik a jelolésbeli
Yy : K(z) — K(t) izomorfizmus allitasbeli 9 : L — A kiterjesztését, amely beagyazas,
és ahol A egy véges Galois-bévitése A = K((t))-nek. A allitas miatt J(k(z)) = k(t),
emiatt ¥(Ls) = k(t)(0), ahol #' = ¥(0). Emiatt ¥ megszoritasaval L, egy bedgyazasat
kapjuk A, = k((£))(0')-ba. Jeloljiik ezt a beagyazast J-mal. A Gal(A/A) kitiintetett ge-
neratoranak megszoritésa a Gal(A,/k((t))) kitiintetett generatora (értelemszertien). Ebbdl
kovetkezik, hogy g9 € G megszoritasa g5 € G, ahol G = Gal(L/k(x)). Emiatt a megszori-
tas altal definialt G — G izomorfizmus a p-hez asszociélt konjugaltosztalyt G-ben raképezi
a p-hez asszocialt konjugaltosztalyra G-ben minden p € k U {oo}-re.
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Mar csak azt kell belatni, hogy az elagazési pontok megegyeznek. Ehhez elég belatni,
hogy L/K(x) elagazéasi pontjai k U {co}-ben vannak az el6z6 megallapitas miatt. A
lemma miatt 6 valaszthato ugy, hogy F(y) olyan legyen, mint a allitas (c) részében,
és ugyanazon allitds miatt D(x), vagyis F(y) diszkriminansa k[z]-nek egy nemnulla eleme,
és a oo-t6l kiilonbo6z6 elagazasi pontjai L-nek D(x) gyokei kozott vannak. Ez k algebrailag
zartsadga miatt azt jelenti, hogy k-ban vannak, tehat belattuk, hogy L/K(x) és L/k(x)
elagazasi pontjai megegyeznek. Ebbdl a fentiek alapjan kovetkezik, hogy megegyezik az
eldgazasi tipus. O

4.3.3. Lemma. Ha K < C algebrailag zart, L/K(x) n-edfoki Galois-b6vités, melynek
Galois-csoportja G, tovabba xk < K, akkor L definialt x-nak egy ' < K végesen generalt
bévitése felett.

Bizonyitds. Legyen 6 egy primitiv eleme L/K (z)-nek, és minimélpolinomja legyen F(y) €
K (z)[y]. Mivel F(y)-nak minden 6; gyoke L-ben van, ezért ezek a gyokok mind felirhatoak
0; = fi(0) alakban, ahol f; € K(x)[y]. Legyen " az a test, amit agy kapunk, ha k-t bévitjiik
az F' és az f; polinomok egyiitthatoival. Ez nyilvan végesen generalt b&vités K-ban, és azt
allitjuk, hogy L definialt ' felett. Vilagos, hogy L. := «/(z)(0) Galois «'(z) felett, mivel
tartalmazza az osszes 0;-t (6] 2.5 Allitas (iv) = (i)). Vilagos, hogy &' algebrai lezartja
benne van K-ban, tehat a lemma miatt Ly = rk'(x)[y]/(F) regularis £'(x) felett,
tovabba mivel F(y) irreducibilis £'(z)[y]-ban (nyilvan), ezért a bévités foka n = |L : K(z)|,
tehét készen vagyunk. O

4.3.4. Definicié (a-izomorfozmus). Legyen « egy automorfizmusa K-nak. Ez kiterjeszthe-
t6 = helybenhagyasaval K (z) egy automorfizmusava. Ha L/K(x) egy véges Galois-b6vités,
akkor a-izomorfizmusnak nevezziik az olyan A : L — L’ testizomorfizmusokat, amelyek-
re I'/K(x) véges Galois-b6vités, és Ay = «. Egy ilyen izomorfizmus indukil egy
g — Mg\t csoportizomorfizmust a Galois-csoportok kozott, amelyet A\* : Gal(L/K(x)) —
Gal(L'/K (z)) modon jeloliink.

4.3.5. Lemma. Legyen K < C algebrailag zart, és L/K(x) véges Galois-b6vités. Minden
a € Aut(K) automorfizmusra van egy A : L — L’ a-izmomorfizmus K (z)-nek valamely L'
véges Galois-b6vitésére. Ha L definialt x felett és «f, = id, akkor valaszthatjuk A-t agy,
hogy L = L', és \* = id.

Bizonyitds. A létezésrol szolo allitashoz feltehets, hogy L = K(x)[y]/(F) alakban van meg-
adva. Ha a-t = és y helybenhagyasaval kiterjesztjiik K (z)[y] automorfizmusava, amelynél
F képe G, akkor ez egy A gyftirGizomorfizmust indukal L és L' = K (x)[y]/G kozott. Emiatt
L' /K (x) szintén véges és Galois, tehat A a-izomorfizmus.

A maésodik allitdshoz, mivel L definialt s felett, ezért a lemma (a) része miatt
feltehets, hogy F(y) € x(x)[y] olyan, hogy L. = k(z)[y]/(F). Ha a|, = id, akkor F' = G,
tehat L = L'. Ha 0 primitiv eleme az L, /k(x) bovitésnek, és g € Gal(L/K(x)), akkor
A (g)(0) = AgA™1(0) = g(0), hiszen X elemenként r6gziti Ly-t, és a lemma (a) része
miatt g(0) € Ly, tovabba L = K (x)(0), vagyis A* = id. O

4.3.6. Jelolés. Legyen k egy test. Tudjuk (lasd [5] A.1 fejezet), hogy ennek a & algebrai
lezartja létezik és izomorfia erejéig egyértelmd. Persze k/k bévités altalaban nem véges.
Tekintsiik a Gal(k/k) Galois-csoportot. Annak ellenére, hogy csak véges Galois-elmélettel
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foglalkozunk a szakdolgozat soran, ezt hasznalni fogjuk, mint formaélis jelolést; az értelme-
zése ugyanaz, mint véges esetben: k-nak a k-t fixen hagyd automorfizmusainak csoportja a
kompozicidra nézve. Ez az egyetlen végtelen Galois-csoport, amit hasznalni fogunk.

4.3.7. Tétel. Legyen k egy test, k'/k véges Galois-bdvités, és k az algebrai lezartja r-nak,
amelyre k' < k. Ekkor a Gal(k/k) — Gal(k’/k) homomorfizmus, amelyet a megszoritas
indukal, sziirjektiv.

Bizonyitds. Vegyiink egy g € Gal(x'/k) elemet. Azt kell belatni, hogy kiterjeszthets r-nak
egy k-automorfizmusava. A [12| 11.6.4 allitasaban valasszuk K-t k-nak, L-et x'-nek, M-et
és C-t egyarant k-nak, tovabba o-t g-nek (hiszen g egy k-t fixen hagyo bedgyazasa x’-nek
k-ba). Ekkor az emlitett allitas szerint g kiterjed &-nak egy ¢’ injektiv endomorfizmuséva,
ami k-t elemenként fixen hagyja. Azt kell belatnunk, hogy ez automorfizmus lesz, ehhez a
sziirjektivitas hianyzik. Ehhez vegylink egy v € k elemet, és be kell latnunk, hogy ez benne
van ¢’ képében. Vegyiik v-nak az F(y) € k[y] minimalpolinomjat. Ekkor ¢’ az F gyokeit F
gyokeibe kell, hogy vigye, és mivel F-nek véges sok gyoke van, ezért ¢’ injektivitasa F gyo-
keinek halmazan sziirjektivitast is jelent. Specialisan megkapjuk ~-t, tehat ¢’ € Gal(k/k),
és készen vagyunk. O

4.3.8. Lemma. Legyen L/K(x) véges Galois-b6vités, melynek G a Galois-csoportja, és
tegyiik fel, hogy GG centruma trivialis, tovabba L definialt k < K felett. Ekkor L,; egyértelm,
vagyis pontosan egy L, C L résztest van, amely n-edfoku és Galois k(x) felett, és regularis
K felett.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy L, és EH is megfelel a definicionak. Legyen M < L az a
résztest, amelyet L, és L, general. Ekkor M/k(x) Galois, hiszen L,/k(z) és Li/k(x) is
Galois, innen pedig kévetkezik a [6] 2.5 allitas (iv) = (i) iranybol. Legyen ' a k algebrai
lezartja M-ben. Ekkor £/, és igy «/(z) invarians a Gal(M/k(z)) minden elemére nézve, igy
a |6] 2.5 allitas (i7) = (i) implikacioja miatt «'(z)/k(z) Galois (hiszen ha beagyazzuk M-et
az algebrai lezartba, akkor M képe egyértelmt, és ekkor az invariancia miatt x'(z) képe
is az). Ha @' primitiv eleme az M/k'(x) bdvitésnek, akkor a lemma miatt 6"-nek a
k'(x) feletti minimélpolinomja irreducibilis K (x) felett is, tehat a foka legfeljebb n (ahol
n = L/K(z)), hiszen 6’ € L. Ebbdl kovetkezik, hogy |M : &/(z)| < n, viszont ha vessziik
L,./k(z)-nek egy primitiv 6 elemét, akkor a[4.3.2)lemma (a) része miatt |/ (2)(0) : £/ (z)| = n,
méarpedig 6 € M miatt |M : &'(x)] > |&'(2)(0) : £'(x)|. Ezek alapjan |M : /()| = n, tehat
M = Kk'(x)(0). Az M = r/(x)(0) testet generalja a x'(x) és az L, tovabba a lemma
(a) része miatt x'(x) N L, = k(x), hiszem L, regularis x felett. Emiatt a Galois-elmélet
fotételét hasznalva a Gal(M/Ly) és a Gal(M/k'(x)) két olyan részcsoport Gal(M/k(x))-
ben, melyek metszete {1} (hiszen fixtesteik generaljak M-et), és generaljak Gal(M/k(z))-et
(hiszen fixtesteik metszete k(z)). A Galois-f6tételébsl konnyen kijon, hogy normalosztok is
(lasd |2] 6.6.8 allitas, ebbdl kovetkezik, hogy egy részcsoport a Galois-csoportban pontosan
akkor normalosztd, ha a hozza tartozo kozbiilss test Galois az alaptest felett). Ebbdl ([2]
4.9.12 Tétel) megkaptuk, hogy

Gal(M/Ly) x Gal(M/r'(z)) = Gal(M/r(z)).
Ugyanez teljesiil L, helyett E,i—ra, ebbdl kdvetkezik, hogy
Gal(M/Ly) x Gal(M/k(z)) = Gal(M/k(z)).
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Mivel M = &/(z)(0), ezért a lemma (a) és (b) része miatt Gal(M/k'(x)) izomorf
G-vel. Emiatt Gal(M/x/(x)) centruma is trividlis, tehat centralizatora Gal(M/k(x))-ben
Gal(M/Ly), de ugyaniugy Gal(M/Ly) is, tehat L, = L, vagyis belattuk, hogy L, egyértel-
md. O

4.3.9. Megjegyzés. Ha a fenti lemmaban nem kotjiik ki, hogy G centruma trivialis legyen,
de k algebrailag zart, akkor is igaz az allitds. Ha a bizonyitadson végignéziink, akkor addig
a pontig, hogy M = k’(x)(6), nem hasznaltuk ki, hogy a centrum trivialis, és ebbdl k = &/
miatt kovetkezik, hogy M = k(x)(6) = Ly, tehat valoban, L, egyértelmd.

Mostmar kimondhat6 a « felett definidltsag szamunkra leginkdbb hasznos kritériuma,
amelyet majd hasznalunk.

4.3.10. Allitas. Legyen L/K(z) véges Galois-bévités, melynek G a Galois-csoportja, és
tegyiik fel, hogy G centruma trivialis. Tegyiik tovabba fel, hogy x < K, és K = k. Ekkor L
pontosan akkor definialt x felett, ha minden o € Gal(k/k) automorfizmusra létezik L-nek
egy A a-automorfizmusa, amelyre \* = id.

Bizonyitds. A [A.3.5] lemmabol kovetkezik az egyik irdny, hiszen ha L definidlt  felett, és
a € Gal(k/k), akkor o, = id, tehat az emlitett lemma méasodik allitasabol készen vagyunk.

Nézziik a masik iranyt. A [£:3:3]lemma alapjan tudjuk, hogy L definialt x-nak valamely
k1 < K végesen generalt bévitése felett. Mivel k1 < K, ezért k1 /k algebrai bdvités, tehat
mivel végesen generalt és algebrai, ezért véges. Ezen kiviil a lemma miatt vehetjiik x;
normaélis lezarasat, tehat feltehetjiik, hogy x1/k véges Galois-bovités, melyre L definialt x;
felett.

Legyen Ly = Ly, . Szeretnénk belatni, hogy L;/k(x) Galois. Vegyiik x(x)-nek a algebrai
lezarasat dgy, hogy az tartalmazza Li-et. Legyen ez K. Vegyiink egy 7 : L1 — K
t(z)-homomorfizmust. Ennek megszoritasa x1(z)-re egy a1 € Gal(k1/k) elem, hiszen k1/k
Galois, és a[4.2.6|lemma alapjan a megszoritas Gal(k1(z)/k(z)) — Gal(k1/k) izomorfizmus,
és a 6] 2.5 Allitas (i) = (ii) implikacio miatt aq(k1(z)) = k1 (x). Bzt aMtétel alapjan
kiterjeszthetjiik egy o € Gal(k/k) automorfizmussa. A feltevés szerint L-nek van egy g
a-automorfizmusa, amelyre \j = id. L, egyértelmtisége miatt Lemma) Mo(L1) = L.
Legyen Ay = Xo|z,. Tudjuk tehat, hogy \o € Gal(L;/k(z)). Ha tekintjikk a 70 \;*' :
L; — K beagyazast, akkor ez fixen hagyja ki(z)-et, tehat L;/ki(x) Galois volta miatt
oM (L1) = Ly (|6] 2.5 Allitas (i) = (ii)). Ebbol, és Xa(L1) = L1-bol kivetkezik, hogy
7(L1) = L1, tehat Li/k(z) Galois (6] 2.5 Allitas (ii) = (4)).

Vegyiink egy tetszdleges aa € Gal(k1/k) elemet, és terjesszik ki a szerint g €
Gal(k/k) automorfizmussa. A feltevés szerint ez tovabb kiterjed egy A\ ag-automorfizmussa,
melyre \* = id. Legyen A|r, = A1. Mivel A* = id, ezért minden g € G-re \g = g\. Az L;-re
valdé megszoritéssal a lemma (b) részébdl azt nyerjiik, hogy A1g1 = g1A1 minden g; €
G1 = Gal(L1/k1(x))-re. Ez azt jelenti, hogy A; benne van C-ben, ahol C a centralizatora
Gi1-nek H = Gal(L1/k(z))-ben. Mivel minden ap € Gal(k1/k) kiterjeszthets egy egy A1 € C
elemmeé, ezért ha tekintjiik a H/G; faktorleképezést, akkor H/G1 = Gal(k1(z)/k(x)) miatt
(ez a Galois-elmélet f6tételébdl kijon, lasd [2] 6.6.7 Tétel (2), megjegyezvén, hogy k1(x)/k(z)
Galois) ez C-re megszoritva sziirjektiv, tehat C és G generaljak H-t. Mivel GiNC C Z(Gy),
ezért G; = G miatt ([4.3.2]lemma (b)) GiNC = {1} (hiszen G centruma trivialis). Az vilagos,
hogy G1 normaloszt6. Be kell 1latnunk, hogy C is az. Tehat ha ¢ € C, és h € H, akkor
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be kell latnunk, hogy hch™! € C, vagyis tetszéleges go € Gy-re (heh™1)ga(hch™ )1 = go.
Tehat: (hch™)ga(hch™) ™1 = heh ' gohe™ h™!, mivel = goh € G, ezért ez kommutal c-vel,
vagyis ¢ és ¢! kiesik, és lathato, hogy a h-k és h~'-ek is kiesnek, vagyis valoban go-t kapunk
eredményiil. Ezek alapjan tehat C' is normaloszto, tehat G1 x C' = H (|2] 4.9.12 Tétel).

Legyen L, a fixteste C-nek Li-ben. Ekkor Artin tétele Tétel) miatt Li/L, Ga-
lois, és csoportja C. Ekkor vilagos, hogy Gal(L,/k(z)) x C = H, amibdl kapjuk, hogy
Gal(L,/k(x)) =2 G1 =2 G. A Galois-elmélet f6tételének masodik allitasa miatt |Ly : k(z)| =
|H : C| = |G1|, tehat L, /k(z) Galois, és Gal(L,/k(z)) = G.

Mar csak az hianyzik, hogy L, regularis « felett. C' < H és G; < H fixtesteinek metszete
H fixteste kell, hogy legyen, hiszen G és C generaljak H-t, vagyis L, N k1(z) = k(x). Ha
vesziink egy k-egyiitthatos polinomot, és indirekt feltessziik, hogy van gyoke L\ k-ban, akkor
van gyoke Lj \ ki-ben is, hiszen L, C L;. Ez ellentmondés, hiszen L; reguléris x; felett,
tehéat L reguléris k felett. Ezzel készen vagyunk. O

4.3.11. Definicié (Racionalis konjugaltosztaly). Legyen G egy csoport, melyre |G| = n.
Ekkor G-nek egy C konjugaltosztalyat racionalisnak nevezziik, ha minden olyan m pozitiv
egészre, amelyre (m,n) = 1, teljesiil, hogy C™ = C. (Itt C™ alatt a kovetkezot értjiik: ha
g € C, akkor C™ a g™ konjugéltosztélya.)

4.3.12. Tétel. Legyen L/K(x) véges Galois-b6vités, és k < K olyan, hogy & = K. Legyen
L/K (x) elagazasi tipusa T = [G, P, (Cp)pep]. Ekkor, ha P C kU {oo}, és minden p € P-re
C) racionélis, tovabba T merev, akkor L definialt x felett.

Bizonyitds. Ellenérizni fogjuk, hogy a allitas altal megadott feltételek teljestilnek-
e. Mivel L/K(z) tipusa merev, ezért a allitas alapjan G = Gal(L/K(z)) centruma
trivialis.

Rogzitsiink egy a € Gal(k/k)-t. A lemma szerint van egy A\ : L — L' a-
izomorfizmus valamely L'-be, amelyre L'/ K (x) véges és Galois. Legyen G’ = Gal(L'/K(x))
és Oy, illetve 01/) a p-hez asszocialt konjugéltosztaly G-ben, illetve G'-ben. Legyen |G| =n
és en = e € K (hiszen K < C algebrailag zart). Legyen tovabba m az a szam, melyre
a~l(e,) = ™, ekkor vildgos, hogy (m,n) = 1. Ha p € PL., akkor a lemma kovetkezté-
ben C), = X*(Cp)™ = A\*(C}') = A*(Cp) (hiszen a feltevés szerint a(p) = p). Ez azt jelenti,
hogy a A* : G — G’ izomorfizmus biztositja L/K (z) és L' /K (x) tipusanak ekvivalenciajat.

Feltehets, hogy valamely F,F’ € K(x)[y] polinomokra L = K(z)[y]/(F) és L' =
K(z)[y]/(F"). Legyen M = C(z)[y]/(F) és M' = C(z)[y]/(F’). Ekkor M/C(x) Galois
(ugyanagy M'/C(z) is), hiszen L < M, és L tartalmazza F Osszes gyokét, és igy M is.
Ezenkiviil M és M’ reguléris C felett, hiszen C algebrailag zart. Ugyanigy L és L' regularis
K felett, tehat a lemma (b) részének kovetkeztében F' és F' irreducibilis C(x) felett
is, igy |L : K(z)| = deg(F) = |M : C(z)| és |L' : K(x)| = deg(F') = |M' : C(x)|, vagyis
M, és M’ is definialt K felett, tovabba Mg K (x)-izomorf L-lel és M} K (x)-izomorf L’-vel.
Ekkor a lemma (c) része miatt M/C(z) és M'/C(z) tipusa megegyezik L/K (z) tipu-
saval. Ez a tipus merev, igy a tétel kovetkeztében M és M’ C(x)-izomorf egymassal.
A megjegyzés miatt minden M — M’ C(x) izomorfizmus Mg-t MJ-be képezi, tehat
a megszoritas egy K (z)-izomorfizmus My és M} kozott, tehat L és L' K (x)-izomorfak.

Legyen p € Homp(y)(L', L) izomorfizmus. Ekkor a x := p) egy a-automorfizmusa
L-nek. Mivel, amint lattuk, \*(Cp) = C}, ezért x*(Cp) = p*(A*(Cp)) = p*(C}) = Cp.
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Mivel x* fixen hagyja a C), konjugaltosztalyokat, ezért ez megfelel a definiciobeli v
automorfizmusnak (hiszen a definicioban elallo generatorok képei is nyilvan megfelelGek
lesznek), és mivel a tipus merev, ezért x* eldall, mint egy g € G elemmel valé konjugalas,
vagyis x* = ¢*. Ekkor a 1) = g~y nyilvan egyrészt a-automorfizmusa L-nek (hiszen g fixen
hagyja K-t), és az is vilagos, hogy ¢¥* =id. Ez a ¢ tehat teljesiti a allitas feltételeit,
vagyis az emlitett allitds miatt L definialt s felett. O

4.4. Merevség és alkalmazasai

Az utolso alfejezetben kimondjuk és belatjuk belatjuk a merevségi tételt, majd ismertetjiik
egy alkalmazéséat.

4.4.1. Tétel. Legyen G egy véges csoport, melynek vannak C1, ..., C, konjugaltosztalyai,
amelyek racionalisak és merev r-est alkotnak. Legyen tovabba P = {pi,...,p,} C QU {0}
tetszdleges r elemt halmaz, Cp, = C; és T = [G, P,(Cp)pep). Ekkor van olyan L/C(x)
bévités, melynek tipusa 7, és amely boévités definialt Q-nak egy tisztan transzcendens
Q(x1, ..., x,) bovitése felett.

Bizonyitds. Vilagos, hogy a T egy merev tipus. Ekkor a tétel kovetkeztében létezik
egy L/C(x) bévités, melynek tipusa 7. Ez definialt Q-nak egy végesen generalt k1 bovitése
felett Lemma). A megjegyzés miatt van Q-nak egy k = Q(z1, ..., xs) bovitése,
ahol x1, ..., x4 flggetlen transzcendens elemek Q felett, és k1 /K véges. Legyen K = k.

A lemma (a) része miatt L definialt K felett (hiszen k; < K). Ekkor Ly /K(x)
tipusa a lemma (c) része miatt 7. A tétel feltételei az Ly, K,k harmasra
trividlisan teljesiilnek, hiszen Q C k, tehat Li definidlt x felett. Emiatt L is definidlt x
felett (hiszen az L-hez tartozd L, résztestet valaszthatjuk ugyanannak, mint az Lg-hoz
tartozot). Ezzel készen vagyunk. O

4.4.2. Tétel (Merevségi tétel). Legyen G egy véges csoport, melynek vannak Ci,...,C,
konjugéltosztalyai, amelyek racionalisak és merev r-est alkotnak. Ekkor G elall Q egy
Galois-b&vitésének Galois-csoportjaként.

Bizonyitds. Vegylink egy tetszbleges r elemd P = {p1,...,p,} C QU {oco} halmazt. Legyen
Cp, == Cj, hai = 1,...,r. Ekkor, ha C = (Cp)cp, akkor tekintsik a 7 = [G, P, C]
tipust. A tétel miatt van egy k = Q(z1,...,x,) tisztan transzcendens bévités, illetve
egy L/C(z) T tipust bovités, amely definialt  felett. Ekkor a[4.3.2]lemma (b) része miatt
G = Gal(Ly/k(z)) = Gal(L,/Q(t1, ...,ts,x)). Ekkor a tétel alapjan van egy M/Q
bévités, amelyre Gal(M/Q) = G. O

Ez a tétel azért nagyon fontos, mert tisztan csoportelméleti kritériumot ad arra, hogy
egy csoport elGalljon, mint Q egy Galois-b&vitésének Galois-csoportja. A fejezet zarasaként
elsallitjuk a szimmetrikus és alternald csoportokat Q felett.

4.4.3. Lemma. Legyen G egy véges csoport, benne C7, Cy, C3 konjugaltosztalyok. Legyenek
tovabba g1, g2, g3 elemek G-ben tugy, hogy g; € C; és gigags = 1. Ekkor a (C1,Cs,C3)
harmas pontosan akkor merev, ha G centruma trivialis, és minden g5 € Ca-re, amelyre
(g195)~t € O3, valamint gy és g generaljak G, teljesiil az is, hogy van olyan h € G, amelyre
hgih™! = g1 és hgyh™ = go.
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Bizonyitds. Nézzik az egyik iranyt. Ha a (C, Cq,C3) harmas merev, akkor a allitas
miatt G centruma trividlis. A g1, g5, (g195) ! harmas ekkor megfelels generatorok a merevség
definici6jahoz, tehat van olyan h € G, amelyre hgih™! = g1 és hghh™! = go. Ezzel az egyik
irdny készen van.

Most a masik irdany kovetkezik. A [.1.3] allitas alapjan, ha G centruma trivialis, akkor
elegendd annyit ellendrizni, hogy tetszdéleges mésik harmasra, ami kielégiti a merevség defi-
nicidjaban 1év§ feltételeket, van olyan elem G-ben, amely az egyik harmast dtkonjugalja a
mésikba, hiszen ezen elemnek az egyértelmiisége kovetkezik az emlitett allitasbol. Az vila-
gos, hogy ha konjugélunk egy megfelel§ generdtorharmast, akkor ismét megfelel harmashoz
jutunk, tehat ha van egy masik ¢}, g, g5 harmasunk, akkor feltehets, hogy ¢} = g1. Ekkor
vilagos, hogy g} eleget tesz a fenti kovetelményeknek, igy a feltétel szerint létezik egy h € G
elem, amelyre hgi1h™ = g1 és hghh™! = go, amibdl kovetkezik, hogy hghh™! = g3. Ezzel
készen vagyunk. O

4.4.4. Lemma. Jeloljiik C)-vel S, (itt n > 3) azon konjugaltosztalyat, amelyben az i
hossztsagu ciklusok vannak (vilagos, hogy az i hosszu ciklusok konjugéltosztalyt alkotnak).
Ekkor C®, ¢(»=1) g5 C(™) merev harmast alkot S,-ben.

Bizonyitds. Tekintsik a 7 = (n—1,n), 0 = (1,....n—1), ésm = (n — 1,n,n —2,...,2,1)
ciklusokat. Ezek lathatoan a megfelel§ konjugaltosztalyokbol keriilnek ki. Az [I.1.1] lemma
alapjan (1,2,3,...,n) =7-7 1.7 és (n— 1,n) = 7 generalja S,-et (hiszen n — (n —1) = 1),
tehat 7, o és m generdlja S,-et. Az vildgos, hogy - 7-7 = 1. A lemma alapjan
elég két dolgot ellendrizni: az vildgos, hogy ha n > 3, akkor S, centruma trivialis. Most
tegyiik fel, hogy 7/ € C®), ¢s 7/, illetve o generaljak G-t, és /o € C™ . Vilagos, hogy ekkor
7' = (j,n) alaka. Az is teljesiil tovabba, hogy ¢"1=/7/(¢"~177)~! = 1, hiszen transzpozici6
konjugaltja transzpozicio és vilagos, hogy az n — 1-et a j-be viszi. Az trivialis, hogy o™ 177
a o-t onmagaba konjugalja, igy a [£.4.3] lemmabol készen vagyunk. O

4.4.5. Lemma. Legyen G véges csoport, benne (C1, Cy, C3) merev, racionalis konjugéaltosz-
talyokbol all6 harmas. Ekkor G-nek minden 2 indexi részcsoportja elgall Q egy Galois-
bévitésének Galois-csoportjaként.

Bizonyitds. Valasszunk harom kiilonboz8 pi,p2,p3 € Q szamot. Legyen C; = Cp, és
P = {p1,p2,p3}. Ha T = [G,P,(Cp)pecp], akkor a tétel miatt létezik egy tisztan
transzcendens k = Q(t1,...,ts) C C bévitése Q-nak, és egy L/C(x) véges Galois-bovités,
melynek tipusa T és definialt x felett. Legyen M = L.

Ekkor Gal(M/k(z)) = G egy rogzitett p izomorfizmussal. Legyen H < G egy tetsz6-
leges 2 indext részcsoport. A Galois-elmélet f&tételében ennek megfelels N < M testre
teljesiil, hogy |N : k(x)| = |G : H| = 2. Mivel minden véges szeparabilis bovités egyszerti
(6] 1.15 Tétel), ezért van N/k(x)-nek egy primitiv 6 eleme (hiszen 0 karakterisztikdban
minden bévités szeparabilis). Mivel a bovités foka 2, ezért 0% := f € x(z). Ekkor tehat
N = k(z)(0). Tegyiik fel, hogy f(z) = gg; valamely P,@Q € k[z] polinomokra. Ekkor
k(z)(0) = k(z)(0 - Q(x)), tehat 6-t 0 - Q(z)-re cserélve feltehets, hogy f € k[x]. Feltehe-
t6 tovabba, hogy ha f-et k[z]-ben irreducibilis tényezék szorzatara bontjuk, akkor minden
tényezd maximum egyszer szerepel (hiszen kiilonben 6 ismét szorozhato megfelels polinom-
mal). Ekkor az is teljesiil, hogy f-nek nincsen t6bbszoros gyoke C-ben, hiszen ha indirekt
feltessziik, hogy van, akkor ezen gyok minimélpolinomja  felett legalabb kétszer szerepel f
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tényezdi kozott, ami ellentmondés. Mivel M regularis k felett, ezért f nem lehet konstans.
Ekkor § minimalpolinomja y? — f, amelynek maésik gyoke —@, igy N/r(z) Galois. Ekkor
vilagos, hogy f-bél nem lehet négyzetgyokot vonni C(x)-ben, tehat N’ := C(x)(f) mellett
N'/C(x) kvadratikus bévités, és ugyanigy, mint az el6bb, ez is Galois.

A lemma (d) része alapjan az N'/C(z) bovités elagazasi pontjai az L/C(x) el-
dgazasi pontjai koziil keriilnek ki, nevezetesen py, po és p3 koziil. Irjuk fel f-et Clx]-ben

gyoktényez6kre bontva:
n

1) = @ - a),
i=1

ahol a ¢-k mind kiilonbozdek. Nézziik meg igy az N'/C(x) bévités elagazasi pontjait.
Tekintsiik el6szor a g; elemeket. A 9, : C(z) — C(t), z — t+q; fliggvényt kell kiterjeszteni.
Ekkor ¥, az f-et a ¥y, f(t) = c[[;—, (t + qj — ¢;)-ba kiildi, tehat 6 ennek a négyzetgyokebe
megy. Lathatoan 9, f(t) = t-ho(t), ahol ho(t) konstans tagja nem nulla, és igy alemma
alapjan van négyzetgyoke C((t))-ben. A lemmabeli A-nak tartalmaznia kell 94, f(t)
négyzetgyokét, és az el6z6 megallapitds miatt pontosan akkor van 9, f(t)-nek négyzetgyoke
A-ban, ha t-nek van, tehat Ag jo valasztas A-nak. Az is vildgos ebbdl (mivel A-ban t-nek
nincsen négyzetgyoke), hogy ¢; elagazasi pont. Hogyha valasztunk egy a € C elemet, amely
kiilonbozik minden g;-t6l, akkor a lemma miatt van A-ban n-edik gyoke 9, f(t)-nek,
és igy a nem elagazasi pont (hiszen A = A valasztéssal a Gal(A/A) kitiintetett generatora
trivialis, igy gy, = 1). Mar csak a co van hatra. A ¥ : C(x) — C(t),x — 1/t fiiggvényt
kell kiterjszteni. Vilagos, hogy

n

Doof (t) = ct " [[(1 = qit) =t "ha(t),

=1

és 0-t ennek a négyzetgyokébe kell kiildeni. Vilagos, hogy mivel ismét a lemma miatt
hi(t)-nek van négyzetgyoke A-ban, ezért ¥ f (t)-bdl pontosan akkor tudunk A-ban négyzet-
gyOkot vonni, ha ¢~"-bdl tudunk, ekvivalensen ha ¢"-b&l tudunk. Mivel az elagazési pontok
a p1, p2, p3-bol keriilnek ki, ezért a co nem eldgazasi pont, tehat ¢"-bdl tudunk A-ban négy-
zetgyOkot vonni, ami azt jelenti, hogy n péaros. Az n = 0 eset nem lehetséges, mivel f
nem konstans. Tovabba mivel az el6bbiek alapjan f gyokei a p;-k koziil keriilnek ki, ezért
deg(f) = n < 3, tehat n = 2. Mivel a p;-k szerepe szimmetrikus, ezért feltehets, hogy
f(x) = c(x — p1)(x — p2) (hiszen f-nek nincs t6bbszoros gyoke).

Legyen z = #. Vilagos, hogy x(z)(0) = k(z)(2), ahol 2% =

cx—1p1
cr—cpa’
linearis tortfiiggvénye. Ekkor o € r(22) (lasd allitas bizonyitésa,pennél az irdnynal nem
hasznaltuk K algebrai zartsagat), tehat N = k(x)(0) = k(x)(2) = k(z) izomorf a racionéalis
tortfiiggvények testével. Ekkor H = Gal(M/N) = Gal(M/k(z)) = Gal(M/Q(t1, ..., ts, 2)),
ahonnan a tételbdl készen vagyunk. O

vagyis ez x-nek egy

4.4.6. Kovetkezmény. Minden szimmetrikus és alternéld csoport elgall Q egy Galois-
bévitésének Galois-csoportjaként.

Bizonyitds. Valoban, S, el6all a tétel miatt, hiszen a lemmaban leirt konju-
galtosztalyok nyilvan racionélisak, nem csak merevek, és A, szintén elall a [£.4.5] lemma
kovetkeztében, hiszen ez S,-nek egy 2 indexi részcsoportja. O
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