
Eötvös Loránd Tudományegyetem
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Geometriai Tanszék
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1. Bevezetés

Képzeljük el, hogy van egy hálózatunk (egy iránýıtott gráf, az élein kapacitásokkal), és ki
van jelölve benne néhány forrás és nyelő. A forrásoktól a nyelőkhöz szeretnénk eljuttatni
bizonyos objektumokat a hálózaton keresztül. A max-flow=min-cut tétel [14] szerint az
egyszerre szálĺıtható információ mennyiségére a minimális vágás mérete ad felső korlátot,
és ekkora nagyságú folyamot könnyen találhatunk a Ford-Fulkerson algoritmussal [14].

A hálózatok egy viszonylag új alkalmazási területe az interneten történő információ-
tovább́ıtás. Az ehhez használt kommunikációs hálózatokban a forrásokat adóknak, a
nyelőket pedig vevőknek h́ıvjuk. Az egyik cél maximalizálni azt az információmennyisé-
get, ami az összes vevőhöz eljut. Előfordulhat, hogy mindegyikhez külön-külön eljuttat-
ható lenne a ḱıvánt mennyiségű információ, ha a többi vevőről elfeledkeznénk, azonban
ha a forrástól hozzájuk vezető utak nem (él-)diszjunktak, ez nem valóśıtható meg egy-
idejűleg. Erre a problémára ḱınál megoldást a hálózati kódolás elmélete. Mı́g a klasszi-
kus folyamfeladatban minden csúcs a bemenő élein érkező csomagokat tovább́ıtja más
csúcsoknak, a hálózati kódolás során a csúcsok különböző bitsorozatokat kapnak a be-
menő éleiken, ezekkel műveleteket végezhetnek – például, ha lineáris hálózati kódolásról
beszélünk, kiszámı́thatják valamilyen (előre megadott vagy véletlenszerű) lineáris kom-
binációjukat – és az ı́gy kapott vektort (kódot) tovább́ıtják az összes szomszédjuknak.
Az alábbi ábrán [4] látszik ennek a folyamata. A hálózatban minden él kapacitása 1,
és az a és b csomagokat szeretnénk S-ből R1-be és R2-be is eljuttatni. Látható, hogy
hagyományos hálózati folyamként ez nem lehetséges. (4 csomagot szeretnénk célba jut-
tatni, de van egy 3 méretű vágás a gráfban.) Azonban egy egyszerű kódolással az (X,Y )
élen megoldható a feladat.

Tegyük fel, hogy a gráf, amit vizsgálunk, aciklikus, és minden él kapacitása 1. Ha
egyetlen forrás (s) és nyelő (t) van kijelölve, akkor Menger tétele [14] szerint pontosan
akkor létezik k nagyságú folyam s-ből t-be, ha vezet s és t között k éldiszjunkt (iránýıtott)
út. Ha s az egyetlen forrás, és az összes többi csúcs nyelő, akkor k éldiszjunkt út helyett
k éldiszjunkt s gyökerű fesźıtő fenyőre van szükség ahhoz, hogy mindegyik nyelőhöz k
csomagot küldhessünk egy időben. (Edmonds tétele, [5].) Általános esetben, amikor az
s-en ḱıvüli csúcsoknak csak egy T részhalmaza van kijelölve nyelőnek, annak, hogy k
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csomagot el tudjunk juttatni s-ből T minden pontjába, elégséges feltétele, hogy létezzen
a gráfban k éldiszjunkt s gyökerű fenyő, melynek levelei pontosan a T -beli csúcsok. A
maximális ilyen k megtalálása, amit a hálózat kapacitásának nevezünk, NP-nehéz feladat,
és a Steiner-fa problémára vezethető vissza. Kódolással azonban jelentősen növelhető a
hálózat kapacitása, és ráadásul polinomiális időben elérhető a maximum.

Álljon a hálózatunk k adóból (s1, s2, . . . , sk) és N vevőből (r1, r2, . . . , rN ). Ezzel ek-
vivalens hálózatot kapunk, ha felveszünk egy további S csúcsot, amiből minden si-be
(1 ≤ i ≤ k) vezet egy iránýıtott él. Ezért elég azt az esetet vizsgálni, amikor egyetlen
adó van, amiből k csomagot (n hosszú Fq feletti vektort) szeretnénk tovább́ıtani. Mos-
tantól a lineáris hálózati kódolással foglalkozunk, mert ebben az esetben jól le tudjuk
ı́rni, hogy hogyan valósul meg az információszálĺıtás.

Egy csúcs lokális kódoló vektora az a vektor, amely a bemenő éleken érkező vekto-
rokból számı́tott lineáris függvény együtthatóiból áll. Természetesen a kiszámı́tott érték
az S-ből érkező k vektor lineáris kombinációjaként is feĺırható, az ebben a feĺırásban
szereplő együtthatók alkotják az adott csúcs globális kódoló vektorát. A hálózatot meg-
oldhatónak nevezzük, ha léteznek olyan kódoló vektorok az éleken, hogy minden vevő
dekódolni tudja az üzenetet a bemenő élein érkező csomagokból.

Ha az S-beli input vektorokat egymás alá ı́rjuk, egy k × n-es X mátrixot kapunk.
Minden rj vevőhöz tartozik egy Aj k × k-as átviteli mátrix, ami kiszámı́tható az rj-be
vezető út mentén számı́tott lineáris függvényekből, és rj az Y = AjX output mátrixot
kapja meg. Ebből ki kell tudnia számı́tani X-et, ezért elvárjuk a hálózattól, hogy Aj
invertálható legyen (1 ≤ j ≤ N). Ez teljesül, ha

∏N
j=1 detAj 6= 0. Ez a szorzat a kódoló

vektorok együtthatóinak egy p polinomja. Ha q > deg(p), akkor vannak olyan Fq-beli
elemek, amelyeket p változóinak helyére ı́rva a polinom értéke nem 0. Így tehát a hálózat
megoldható, ha az alaptest elég nagy.

Azt is megtehetjük, hogy nem adjuk meg előre a kódoló vektorokat, hanem min-
den csúcs egy véletlen lineáris kombinációt választ (függetlenül, Fq felett egyenletes
eloszlás szerint), és azt alkalmazza a beérkező csomagokra. Ha ez kellően nagy test felett
történik, és a hálózat megoldható, akkor nagy valósźınűséggel az ı́gy kapott kódoló vek-
torok is megoldják. Pontosabban, ha a hálózatban C közbülső csúcs van, akkor annak a
valósźınűsége, hogy mind az N vevő dekódolni tudja az üzenetet, legalább (1−N

q )Ck [10].
Amikor ezt a módszert alkalmazzuk, akkor random lineáris hálózati kódolásról beszélünk.

A kommunikáció során merülhetnek fel hibák. Ezek származhatnak a csatorna nem
megfelelő működéséből, abból, hogy a minimális vágás mérete nem elég nagy, de egy
harmadik személy is helyezhet el az üzenetben csomagokat. Formálisan az utóbbit ı́gy
ı́rhatjuk le (egy adó és egy vevő esetén): Az adó az X ∈ Fk×nq üzenetet szeretné elküldeni

az A átviteli mátrix seǵıtségével. Ám a vevő AX helyett egy AX + BE mátrixot kap,
ahol E az a t×n-es mátrix, melynek sorai a zavaró személy által elhelyezett t csomagot
reprezentálják, BE pedig ennek a kódolt változata. Koherens hálózati kódolás esetén a
vevő ismeri az A mátrixot, ı́gy ennek seǵıtségével tudja megfejteni az üzenetet. A nem
koherens modellben viszont A egy olyan véletlen mátrix, amit sem az adó, sem a vevő
nem ismer. Ezért ilyenkor érdemes az üzenetre nem n darab vektorként, hanem az azok
által generált lineáris altérként gondolni. Így jutunk el ennek a dolgozatnak a témájához,
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az altér kódokhoz, amelyek közül is a legfontosabbak a konstans dimenziójú altér kódok,
vagyis a Grassmann-kódok.

Egy vektortér lineáris altereire tekinthetünk egy eggyel alacsonyabb dimenziós pro-
jekt́ıv tér projekt́ıv altereiként. Így geometriai eszközök seǵıtségével nyerhetünk ponto-
sabb képet az altér kódok szerkezetéről. A dolgozatban több helyen fogunk találkozni ez-
zel a megközeĺıtéssel, például látni fogjuk, hogy a Grassmann-kódok közeli kapcsolatban
állnak a véges projekt́ıv terek befedéseivel. Egyébként a kódelmélet véges geometriával
való kapcsolata a hálózati kódolás megjelenésénél jóval régebbre nyúlik vissza – elég csak
a h́ıres MDS-sejtésre vagy a Reed-Muller kódokra gondolnunk [16].

Miután a jelen bevezető szakaszban a [7] forrást felhasználva bemutattuk az altér
kódok vizsgálatának fő motivációját, a szakdolgozat hátralevő része a következőképpen
épül fel:

A 2. fejezetben összegyűjtjük azokat a projekt́ıv geometriai, illetve kódelméleti fo-
galmakat és összefüggéseket, amelyekre később szükségünk lesz. Az ebben a fejezetben
szereplő defińıciók és álĺıtások nagyrészt a [3] és [16] tankönyvekből származnak. Ezalól
kivételt képez az elliptikus, hiperbolikus, valamint parabolikus kongruenciák defińıciója,
melyeknek forrása [9].

A 3. fejezetben definiáljuk a Grassmann-sokaságot és a Grassmann-koordinátákat,
majd bevezetünk kétféle metrikát az alterek halmazán, és ezek seǵıtségével jellemezzük
a Grassmann-sokaság gömbjeit. Ezeknek az eredményeknek az üzenetek dekódolásában
van jelentősége. Az itt léırtak a [21] cikkből származnak.

A 4. fejezetben a [18] forrást felhasználva kicsit közelebbről megvizsgáljuk, hogy
miként történik a hibajav́ıtó kódolás altér kódokkal. Ezután ismertetünk néhány klasszi-
kus kódelméleti alsó és felső korlátot, valamint ezek Grassmann-kódokra vonatkozó meg-
felelőit. A korlátokról szóló alfejezetekben a forrásokra az álĺıtásoknál hivatkozunk.

Az 5. fejezetben olyan konstrukciókat fogunk látni Grassmann-kódokra, amelyekből
újabb korlátokat kapunk ezen kódok maximális méretére. Ebben a fejezetben a három
alfejezet forrásai sorra a [2] és [7], a [13] és [20], valamint az [1] cikkek.

Végül pedig egy táblázatban szemléltetjük, hogy nem túl nagy paraméterértékekre
a dolgozatban tárgyalt alsó és felső korlátok hogyan viszonyulnak a valódi maximális
méretekhez, amelyek a [23] adatbázisban szerepelnek. A korlátok értékeinek kiszámolásá-
hoz használt Python kód megtalálható a táblázat után.
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2. Alapfogalmak

2.1. Véges projekt́ıv terek

A q elemű Fq véges testtel koordinátázott PG(n−1, q) véges projekt́ıv teret a V (n, q) Fq
feletti n-dimenziós vektortérből úgy konstruáljuk meg, hogy PG(n − 1, k) i-dimenziós
projekt́ıv altereit V (n, q) (i+1)-dimenziós lineáris altereivel azonośıtjuk. Tehát V (n, q) 1-
dimenziós alterei lesznek a projekt́ıv tér pontjai, a V (n, q) 2-dimenziós alterei a projekt́ıv
tér egyenesei, . . . , V (n, q) (n−1)-dimenziós alterei pedig a projekt́ıv tér (n−2)-dimenziós
alterei. Ez utóbbiakat hiperśıkoknak is szokás nevezni.

PG(n − 1, q) pontjait homogén koordináták seǵıtségével adhatjuk meg, amelyeket a
következő módon kapunk: Legyen V (n, q)-nak egy bázisa e1, e2, . . . , en. Egy rögźıtett P
projekt́ıv ponthoz vegyünk egy őt reprezentáló V (n, q)-beli vektort, azaz a P -nek meg-
felelő origón átmenő egyenesnek egy generátorát (p). Ez a vektor egyértelműen feĺırható
az e1, e2, . . . , en bázisvektorok lineáris kombinációjaként alkalmas a1, a2, . . . , an ∈ Fq
együtthatókkal, amelyek közül nem mind 0:

p =

n∑
k=1

akek.

Mivel a P pontot reprezentáló p vektor nemnulla skalárszorzó erejéig egyértelműen meg
van határozva, ez igaz a feĺırásban szereplő a1, a2, . . . , an együtthatókra is. Tekintsük az
alábbi ekvivalenciarelációt az Fq-beli testelemekből álló rendezett n-esek halmazán:

(x1, x2, . . . , xn) ∼ (y1, y2, . . . , yn)⇔ ∃λ ∈ Fq\{0} : yi = λxi (1 ≤ i ≤ n).

A P ponthoz hozzárendelve az (a1, a2, . . . , an) ekvivalenciaosztályát kölcsönösen egyértel-
mű megfeleltetést kapunk PG(n − 1, q) pontjai és a ∼ szerinti ekvivalenciaosztályok
között, ha az utóbbiak közül kizárjuk a csupa 0-ból álló n-eshez tartozó (egyelemű) ek-
vivalenciaosztályt. Ez a leképezés adja a projekt́ıv tér egy homogén koordinátázását. Az
(a1, a2, . . . , an) ekvivalenciaosztályára az (a1 : a2 : . . . : an) jelölést használjuk. Mivel a
fenti koordinátázás függ a V (n, q)-beli bázis választásától, sok különböző homogén ko-
ordinátarendszer van, amelyek egymásba vihetők, ha V (n, q)-ban egy megfelelő lineáris
transzformációt alkalmazunk.

A konstrukcióból látszik, hogy k darab PG(n− 1, q)-beli pont pontosan akkor illesz-
kedik egy legfeljebb (k−2)-dimenziós projekt́ıv altérre, ha az őket reprezentáló k vektor
lineárisan összefüggő Fnq -ben.

2.1. Álĺıtás. V (n, q) k-dimenziós altereinek - és ı́gy PG(n − 1, q) (k − 1)-dimenziós
projekt́ıv altereinek - száma[

n

k

]
q

: =
(qn − 1)(qn−1 − 1) . . . (qn−k+1 − 1)

(qk − 1)(qk−1 − 1) . . . (q − 1)
.

2.2. Defińıció. Ezt a mennyiséget Gauss-féle binomiális együtthatónak nevezzük.
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A hagyományos binomiális együtthatóval való kapcsolatot az teremti meg, hogy q →
1 esetén

[
n
k

]
q
→
(
n
k

)
. Ezen ḱıvül a hagyományoshoz hasonlóan a Gauss-féle binomiális

együtthatóra is teljesül, hogy
[
n
k

]
q

=
[
n

n−k
]
q
.

Tehát például egy projekt́ıv egyenes q + 1 pontot tartalmaz, egy projekt́ıv śık pedig
q2 + q + 1 pontot és q2 + q + 1 egyenest.

2.3. Álĺıtás. Legyen t ≤ k. Azon k-dimenziós alterek száma V (n, q)-ban, amelyek tar-
talmazzák a tér egy rögźıtett t-dimenziós alterét,[

n− t
k − t

]
q

.

2.4. Álĺıtás. Ha U és V alterek V (n, q)-ban, akkor fennáll rájuk az alábbi, dimen-
zióformulának nevezett összefüggés:

dim(U) + dim(V) = dim(U ∩ V) + dim(U + V).

Itt U + V := {u+ v : u ∈ U , v ∈ V} a két altér Minkowski-összege.

2.5. Defińıció. Legyenek aij ∈ Fq testelemek (1 ≤ i, j ≤ n), és vegyük a

F (X1, X2, . . . , Xn) =
n∑

i,j=1

aijXiXj

kvadratikus alakot. Azon pontok halmazát PG(n − 1, q)-ban, amelyek homogén koor-
dinátái kieléǵıtik az

F (X1, X2, . . . , Xn) = 0 (1)

egyenletet, (n− 1)-dimenziós másodrendű felületnek nevezzük.

Az, hogy egy pont homogén koordinátáinak melyik reprezentánsát választjuk, nyilván
nem befolyásolja, hogy a pont rajta van-e a felületen. Véges test felett az (1) egyenletnek
mindig van nemtriviális megoldása, ı́gy az üres halmaz nem alkot másodrendű felületet.

2.6. Defińıció. A 2-dimenziós másodrendű felület elnevezése másodrendű görbe.

2.7. Álĺıtás. Ha egy másodrendű felület tartalmazza egy egyenes három különböző pontját,
akkor a teljes egyenest tartalmazza.

Ez tehát azt jelenti, hogy egy másodrendű felület és egy rá nem illeszkedő egyenes
közös pontjainak száma 0, 1 vagy 2 lehet.

2.8. Defińıció. Egy egyenes egy másodrendű felületnek elkerülő egyenese, ha nincs a
felülettel közös pontja, érintő egyenese, ha 1, és szelő egyenese, ha 2 közös pontja van a
felülettel.

2.9. Defińıció. Az F másodrendű felületet szingulárisnak nevezzük, ha a koordináta-
rendszer változtatásával elérhető, hogy az F -et léıró egyenlet eggyel kevesebb változót
tartalmazzon. Ha ez nem tehető meg, akkor a felületet nemszingulárisnak nevezzük.
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2.10. Tétel. Legyen F nemszinguláris másodrendű felület PG(n − 1, q)-ban. Ekkor az
F -et meghatározó F kvadratikus alak a koordinátarendszer változtatásával az alábbi ka-
nonikus alakok egyikére hozható:

• Ha n − 1 páros, akkor F (X) = X2
1 + X2X3 + . . . Xn−1Xn. Ebben az esetben a

másodrendű felületet parabolikus kvádrikának nevezzük. Ha n − 1 = 2, akkor a
kúpszelet elnevezést is használjuk.

• Ha n− 1 páratlan, akkor vagy

– F (X) = X1X2+X3X4+. . . Xn−1Xn, ekkor hiperbolikus kvádrikáról beszélünk,
vagy

– F (X) = f(X1, X2)+X3X4+. . . Xn−1Xn, ahol f irreducibilis homogén másod-
fokú polinom. Az ilyen felületek neve elliptikus kvádrika.

2.11. Álĺıtás. A PG(n−1, q) térben a szinguláris másodrendű felületek mindegyike előáll
mint valamely Πk−1 (k−1)-dimenziós altérbeli nemszinguláris másodrendű felületre emelt
olyan kúp, melynek csúcsa egy Πn−k−1 (n−k−1)-dimenziós altér, ahol Πk−1∩Πn−k−1 =
∅. (Ez azt jelenti, hogy ha vesszük az összes olyan egyenest, amely Πk−1-ben levő felület
egy pontját a Πn−k−1 (n − k − 1)-dimenziós altér egy tetszőleges pontjával köti össze,
akkor ezen egyenesek pontjai a másodrendű felületet adják vissza.)

Ebből következik, hogy PG(3, q)-ban egy szinguláris másodrendű felület vagy egy
olyan kúp, melynek alapja egy kúpszelet, csúcsa pedig egy arra nem illeszkedő pont, ezt
másodrendű kúpnak fogjuk nevezni, vagy egy olyan kúp, melynek alapja két pont, csúcsa
pedig egy egyenes, ami nem más, mint egy metsző śıkpár.

2.12. Álĺıtás. Ha adott öt pont PG(2, q)-ban, melyek közül semelyik három nem illesz-
kedik egy egyenesre, akkor pontosan egy olyan kúpszelet van, amely mind az öt pontot
tartalmazza.

2.13. Álĺıtás. Egy (n−1)-dimenziós másodrendű felület metszete egy (k−1)-dimenziós
projekt́ıv altérrel (k − 1)-dimenziós másodrendű felület.

2.14. Tétel. Egy (n−1)-dimenziós nemszinguláris másodrendű felület által tartalmazott
maximális projekt́ıv altér dimenziója legfeljebb

k =

{
n−2
2 ha n− 1 páratlan,

n−3
2 ha n− 1 páros.

2.15. Álĺıtás. PG(3, q)-ban a hiperbolikus kvádrika – amelynek tehát a kanonikus egyen-
lete X1X2 + X3X4 = 0 – minden pontján pontosan két olyan egyenes halad át, amely
teljes egészében a felületen van. Ha e egy rögźıtett, a felületen levő egyenes, akkor q + 1
olyan másik egyenes van a felületen, amely elmetszi e-t. Ez a q + 1 egyenes páronként
kitérő.
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Eszerint a 3-dimenziós hiperbolikus kvádrika által tartalmazott egyenesek két q + 1
méretű osztályba sorolhatók. Az azonos osztályban levő egyenesek páronként kitérők, és
bármely két, ellentétes osztályban levő egyenes egymást egy pontban metszi. Ezt a két
osztályt a kvádrika két regulusának is szokták nevezni.

2.16. Álĺıtás. Ha adott PG(3, q)-ban két kitérő egyenes és egy azokra nem illeszkedő
pont, akkor egyértelműen létezik egy olyan PG(3, q)-beli egyenes, amely áthalad a ponton,
és elmetszi mindkét egyenest.

Vegyünk PG(3, q)-ban három páronként kitérő egyenest. A fenti álĺıtást az egyik
egyenes q + 1 pontjára alkalmazva azt kapjuk, hogy pontosan q + 1 olyan egyenes van
PG(3, q)-ban, amely mind a három rögźıtett egyenest metszi. Megmutatható, hogy ha
egy egyenes az ı́gy kapott q + 1 egyenes közül legalább hármat metsz, akkor az összeset
metszi. Ezért értelmes a következő defińıció:

2.17. Defińıció. PG(3, q)-ban három páronként kitérő egyenes által meghatározott
reguluson azt a q+1 egyenest értjük, amelyeknek minden olyan egyenessel pontosan egy
közös pontjuk van, amely egyenesek a három rögźıtett egyenes mindegyikét metszik.

Tehát három páronként kitérő egyeneshez vehetjük az általuk meghatározott regu-
lust, valamint azt a q+1 egyenest, amely ennek a regulusnak minden egyenesét pontosan
egy pontban metszi. Így egy hiperbolikus kvádrika két ellentétes regulusát kapjuk. Ezt
felhasználva belátható az alábbi álĺıtás:

2.18. Álĺıtás. Ha adott három páronként kitérő egyenes PG(3, q)-ban, akkor pontosan
egy olyan hiperbolikus kvádrika van, amely mind a három egyenest tartalmazza.

2.19. Álĺıtás. PG(5, q)-ban a hiperbolikus kvádrika – amelynek tehát a kanonikus egyen-
lete X1X2 +X3X4 +X5X6 = 0 – minden pontján pontosan két olyan śık halad át, amely
teljes egészében a felületen van.

A PG(n−1, q) véges projekt́ıv térnek értelmezhetjük a duális terét. Ez egy olyan véges
projekt́ıv tér, amelynek a (k−1)-dimenziós altereit a PG(n−1, q) tér (n−k−1)-dimenziós
alterei alkotják, az alterek közötti tartalmazás pedig megfordul. Ez a PG(n−1, q)∗ duális
tér az eredeti térrel izomorf.

2.20. Defińıció. Polaritásnak nevezünk egy olyan PG(n − 1, q) → PG(n − 1, q)∗

hozzárendelést, amely bijekt́ıv, megőrzi az alterek illeszkedését és kétszer alkalmazva
a PG(n− 1, q) tér identikus leképezésével egyezik meg.

2.21. Álĺıtás. Tegyük fel, hogy az F nemszinguláris másodrendű felületet léıró (1)
egyenlet alkalmas A ∈ Fn×nq szimmetrikus, nemelfajuló mátrixszal XAXT = 0 alakba
ı́rható. Legyen P egy rögźıtett pont PG(n− 1, q)-ban, melynek a reprezentáló vektora p.
Ekkor azon PG(n− 1, q)-beli pontok, melyeknek r reprezentáló vektoraira teljesül, hogy

pArT = 0,

egy hipeŕıkot alkotnak. Ha a P ponthoz hozzárendeljük ezt a hiperśıkot, akkor egy PG(n−
1, q)→ PG(n− 1, q)∗ polaritást kapunk, ez az F által meghatározott polaritás.
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2.22. Defińıció. Legyen α a PG(n − 1, q) tér egy polaritása, és Σk−1 egy (k − 1)-
dimenziós altér PG(n − 1, q)-ban (1 ≤ k ≤ n). A Σk−1 polárisa az α-nál vett képe,
amely egy (k−1)-dimenziós altér PG(n−1, q)∗-ban, azaz egy (n−k−1)-dimenziós altér
PG(n− 1, q)-ban.

2.23. Defińıció. PG(n− 1, q)-ban m ≥ n esetén egy ponthalmazt m-́ıvnek nevezünk,
ha m pontból áll, és a pontjai közül semelyik n nincs egy hiperśıkban.

2.24. Példa. PG(2, q)-ban a kúpszeletek (q + 1)-́ıveket alkotnak.

2.25. Defińıció. A PG(n − 1, q) tér (k − 1)-befedésének nevezzük (k − 1)-dimenziós
projekt́ıv alterek egy H halmazát, ha H elemei páronként diszjunktak, és PG(n− 1, q)
minden pontja H-nak pontosan egy elemében van benne. PG(n− 1, q) részleges (k− 1)-
befedésének nevezzük (k−1)-dimenziós projekt́ıv alterek egy halmazát PG(n−1, q)-ban,
ha annak elemei páronként diszjunktak.

2.26. Tétel. A PG(n− 1, q) térnek akkor és csak akkor létezik (k − 1)-dimenziós alte-
rekből álló befedése, ha k|n.

Ebből speciálisan az is következik, hogy ha PG(n − 1, q)-nak van (k − 1)-befedése,
és k < n, akkor k ≤

⌊
n
2

⌋
. Ez akkor is igaz, ha csak részleges (k − 1)-befedése van

PG(n − 1, q)-nak, mert különben a dimenzióformulából következne, hogy bármely két
(k − 1)-dimenziós altér metszete nemüres.

A PG(3, q) tér természetes módon beágyazható a PG(3, q2) térbe. (Az Fq-beli ko-
ordinátákat tekinthetjük Fq2-belieknek.) Ha PG(3, q2) egy egyenese legalább két pontot
tartalmaz PG(3, q)-ból, akkor azok összekötő egyenesét is tartalmazza, és ı́gy q + 1
PG(3, q)-beli pontja van. Tehát egy PG(3, q2)-beli egyenes a PG(3, q) teret 0, 1 vagy
q+ 1 pontban metszheti. Egyszerű leszámlálásból adódik, hogy van olyan PG(3, q2) beli
egyenes, amely elkerüli PG(3, q)-t. Legyen t egy ilyen egyenes, és P = (x : y : z : v) egy
pont t-n. Belátható, hogy ekkor P -t a P q = (xq : yq : zq : vq) ponttal összekötő egyenes
q + 1 pontban metszi, valamint a P -n átmenő összes többi egyenes elkerüli PG(3, q)-t.
Azaz t mind a q2 + 1 pontján át pontosan egy olyan egyenes van, amely PG(3, q)-nak
is egyenese, és ezek az egyenesek PG(3, q)-ban páronként kitérők, vagyis egy befedést
alkotnak.

2.27. Defińıció. A PG(3, q) tér fenti konstrukcióval kapott 1-dimenziós alterekből álló
befedését elliptikus kongruenciának nevezzük.

2.28. Defińıció. Rögźıtsünk két kitérő egyenest a PG(3, q) térben. Hiperbolikus kong-
ruenciának nevezzük azon (q+1)2 egyenest, amelyeket úgy kapunk, hogy a két rögźıtett
egyenesről az összes lehetséges módon egy-egy pontot kiválasztva vesszük azok összekötő
egyenesét. A két rögźıtett egyenes a kongruencia két tengelye.

Vegyük észre, hogy a hiperbolikus kongruencia két különböző egyenese csak a két
tengely valamelyikén metszheti egymást.

2.29. Defińıció. Egy rögźıtett ponton átmenő q+1 egyenest a PG(2, q) śıkban sugársor-
nak nevezünk.
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2.30. Defińıció. Parabolikus kongruenciának nevezünk q2 + q+ 1 egyenest, amelyeket
úgy kapunk, hogy veszünk egy rögźıtett egyenest (ez lesz a kongruencia tengelye), és
annak minden pontjában még q-q másik egyenest, amelyek a tengellyel együtt mind
egy-egy sugársort alkotnak, és két különböző sugársorhoz tartozó egyenes nem metszi
egymást. (Azaz a sugársorok különböző śıkokban vannak.)

Megemĺıtjük még a véges projekt́ıv śık ún. ciklikus modelljét. Amint láttuk, a PG(2, q)
śık egy V (3, q) 3-dimenziós Fq feletti vektortérből származtatható. Ilyen vektortér például
Fq3 , vagyis a q3 elemű test. Mivel Fq3 egy véges test, a multiplikat́ıv csoportja ciklikus,
ı́gy kiválaszthatunk benne egy ω ∈ F∗q3 generátorelemet. Ennek seǵıtségével Fq3 elemeit
az alábbi módon sorolhatjuk fel:

Fq3 = {0} ∪ {ω0, ω1, ω2, . . . , ωq
3−2}.

Ebben a felsorolásban ωk és ωl mint Fq feletti vektorok pontosan akkor határozzák meg
ugyanazt a PG(2, q)-beli pontot, ha

∃λ ∈ Fq{0} : ωk = λωl ⇐⇒ ωk−l = λ ∈ Fq ⇐⇒

⇐⇒ (ωk−l)q−1 = 1⇐⇒ q3 − 1|(k − l)(q − 1)⇐⇒ q2 + q + 1|k − l.

Ez azt jelenti, hogy ha vesszük az 1, ω, ω2, . . . , ωq
2+q vektorok által meghatározott PG(2, q)-

beli pontokat, akkor a śık összes pontját megkapjuk. Tehát a pontok valójában az ezen
vektorok által alkotott (q2 + q + 1)-rendű ciklikus csoport elemeinek feleltethetők meg.
(A csoportművelet az F∗q3-beli szorzás, ω kitevőjével modulo q2 + q + 1 számolva.) Az
egyeneseknek pedig q + 1 elemű részhalmazok felelnek meg ebben a csoportban. Ezért
van értelme egy pont inverzéről beszélni. Sőt egy e egyenes inverzét is definiálhatjuk:
Vegyük e minden pontjának az inverzét, és az ezekből álló q+ 1 elemű halmaz legyen az
e inverze.

2.31. Tétel (Hall, [8]). A ciklikus modellben az egyenesek inverzei kúpszeletek.

2.2. Kódelméleti alapfogalmak

A kódelmélet által vizsgált kommunikációs modellben egy adó egy vevőnek szeretne
tovább́ıtani egy üzenetet valamilyen csatornán keresztül. Ezt úgy szeretné megtenni,
hogy ha küldés közben az adatok egy része megváltozik, a vevő akkor is meg tudja fejteni
az eredeti üzenetet. Ennek érdekében a kommunikáció résztvevői hibajav́ıtó kódoláshoz
folyamodnak.

Tegyük fel, hogy a tovább́ıtandó üzenet egy Fq-beli testelemekből álló n hosszú soro-
zat, vagyis az Fnq vektortér egy eleme. (Tipikus esetben q = 2, azaz bináris sorozatok az
üzenetek.) Azt mondjuk, hogy a küldés során t hiba történt, ha t koordináta módosult,
azaz a küldött x üzenet helyett a vevő egy x + e üzenetet kapott egy olyan e ∈ Fnq hi-
bavektorral, amelynek t nemnulla koordinátája van. A vevő célja dekódolni az üzenetet,
azaz x + e és C ismeretében kitalálni x-et.
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2.32. Defińıció. Fq feletti kódon egy C ⊆ Fnq halmazt értünk. C elemeit kódszavaknak
nevezzük.

2.33. Megjegyzés. Általánosabb értelemben kódnak h́ıvjuk bármilyen véges halmaz
egy részhalmazát is. Ilyen véges halmaz lehet például egy véges test feletti vekortér összes
altereinek halmaza (a dolgozat nagy részében ez lesz a helyzet), vagy éppen egy véges
test feletti rögźıtett méretű mátrixok halmaza. Az előbbi esetben a részhalmazokat altér
kódoknak, az utóbbiban mátrix kódoknak nevezzük. Ebben a bevezető részben az Fq
feletti kódokra szoŕıtkozunk.

2.34. Defińıció. Azt mondjuk, hogy a C kód t-hibajav́ıtó, ha legfeljebb t hiba esetén
a vevő dekódolni tudja az üzenetet.

2.35. Defińıció. Legyenek v és w vektorok Fnq -ben. A két vektor Hamming-távolsága
azon koordináták száma, amelyekben v és w eltér egymástól, azaz

dH(v,w) = |{i : vi 6= wi}|.

2.36. Álĺıtás. A Hamming-távolság metrika Fnq -en.

2.37. Defińıció. A v ∈ Fnq vektor (Hamming-)súlya a v nemnulla koordinátáinak
száma, azaz

wH(v) = dH(v,0) = |{i : vi 6= 0}|.

2.38. Defińıció. Legyen C egy Fq feletti kód. A C minimális távolsága

dH(C) = min{dH(v,w) : v,w ∈ C,v 6= w}.

2.39. Defińıció. Legyen C egy Fq feletti kód. A C súlya

wH(C) = min{wH(v) : v ∈ C}.

2.40. Álĺıtás. Legyen t pozit́ıv egész, és C egy Fq feletti kód. C pontosan akkor t-
hibajav́ıtó, ha

dH(C) ≥ 2t+ 1.

Az Fq feletti kódok fontos osztályát alkotják a lineáris kódok:

2.41. Defińıció. A C ⊆ Fnq kód lineáris, ha C lineáris altere az Fnq vektortérnek.

2.42. Álĺıtás. Egy lineáris kód minimális távolsága megegyezik a kód súlyával.

2.43. Defińıció. Legyen C ⊆ Fnq lineáris kód, melynek dimenziója k. Az M ∈ F(n−k)×nq

mátrix a C kód paritásellenőrző mátrixa, ha

C = {v ∈ Fnq : MvT = 0}.

2.44. Álĺıtás. Egy C lineáris kód minimális távolsága az a legnagyobb d szám, amelyre
teljesül, hogy C paritásellenőrző mátrixának bármely d− 1 oszlopa lineárisan független.
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A kódelmélet célja minél
”
jobb” kódokat létrehozni, azaz olyanokat, amelyekkel

egyrészt rögźıtett karakterhossz mellett minél többféle üzenetet lehet küldeni (tehát a
kód mérete minél nagyobb), másrészt minél több hibát képesek kijav́ıtani (tehát a kód
minimális távolsága minél nagyobb). Ez a két tulajdonság persze csak egymás rovására
jav́ıtható, ahogy azt majd látni fogjuk a 4. fejezet felső korlátokról szóló szakaszában.

Mivel minden Fq feletti n-dimenziós vektortér izomorf Fnq -nel, nem vesźıtünk az
általánosságból, ha a továbbiakban csak ezzel a vektortérrel foglalkozunk. A dolgozatban
q mindig pŕımhatványt jelöl.
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3. Gömbök Gq(k, n)-ben

Ahogy a Bevezetésben láttuk, fontos kérdés, hogy hogyan tudja a vevő dekódolni az
üzenetet abban az esetben, amikor a kódszavak egy vektortér alterei. Másszóval azt
kell eldöntenünk, hogy egy adott k-dimenziós altér melyik másik - nem feltétlenül azo-
nos dimenziójú - alterektől van egy rögźıtett számnál kisebb távolságra egy alkalmas
távolságfogalom mellett. Ebben a fejezetben a célunk, hogy léırjuk az olyan Fnq -beli k-
dimenziós alterekből álló gömböket, amelyeknek a középpontja Fnq valamely k′-dimenziós
altere.

3.1. Grassmann-sokaság, Grassmann-koordináták

3.1. Defińıció. Fnq k-dimenziós altereinek a halmazát Fnq feletti k-dimenziós
Grassmann-sokaságnak nevezzük, és Gq(k, n)-nel jelöljük.

Legyen U ∈ Gq(k, n). Vegyünk U -ban egy bázist, és tekintsük azt az U mátrixot,
amelynek sorai ezen bázis vektorai. Ekkor U = rs(U), azaz az U alteret előálĺıtottuk egy
(k × n)-es mátrix sortereként.

Jelölje Mi1,i2,...,ik(U) U -nak azt az aldeterminánsát, amelyet az i1, i2, . . . , ik indexű
oszlopok jelölnek ki.

Gq(k, n) beágyazható az Fq feletti
(
n
k

)
− 1 dimenziós projekt́ıv térbe a következő

leképezéssel:

φ : Gq(k, n)→ PG

((
n

k

)
− 1, q

)
rs(U) 7→ [M1,...,k(U) : M1,...,k−1,k+1(U) : . . . : Mn−k+1,...,n(U)].

3.2. Álĺıtás. φ jóldefiniált, azaz φ(U) nem függ az U mátrix választásától. Továbbá φ
injekt́ıv.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy az U1 és U2 mátrixok ugyanazt az U ∈ Gq(k, n) alteret
határozzák meg. Jelöljük j = 1, 2 esetén Uj [i1, . . . , ik]-val az Uj i1, . . . , ik indexű oszlopai
által meghatározott k × k-as mátrixot. Tudjuk, hogy létezik egy olyan A ∈ GL(k, q)
mátrix, amelyre U2 = AU1, és minden 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n esetén U2[i1, . . . , ik] =
AU2[i1, . . . , ik]. Ebből következik a jóldefiniáltság, hiszen a determinánsok szorzástétele
szerint Mi1,...,ik(U2) = det(A)Mi1,...,ik(U1) (∀1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n), vagyis az U1 és U2 al-
determinánsaiból alkotott rendezett

(
n
k

)
-asok egymás skalárszorosai. (És nem lehet φ(U)

minden koordinátája 0, mert U rangja k.)
Az injektivitás bizonýıtásához tegyük fel, hogy U2-nek minden k×k-as aldeterminán

sa λ-szorosa U1 megfelelő aldeterminánsának (λ ∈ F∗q). Feltehető, hogy λ = 1, mert
ha λ 6= 1, akkor U1-re alkalmazhatunk egy olyan lineáris transzformációt, amelynek a
determinánsa λ. Tehát azt kell belátnunk, hogy ha két k × n-es mátrixnak az összes
k × k-as aldeterminánsa megegyezik, akkor ugyanaz a sorterük. Mivel U1 és U2 rangja
k, feltehető, hogy M1,...,k(U1) 6= 0 6= M1,...,k(U2). Elemi sortranszformációs lépésekkel
elérhető, hogy az első k oszlop helyén U1-ben és U2-ben is Ik álljon. Legyen i ≤ k < j.
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Ekkor az i-edik sor j-edik eleme mindkét mátrixban megegyezik az 1, . . . , i − 1, i +
1, . . . k, j indexű oszlopok által meghatározott aldeterminánssal, tehát U1 és U2 minden
eleme egyenlő. Így rs(U1) = rs(U2).

3.3. Defińıció. Legyen U = rs(U) ∈ Gq(k, n). Az U altér Grassmann-koordinátái a
fenti φ leképezésnél vett képének a projekt́ıv koordinátái, azaz az U reprezentáló mátrix
k × k-as aldeterminánsai.

3.4. Álĺıtás ([17]). Legyen x := [x1,...,k : . . . : xn−k+1,...,n] ∈ PG
((
n
k

)
− 1, q

)
. Pontosan

akkor létezik olyan U ∈ Gq(k, n) altér, amelyre φ(U) = x, ha∑
j∈{i1,...,ik+1}

sgn(σj)xi1,...,ij−1,ij+1,...,ik+1
xj,ik+2,...,i2k = 0

∀(i1, . . . , ik+1) ∈
( [n]
k+1

)
, (ik+2, . . . i2k) ∈

( [n]
k−1
)
, ahol sgn(σj) jelöli annak a permutációnak

az előjelét, amelyre

σil(i1, . . . , ik+1) = (il, i1, . . . , il−1, il+1, . . . , ik+1).

3.5. Példa. A Grassmann-koordináták speciális eseteként kapjuk egy projekt́ıv térbeli
egyenes – azaz egy Gq(2, 4)-beli elem – Plücker-koordinátáit. Ezekre a 3.4 Álĺıtásból az

x12x34 + x31x24 + x14x23 = 0.

összefüggést kapjuk.

3.2. A gömbök jellemzése lineáris egyenletekkel

Ahhoz, hogy gömbökről beszélhessünk, először is távolságot kell definiálnunk az altere-
ken.

3.6. Defińıció. Az U és V Fnq -beli alterek altér távolságán a

dS(U ,V) = dim(U) + dim(V)− 2 dim(U ∩ V) = dim(U + V)− dim(U ∩ V)

számot értjük.

3.7. Álĺıtás. dS metrika Fnq összes altereinek halmazán.

Bizonýıtás. Az, hogy dS ≥ 0 és dS(U ,V) pontosan akkor 0, ha U = V , nyilván teljesül,
valamint az is, hogy dS szimmetrikus. A háromszög-egyenlőtlenség ellenőrzéséhez tegyük
fel, hogy U ,V és W alterek Fnq -ben. Ekkor

1

2
(dS(U ,V)− dS(U ,W)− dS(V ,W)) = dim(U ∩W) + dim(V ∩W)−

− dim(W)− dim(U ∩ V) =

= dim(U ∩W + V ∩W)− dim(W)+

+ dim(U ∩ V ∩W)− dim(U ∩ V) ≤
≤ 0 + 0 = 0.
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Itt felhasználtuk a dimenzióformulát, valamint azt, hogy U ∩W + V ∩W ⊆ W és
U ∩ V ∩W ⊆ U ∩ V .

Az ı́gy kapott metrikus térben akkor lesz két pont közel egymáshoz, ha a metszetük
dimenziója elég nagy.

Ez a távolságfogalom természetes általánośıtása a Hamming-távolságnak. Tekintsünk
ugyanis egy v = (v1, . . . vn) F2 feletti n hosszú vektort, és jelöljük ei-vel az i-edik standard
bázisvektort Fn2 -ben. Legyen ei

ε = ei, ha ε = 1 és 0, ha ε = 0. Ekkor v azonośıtható
a {eivi : 1 ≤ i ≤ n} által generált

∑n
i=1 vi-dimenziós altérrel. Két kódszó Hamming-

távolsága pont az ı́gy kapott alterek közötti altér távolsággal lesz egyenlő.

3.8. Lemma. dS(U ,V) = dS(U⊥,V⊥).

Bizonýıtás. Legyen k = dim(U) és k′ = dim(V). Felhasználva a dimenzióformulát és azt,
hogy (U ∩ V)⊥ = U⊥ + V⊥, azt kapjuk, hogy

dS(U ,V) = dim(U) + dim(V)− 2 dim(U ∩ V) =

= k + k′ − 2 dim(U⊥ + V⊥)⊥ =

= k + k′ − 2(n− dim(U⊥ + V⊥)) =

= k + k′ − 2(n− ((n− k) + (n− k′)− dim(U⊥ ∩ V⊥))) =

= (n− k) + (n− k′)− 2 dim(U⊥ ∩ V⊥) =

= dim(U) + dim(V)− 2 dim(U⊥ ∩ V⊥) =

= dS(U⊥,V⊥).

Szükségünk lesz az alábbi részbenrendezési relációra:

3.9. Defińıció. Legyen (i1, . . . , ik) és (j1, . . . , jk) két k hosszú részsorozata az (1, 2, . . . , n)
sorozatnak. Azt mondjuk, hogy (i1, . . . , ik) � (j1, . . . , jk), ha il ≤ jl ∀l ∈ {1, . . . , k}. Ez
az ún. Bruhat-rendezés.

3.10. Defińıció. Legyen R tetszőleges altér Fnq -ben. Jelölje

Bk
S,τ (R) := {U ∈ Gq(k, n) : dS(R,U) ≤ τ}

az R középpontú, τ sugarú gömböt az altér távolság szerint.

3.11. Lemma. Legyenek U és V alterek Fnq -ben. Tegyük fel, hogy dim(U) = k és
dim(V) = k′. Ekkor k − k′ + dS(U ,V), k′ − k + dS(U ,V) és k + k′ − dS(U ,V) páros
számok.

Bizonýıtás. Mivel dS(U ,V) = k+ k′ − 2 dim(U ∩ V), dS(U ,V) pontosan akkor páratlan,
ha k és k′ paritása különböző. Ezért dS(U ,V) és k − k′, dS(U ,V) és k′ − k, valamint
dS(U ,V) és k + k′ is egyszerre párosak vagy páratlanok, vagyis az összegük páros.
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3.12. Tétel. Legyen Uk
′

0 := rs[Ik′0k′×n−k′ ]. Legyen τ olyan, hogy |k−k′| ≤ τ < min(k′+
k, 2n− (k′ + k)) és k+k′−τ

2 ∈ Z. Ekkor

Bk
S,τ (Uk′0 ) =

{
V = rs(V ) ∈ Gq(k, n) : Mi1,...,ik(V ) = 0 ∀ (i1, . . . , ik)

�
(
k′ − k + τ

2
+ 1, . . . , k′, n− k − k′ + τ

2
+ 1, . . . , n

)}
.

Bizonýıtás. Az olyan V = rs(V ) ∈ Gq(k, n) altereket szeretnénk meghatározni, amelyekre

dS(Uk′0 ,V) ≤ τ ⇐⇒ dim(Uk′0 ,V) ≥ k + k′ − τ
2

.

Vagyis Uk′0 -nek legalább k+k′−τ
2 lineárisan független elemet kell tartalmaznia V-ből. Ha

ez teljesül, akkor V-t fel tudjuk ı́rni egy olyan mátrix sortereként, amelynek az első
k+k′−τ

2 sora Uk′0 -beli elemeket tartalmaz, azaz V az alábbi alakú:

V =

[
∗ 0 k+k′−τ

2
×(n−k′)

∗ ∗

]
.

Ekkor a V ∈ Fk×nq k × k-as részmátrixai a következőképpen néznek ki:

M =

[
M1 0 k+k′−τ

2
×x

M2 M3

]
,

ahol x azon oszlopok száma, amelyeket V jobb oldali (n− k′) oszlopából választottunk,
M1 pedig egy k+k′−τ

2 × (k − x) -es mátrix. Azt álĺıtjuk, hogy ha x ≥ k−k′+τ
2 + 1, akkor

det(M) = 0. Ugyanis

rk(M) ≤ rk(M1) + rk([M2M3]) ≤ (k − x) +
k − k′ + τ

2
= k − (x− k − k′ + τ

2
),

ı́gy ha x > k−k′+τ
2 , akkor azt kapjuk, hogy rk(M) < k, azaz det(M) = 0. Megford́ıtva,

ha minden ilyen x esetén a megfelelő aldeterminánsok 0-k, akkor a V sortere benne lesz a
gömbben, hiszen V -ben bármit ı́rhatunk a *-os blokkok helyére (úgy, hogy a teljes mátrix
rangja k legyen). Jelöljük y-nal a k−k′+τ

2 számot. Az, hogy {i1, . . . , ik} közül legalább
y+ 1 indexet választunk a {k’+1, . . . , n } halmazból, azzal ekvivalens, hogy létezik egy
olyan l ∈ {1, . . . , k − y} szám, amire il ≥ k′ + 1 , ami pedig pont azt jelenti, hogy

(i1, . . . , ik) � (k′ − (k − y) + 1, . . . , k′, n− y + 1, . . . , n) =

=

(
k′ − k + τ

2
+ 1, . . . , k′, n− k − k′ + τ

2
+ 1, . . . , n

)
.

Eszerint az a feltétel, hogy egy V altér benne van a Bk
S,τ (Uk′0 ) gömbben, egy lineáris

egyenletrendszernek felel meg a V Grassmann-koordinátáira.
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Vizsgáljuk meg, hogy miért éppen ezeket a tulajdonságokat érdemes feltenni τ -ról.
Azt láttuk a 3.11 Lemmában, hogy k+k′−τ

2 ∈ Z feltehető, hiszen ha τ előáll két altér
távolságaként, akkor k + k′ − τ szükségképpen páros. A következő álĺıtás indokolja a
másik feltételt, hiszen ha τ nem az ott megadott intervallumba esik, akkor a gömb, amit
kapunk, triviális:

3.13. Álĺıtás. Legyen U ∈ Gq(k′, n).

1. Ha τ = min(k′ + k, 2n− (k′ + k)), akkor Bk
S,τ (U) = Gq(k, n).

2. Ha τ < |k′ − k|, akkor Bk
S,τ (U) = ∅.

Bizonýıtás.

1. Először nézzük azt az esetet, amikor τ = k′ + k. Ekkor dS(U ,V) ≤ τ ⇔ dim(U ∩
V) ≥ 0. De ez Gq(k, n) minden V elemére teljesül, tehát Bk

S,τ (U) = Gq(k, n). Ha

pedig τ = 2n− (k′ + k)), akkor a 3.8 Lemma szerint dS(U ,V) = dS(U⊥,V⊥), ı́gy

Bk
S,2n−(k+k′)(U) = (Bn−k

S,(n−k)+(n−k′)(U
⊥))⊥ = Gq(n− k, n)⊥ = Gq(k, n).

2. Tegyük fel, hogy τ < |k′ − k| és ∃ V ∈ Bk
S,τ (U). Ekkor teljesül, hogy

min(k, k′) =
k + k′ − |k′ − k|

2
<
k + k′ − τ

2
= dim(U ∩ V) ≤ min(k, k′),

ami ellentmondás.

3.14. Példa. Tekintsük Gq(2, 5)-öt és U3
0 = rs

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

-t. Tehát most n = 5,

k = 2 és k′ = 3. Ekkor az U0 középpontú τ = 3 sugarú gömb

B2
S,3(U3

0 ) = {V = rs(V ) ∈ Gq(2, 5) : Mi1,i2(V ) = 0 ∀ (i1, i2) � (3, 5)} =

= {V = rs(V ) ∈ Gq(2, 5) : M4,5(V ) = 0}.

Most rátérünk arra az általánosabb kérdésre, hogy hogyan lehet jellemezni az olyan
gömböket, amelyeknek a középpontja tetszőleges U ∈ Gq(k

′, n) altér. Ismert, hogy
bármely U ∈ Gq(k′, n)-hez létezik egy olyan A ∈ GL(n, q) invertálható mátrix, amelyre
Uk′0 A = U .

3.15. Álĺıtás. Tetszőleges U ∈ Gq(k′, n) és A ∈ GL(n, q) esetén

Bk
S,τ (Uk′0 A) = Bk

S,τ (Uk′0 )A.
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Bizonýıtás. Mivel dim(Uk′0 A ∩ V) = dim(Uk′0 ∩ VA−1), teljesül, hogy

dS(Uk′0 A,V) ≤ τ ⇐⇒ dim(Uk′0 A ∩ V) ≥ k + k′ − τ
2

⇐⇒ dim(Uk′0 ∩ VA−1) ≥
k + k′ − τ

2

⇐⇒ dS(Uk′0 ,VA−1) ≤ τ.

Az A mátrix seǵıtségével már meg tudjuk adni, hogy milyen lineáris egyenleteket kell
teljeśıteni azon alterek Grassmann-koordinátáinak, amelyek benne vannak Bk

S,τ (U)-ban,

ugyanis a V A−1-ben szereplő k × k-as aldeterminánsokat ki tudjuk fejezni a V és A−1

mátrixok aldeterminánsaiból az alábbi tétel szerint:

3.16. Tétel (Cauchy-Binet formulák). Legyen K test és legyen A m×n-es, B pedig n×m-
es mátrix K felett. Jelölje Aj1,j2,...,jm az A j1, j2, . . . , jm indexű oszlopaiból, Bj1,j2,...,jm
pedig a B j1, j2, . . . , jm indexű soraiból képzett m×m-es mátrixot (1 ≤ j1, j2, . . . , jm ≤
n). Ekkor

det(AB) =
∑

1≤j1<j2<···<jm≤n
det(Aj1,j2,...,jm) det(Bj1,j2,...,jm).

3.17. Következmény. Legyen U = Uk′0 A ∈ Gq(k, n). Ekkor

Bk
S,τ (U) =

{
V = rs(V) ∈ Gq(k, n) :∑

1≤j1<j2<···<jk≤n
Mj1,j2,...,jk(V ) det(A−1j1,j2,...,jk [i1, i2, . . . , ik]) = 0

∀ (i1, . . . , ik) �
(
k − k′ + τ

2
+ 1, . . . , k′, n− k − k′ + τ

2
+ 1, . . . , n

)}
,

ahol A−1j1,j2,...,jk [i1, i2, . . . , ik] az A−1 mátrix j1, j2, . . . , jk indexű sorai és i1, i2, . . . ik in-
dexű oszlopai által meghatározott részmátrixot jelöli.

Bizonýıtás. Ahogy a 3.15 Álĺıtás bizonýıtásában láttuk, dS(Uk′0 A,V) ≤ τ ⇔ dS(Uk′0 ,VA−1)
≤ τ . Továbbá a 3.16 Tétel szerint

Mi1,...,ik(V A−1) =
∑

1≤j1<j2<···<jk≤n
Mj1,j2,...,jk(V ) det(A−1j1,j2,...,jk [i1, i2, . . . , ik]).

Ezután alkalmazzuk a 3.12 Tételt.
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3.3. A gömbök jellemzése bilineáris egyenletekkel

3.18. Következmény. Definiáljuk Uk′0 -t úgy, mint eddig. Legyen ν := k−k′+τ
2 . Ekkor

Bk
S,τ (Uk′0 ) = {V = rs[V1V2] ∈ Gq(k, n) : V1 ∈ Fk×k

′
q ,∃X ∈ Fk×νq , Y ∈ Fν×(n−k′)q : V2 = XY }.

Bizonýıtás.

dS(Uk′0 ,V) ≤ τ ⇐⇒ rk

[
Ik′ 0k′×(n−k′)
V1 V2

]
≤ k + k′ + τ

2

⇐⇒ k′ + rk(V2) ≤
k + k′ + τ

2
⇐⇒ rk(V2) ≤ ν.

Az utolsó álĺıtás pedig azzal ekvivalens, hogy létezik olyan X ∈ Fk×νq és Y ∈ Fν×(n−k′),
amire V2 = XY .

3.19. Megjegyzés. A gömböknek ezt a fajta léırását racionális paraméterezésnek is
szokták nevezni. Ez az elnevezés onnan származik, hogy a legfeljebb ν rangú k ×m-es
mátrixok ún. racionális varietást alkotnak. Jelöljük ezen mátrixok halmazát Dk×m

ν -vel.
Egy varietás akkor racionális, ha egy Zariski-nýılt halmaza megegyezik egy alkalmas
vektortér egy nýılt halmazával. Esetünkben ez a következőt jelenti: Azonośıtsuk azon
k× ν-es mátrixokat, amelyeknek a felső ν × ν-es részmátrixa invertálható, Fkνq egy nýılt
részhalmazával. Hasonlóan azonośıtsuk azon ν × m-es mátrixokat, amelyekben az első

ν× ν-es részmátrix helyén az egységmátrix áll, a Fν×(m−ν)q vektortérrel. Ekkor az alábbi
leképezés ad egy paraméterezést:

f : Fkνq × Fν×(m−ν)q → Dk×m
ν

(X,Y ) 7→ XY.

Ahogy az előbb, a 3.15 Álĺıtás seǵıtségével a 3.18 Következmény alapján most is fel
tudjuk ı́rni, hogy milyen elemekből állnak azok a gömbök, amelyeknek a középpontja
tetszőleges altér lehet:

3.20. Tétel. Legyen R = rs[R1R2] ∈ Gq(k′, n) olyan, hogy R1 ∈ Fk
′×k′
q , R2 ∈ Fk

′×(n−k′)
q .

Definiáljuk ν-t úgy, mint az előbb. Ekkor létezik egy olyan A ∈ GL(n, q) mátrix, amire
R = rs[Ik′0k′×(n−k′)]A. Ekkor

Bk
S,τ (R) = {V = rs[V1V2]A ∈ Gq(k, n) : V1 ∈ Fk×k

′
q ,∃X ∈ Fk×νq , Y ∈ Fν×(n−k′)q : V2 = XY }.

3.21. Megjegyzés. Az A mátrixról tudjuk, hogy

[
R1 R2

R3 R4

]
alakú. Ezért rs[V1V2]A =

rs[V1R1 + V2R3 V1R2 + V2R4]. Ha det(R1) 6= 0, akkor rs[R1R2] = rs[Ik′R2]. Ebben

az esetben az átmeneti mátrix választható A =

[
Ik′ R2

0 In−k′

]
-nak. Így a 3.20 Tétel egy-

szerűbb alakot ölt:

Bk
S,τ (R) =

= {V = rs[V1 V1R2 + V2] ∈ Gq(k, n) : V1 ∈ Fk×k
′

q ,∃X ∈ Fk×νq , Y ∈ Fν×(n−k′)q : V2 = XY },
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3.22. Példa. Tekintsük Gq(2, 4)-et és benne az R = rs

(
1 0 1 1
0 1 0 1

)
alteret. Tehát

most n = 4, k = k′ = 2, és ν = 1. Ekkor az R középpontú, τ = 2 sugarú gömb

B2
S,2(R) =

{
rs

[
V1 V1

(
1 1
0 1

)
+ V2

]
∈ Gq(2, 4) : V1 ∈ F2×2q ,∃x = (x1, x2),

y = (y1, y2) ∈ F2q : V2 = xTy

}
=

=

{
rs

(
a b a+ x1y1 a+ b+ x1y2
c d c+ x2y1 c+ d+ x2y2

)
∈ Gq(2, 4) : a, b, c, d, x1, x2, y1, y2 ∈ Fq

}
.

3.23. Példa. Nézzük meg, hogy adható meg ezzel a léırással a 3.14 Példa gömbje:

B2
S,3(U3

0 ) =

{
rs

(
a b c x1y1 x1y2
d e f x2y1 x2y2

)
∈ Gq(2, 4) : a, b, c, d, e, f, x1, x2, y1, y2 ∈ Fq

}
.

Ahogy az előző alfejezetbeli léırás lineáris egyenleteket szolgáltatott a gömb pontja-
inak Grassmann-koordinátáira, a fenti léırás a következő bilineáris egyenleteket adja a
generáló mátrixok elemeire:

Az eddigi jelölések mellett rögźıtett R ∈ Gq(k′, n) esetén a rs(V1R1+XY R3 V1R2+
XY R4) alakú Gq(k, n)-beli alterek lesznek benne Bk

S,τ (R)-ben, ahol V1 ∈ Fk×k
′

q , X ∈
Fk×νq és Y ∈ Fν×(n−k

′)
q . Legyen V̄ := V1R2 + XY R4 és V̂ := V1R2 + XY R4. Tehát a

(V̄ V̂ ) mátrix elemeire azt kapjuk, hogy

V̄ij =
k′∑
l=1

(V1)il(R1)lj +
n−k′∑
l=1

ν∑
m=1

XimYml(R3)lj ,

V̂ij =
k′∑
l=1

(V1)il(R2)lj +
n−k′∑
l=1

ν∑
m=1

XimYml(R4)lj .

A dekódolás során ezeket az egyenleteket kell feĺırnunk olyan más egyenletek mellett,
amelyek azt fejezik ki, hogy az alteret melyik (hány dimenziós) Grassmann-sokaságban
keressük. (Lásd 3.4 Álĺıtás.)

3.4. Az injekt́ıv távolság

A következő defińıció egy másik lehetőséget ad az alterek közötti távolság értelmezésére.

3.24. Defińıció. Az U és V Fnq -beli alterek injekt́ıv távolságán a

dI(U ,V) = max(dim(U),dim(V))− dim(U ∩ V) = dim(U + V)−min(dim(U),dim(V))

számot értjük.
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3.25. Defińıció. Legyen R tetszőleges altér Fnq -ben. Jelölje

Bk
I,τ (R) := {U ∈ Gq(k, n) : dI(R,U) ≤ τ}

az R középpontú, τ sugarú gömböt az injekt́ıv távolság szerint.

Vegyük észre, hogy az injekt́ıv távolságot csak dim(U) 6= dim(V) esetén érdemes
külön vizsgálni, hiszen ha a két altér dimenziója megegyezik, akkor dS(U ,V) = 2dI(U ,V).
Eltérő dimenziók esetén a következő álĺıtás adja a dS és dI közötti kapcsolatot:

3.26. Álĺıtás. Legyen U ∈ Gq(k′, n) és V ∈ Gq(k, n). Ekkor

dS(U ,V) = 2dI(U ,V) + k + k′ − 2 max(k′, k) (2)

és
BI,τ (U) = BS,2τ+k+k′−2max(k′,k)(U).

3.27. Álĺıtás. dI metrika Fnq összes altereinek halmazán.

Bizonýıtás. Most is csak a háromszög-egyenlőtlenséget bizonýıtjuk, a többi metrikatulaj-
donság triviálisan teljesül. Legyenek U ,V ésW tetszőleges alterek Fnq -ben, dimenziójukat
jelölje ku, kv illetve kw. Azt szeretnénk belátni, hogy

dI(U ,V) ≤ dI(U ,W) + dI(W ,V),

amivel (2) miatt ekvivalens, hogy

dS(U ,V)+2 max(ku, kv) ≤ dS(U ,W)+dS(V ,W)−2kw +2 max(ku, kw)+2 max(kw, kv).

Mivel dS-re teljesül a háromszög-egyenlőtlenség, elég azt megmutatni, hogy

ku ≤ max(ku, kw) + max(kw, kv)− kw

és
kv ≤ max(ku, kw) + max(kw, kv)− kw.

Ez viszont igaz, mert max(kv, kw) − kw és max(ku, kw) − kw is legalább 0, valamint
ku ≤ max(ku, kw) és kv ≤ max(kw, kv). Így ku és kv közül a nagyobbik is kisebb vagy
egyenlő a jobboldalnál.

Az injekt́ıv távolság szerinti Grassmann-gömbökre az altér távolság seǵıtségével ki-
mondottakkal teljesen analóg módon bizonýıthatók be az alábbi álĺıtások:

3.28. Tétel. Legyen Uk
′

0 := rs[Ik′0k′×n−k′ ]. Legyen τ olyan, hogy |k − k′| ≤ τ <
min(max(k′, k), n− k + 1). Ekkor

Bk
I,τ (Uk′0 ) = {V = rs(V) ∈ Gq(k, n) : Mi1,...,ik(V ) = 0 ∀ (i1, . . . , ik)

� (k′ −max(k′, k) + τ + 1, . . . , k′, n− k + max(k′k)− τ + 1, . . . , n)}.
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3.29. Álĺıtás. Legyen U ∈ Gq(k′, n).

1. Ha τ = min(max(k, k′), n−min(k, k′)), akkor Bk
I,τ (U) = Gq(k, n).

2. Ha τ < |k′ − k|, akkor Bk
I,τ (U) = ∅.

3.30. Tétel. Legyen U = Uk′0 A ∈ Gq(k, n). Ekkor

Bk
I,τ (U) ={V = rs(V) ∈ Gq(k, n) :∑

1≤j1<j2<···<jk≤n
Mj1,j2,...,jk(V ) det(A−1j1,j2,...,jk [i1, i2, . . . , ik]) = 0

∀ (i1, . . . , ik) � (k′ −max(k′, k) + τ + 1, . . . , k′, n− k + max(k′, k)− τ + 1, . . . , n)}.

3.31. Következmény. Definiáljuk Uk′0 -t úgy, mint eddig. Legyen ω := min(0, k−k′)+t.
Ekkor

Bk
I,t(Uk

′
0 ) = {V = rs[V1V2] ∈ Gq(k, n) : V1 ∈ Fk×k

′
q ,∃X ∈ Fk×ωq , Y ∈ Fω×(n−k′)q : V2 = XY }.

3.32. Tétel. Legyen R = rs[R1R2] ∈ Gq(k′, n) olyan, hogy R1 ∈ Fk
′×k′
q , R2 ∈ Fk

′×(n−k′)
q .

Definiáljuk ω-t úgy, mint az előbb. Ekkor létezik egy olyan A ∈ GL(n, q) mátrix, amire
R = rs[Ik′0k′×(n−k′)]A. Ekkor

Bk
I,t(R) = {V = rs[V1V2]A ∈ Gq(k, n) : V1 ∈ Fk×k

′
q ,∃X ∈ Fk×ωq , Y ∈ Fω×(n−k′)q : V2 = XY }.

Továbbá a 3.21 Megjegyzés jelöléseivel

Bk
I,t(R) =

= {V = rs[V1 V1R2 + V2] ∈ Gq(k, n) : V1 ∈ Fk×k
′

q , ∃X ∈ Fk×ωq , Y ∈ Fω×(n−k′)q : V2 = XY }.
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4. Altér kódok tulajdonságai

Ebben a fejezetben megvizsgáljuk, hogy milyen hibajav́ıtó tulajdonsággal rendelkez-
nek az altér kódok, illetve megnézzük, hogy mik az Fq feletti kódok méretére ismert
becsléseknek a megfelelői altér kódokra. Csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor min-
den kódszó dimenziója megegyezik. Az ilyen altér kódokat Grassmann-kódoknak is ne-
vezik, mert a kód ez esetben egy Grassmann-sokaság részhalmaza.

4.1. Hibakezelés

Tekintsünk egy hálózatot egy adóval és egy vevővel. A nem koherens random hálózati
kódolási modellben az üzenet sérülésének az alábbi két t́ıpusát különböztetjük meg:

1. Nem ér célba az összes tovább́ıtandó csomag, azaz a küldött altér helyett a vevő
egy másik, kisebb dimenziós alteret kap. Ez akkor fordul elő, ha az A átviteli
mátrix rangja kisebb, mint a csomagok száma. Ennek oka lehet például, hogy a
hálózatban a minimális vágás mérete túl kicsi. Ezt a továbbiakban törlődésnek
(erasure) nevezzük.

2. A csomagok közül néhány útközben módosul, azaz hibavektorok adódnak hozzá a
küldött csomagokhoz. Ez azt jelenti, az U altér helyett a vevő egy U + E alteret
kap, ahol E a hibák altere. Ez a jelenség a hibásodás (error).

Vezessünk be minden k ≥ 0-ra egy, az Fnq összes altereinek halmazán értelmezett

”
törlő-operátort”, amely rögźıtett k esetén az alábbi módon van definiálva:

Hk(U) :=

{
U egy véletlen k-dimenziós altere ha dim(U) > k,

U különben.

Az most nem lényeges számunkra, hogy milyen eloszlás szerint választjuk az első
esetben az alteret, de gondolhatunk például egyenletes eloszlásra.

Ha U és V egy vektortér alterei, akkor van olyan V ′ altér, amellyel V = (U ∩ V)⊕ V ′.
(Ez a V ′ izomorf a V/(U ∩ V) faktortérrel.) Ezért az U + V altérösszeget fel tudjuk
ı́rni direkt összegként, ha V-t lecseréljük V ′-re: U + V = U + ((U ∩ V)⊕ V ′) = U ⊕ V ′.
Továbbá U mindig Hk(V) ⊕ E alakba ı́rható alkalmas E altérrel, feltéve, hogy k =
dim(U ∩ V) és Hk(V) = U ∩ V .

4.1. Defińıció. Tegyük fel, hogy a hálózati kommunikáció során az adó az V alteret
küldi el, a vevő pedig a U alteret kapja meg. Láttuk, hogy ekkor U = Hk(V) ⊕ E ,
ahol k = dim(U ∩ V), és E a hibák altere. Azt mondjuk, hogy a kommunikáció során
ρ = dim(V)− k törlődés és t = dim(E) hibásodás történt.

Az Fq feletti kódok esetén a kódszavak között fellépő minimális Hamming-távolság
seǵıtségével tudtuk a kód által kijav́ıtott hibák maximális számát léırni. Az alábbi
eredmény, melynek bizonýıtása megtalálható a [22] cikkben, altér kódokra ad hasonló
jellemzést:
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4.2. Tétel. Legyen C egy Fnq feletti altér kód. A vevő pontosan akkor tudja az üzene-
tet dekódolni legfeljebb t hibásodás és ρ törlődés után, ha C-ben a kódszavak közötti d
minimális injekt́ıv távolságra teljesül, hogy d > 2t+ ρ.

4.3. Megjegyzés. A tétel álĺıtása ρ = 0 esetén rögtön következik a háromszög-
egyenlőtlenségből.

Eszerint tehát az előző fejezetben definiált két metrika közül az injekt́ıv távolság
alkalmas az altér kódok hibajav́ıtásának a karakterizációjára, az altér távolsággal csak
elégséges feltételt tudunk adni adott mennyiségű hiba kijav́ıtására, felhasználva, hogy
dI ≥ 1

2dS . Azonban nem haszontalan az altér távolság sem: Abban az esetben, amikor
a törlődések és hibásodások együttes számára van felső korlátunk, az altér távolságot
érdemes nézni. Igaz ugyanis a következő:

4.4. Tétel. Legyen C egy Fnq feletti altér kód. Tegyük fel, hogy legfeljebb t hibásodás és
ρ törlődés történhet. Ha C-ben a kódszavak közötti d minimális altér távolságra teljesül,
hogy d > 2(t+ ρ), akkor a vevő dekódolni tudja az üzenetet.

Bizonýıtás. Legyen V ′ := Hk(V). A háromszögegyenlőtlenség szerint

dS(V ,U) ≤ dS(V ,V ′) + dS(V ′,U) ≤ ρ+ t.

Másrészt ha M 6= V , akkor

d ≤ dS(M,V) ≤ dS(M,U) + dS(U ,V)

=⇒ dS(M,U) ≥ d− dS(U ,V) > 2(t+ ρ)− dS(U ,V) ≥ t+ ρ.

Tehát egyetlen olyan altér van, ami a kapott V altértől legfeljebb t+ ρ altér távolságra
van, mégpedig U .

4.2. Felső korlátok

Egy Fq feletti C kódot (n, d)q-kódnak nevezünk, ha n hosszú szavakból áll, és a minimális
Hamming-távolsága d. A(n, d)q jelöli az (n, d)q-kódok maximális méretét. Gq(k, n) egy
részhalmazát [n, d, k]Iq-kódnak nevezzük, ha a minimális injekt́ıv távolság benne d, és

[n, d, k]Sq -kódnak, ha a minimális altér távolság benne d. Mivel minden [n, d, k]Sq -kód

egyben [n, d2 , k]Iq-kód is, a korlátokat csak [n, d, k]Iq-kódokra bizonýıtjuk. A[n, d, k]q jelöli

a [n, d, k]Iq-kódok maximális méretét. Mivel A[n, d, k]q = A[n, d, n − k]q, ezért mindig
feltehetjük, hogy k ≤

⌊
n
2

⌋
.

4.5. Tétel (Gömbpakolási (Hamming-) korlát Fq feletti kódokra, [19]). Legyen d ≤ n.
Ekkor

A(n, d)q ≤
qn∑t

k=0

(
n
k

)
(q − 1)k

,

ahol t =
⌊
d−1
2

⌋
.
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Bizonýıtás. Legyen C egy (n, d)q-kód. Mivel C-ben a minimális távolság d, a kódszavak
köré ı́rt t =

⌊
d−1
2

⌋
sugarú Hamming-gömbök Fnq -ben diszjunktak. Így legfeljebb annyi

kódszó lehet C-ben, ahány diszjunkt Fnq -beli t sugarú Hamming-gömb van. Ezek száma

legfeljebb qn∑t
k=0 (nk)(q−1)k

, ahol t =
⌊
d−1
2

⌋
lehet. A tört számlálójában az Fnq -beli pontok

száma, a nevezőjében pedig egy t sugarú Hamming-gömb térfogata szerepel, amit úgy
kapunk meg, hogy minden 0 ≤ k ≤ t-re összeadjuk a középponttól éppen k távolságra
lévő pontok számát.

4.6. Megjegyzés ([19]). Azon Fq feletti kódok, amelyek a gömbpakolási korlátot
egyenlőséggel teljeśıtik, az ún. perfekt kódok. Ilyenre kevés példa van, ezek egyike a
Hamming-kód, amelyet a következőképpen adhatunk meg: Rögźıtett k esetén legyen
n :=

[
k
1

]
q
, és késźıtsük el azt az M ∈ Fk×nq mátrixot, amelynek oszlopait az Fkq vektortér

n darab egyenesének egy-egy irányvektora alkotja. (Ez a mátrix persze nem egyértelmű.
Egy lehetőség, hogy minden egyenesnek azt az irányvektorát vesszük be a mátrix osz-
lopai közé, amelyben balról az első nemnulla koordináta értéke 1.) Legyen Ham(k, q)
az az n hosszú, (n− k)-dimenziós lineáris kód, amelynek M a paritásellenőrző mátrixa.
Az ı́gy definiált kód valóban perfekt, hiszen elemszáma qn−k, valamint a 2.44 Álĺıtásból
következik, hogy a minimális távolsága 3, ezért a gömbpakolási korlát ebben az esetben

qn

1 + n(q − 1)
=

qn

1 + qk−1
q−1 (q − 1)

=
qn

1 + qk − 1
= qn−k.

A minimális távolság értékéből látszik, hogy a Hamming-kódok 1-hibajav́ıtók.

4.7. Tétel (Gömbpakolási (Hamming-) korlát Grassmann-kódokra, [15]). Legyen d ≤
k ≤ n. Ekkor

A[n, d, k]q ≤

[
n
k

]
q∑t

i=0 q
i2
[
k
i

]
q

[
n−k
i

]
q

,

ahol t =
⌊
d−1
2

⌋
.

Bizonýıtás. Azt kell belátni, hogy az egy rögźıtett V ∈ Gq(k, n) altértől pontosan i in-

jekt́ıv távolságra levő pontok száma qi
2[k
i

]
q

[
n−k
i

]
q
. Ha ez sikerül, akkor az előző bizonýıtás

gondolatmenetével pont a ḱıvánt eredményt kapjuk. Ehhez a következőt igazoljuk:

4.8. Álĺıtás. Legyen k ≤ n, j ≤ n és l ≤ min(j, k). Legyen V ∈ Gq(k, n). Ekkor

|{W ∈ Gq(j, n) : V ∩W ∈ Gq(l, n)}| = q(j−l)(k−l)
[
k

l

]
q

[
n− k
j − l

]
q

.

Bizonýıtás. U = V ∩W-t
[
k
l

]
q
-féleképpen választhatjuk ki. Ezt szeretnénk j-dimenziós

altérré kiegésźıteni. Először választunk U -hoz egy tetszőleges vektort, ami nincs V-ben,
ezt (qn−qk)-féleképpen tehetjük meg. Ezután (qn−qk+1)-féleképpen vehetünk egy újabb
vektort, ami nincs benne az U és az előbb választott vektor által generált k + 1 dimen-
ziós altérben. Ezt addig folytatjuk, amı́g a generált altér j-dimenziós nem lesz. Így
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minden lehetséges kiegésźıtését U -nak annyiszor számoltuk, ahányféleképpen U bázisát
kiegésźıthetjük egy rögźıtett W bázisává, azaz (qj − ql)(qj − ql+1) . . . (qj − qj−1)-szer.
Tehát a megfelelő kiegésźıtések száma

(qn − qk)(qn − qk+1) . . . (qn − qk+j−l−1)
(qj − ql)(qj − ql+1) . . . (qj − qj−1)

= q(j−l)(k−l)
[
n− k
j − l

]
q

.

A 4.7 Tétel bizonýıtásának befejezéséhez a 4.8 Álĺıtásban j = k és l = k−i választást
alkalmazunk.

4.9. Tétel (Singleton-korlát Fq feletti kódokra, [19]). Legyen d ≤ n. Ekkor

A(n, d)q ≤ qn−d+1. (3)

Bizonýıtás. Legyen C egy (n, d)q-kód. Válasszunk ki d − 1 koordinátát és töröljük ki
ezeket a koordinátákat C minden szavából. Az ı́gy keletkező n − d + 1 hosszú szavak
mind különbözőek, mert ha két szóból is ugyanazt kaptuk volna, akkor azok legfeljebb
d − 1 koordinátában térhettek volna el egymástól. Ezért C mérete nem lehet nagyobb
az n− d+ 1 hosszú Fq feletti szavak számánál.

4.10. Megjegyzés ([16]). Azon Fq feletti kódok, amelyek a Singleton-korlátot egyenlő-
séggel teljeśıtik, az ún. MDS-kódok (maximum distance separable codes). Lineáris k-
dimenziós kódok esetén a (3) egyenlőtlenség azzal ekvivalens, hogy k ≤ n− d+ 1. Tehát
egy lineáris k-dimenziós kód akkor lesz MDS-kód, ha a minimális távolsága d = n−k+1.
Ilyen kódok nem minden (n, k) párhoz léteznek. A 2.44 Álĺıtásból következik, hogy adott
n és k természetes számok esetén pontosan akkor létezik Fnq -ben k-dimenziós MDS-
kód, ha PG(n − k − 1, q)-ban létezik n-́ıv, azaz n olyan pont, amelyek közül semelyik
n − k nincs egy hiperśıkban. Ugyanis egy n-́ıv pontjait reprezentáló Fnq -beli vektorok

megfeleltethetők egy M ∈ F(n−k)×nq paritásellenőrző mátrix n darab oszlopának, amelyek
közül bármelyik n− k lineárisan független.

4.11. Tétel (Singleton-korlát Grassmann-kódokra, [15], [18]). Legyen d ≤ k ≤ n. Ekkor

A[n, d, k]q ≤
[
n− d+ 1

k − d+ 1

]
q

.

Bizonýıtás. Legyen C egy [n, d, k]Iq-kód. Az előzőhöz hasonlóan szeretnénk csökkenteni
C dimenzióját. Ehhez bevezetjük az alábbi

”
pontozó” műveletet: Jelölje W az Fnq vek-

torteret, és válasszuk ki W egy W ′ (n − 1)-dimenziós alterét. Rögźıtett V ∈ C esetén
definiáljuk a V ′ := Hk−1(V ∩ W ′) (k − 1)-dimenziós alteret. (Itt Hk−1 az előző sza-
kaszban bevezetett törlő operátor.) Ezt C minden elemére elvégezve kapunk egy (nem
egyértelműen meghatározott) C ′ = {V ′ : V ∈ C} [n − 1, d′, k − 1]q-kódot. Azt álĺıtjuk,
hogy d′ ≤ d − 1. Valóban, mivel U ′ ⊆ U és V ′ ⊆ V , U ′ ∩ V ′ ⊆ U ∩ V is igaz, továbbá
dI(U ,V) ≥ d, ezért

dim(U ′ ∩ V ′) ≤ dim(U ∩ V) ≤ k − d
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=⇒ d′ ≥ dI(U ,V) = (k − 1)− dim(U ′ ∩ V ′) ≥ (k − 1)− (k − d) = d− 1.

Ha ezt a műveletet megismételjük (d− 1)-szer, akkor kapunk egy C ′′ [n− d+ 1, d′′, k −
d+ 1]q-kódot, ahol d′′ ≥ 1, vagyis C ′′ Gq(n− d+ 1, k− d+ 1) csupa különböző elemeiből
áll, és |C ′′| = |C|. Ezért C mérete nem lehet nagyobb Gq(n− d+ 1, k− d+ 1) méreténél,

ami
[
n−d+1
k−d+1

]
q
.

A(n, d, w)q-val jelöljük az olyan Fq feletti kódok maximális méretét, amelyekben min-
den kódszó Hamming-súlya w. Azon kódokat, amelyekre igaz ez a tulajdonság, (n, d, w)q-
kódoknak nevezzük. Ezek a konstans dimenziójú kódok (azaz a Grassmann-kódok) Fq
feletti megfelelői. Nyilvánvaló, hogy ha w < d

2 , akkor A(n, d, w)q = 1.

4.12. Tétel (Johnson-korlát Fq feletti kódokra, [19]). Legyen w ≤ n, d ≤ min(n, 2w).
Ekkor

A(n, d, w)q ≤
⌊
n(q − 1)

w
A(n− 1, d, w − 1)q

⌋
.

Bizonýıtás. Legyen C egy (n, d, w)q-kód. Ha tetszőlegesen rögźıtünk egy 1 ≤ i ≤ n
számot, és egy 0 6= x ∈ Fq elemet – amit n(q − 1)-féleképpen tehetünk meg –, akkor
legfeljebb A(n− 1, d, w − 1)q olyan kódszó lehet C-ben, aminek az i. koordinátája x, és
minden kódszóban w nemnulla koordináta van.

4.13. Következmény. Legyen w ≤ n, d ≤ min(n, 2w). Ekkor

A(n, d, w)q ≤

⌊
n(q − 1)

w

⌊
(n− 1)(q − 1)

w − 1

⌊
. . .

⌊
(n− w +

⌈
d
2

⌉
)(q − 1)⌈

d
2

⌉ ⌋
. . .

⌋⌋⌋
.

4.14. Tétel (Johnson-korlát Grassmann-kódokra, [11]). Legyen d ≤ k ≤ n. Ekkor

A[n, d, k]q ≤
⌊
qn − 1

qk − 1
A[n− 1, d, k − 1]q

⌋
.

Bizonýıtás. Legyen C egy [n, d, k]Iq-kód. Ha tetszőlegesen rögźıtünk a tér qn−1
q−1 egyenese

közül egyet, akkor arra legfeljebb A[n−1, d, k−1]q C-beli kódszó illeszkedhet, és minden

kódszó qk−1
q−1 egyenest tartalmaz.

4.15. Következmény. Legyen d ≤ k ≤ n. Ekkor

A[n, d, k]q ≤
⌊
qn − 1

qk − 1

⌊
qn−1 − 1

qk−1 − 1

⌊
. . .

⌊
qn−k+d − 1

qd − 1

⌋
. . .

⌋⌋⌋
.

Bizonýıtás. Elég belátni, hogy A[n−k+d, d, d]q ≤
⌊
qn−k+d−1
qd−1

⌋
. Az, hogy egy d dimenziós

alterekből álló kódban a minimális injekt́ıv távolság d, azt jelenti, hogy az alterek csak
az origóban metszik egymást. Ezeket tekinthetjük PG(n−k+d−1, q) diszjunkt (d−1)-
dimenziós projekt́ıv altereinek is. Ezért a számuk legfeljebb akkora, mint ha elosztjuk
PG(n− k + d− 1) pontjainak számát egy (d− 1)-dimenziós projekt́ıv altér pontjainak
számával.
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4.16. Megjegyzés. A 4.15 Következményt azért mondtuk ki ebben a formában, mert
az volt a célunk, hogy az Fq feletti kódokra vonatkozó 4.13 Következménnyel analóg
álĺıtást ı́rjunk fel. Azonban a fenti bizonýıtásban szereplő felső becslésnél általában jobbat
is tudunk adni A[n − k + d, d, d]q-re, sőt ennek a pontos értékét is ismerjük, ahogy azt
majd látni fogjuk később, a részleges befedésekről szóló alfejezetben.

4.3. Alsó korlátok

4.17. Tétel (Gömbbefedési (Gilbert–Varshamov-) korlát Fq feletti kódokra, [19]). Le-
gyen d ≤ n. Ekkor

A(n, d)q ≥
qn∑d−1

j=0

(
n
j

)
(q − 1)j

.

Bizonýıtás. Legyen C egy maximális (n, d)q-kód, azaz |C| = A(n, d)q. Vegyünk egy
tetszőleges x ∈ Fnq elemet. Ehhez tudunk találni legalább egy olyan cx ∈ C kódszót,
amelyre dH(x, cx) ≤ d − 1. Ugyanis ha az x ∈ Fnq \C elemhez nem lenne ilyen cx, akkor
x-et bevehetnénk C-be úgy, hogy az még mindig (n, d)q-kód maradna, ami ellentmond
C maximalitásának. Tehát

Fnq =
⋃
c∈C

BH,d−1(c),

ahol BH,d−1(c) a c középpontú, d−1 sugarú Hamming-gömböt jelöli. Láttuk, hogy ennek

a térfogata a középponttól függetlenül
∑d−1

j=0

(
n
j

)
(q − 1)j . Vagyis azt kaptuk, hogy

qn = |Fnq | =
∣∣ ⋃
c∈C

BH,d−1(c)
∣∣ ≤∑

c∈C
|BH,d−1(c)| = A(n, d)q

d−1∑
j=0

(
n

j

)
(q − 1)j .

Ez pedig átrendezve pont a bizonýıtandó álĺıtás.

Ha az előző érvelésben Fnq -t Gq(k, n)-re, a Hamming-távolságot pedig az injekt́ıv
távolságra cseréljük, akkor a Grassmann-kódokra kapunk egy hasonló korlátot:

4.18. Tétel (Gömbbefedési (Gilbert–Varshamov-)korlát Grassmann-kódokra, [15]). Le-
gyen d ≤ k ≤ n. Ekkor

A[n, d, k]q ≥

[
n
k

]
q∑d−1

i=0 q
i2
[
k
i

]
q

[
n−k
i

]
q

.

Altér kódok esetében a legjobb ismert alsó korlátok konstrukciókból származnak.
Ilyenekre fogunk látni példákat a következő fejezetben.
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5. Konstrukciók

5.1. Mátrix kódok felemelése

Amint azt már a Bevezetésben is emĺıtettük, az altér kódok azért hasznosak, mert nem
koherens hálózati kódolásnál – ami majdnem olyan hatékony, mint a koherens változat,
viszont bizonyos szempontból praktikusabb – az üzenet alkotta mátrixnak a sortere
az, ami invariáns marad a kommunikáció során. Ha viszont a kommunikációban részt
vevő felek ismerik a hálózat belső szerkezetét, vagyis a küldött csomagokon végzett
műveleteket, akkor a vevő ennek ismeretében magát a küldött mátrixot is dekódolhatja.
Ilyenkor mátrix kódokat érdemes alkalmazni. Ezeket rank-metric kódoknak is h́ıvják,
utalva arra, hogy hogyan mérjük bennük a kódszavak távolságát:

5.1. Defińıció. Legyenek A,B ∈ Fk×mq . Az A és B rang távolsága

dR(A,B) = rk(A−B).

5.2. Álĺıtás. A rang távolság metrika az összes Fk×mq -beli mátrixok halmazán.

Bizonýıtás. Egy mátrix rangja nemnegat́ıv szám, a nullmátrixé 0, és minden tőle különböző
mátrixé nagyobb, mint 0. A (−1)-gyel való szorzás nem változtat a rangon, ezért dR
szimmetrikus. Ezen ḱıvül

rk(A− C) = rk((A−B) + (B − C)) ≤ rk(A−B) + rk(B − C)

is teljesül, mivel tetszőleges U, V ∈ Fk×mq mátrixokra rs(U+V ) ⊆ rs(U)+rs(V ), és ebből
valamint a dimenzióformulából következik, hogy

dim(rs(U + V )) ≤ dim(rs(U) + rs(V )) ≤ dim(rs(U)) + dim(rs(V )).

Legyen M ⊆ Fk×(n−k)q egy mátrix kód. Ebből elkésźıthetjük az alábbi k-dimenziós
Grassmann-kódot:

G := {rs([Ik|A]) : A ∈M} ⊆ Gq(k, n).

Ez az eljárás az M kód felemelése. Az alábbi lemma azt mutatja, hogy a felemelt kód
az eredeti kóddal izometrikus:

5.3. Lemma. Legyen U, V ∈ Fk×(n−k)q , U = rs([Ik|U ]) és V = rs([Ik|V ]). Ekkor

dI(U ,V) = dR(U, V ).

Bizonýıtás. Tekintsük az

[
Ik U

Ik V

]
mátrixot, melynek sortere U + V . Ez elemi sor-

transzformációs lépésekkel

[
Ik U

0 V − U

]
alakra hozható. U + V dimenziója ennek a

mátrixnak a rangjával egyenlő, ami k + rk(V − U). Tehát

dI(U ,V) = dim(U + V)− k = rk(V − U) = dR(U, V ).
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5.4. Álĺıtás (Singleton-korlát mátrix kódokra). Legyen 1 ≤ d ≤ min(k,m). Legyen
M ⊆ Fk×mq egy mátrix kód, melyben a kódszavak között fellépő minimális rang távolság
d. Ekkor M maximális mérete legfeljebb

min(qm(k−d+1), qk(m−d+1)).

Bizonýıtás. Feltehetjük, hogy k ≤ m, ugyanis ha transzponáljuk az összesM -beli mátrixot,
akkor nem változik a rang távolságuk. Azt kell belátnunk, hogy |M | ≤ qm(k−d+1). M -
et tekinthetjük egy Fqm feletti k hosszú kódnak, melynek minimális távolsága legalább
d. Ugyanis ha lenne két mátrix M -ben, amelyeknek legfeljebb d− 1 különböző sora van
(vagyis legalább k−d+1 sorukban megegyeznek), akkor a különbségük rangja legfeljebb
k− (k− d+ 1) = d− 1 lehetne. Alkalmazva a 4.9 Tételt a ḱıvánt eredményt kapjuk.

5.5. Defińıció. Azon M ⊆ Fk×mq mátrix kódokat, amelyek a fenti egyenlőtlenséget
egyenlőséggel teljeśıtik, MRD-kódoknak (maximum rank distance codes) nevezzük.

5.6. Megjegyzés. Eszerint tehát az MRD-kódok speciális MDS-kódok.

Az alábbi álĺıtás bizonýıtása megtalálható a [18] cikkben:

5.7. Álĺıtás. Tetszőleges 1 ≤ d ≤ min(k,m) egész számok esetén létezik olyan M ⊆
Fk×mq MRD-kód, amelyben a kódszavak között fellépő minimális rang távolság d.

Az MRD-kódokból pedig felemeléssel késźıthetünk altér kódokat, ı́gy ezek maximális
méretére a következő alsó korlát adódik:

5.8. Következmény. A[n, d, k]q ≥ min(q(n−k)(k−d+1), qk(n−k−d+1)).

5.2. A[n, k, k]q és a véges projekt́ıv terek (részleges) befedései

A 2.26 Tétel szerint PG(n − 1, q)-nak pontosan akkor létezik (k − 1)-befedése, ha k|n.
Ebben az esetben egy (k−1)-befedés PG(n−1, q)-ban tekinthető egy maximális [n, k, k]Iq-
kódnak, amelynek a számossága ekkor

A[n, k, k]q =

[
n
1

]
q[

k
1

]
q

.

PG(n − 1, q) egy részleges (k − 1)-befedése pedig egy (nem szükségképpen maximális)
[n, k, k]Iq-kód. Így ezeknek a véges geometriában már régóta tanulmányozott objektu-
moknak az elmélete újabb motivációt nyert az altér kódoknak köszönhetően.

Jelölje µq(n, k) = A[n, k, k]q a PG(n−1, q)-beli (k−1)-befedések maximális méretét.
Az előzőek szerint n ≡ 0 mod k esetén ismerjük µq(n, k) értékét. Mit mondhatunk
akkor, ha n ≡ r mod k tetszőleges 1 ≤ r ≤ k − 1 egész számra? Ki fog derülni, hogy
ilyenkor is a legtöbb n, q és k paraméterérték esetén meg tudjuk mondani µq(n, k) értékét,
ugyanis igaz a következő tétel:
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5.9. Tétel. Legyen 0 ≤ r < k ≤
⌊
n
2

⌋
, és tegyük fel, hogy n ≡ r mod k. Ekkor ha

k >

[
r

1

]
q

, (4)

akkor a PG(n− 1, q)-beli (k − 1)-befedések maximális mérete

µq(n, k) =
qn − qk+r

qk − 1
+ 1. (5)

A Tételt két lépésben fogjuk igazolni: Egyrészt megadunk egy qn−qk+r
qk−1 + 1 méretű

részleges befedést PG(n − 1, q)-ban (ehhez még nem lesz szükségünk a (4) feltételre),
másrészt bebizonýıtjuk, hogy ennél nagyobb részleges befedés nem létezhet a PG(n−1, q)
térben. Lássuk először a konstrukciót.

5.10. Lemma. PG(n−1, q)-nak létezik egy olyan qn−k méretű részleges (k−1)-befedése,
amely pontosan az

S = {x ∈ Fnq : x1 = x2 = · · · = xk = 0}

(n−k)-dimenziós Fnq -beli altérnek megfelelő (n−k− 1)-dimenziós projekt́ıv altéren ḱıvül
eső pontokat fedi.

Bizonýıtás. Tekintsük az Fqn−k testet, ami egy (n − k)-dimenziós vektortér Fq felett.
Rögźıtsük ennek a vektortérnek egy bázisát, és minden α ∈ Fqn−k elemre tekintsük az
alábbi Fq-lineáris leképezést:

M(α) : Fqn−k → Fqn−k
x 7→ αx

Ezeket a leképezéseket a rögźıtett bázisban feĺırva Fq feletti (n−k)×(n−k)-as mátrixokkal
reprezentálhatjuk. Jelöljük D-vel ezen mátrixok halmazát. Világos, hogy tetszőleges
α, β ∈ Fqn−k elemekre M(α + β) = M(α) + M(β), M(αβ) = M(α)M(β), valamint
M(1) = In−k. Ebből következik, hogy a D-beli mátrixok közül M(0)-t kivéve mind-
egyik invertálható ((M(α))−1 = M(α−1)), és D bármely két különböző elemének a rang
távolsága n − k, hiszen ha α 6= β két különböző testelem Fqn−k -ban, akkor rk(M(α) −
M(β)) = rk(M(α− β)) = n− k.

Tekintsük azt a D ′ mátrix kódot, amelyet úgy kapunk, hogy D elemeinek az utolsó n−
2k ≥ 0 sorát töröljük. Ekkor D ′ mérete qn−k, minimális rang távolsága pedig k. Késźıtsük
el ennek a kódnak a felemeltjét az előző szakaszban ismertetett módon. Ekkor az 5.3
Lemma szerint egy olyan Grassmann-kódhoz jutunk, melynek dimenziója és minimális
injekt́ıv távolsága is k, erről pedig már láttuk, hogy egy (k − 1)-befedésnek felel meg
PG(n− 1, q)-ban.

A felemeléssel kapott kódban szereplő alterek nyilván csak S-en ḱıvüli pontokat tar-
talmazhatnak, hiszen minden alteret előálĺıtó mátrix első k oszlopában az egységmátrix
áll, tehát ezek az oszlopok lineárisan függetlenek. Belátjuk, hogy minden S-en ḱıvül eső
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pont fedve van. Valóban, legyen p ∈ Fnq \S tetszőleges. Ekkor p = (a|b) alakú, ahol

a ∈ Fkq\{0} és b ∈ Fn−kq . Vegyük észre, hogy ha X 6= X ′ két mátrix D ′-ben, akkor
aX 6= aX ′, ugyanis X −X ′ teljes rangú, ı́gy aX − aX ′ = a(X −X ′) nem lehet 0. Ezért
az {aX : X ∈ D ′} halmaz számossága megegyezik D ′ számosságával, ami qn−k, vagyis
minden n − k hosszú Fq feletti vektor előáll aX alakban. Speciálisan b is előáll, tehát
létezik egy olyan D ∈ D ′, amellyel aD = b. Ekkor viszont p előáll az (Ik|D) mátrix
sorainak lineáris kombinációjaként. (A lineáris kombinációban szereplő együtthatókat az
a komponensei adják meg.)

A fenti lemma seǵıtségével most már elkésźıthetjük a megfelelő méretű befedést:

5.11. Tétel. Legyen 0 ≤ r < k ≤
⌊
n
2

⌋
és n ≡ r mod k. Ekkor PG(n− 1, q)-nak létezik

qn − qk+r

qk − 1
+ 1

méretű részleges (k − 1)-befedése.

Bizonýıtás. Legyen n = tk + r. Az 5.10 Lemmát használva t szerinti teljes indukcióval
belátjuk, hogy létezik PG(n− 1, q)-nak

1 +
t−1∑
i=1

qik+r

méretű részleges (k − 1)-befedése. A t = 1 esetből indulunk ki. Ekkor az az álĺıtásunk,
hogy k ≤ n < 2k esetén ki tudunk választani PG(n − 1, q)-ban egy (k − 1)-dimenziós
alteret, ami nyilván teljesül. Az indukciós lépéshez tegyük fel, hogy van PG(n−k−1, q)-
ban egy

1 +

t−2∑
i=1

qik+r

méretű részleges (k−1)-befedésünk. Ebből úgy kapjuk a PG(n−1, q) tér megfelelő méretű
befedését, hogy az 5.10 Lemmában szereplő S altérnek megfelelő projekt́ıv altérben, ami
izomorf PG(n− k − 1, q)-val, vesszük az indukciós feltevés miatt létező altereket, és ezt
kiegésźıtjük azzal a qn−k = q(t−1)k+r darab altérrel, amelyek a Lemma szerint az S-en
ḱıvül eső pontokat fedik. Végül használjuk fel, hogy

t−1∑
i=1

qik+r =
qn − qk+r

qk − 1
.

Az (5) egyenlet másik irányú egyenlőtlenségének igazolásához először bevezetjük az
altér part́ıciók fogalmát.
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5.12. Defińıció. Az Fnq vektortér nemtriviális altereinek egy P rendszerét Fnq altér
part́ıciójának nevezzük, ha Fnq minden 0-tól különböző pontja pontosan egy P-beli
altérben van benne. Tegyük fel, hogy a P-ben szereplő alterek dimenzióiként a ds >
· · · > d1 számok fordulnak elő, és az i-dimenziós alterek száma P-ben ni. Ekkor azt
mondjuk, hogy a P part́ıció [d

nds
s , . . . , d

nd1
1 ]-t́ıpusú.

5.13. Megjegyzés. Ha adott egy nk méretű részleges (k − 1)-befedése PG(n − 1, q)-
nak, akkor abból elkésźıthetjük az Fnq vektortér egy [knk , 1n1 ]-t́ıpusú altér part́ıcióját,
ha a befedésből kimaradó pontoknak megfelelő egyeneseket egyesével hozzávesszük a
befedésben szereplő projekt́ıv altereknek megfelelő k-dimenziós alterek halmazához.

Szükségünk lesz még a következő jelölésekre: Ha P egy [d
nds
s , . . . , d

nd1
1 ]-t́ıpusú altér

part́ıciója Fnq -nek, akkor a H hiperśıkra jelölje bH,d a H által tartalmazott d-dimenziós
alterek számát P-ben, és legyen bH = [bH,ds , . . . , bH,d1 ] a H hiperśık t́ıpusa. Legyen

B := {bH : H hiperśık Fnq -ben}.

Továbbá ha b ∈ B, akkor jelölje sb a b-t́ıpusú Fnq -beli hiperśıkok számát.
Most már megfogalmazhatjuk a bizonýıtáshoz szükséges lemmát.

5.14. Lemma. Ha P egy [d
nds
s , . . . , d

nd1
1 ]-t́ıpusú altér part́ıciója Fnq -nek, akkor

1. Fnq minden H hiperśıkjára

|P| = 1 +
s∑
i=1

bH,diq
di .

2. ∑
b∈B

sb =

[
n

1

]
q

,

és Fnq minden d-dimenziós alterére∑
b∈B

bdsb = nd

[
n− d

1

]
q

.

Bizonýıtás.

1. Egy k-dimenziós altérnek qk − 1 nemnulla pontja van. Mivel P part́ıció, Fnq nem-
nulla vektorainak a száma

qn − 1 =

s∑
i=1

ndi(q
di − 1). (6)

Számoljuk össze a H hiperśık 0-tól különböző pontjait is két részre bontva aszerint,
hogy olyan P-beli altérben vannak-e, amelyet tartalmaz H, vagy sem. (Ha H nem
tartalmaz egy k-dimenziós alteret, akkor az azzal vett metszete (k−1)-dimenziós.)

s∑
i=1

bH,di(q
di − 1) +

s∑
i=1

(ndi − bH,di)(q
di−1 − 1) = qn−1 − 1.
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Ezt átrendezve, és felhasználva a (6) összefüggést azt kapjuk, hogy

q − 1

q

s∑
i=1

bH,diq
di +

q − 1

q
=
q − 1

q
− 1 + qn−1 −

s∑
i=1

ndi(q
di−1 − 1) =

=
q − 1

q
− 1 + qn−1 − qn + 1 +

q − 1

q
(qn − 1) +

q − 1

q

s∑
i=1

ndi =
q − 1

q

s∑
i=1

ndi .

Ezt q−1
q -val osztva pont a ḱıvánt eredmény adódik, hiszen

∑s
i=1 ndi = |P|.

2. Az első egyenlőség rögtön következik abból, hogy az Fnq -beli hiperśıkok száma[
n
n−1
]
q

=
[
n
1

]
q
. Másrészt mivel minden d-dimenziós altér

[
n−d
n−1−d

]
q

=
[
n−d
1

]
q

hi-

perśıkban van benne (lásd 2.3 Álĺıtás), ha kétféleképpen megszámoljuk az olyan
párokat, amelyek egy P-beli d-dimenziós altérből és egy azt tartalmazó Fnq -beli hi-
perśıkból állnak, pont a második egyenlőséget kapjuk. (A baloldalon a hiperśıkok
t́ıpusai szerint csoportośıtva végezzük a leszámlálást.)

Vezessük be még az

l =
qn−k − qr

qk − 1

jelölést. Ezzel (5) jobb oldala lqk + 1 alakra egyszerűsödik. A tételünket ı́gy a követ-
kezőképpen fogalmazhatjuk meg:

5.15. Tétel. Legyen 0 ≤ r < k ≤
⌊
n
2

⌋
és n ≡ r mod k. Ha k >

[
r
1

]
q
, akkor a PG(n −

1, q) tér (k − 1)-befedéseinek maximális mérete

µq(n, k) ≤ lqk + 1.

Bizonýıtás. Minden i ≥ 1 egész szám esetén legyen

δi :=
qi − 2qi−1 + 1

q − 1
.

Indirekt bizonýıtunk. Tegyük fel, hogy létezik PG(n − 1, q)-nak egy lqk + 2 méretű
(k − 1)-befedése. Ekkor az 5.13 Megjegyzés szerint létezik Fnq -nek egy [knk , 1n1 ]-t́ıpusú
altér part́ıciója, ahol

n1 =
qn − 1

q − 1
−
(
qn − qr+k

qk − 1
+ 2

)
qk − 1

q − 1
=

([
r

1

]
q

− 1

)
qk + δk+1.

Jelöljük ezt a part́ıciót P0-lal.
Azt álĺıtjuk, hogy ekkor minden 0 ≤ j ≤

[
r
1

]
q
− 1 egész szám esetén létezik Fn−jq -nek

egy olyan Pj altér part́ıciója, amelynek t́ıpusa

[kmj,k , (k − 1)mj,k−1 , . . . , (k − j)mj,k−j , 1mj,1 ],
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ahol 0 ≤ mj,k, . . . ,mj,k−j olyan egész számok, amelyekre teljesül, hogy

k∑
i=k−j

mj,i = nk = lqk + 2 és

mj,1 = cjq
k−j + δk+1−j

alkalmas 0 ≤ cj ≤
[
r
1

]
q
− 1− j egész számmal.

Ezt teljes indukcióval bizonýıtjuk. j = 0-ra P0 megfelel a feltételeknek. Tegyük fel,
hogy valamely 0 ≤ j ≤

[
r
1

]
q
−1 számra adott egy Pj altér part́ıciója Fn−jq -nek a megadott

tulajdonságokkal. Az 5.14 Lemma 2. pontja szerint Fn−jq hiperśıkjaira bH,1 átlagos értéke

b1 =
mj,1

[
n−1−j

1

]
q[

n−j
1

]
q

= (cjq
k−j + δk+1−j)

(
qn−1−j − 1

qn−j − 1

)
< cjq

k−j−1 + δk−j .

Ebből következik, hogy létezik olyan Hj+1 hiperśık, amelyre

bHj+1 < cjq
k−j−1 + δk−j . (7)

Legyen
Pj+1 := {W ∩Hj+1 : W ∈Pj}.

Mivel a Hj+1 hiperśık izomorf Fn−j−1q -gyel, ezzel az Fn−j−1q vektortérnek egy altér
part́ıcióját kapjuk. Ez teljeśıti a ḱıvánt tulajdonságokat:

• Ha a W alteret elmetsszük egy hiperśıkkal, a dimenziója 0-val vagy 1-gyel csökken.
Továbbá abból, hogy j + 1 <

[
r
1

]
q
< k, következik, hogy k − j > 2. Így a Pj+1

t́ıpusa
[kmj+1,k , (k − 1)mj+1,k−1 , . . . (k − j − 1)mj+1,k−j−1 , 1mj+1,1 ].

• Mivel Pj-ben nem voltak 2-dimenziós alterek, az egynél nagyobb dimenziókhoz
tartozó multiplicitások összege nem változik:

k∑
i=k−j−1

mj+1,i =
k∑

i=k−j
mj,i = nk.

• Az 5.14 Lemma 1. pontja szerint

1 + bHj+1,1q +
k∑

i=k−j
bHj+1,iq

i = |Pj | = nk +mj,1 =

= lqk + 2 + cjq
k−j + δk+1−j = 1 + lqk + cjq

k−j + qδk−j .

(8)

Az utolsó egyenlőségnél felhasználtuk, hogy 1 + δi+1 = qδi. (8) elejéből és végéből
is 1-et kivonva, majd mindkét oldalt q-val osztva azt kapjuk, hogy

bHj+1,1 +
k∑

i=k−j
bHj+1,iq

i−1 = lqk−1 + cjq
k−j−1 + δk−j .
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=⇒ bHj+1,1 ≡ δk−j mod qk−j−1.

(A defińıcióból következik, hogy 0 < δi < qi−1.) Eszerint tehát létezik egy olyan
cj+1 egész szám, amivel

mj+1,1 = bHj+1,1 = cj+1q
k−j−1 + δk−j ,

és erre (7) miatt teljesül, hogy 0 ≤ cj+1 ≤ cj ≤
[
r
1

]
q
− 2− j.

Azt kaptuk tehát, hogy j =
[
r
1

]
q
− 1-re is létezik egy ilyen altér part́ıció. Ebből

szeretnénk ellentmondásra jutni.
Vegyük észre, hogy ekkor a Pj-hez tartozó cj = 0, és ezért mj,1 = δk+1−j . Írjuk fel

ebben a part́ıcióban is a hiperśıkokra bH,1 átlagos értékét az 5.14 Lemma 2. pontjának
seǵıtségével:

b1 =
mj,1

[
n−j−1

1

]
q[

n−j
1

]
q

= δk+1−j
qn−j−1 − 1

qn−j − 1
< δk−j .

Ebből következik, hogy létezik egy olyan H∗ hiperśık Fn−jq -ben, amelyre

bH∗,1 < δk−j . (9)

Feĺırva ismét az 5.14 Lemma 1. pontját, majd ugyanazokat a műveleteket elvégezve,
mint az indukciós lépésnél, azt kapjuk, hogy

bH∗,1 ≡ δk−j mod qk−j−1.

Ebből viszont k − j − 1 ≥ 1 miatt az adódik, hogy bH∗,1 ≥ δk−j , ami ellentmond a (9)
egyenlőtlenségnek. Ezért nem létezhet PG(n− 1, q)-nak lqk + 2 méretű (k− 1)-befedése,
és ezt szerettük volna belátni.

5.16. Megjegyzés. Ha a (4) feltétel nem teljesül, akkor nem igaz az 5.9 Tétel álĺıtása.
A [6] cikkben a szerzők megmutatták, hogyA[8, 3, 3]2 = 34, ami nagyobb az 5.15 Tételből
adódó 33-nál.

5.3. [6, 2, 3]Iq-kód q6 + 2q2 + 2q + 1 elemmel

Ebben a szakaszban mutatunk még egy szép példát arra, hogy hogyan lehet geometriai
módszereket felhasználva nagy elemszámú Grassmann-kódot konstruálni. Az egyik fon-
tos fogalom, amire szükségünk lesz, a Klein-megfeleltetés. Ehhez tekintsük a PG(3, q)-beli
projekt́ıv egyenesek 3.5 Példában bevezetett Plücker-koordinátáit. Legyenek p01, p02, p03,
p23, p31, p12 ∈ Fq nem mind 0 testelemek. Ekkor a (p01, p02, p03, p23, p31, p12) hatoshoz
pontosan akkor létezik olyan egyenes, amelynek ezek a Plücker-koordinátái, ha

p01p23 + p02p31 + p03p12 = 0. (10)

Ha a (10) egyenletre egy kicsit máshogy nézünk, akkor észrevehetjük, hogy ez egy
másodrendű felületet ı́r le a PG(5, q) térben.
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5.17. Defińıció. Tekintsük a PG(5, q) térben az X0X3 +X1X4 +X2X5 = 0 homogén
másodfokú egyenlet által léırt hiperbolikus kvádrikát. Ez az ún. Klein-kvádrika. Az
előzőek szerint ennek pontjai kölcsönösen egyértelmű megfeleltetésben állnak a PG(3, q)
tér egyeneseivel. Ezt nevezzük Klein-megfeleltetésnek.

A Klein-megfeleltetés (számunkra) legfontosabb tulajdonságait foglalja össze az alábbi
álĺıtás:

5.18. Álĺıtás ([9], Sect. 15.4).

• A Klein-kvádrika minden pontjának egy egyenes felel meg PG(3, q)-ban.

• A Klein-kvádrika által tartalmazott minden egyenes q + 1 pontjának q + 1 egyenes
felel meg PG(3, q)-ban, amelyek egy ponton mennek át és egy śıkban vannak.

• A Klein-kvádrika által tartalmazott minden śık q2 + q + 1 pontjának q2 + q + 1
egyenes felel meg PG(3, q)-ban, amelyek vagy egy ponton mennek át, vagy egy
śıkban vannak. Azokat a Klein-kvádrikán levő śıkokat, amelyeknek egy śıkban levő
PG(3, q)-beli egyenesek felelnek meg, görög śıkoknak, azokat, amelyeknek egy pon-
ton átmenők, latin śıkoknak nevezzük.

• Bármely két görög śık, illetve bármely két latin śık egy pontban metszi egymást.
Egy görög és egy latin śık metszete vagy egy egyenes, vagy üres halmaz.

• Vegyünk egy olyan śıkot PG(5, q)-ban, aminek a Klein-kvádrikával vett metszete egy
kúpszeletet határoz meg. Minden ı́gy keletkező kúpszelet q+1 pontjának q+1 egyenes
felel meg PG(3, q)-ban, amelyek egy hiperbolikus kvádrika egyik regulusát alkotják.
Ha π és π⊥ két olyan śık, amelyek a Klein-kvádrikára nézve egymás polárisai,
akkor az ezek által a felületből kimetszett kúpszeleteknek megfelelő két PG(3, q)-beli
egyenessereg ugyanazon hiperbolikus kvádrika két ellentétes regulusát adja. Ekkor
π és π⊥ nem metszi egymást.

• A PG(3, q) térben egy elliptikus kongruencia egyeneseinek egy elliptikus kvádrika
felel meg PG(5, q)-ban, amely egy olyan 3-dimenziós térnek a Klein-kvádrikával
vett metszeteként áll elő, melynek poláris egyenese elkerüli a Klein-kvádrikát.

• A PG(3, q) térben egy hiperbolikus kongruencia egyeneseinek egy hiperbolikus kvádri-
ka felel meg PG(5, q)-ban, amely egy olyan 3-dimenziós térnek a Klein-kvádrikával
vett metszeteként áll elő, melynek poláris egyenese a Klein-kvádrikának szelője.

• A PG(3, q) térben egy parabolikus kongruencia egyeneseinek egy másodrendű kúp
felel meg PG(5, q)-ban, amely egy olyan 3-dimenziós térnek a Klein-kvádrikával
vett metszeteként áll elő, melynek poláris egyenese érinti a Klein-kvádrikát.

Olyan kódot szeretnénk konstruálni, amelyben a szavak az Fq feletti 6-dimenziós
vektortér 3-dimenziós alterei, és a közöttük fellépő minimális injekt́ıv távolság 2. Ez azt
jelenti, hogy minden U ,V ∈ C-re

max(dim(U),dim(V))− dim(U ∩ V) ≥ 2⇐⇒ 3− dim(U ∩ V) ≥ 2⇐⇒ dim(U ∩ V) ≤ 1.
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Azaz a C-ben szereplő alterek metszete legfeljebb 1-dimenziós lehet. Ha most ugyanezek-
re az alterekre projekt́ıv alterekként tekintünk, akkor ezt úgy fogalmazhatjuk át, hogy
olyan śıkokat szeretnénk megadni PG(5, q)-ban, amelyek páronként legfeljebb egy pont-
ban metszik egymást. Ha sikerül megadnunk q6 + 2q2 + 2q + 1 ilyet, akkor a következő
alsó korlátot kapjuk:

5.19. Tétel. q6 + 2q2 + 2q + 1 ≤ A[6, 2, 3]q.

5.20. Megjegyzés. A maximális [6, 2, 3]Iq-kód méretére a Johnson-korlátból (4.14 Tétel)
és az Aq(n, k, k)-ra vonatkozó eredményből (5.9 Tétel) az A[6, 2, 3]q ≤ (q3 + 1)2 felső
becslés adódik.

Ezeket az altereket úgy adjuk meg, hogy először PG(3, q)-beli struktúrákat veszünk,
majd ezekre alkalmazzuk a Klein-megfeleltetést, hogy PG(5, q)-beli śıkokat kapjunk.

Vegyünk először egy rögźıtett π śıkot PG(3, q)-ban.

5.21. Lemma. Ebben a śıkban létezik q2+q+1 kúpszelet, amelyek páronként egy pontban
metszik egymást.

Bizonýıtás. A 2.31 Tétel szerint PG(2, q) ciklikus modelljében az egyenesek inverzei
kúpszeletek. Így az összes π-beli egyenes inverzét véve q2 + q + 1 kúpszeletet kapunk,
és ezek páronként egy pontban metszik egymást, éppen úgy, ahogy a hozzájuk tartozó
egyenesek is.

5.22. Lemma. Minden π-beli kúpszelethez létezik q3(q−1)
2 hiperbolikus kvádrika PG(3, q)-

ban, ami tartalmazza a kúpszeletet.

Bizonýıtás. Ismert, hogy 5 általános helyzetű pont meghatároz egy kúpszeletet PG(2, q)-
ban, továbbá 3 páronként kitérő egyenes meghatároz egy hiperbolikus kvádrikát PG(3, q)-
ban. Legyen C tetszőleges kúpszelet π-ben, és rögźıtsünk rajta 5 pontot. Olyan hiper-
bolikus kvádrikákat fogunk megadni, amelyek tartalmazzák ezt az 5 pontot. Mivel egy
ilyen felületnek a π-vel vett metszete egy olyan másodrendű görbe, ami tartalmazza
a rögźıtett 5 pontunkat, a metszet csak C lehet. Válasszunk ki az 5 pont közül 2-t,
jelöljük őket P -vel és R-rel. P -n át (q2 + q + 1) − (q + 1) = q2 olyan PG(3, q)-beli
egyenes halad, ami nincs benne π-ben. Ha rögźıtünk egy ilyen e egyenest, akkor R-en át
(q2 + q+ 1)− (q+ 1)− q = q(q− 1) olyan egyenes halad, ami nincs benne π-ben és nem
metszi e-t. (Azaz nincs benne az R és e által generált śıkban sem.) Ebből az adódik,
hogy összesen q3(q − 1) -féleképpen adható meg két kitérő egyenes, amelyek közül az
egyik P -ben, a másik Q-ban metszi a π śıkot. Rögźıtsünk egy ilyen egyenespárt, legyen
e és f a két egyenes.

Ha adott a térben két kitérő egyenes és egy azokra nem illeszkedő pont, akkor
egyértelműen létezik egy olyan egyenes, amely áthalad a ponton, és elmetszi mindkét
egyenest. Húzzuk meg ezeket az egyértleműen létező szelő egyeneseket e-hez és f -hez a
kúpszeleten eredetileg rögźıtett maradék 3 pontból. Az ı́gy kapott 3 páronként kitérő
egyeneshez egyértelműen létezik egy őket tartalmazó hiperbolikus kvádrika. Ez nyilván
tartalmazza a 3 pontot C -n, valamint P -t és R-et is, mivel az ezeken átmenő e és f
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egyenesek mind a 3 alkotó egyenest metszik, ı́gy a kvádrika egyik regulusához tartoznak.
Tehát q3(q− 1) C -t tartalmazó hiperbolikus kvádrikát kaptunk, de mindegyiket kétszer
számoltuk, mert egy kvádrikában P -n és R-en keresztül is 2 olyan egyenes van, ami a
felületen halad, és ezek 2 kitérő egyenespárt alkotnak.

Vegyünk tehát π-ben q2+q+1 egymást páronként egy pontban metsző kúpszeletet, és

vegyünk mindegyikhez q3(q−1)
2 rajta átmenő hiperbolikus kvádrikát. Legyen a kiválasztott

kúpszeletek halmaza K , a hiperbolikus kvádrikáké pedig H . Így összesen q6−q3
2 hiperbo-

likus kvádrikát választottunk ki. Mindegyikhez két regulus tartozik, ı́gy kapunk összesen
q6 − q3 regulust. Ezeknek PG(5, q)-ban q6 − q3 olyan kúpszelet felel meg, amelyeket a
Klein-kvádrikából egy-egy PG(5, q)-beli śık metsz ki. Jelölje ezen śıkok halmazát L1.

5.23. Álĺıtás. L1 elemei páronként legfeljebb egy pontban metszik egymást.

Bizonýıtás. Először is vegyük észre, hogy ha két H -beli hiperbolikus kvádrika nem
ugyanarra a π-beli kúpszeletre illeszkedik, akkor mindkettőn egy-egy regulust véve leg-
feljebb egy olyan egyenes létezhet, amely mindkét regulusban benne van, mert különben
az általuk π-ből kimetszett kúpszeleteknek legalább két közös pontja lenne. Azt is láttuk
a kúpszeletre illeszkedő hiperbolikus kvádrikák konstrukciójánál, hogy a kúpszelet és azt
metsző két kitérő egyenes már meghatározza a hiperbolikus kvádrikát, ezért az előbbi
akkor is igaz, ha két olyan regulust veszünk, amelyek ugyanazt a kúpszeletet metszik ki
π-ből.

Az is teljesül, hogy ha veszünk egy C és egy C ′ kúpszeletet K -ban, amelyek a P
pontban metszik egymást, akkor C-nek és C ′-nek a P -beli érintő egyenese különböző.
Ugyanis P -re a két rögźıtetten ḱıvül még q−1 kúpszelet illeszkedik π-ben, amelyek C-vel
és C ′-vel együtt lefedik az egész śıkot. Ha C és C ′ közös érintője P -ben az e egyenes,
akkor e a maradék q − 1 kúpszelet mindegyikét P -n ḱıvül még legfeljebb egy pontban
metszi. Ekkor viszont e-nek van legalább egy olyan pontja, ami nincs lefedve a q + 1
kúpszelet által, ami ellentmondás.

Tegyük fel, hogy van két śık L1-ben, σ1 és σ2, melyek metszete egy f egyenes. Ekkor
az általuk generált Σ 3-dimenziós térnek a Klein-kvádrikával vett metszete 3-dimenziós
másodrendű felület, azaz lehet egy hiperbolikus kvádrika, egy elliptikus kvádrika vagy
egy másodrendű kúp. (Két śık uniója nem lehet, mert σ1 és σ2 kúpszeletekben met-
szik a Klein-kvádrikát.) Legyen R1 és R2 az a két regulus PG(3, q)-ban, ami a Klein-
megfeleltetésnél σ1-nek és σ2-nek felel meg. Ekkor ezek rendre egy hiperbolikus, egy
elliptikus vagy egy parabolikus kongruenciához tartoznak.

Azt az esetet, amikor egy elliptikus kongruenciához tartoznak, kizárhatjuk, mert
az elliptikus kongruencia egyenesei páronként kitérők, de R1 és R2 egyeneseinek van
legalább egy metszéspontja.

Az sem lehetséges, hogy R1 és R2 egy hiperbolikus kongruenciához tartozik, ugyanis
ekkor Σ egy olyan 3-dimenziós tér, melynek poláris egyenese a Klein-kvádrika szelője.
Ez azt jelenti, hogy σ1-nek és σ2-nek a Klein-kvádrikára vonatkozó poláris śıkjai (σ⊥1
és σ⊥2 ) egy olyan egyenesben metszik egymást, amelynek 2 közös pontja van a Klein-
kvádrikával. Vagyis a σ⊥1 -nek és σ⊥2 -nek PG(3, q)-ban megfelelő két regulusnak van két
közös egyenese, azonban láttuk, hogy ez nem fordulhat elő.
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Nézzük végül azt az esetet, amikor R1 és R2 egy parabolikus kongruenciához tartozik.
R1 és R2 nem metszheti ki ugyanazt a kúpszeletet π-ből, mert a bennük levő egyenesek-
nek csak a kongruencia tengelyén lehet metszéspontjuk. Legyen t a kongruencia tengelye.
Ekkor t benne van R1 és R2 ellentétes regulusában is, vagyis áthalad a megfelelő két K -
beli kúpszelet T metszéspontján. A parabolikus kongruencia úgy áll elő, hogy a t tengely
mind a q+1 pontjában veszünk q azon átmenő egyenest, amelyek a tengellyel együtt egy
sugársort alkotnak. Ez a q+1 sugársor q+1 különböző t-t tartalmazó śıkban van. Tehát
a T ponton keresztül is van egy śık, amely a parabolikus kongruencia q + 1 egyenesét
tartalmazza. Ennek a śıknak t-n ḱıvül R1-gyel és R2-vel sem lehet metszéspontja, amiből
viszont az következik, hogy a śık π-vel vett metszete egy olyan egyenes, amely az R1 és
R2 által π-ből kimetszett mindkét kúpszeletet érinti, amiről láttuk, hogy nem lehetséges.

Ezzel mindhárom esetet kizártuk, tehát nem lehet két L1-beli śık metszete egyenes.

Második lépésben tekintsük a rögźıtett π śıkban levő egyeneseknek megfelelő Π görög
śıkot a Klein-kvádrikán. A kvádrikán található még további q3+q2+q görög śık. Vegyük
hozzá ezeket az L1-beli śıkokhoz, ı́gy egy q6 + q2 + q elemű L2 halmazt kapunk.

• A görög śıkok egymással való metszete egy pontból áll.

• Egy görög śık egy L1-beli śıkot nem metszhet egyenesben, mivel akkor az az egye-
nes benne lenne az L1-beli śık Klein-kvádrikával való metszetében is, amiről vi-
szont tudjuk, hogy egy kúpszelet.

Végül tekintsük újra a Klein-kvádrikán a π által meghatározott Π görög śıkot. Ennek
minden r egyeneséhez található q − 1 olyan PG(5, q)-beli śık, amely a Klein-kvádrikát
pontosan r-ben metszi. (Összesen q + 1 śık halad át r-en, amiből kettő – egy görög és
egy latin śık – teljes egészében a felületen van.) Minden r-hez válasszunk ki egy ilyen
śıkot, és legyen L3 az a halmaz, amit L2-höz ezt a q2 + q + 1 śıkot hozzávéve kapunk.
L3 elemei továbbra is páronként legfeljebb egy pontban metszik egymást:

• Tegyük fel, hogy az újonnan bevett śıkok közül kettőnek a metszete egy egyenes.
Legyen ez a két śık S1 és S2, és messék a śıkok Π-t az r1 és r2 egyenesekben. Ekkor
S1 és S2 egy 3-dimenziós projekt́ıv alteret generál, amelynek a Klein-kvádrikával
vett metszete tartalmazza a Π görög śıkot. Tehát a metszetként előálló másodrendű
felület egy metsző śıkpár. Így a generált 3-dimenziós altér tartalmaz egy latin śıkot
is a Klein-kvádrikán, jelöljük ezt Π′-vel. Mivel Π ∩ Π′ egy egyenes, legalább az
egyik Si (i = 1, 2) śık egy ri-től különböző egyenesben metszi a Π′ latin śıkot. Ez
ellentmond annak, hogy Si pontosan az ri egyenesben metszi a Klein-kvádrikát.

• Egy új śık és egy L2-beli görög śık metszete sem lehet egyenes, mert akkor az az
egyenes benne lenne az új śık Klein-kvádrikával vett metszetében is, amiről tudjuk,
hogy egy Π-beli egyenes. De minden egyenes pontosan egy görög śıkban van benne,
és Π /∈ L2.

• Végül egy új śık és egy L1-beli śık azért nem metszheti egymást egyenesben, mert
akkor az az egyenes a Klein-kvádrika érintője lenne a Π egy pontjában. Ugyanakkor
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nincs olyan egyenes a PG(3, q)-ban kiválasztott regulusokban, ami benne lenne
π-ben, ezért az L1-beli śıkoknak a Klein-kvádrikával vett metszeteként előálló
kúpszeletek diszjunktak Π-től.

5.24. Megjegyzés. A[6, 2, 3]2 = 77, azaz q = 2-re a fenti konstrukcióval maximális
elemszámú kódot kapunk [12].

Gizella Királyné kilátó, Veszprém.
A kilátó acélszerkezetét egy hiperbolikus

másodrendű felületre illeszkedő egyenesek alkotják.
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6. Táblázat a Grassmann-kódok maximális méreteiről

Alsó korlátok Felső korlátok

Para-
méterek
(q,n,k,d)

Gilbert-
Varsha-
mov

5.8
Követ-
kez-
mény

5.11
Tétel

5.19
Tétel

Hamming Single-
ton

John-
son
+ 5.9
Tétel

Valódi
érték

2 4 2 2 1 4 5 — 35 7 5 5

2 5 2 2 3 8 9 — 155 15 9 9

2 6 2 2 7 16 21 — 651 31 21 21

2 6 3 2 14 64 — 77 1395 155 81 77

2 6 3 3 1 8 9 — 14 15 9 9

2 7 2 2 14 32 41 — 2667 63 41 41

2 7 3 2 55 256 — — 11811 651 381 333-
381

2 7 3 3 2 16 17 — 55 31 17 17

3 4 2 2 2 9 10 — 130 13 10 10

3 5 2 2 7 27 28 — 1210 40 28 28

3 6 2 2 22 81 91 — 11011 121 91 91

3 6 3 2 66 729 — 754 33880 1210 784 754-
784

3 6 3 3 2 27 28 — 66 40 28 28

3 7 2 2 68 243 271 — 99463 364 271 271

3 7 3 2 593 6561 — — 925771 11011 7651 6978-
7651

3 7 3 3 6 81 82 — 593 121 82 82

4 4 2 2 3 16 17 — 357 21 17 17

4 5 2 2 13 64 65 — 5797 85 65 65

4 6 2 2 54 256 273 — 93093 341 273 273

4 6 3 2 213 4096 — 4137 376805 5797 4225 4137-
4225

4 6 3 3 3 64 65 — 213 85 65 65

4 7 2 2 218 1024 1089 — 1490853 1365 1089 1089

4 7 3 2 3390 65536 — — 24208613 93093 70993 66828-
70993

4 7 3 3 12 256 257 — 3390 341 257 257

5 4 2 2 4 25 26 — 806 31 26 26

5 5 2 2 21 125 126 — 20306 156 126 126

5 6 2 2 108 625 651 — 508431 781 651 651

5 6 3 2 532 15625 — 15686 2558556 20306 15876 15686-
15876

5 6 3 3 4 125 126 — 532 156 126 126

5 7 2 2 542 3125 3251 — 12714681 3906 3251 3251
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import math

def q_binom(n,k,q):

szamlalo = 1

i = n

while (i >= n-k+1):

szamlalo = szamlalo * ((q**i)-1)

i = i-1

nevezo = 1

j = k

while j >= 1:

nevezo = nevezo * (q**j-1)

j = j-1

return szamlalo/nevezo

def Gilbert(n,d,k,q):

szamlalo = q_binom(n,k,q)

nevezo = 0

i = 0

while i <= d-1:

nevezo = nevezo + q**(i**2) * q_binom(k,i,q) * q_binom(n-k,i,q)

i = i+1

return int(math.floor(szamlalo/nevezo))

def MRD(n,d,k,q):

return int(min(q**((n-k)*(k-d+1)), q**(k*(n-k-d+1))))

def befedes(n,k,q):

r = n % k

return (q**n - q**(k+r))/(q**k -1) + 1

def befedes_also(n,d,k,q):

if d==k:

return int(befedes(n,k,q))

else:

return "-"

def Cossidente(n,d,k,q):

if n==6 and d==2 and k==3:

return int(q**6 + 2*q**2 + 2*q + 1)

else:

return "-"
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def Hamming(n,d,k,q):

szamlalo = q_binom(n,k,q)

nevezo = 0

i = 0

t = math.floor((d-1)/2)

while i <= t:

nevezo = nevezo + q**(i**2) * q_binom(k,i,q) * q_binom(n-k,i,q)

i = i+1

return int(math.floor(szamlalo/nevezo))

def Singleton(n,d,k,q):

return int(q_binom(n-d+1, k-d+1, q))

def Johnson(n,d,k,q):

m = n-k+d

r = m % d

if k <= q_binom(r,1,q):

return "-"

else:

r = befedes(m,d,q)

i = m+1

j = d+1

while i <= n:

r = math.floor((r * (q**i-1))//(q**j-1))

i = i+1

j = j+1

return int(r)

46



Hivatkozások

[1] A. Cossidente, F. Pavese: On subspace codes, Des. Codes Cryptogr., (2016) 78:527-
531.

[2] A. Cossidente, F. Pavese, L. Storme: Geometrical aspects of subspace codes, In:
Network Coding and Subspace Designs, pages 107-129, Springer, 2018.

[3] Csikós Balázs, Kiss György: Projekt́ıv geometria, Polygon Kiadó, 2011.
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