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1. fejezet

Bevezetés

A Steiner-féle hármasrendszerek (STS) terjedési tulajdonságához kapcsolódó szá-

mos extremális problémát vizsgálunk, mely szorosan kapcsolódik a szóban forgó

rendszer részrendszer-struktúrájának felépítéséhez. Bemutatjuk ennek kapcsolatát

véges projektív terekben lev® extremális problémákhoz. Megvizsgáljuk a telít® hal-

mazokat a 2-elem¶ test feletti projektív terekben, és egy kicsit jobb becslést adunk

ezek méretére. Egy STS-ben el®forduló minimális terjed® halmazok méretére is

adunk egy becslést, valamint megmutatjuk, hogy ha csak nagy méret¶ minimális

terjed® halmazokat találunk, akkor a hármasrendszer izomorf a megfelel® projektív

térrel. Továbbmenve belátjuk, hogy a minimális terjed® halmaz mérete nem in-

variánsa általánosságban az STS-nek, ehhez mutatunk egyszer¶bb, és általánosabb,

bonyolultabb konstrukciót is. Végül megvizsgáljuk a terjedés sebességét a�n, illetve

projektív terekben.

A dolgozat során a 'ponthalmazokat' nagy, álló bet¶kkel jelöljük. Amennyiben a

ponthalmazt és valamely hozzá rögzített struktúrát közösen szeretnénk tekinteni,

akkor kalligra�kus írásmódot használunk. Például: X egy projektív tér az altér-

struktúrájával együtt, X pedig a tér pontjai.
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1. FEJEZET. BEVEZETÉS 2

1.1. ábra. PG(2, 2): a Fano-sík

1.1. Véges projektív és a�n terek

A dolgozatban számos példa a véges projektív, illetve a�n geometriákból származik,

így els® körben az ezekkel kapcsolatos alapvet® ismereteket gy¶jtöm össze. Ebben a

részben a [21] jegyzet alapján fogok haladni.

Jelölje Fq a q = ph elem¶ véges testet, ahol p prím, h ≥ 1, Fd
q pedig legyen az

d-dimenziós vektortér Fq felett.

A PG(d, q) d-dimenziós, Fq-feletti projektív teret a (Fd+1
q \0)/ ∼ faktortérként értel-

mezzük, ahol a ∼ ekvivalencia-reláció ekvivalencia-osztályai a vektortér egydimen-

ziós lineáris alterei: a = (a1, . . . , ad+1) ∼ b = (b1, . . . , bd+1), ha létezik λ ∈ Fq \ 0

úgy, hogy a = λb.

Az egyik legegyszer¶bb projektív tér a Fano-sík, mely a kételem¶ test feletti pro-

jektív sík; korábbi jelölésünkkel PG(2, 2).

Most következzék néhány hasznos állítás a véges projektív terekr®l.

1.1. Állítás. Az Fd
q vektortérben lev® k-dimenziós alterek száma
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(qd − 1)(qd − q) · · · (qd − qk−1)
(qk − 1)(qk − q) · · · (qk − qk−1)

.

Bizonyítás. Egy lineárisan független vektort k-ast (qd − 1)(qd − q) · · · (qd − qk−1)

féleképp választhatunk ki. Ekkor viszont minden alteret annyiszor számoltunk,

ahányféleképp egy altérb®l ki lehet választani független vektor k-ast. Ez éppen

(qk − 1)(qk − q) · · · (qk − qk−1), azaz a két mennyiség hányadosa a k-dimenziós alte-

rek száma

1.2. Következmény. PG(d, q)-ban a k-dimenziós alterek száma

(qd+1 − 1)(qd+1 − q) · · · (qd+1 − qk)
(qk+1 − 1)(qk+1 − q) · · · (qk+1 − qk)

.

Az el®z®höz hasonló gondolatmenettel kaphatjuk a következ® állítást:

1.3. Állítás. PG(d, q)-ban egy rögzített l-dimenziós altérre illeszked® l ≤ k dimen-

ziós alterek száma:

(qd−l − 1)(qd−l − q) · · · (qd−l − qk−l−1)
(qk−l − 1)(qk−l − q) · · · (qk−l − qk−l−1)

.

Az el®bb de�niált véges projektív geometriákat másik irányból is meg lehet közelí-

teni: axiomatikusan.

1.4. De�níció (Projektív tér [16]). Legyen S egy véges halmaz néhány kitüntetett

részhalmazával együtt. Minden kitüntetett részhalmazhoz, melyeket altereknek ne-

vezünk, tartozik egy −1 ≤ n ≤ d egész szám, amit az adott altér dimenziójának

mondunk. S egy véges, d-dimenziós projektív tér, ha a következ®k teljesülnek:

1. Tetsz®leges −1 ≤ n ≤ d esetén van legalább egy n-dimenziós altér, továbbá

� pontosan egy −1-dimenziós altér van, mégpedig az ∅,

� pontosan egy d-dimenziós altér van, mégpedig S,
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� a 0-dimenziós alterek pontosan az egyelem¶ részhalmazai S-nek.

2. Ha egy n-dimenziós altér tartalmaz egy m-dimenziós alteret, akkor m ≤ n.

Ha m = n is teljesül, akkor a két altér megegyezik.

3. Dimenzió-formula: ha egy n-, illetve egy m-dimenziós altér metszete egy k-

dimenziós altér, valamint a két alteret együttesen tartalmazó összes altér met-

szete egy l-dimenziós altér, akkor

n+m = k + l.

4. Minden 1-dimenziós altér q + 1 ≥ 3 elemet tartalmaz.

A véges projektív terek fenti két de�nícióját a következ® tétel köti össze:

1.5. Tétel ([16]). Legyen d ≥ 3. Ekkor tetsz®leges S d-dimenziós projektív tér

izomorf valamely PG(d, q)-val alkalmas q választásával.

A projektív terekhez hasonlóan az a�n tereket is vektorterekb®l származtatjuk.

Legyen tehát V = Fd
q egy d-dimenziós vektortér a q-elem¶ test felett. Ekkor AG(d, q)

a d-dimenziós, q-elem¶ test feletti a�n tér, mely pontjai a V vektor pontjai, alterei

pedig V lineáris altereinek eltoltjai. Egy a�n altér dimenzióját az ®t meghatározó

lineáris altér dimenziójával azonosítjuk.

1.2. Steiner-rendszerek

1.2.1. Általános tulajdonságok

A 2−(v, k, λ) paraméter¶ blokkrendszer egy (V,B) pár, ahol V egy v-elem¶ halmaz,

B a V részhalmazainak egy k-uniform családja, amikre teljesül, hogy tetsz®leges

V -beli pontpár pontosan λ darab B-beli elemben tartalmazkodik. Mi most csak a

λ = 1 esettel foglalkozunk � ez megfelel a lineáris terek blokkrendszer alakjának.



1. FEJEZET. BEVEZETÉS 5

Ha k = 3, akkor a Steiner-féle hármasrendszereket, röviden STS-eket kapjuk. A

dolgozat folyamán az STS(v) jelölést fogjuk használni egy v elem¶ halmazra épül®

Steiner-féle hármasrendszerre. Világos, hogy tetsz®leges STS(v) megfeleltethet® a

v-csúcsú teljes gráf valamely háromszög-partíciójának, ebb®l a gondolatból adódó-

an az STS alaphalmazának elemeit pontoknak, a kitüntetett részhalmazokat pedig

hármasoknak fogjuk nevezni.

A következ® állítás egy egyszer¶ szükséges feltételt ad arra, hogy mekkora csúcsszá-

mú Steiner-féle hármasrendszerek lehetnek.

1.6. Állítás. Ha valamely n-re létezik STS(n), akkor n ≡ 1 vagy 3 mod 6.

Bizonyítás. Rögzítsünk egy ilyen STS(n)-t, és képzeljük el úgy, mint az n-csúcsú

teljes gráf egy háromszög-partícióját. Ekkor n páratlan, mivel minden csúcsból páros

sok élnek kell kiindulnia. A partícióban szerepl® háromszögek száma 1
3

(
n
2

)
= n(n−1)

6
.

Ennek egésznek kell lenni, azaz 3|n(n− 1). Az el®bbi meg�gyelések együttesen már

igazolják az állítást.

Az állítás megfordítása is igaz, azaz ez a könnyen ellen®rizhet® feltétel már garantálja

megfelel® méret¶ STS létezését. Ezt mondja ki a következ® tétel:

1.7. Tétel (T. Skolem [23]). Ha n pozitív egész, melyre n ≡ 1 vagy 3 mod 6, akkor

van n csúcsú Steiner-féle hármasrendszer.

A továbbiakban azon egészeket, melyre a fenti feltétel teljesül, azaz van akkora STS,

megfelel®nek fogom nevezni.

Vegyük észre, hogy az el®z®ekben de�niált véges geometriák számos példával szol-

gálnak Steiner-féle hármasrendszerekre: a kételem¶ test feletti projektív, illetve a

háromelem¶ test feletti a�n geometriák STS-ek: az STS pontjai a tér pontjai, a

hármasok pedig az egyeneseknek felelnek meg. Több alkalommal is fogunk ezek-

re a példákra hivatkozni. Ennek ellenére számos olyan Steiner-féle hármasrendszer
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van, mely nem ezen példák valamelyike. Richard Wilson megmutatta [11], hogy a

következ® egyenl®tlenség teljesül az STS(n)-ek D(n) darabszámára:

( n

e233/2

)n2/6

≤ D(n) ≤
( n

e1/2

)n2/6

.

Wilson azt is sejtette, hogy a következ® is teljesül:

D(n) =
(
(1 + o(1))

n

e2

)n2/6

.

A sejtés egyik irányát (≤) Nathan Linial és Zur Luria megmutatta[22].

1.2.2. Részrendszerek

Legyen S egy Steiner-féle hármasrendszer. Ekkor egy S ′ ⊂ S valódi részhalmaz által

indukált hármasrendszerbe azok a hármasok tartoznak, melyek nem tartalmaznak

S \ S ′-beli elemet. S egy nemtriviális Steiner-részrendszere az az STS(n′), mely egy

n′ elem¶ S ′ ⊂ S részhalmaz által van indukálva, ahol |S ′| = n′ > 3. Amikor egy

hármasrendszer valamely részrendszerér®l beszélünk, akkor mindig feltesszük, hogy

annak rendje nagyobb, mint 3. Hasonlóan egy S ′ ⊂ S részhalmazt nemtriviálisnak

nevezünk, ha legalább 3 elem¶, és nem eleme az S hármasrendszernek.

A fent említett geometriáktól eltér®en, ahol a Steiner-részrendszerek b®ségesen van-

nak, a legtöbb STS-nek egyáltalán nincs részrendszere. Nagy Zoltán Lóránt és Blá-

zsik Zoltán [2]-ben vizsgálta hármasrendszerek terjedési tulajdonságait, és de�niált

egyfajta szomszédság-koncepciót, ami leírja, milyen távol lehet attól egy hármas-

rendszer, hogy részrendszerei legyenek. Most a spektrum másik végét vizsgáljuk

ezeknek az eszközöknek a segítségével: azokat az STS-eket, amik viszonylag kö-

zel vannak a geometriai példákhoz. Ezen túl kiderül, hogy a vizsgált extremális

problémák kapcsolatban vannak fontos, és széles körben kutatott geometriai objek-

tumokkal, mint a telít® halmazokkal és a térfed® kódokkal.
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V ′

cl(V ′)

V

N(V ′)

1.2. ábra. Szomszéd és lezárt

1.8. De�níció (Lezárt és terjedési tulajdonság, [2]). Tekintsünk egy G = G(V,E)

gráfot és annak egy háromszög-felbontását. Ez a felbontás egy F lineáris hármas-

rendszernek felel meg. Tetsz®leges V ′ ⊂ V halmazra jelölje N(V ′) a szomszédainak

halmazát:

z ∈ N(V ′)⇔ z ∈ V \ V ′ és ∃xy ∈ E(G[V ′]) : {x, y, z} ∈ F .

clF(V
′) a V ′ részhalmaz lezártja az F (lineáris) hármasrendszerre nézve, ami a

legkisebb olyan W ⊇ V ′, amire |N(W )| = 0 teljesül. Ha egyértelm¶, hogy mely hár-

masrendszerre nézzük a lezárást, akkor az indexet lehagyjuk, csak annyit írunk, hogy

cl(V ′). Vegyük észre, hogy a lezárt minden V ′ részhalmazra egyértelm¶en létezik.

Egy V ′ ⊂ V részhalmazt terjed®nek nevezünk, ha cl(V ′) = V . Egy F (lineáris)

hármasrendszert terjed®nek nevezünk, ha minden V ′ ⊂ V nemtriviális részhalmaz

terjed®.

Következésképp egy STS(n) pontosan akkor részrendszer-mentes, ha |N(V ′)| > 0 a

pontok minden nemtriviális V ′ ( V részhalmazára teljesül. Doyen [12, 13]-ben a

nem-degenerált sík kifejezést használta a terjed® STS-ekre.

A terjed® halmazok közül sokat fogunk foglalkozni a tartalmazásra minimálisakkal.
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Ezekr®l szól a következ®

1.9. De�níció. Egy terjed® halmazt minimálisnak avagy minimális terjed® halmaz-

nak nevezzük, ha semely valódi részhalmaza nem terjed®.

1.3. Vizsgált kérdések

Egy részrendszer-mentes � vagy kevés részrendszert tartalmazó � STS-re teljesül,

hogy a csúcsoknak van olyan 3-elem¶ V ′ részhalmaza, amely terjed®, azaz cl(V ′) =

V . Ebb®l a meg�gyelésb®l adódik a következ® kérdés.

1.10. Kérdés. Egy n-edrend¶ STS-ben mi a minimális mérete egy terjed® halmaz-

nak?

A kérdéssel kapcsolatban adunk egy fels® becslést, és karakterizáljuk azon STS-eket,

melyre ez éles.

1.11. Tétel. Tetsz®leges n > 1 rend¶ STS(n)-ben van olyan U terjed® halmaz,

amelyre |U | ≤ log2(n+ 1). Ez a korlát végtelen sok n-re éles.

1.12. Tétel. Legyen n = 2d+1−1 és tegyük fel, hogy a legkisebb terjed® halmaz mérete

STS(n)-ben d. Ekkor STS(n) izomorf a megfelel® F2-feletti, PG(d, 2) projektív térrel.

Felmerülhet annak a gondolata, hogy esetleg igaz-e egy ennél er®sebb állítás: ha

egy n > 1 rend¶ STS(n) nem izomorf valamely PG(d, 2) projektív térrel, akkor

van olyan U ⊂ V terjed® részhalmaza, amire |U | ≤ log3(n) + 1 � itt egyenl®ség a

megfelel® dimenziós a�n terek esetén lenne.

A következ® eredmény szerint ez messze van az igazságtól.

1.13. Állítás. Létezik STS-ek olyan végtelen STS(n) családja, melyben van |U | =

log2(n+ 1)− 1 méret¶ minimális terjed® halmaz.
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Azt is vizsgáljuk, hogy egy tetsz®legesen választott STS(n) minimális terjed® rész-

halmazainak mérete mennyire térhet el egymástól. Bár az eddig vizsgált STS-eknél

a minimális terjed® halmazok mérete azonos volt, ez nincs mindig így:

1.14. Tétel. Általában a minimális terjed® halmaz mérete nem egyértelm¶ egy

Steiner-féle hármasrendszerben.

Ezután a korábban vizsgált koncepciók közt keresünk kapcsolatot.

Rekurzív módon de�niáljuk az S halmaz kvázi-lezártját i terjedési lépés után: S0 =

S és Si = Si−1 ∪N(Si−1), ha i > 0. Világos, hogy ha Si = Si+1 valamely i-re, akkor

cl(S) = Si.

1.15. De�níció. Ha S terjed® halmaz, akkor a legkisebb olyan k-t, melyre Sk =

cl(S), S terjedési számának nevezzük.

1.16. De�níció. Legyen adott STS(n)-beli pontok egy S halmaza. Ha S terjed®

halmaz, és terjedési száma 1, akkor telít® halmaznak1 nevezzük.

A projektív terekben lev® telít® halmazok nagy irodalommal rendelkeznek (ld. [6,

9, 15]); ebben az esetben egy U ponthalmaz akkor telít®, ha a benne lev® pontpárok

által feszített egyenesek lefedik a tér összes pontját. Ezek a halmazok megfelelnek

a 2 sugarú lineáris térfed® kódoknak [7, 8, 5, 17, 18].

A fenti 1.16. de�níció kiterjeszti a telítés de�nícióját parciális lineáris rendszerekre.

Mi azt az esetet vizsgáljuk, amikor az egyenesek ponthármasokból állnak.

1.17. Jelölés. Egy PG(n, q)-beli minimális telít® halmaz méretét s(n, q)-val jelöljük.

A s(n, q)-ra vonatkozó legegyszer¶bb alsó korlát Lunellihez és Scehez köt®dik [19].

Az eredmény a következ®:

1.18. Állítás.

(q − 1)

(
s(n, q)

2

)
+ s(n, q) ≥ qn+1 − 1

q − 1
,

1angolul saturating set
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így s(n, q) > 2q
n−1
2 .

Bizonyítás. A bal oldal els® tagja az s(n, q) pont által meghatározott egyenesek szá-

mának a maximuma, az egyeneseken lev® nem a telít® halmazhoz tartozó pontok

számával szorozva. A második tag pedig a telít® halmaz pontjai. Az pedig nyilván-

való, hogy a telítéshez szükséges, hogy ezen két mennyiség összege legalább annyi

legyen, mint az összes pont száma, ami pedig épp a jobb oldal.

Kisebb q értékekre a N(n, q) > 2q
n−1
2 élesíthet®. Az el®z® állítás a q = 2 és q = 3

esetben a következ®t adja:

1.19. Következmény.

s(n, 2) ≥
√
2n+2 − 2− 0.5,

s(n, 3) ≥
√

3n+1 − 1

2

Általánosságban nem ismert éles vagy aszimptotikusan éles fels® becslés. Egy friss

cikkben [9] találhatók kis méret¶ konstrukciók.

Mutatunk egy eljárást, amivel az alsó becslés kicsit javítható � a gondolatmenet egy

önmagában is érdekes kombinatorikai problémára épül:

1.20. Kérdés. Legyen U egy m elem¶ ponthalmaz a PG(n, q) projektív térben. Ha-

tározzuk meg

max
|U |=m

min
H⊂PG(n,q) hipersík

|U ∩H|

és

min
|U |=m

max
H⊂PG(n,q) hipersík

|U ∩H|

értékét.

A dolgozat felépítése a következ®: a 2. fejezetben a PG(n, 2)-beli telít® halmazok

méretére adunk a 1.19-belinél jobb alsó becslést. A 3 fejezet a minimális terjed® hal-

mazok méretének vizsgálatával telik, és itt bizonyítjuk a 1.12 tételt. A 4. fejezetben
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konstruálunk olyan STS-eket, amelyben különböz® méret¶ minimális terjed® hal-

mazok vannak. Végül egy fels® becslést adunk az AG(d, 3) és PG(d, 3)-beli terjed®

halmazok terjedési számára.



2. fejezet

Telít® halmazok PG(n, 2)-ben

Ebben a fejezetben bemutatjuk a kapcsolatot a lezárás és a projektív geometriákban

lev® alterek közt és a 1.20. kérdésre mutatunk egy részeredményt a metszet-méretek

eltérésér®l az átlagos metszet-mérett®l.

2.1. Lemma (folklór). Legyen U egy PG(n, q)-beli ponthalmaz úgy, hogy minden

egyenes 0, 1 vagy q + 1-ban metszi. Ekkor U altér PG(n, q)-ban.

Legyen U egy AG(n, q)-beli ponthalmaz úgy, hogy minden egyenes 0, 1 vagy q pontban

metszi. Ekkor U altér AG(n, q)-ban feltéve, hogy q > 2.

2.2. Állítás. Egy tetsz®leges PG(n, 2)-beli U halmaz cl(U) lezártja a legkisebb U-t

tartalmazó altérrel egyezik meg.

Bizonyítás. El®ször is vegyük észre, hogy cl(U) benne van abban a legsz¶kebb al-

térben, ami U -t tartalmazza. Legyen ugyanis P ∈ cl(U) tetsz®leges pont. Ezt

valahány terjedési lépés után érjük el, azaz van olyan i szám, hogy P benne van

az Ui kvázi-lezártjában U -nak, de az Ui−1 kvázi-lezártban még nem. Ez azt jelenti,

hogy van egy olyan ` egyenes, mely tartalmazza P -t, és Ui−1-et pontosan 2 pontban

metszi. Így indukcióval kapjuk, hogy minden Ui kvázi-lezárt benne van a legsz¶kebb

altérben, amibe U befoglalható, mert minden Ui \Ui−1-beli pont rajta van egy olyan

12
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egyenesen, ami a vizsgált altérben tartalmazkodik.

Másrészt a lezártat a tér minden egyenese 0, 1 vagy 3 pontban metszi, így az el®z®,

2.1. lemma alapján altér.

Most rögzítsünk egy m elem¶ halmazt és vizsgáljuk meg a hipersíkokkal való met-

szetének méretének eloszlását. A q = 2 esetet fogjuk tekinteni, de a gondolatmenet

könnyedén általánosítható nagyobb q értékekre is.

2.3. Állítás. Legyen U egy m-elem¶ ponthalmaz a PG(n, 2) térben, és jelöljük u(H)-

val U és a H hipersík metszetének méretét. Ekkor van olyan H hipersík, melyre

|u(H)−m/2| >
√
m

4
− m2

2n+3
.

Megjegyezve, hogy a metszet várható értéke 2n−1
2n+1−1m, mely majdnem m/2 láthatjuk,

hogy a fenti becslés a szóráshoz kapcsolódik.

Bizonyítás. Tekintsük a
∑
H |u(H)−m/2|2 összeget, ahol H a PG(n, 2)-beli összes

hipersíkot befutja. Kihasználva, hogy a hipersíkok száma 2n+1 − 1, egy rögzített

ponton átmen® hipersíkok száma 2n− 1, valamint egy rögzített egyenesre illeszked®

hipersíkok száma 2n−1 − 1, kett®s leszámlálással kapjuk a következ® összefüggést:

∑
H

|u(H)−m/2|2 = 2

(
m

2

)
(2n−1−1)−(m−1)m·(2n−1)+m

2

4
(2n+1−1) = −m

2

4
+m·2n−1.

Ebb®l már adódik az állítás.

2.4. Megjegyzés. Az általános esetben (azaz amikor PG(n, q)-ben vizsgálódunk),

akkor hasonló számolás azt adja, hogy van olyan H hipersík, melyre

|u(H)−m/q| >

√
m · (q − 1)

q2
− m2 · (q − 1)2

qn+3
.
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A 1.20. kérdést vizsgálva a 2.3. állítás azt adja, hogy van olyan hipersík, mely

metszete az U halmazzal a vártnál lényegesen kisebb vagy lényegesen nagyobb. Ál-

talánosságban nem várhatjuk, hogy a minimum, illetve maximum méretre egymástól

függetlenül hasonló becslést adhatunk: ha U egy hipersík pontjainak halmaza vagy

egy hipersík komplementerében lev® pontok halmaza, akkor tetsz®leges hipersíkkal

való metszet mérete rendre |U | vagy |U |−1
2

, illetve 0 vagy |U |+1
2

lehet. Ezekben az

esetekben a minimum, illetve a maximum kevesebb, mint 1-gyel tér el a várható

értékt®l.

A 2.5. állítás bizonyításából kiderül, hogy ha a 1.20. kérdésre jobb becslést tudnánk

mondani, egyb®l er®sebb korlátot kapnánk.

Vegyük észre, hogy az itt vizsgáltak szorosan kapcsolódnak a PG(n, q) térbeli t-

blokkoló halmazok minimális méretének meghatározásához. Ha van egy |U | = m-et

meghaladó alsó becslés a t-blokkoló halmazok méretére, akkor azt kapjuk, hogy kell

lennie olyan hipersíknak, ami legfeljebb t−1 pontban metszi U -t. Projektív terekben

lev® t-blokkoló halmazokkal kapcsolatos eredmények [1, 10]-ban találhatók.

A q = 2 esetben megmutatjuk, hogy a fenti becslésb®l hogyan következtethetünk

projektív terekben lev® telít® halmazok méretére (q > 2-re is kissé bonyolultabb

módon, de végigmegy a számolás).

Vegyünk tehát egy m elem¶ S telít® halmazt PG(n, 2)-ben. Ehhez van olyan hi-

persík, amely m1 pontban metszi, ahol m1 vagy kicsi vagy nagy m/2-höz képest.

Minden a hipersíkon nem fekv® pontot el kell érnünk, úgyhogy az vagy S-beli, vagy

rajta van két S-beli egyenes által feszített egyenesen, melyek egyike a hipersíkon

van, a másik pedig a komplementerben. Ebb®l kapjuk azt a szükséges becslést,

hogy m−m1+m1(m−m1) ≤ 2n. A fent kapott |m/2−m1|-re vonatkozó becsléssel

összevetve a következ® eredményt kapjuk:

2.5. Állítás. Ha PG(n, 2)-ben van egy m elem¶ telít® halmaz, akkor

m > 2(n+2)/2 − 1/4 + o(1).
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Bizonyítás. A korábban bevezetett jelöléseket fogjuk használni.

Tehát tudjuk, hogy valamely m1-re teljesül, hogy |m1 − m/2| >
√

m
4
− m2

2n+3 és

m−m1 +m1(m−m1) ≥ 2n.

Az els® egyenl®tlenségb®l kapjuk, hogy m1 = m/2 ± (
√

m
4
− m2

2n+3 + ε) valamely

ε > 0-ra. m értéke nagyjából 2n/2, azaz a m2

2n+3 tag kicsi m
2
-höz képest, így m1 ≈

m/2±
(√

m
4
+ ε
)
írható. Ezt beírva a második egyenl®tlenségbe, kapjuk:

2n ≤ m−m1 +m1(m−m1) = (m1 + 1)(m−m1) ≈

≈
(
m/2 + 1± (

√
m

4
+ ε)

)
·
(
m/2∓ (

√
m

4
+ ε)

)
=

=
m2

4
+
m

4
∓
(√

m

4
+ ε

)
+ ε
√
m+ ε2

Ha növeljük ε értékét, jobb alsó becslést kapunk m-re, így feltehetjük, hogy ε = 0.

Ebb®l pedig adódik, hogy

2n ≤ m2

4
+
m

4
∓
√
m

4
=
(m
2
+ 1/4− o(1)

)2
.

A 2.5. állítás egy kicsit jobb alsó becslést azm-re, mint 1.19. Ha a fenti gondolatme-

netben jobb közelítést tudnánk mondani ε-ra, még jobb alsó becslést kaphatnánk.



3. fejezet

Terjed® halmazok mérete

Ebben a fejezetben éles fels® becslést adunk egy STS(n)-ben lev® minimális terjed®

halmazok méretére. El®ször bebizonyítjuk a 1.11. tételt a |U | ≤ log2(n+ 1) becslés

igazolásával.

1.11. tétel bizonyítása. A bizonyítás azon alapul, hogy konstruálunk egy terjed® hal-

mazt � U elemeib®l �, mely méretére teljesül a kívánt becslés.

Ha n = 3, akkor az állítás nyilvánvaló. Mostantól n > 3.

Legyen U1 = {u0, u1} tetsz®leges pontpár és Ui+1 = Ui ∪ ui+1, ahol ui+1 ∈ U \

cl(Ui). Mivel U terjed® halmaz, ezért U \ cl(Ui) akkor lehet csak üres, ha U = Ui.

Vegyük észre, hogy |cl(Ui+1)| ≥ 2|cl(Ui)| + 1: cl(Ui)-hoz hozzávéve ui+1-et, minden

lezártbeli ponthoz kapunk egy 'új' pontot, azaz egy olyat, ami nincs benne cl(Ui)-ben

� ellenkez® esetben a lezárt b®vebb lenne. Ebb®l pedig már következik az állítás.

Ahogy a 1.12. tételben állítottuk, egyenl®séget kapunk, ha n = 2d+1 − 1 és a

hármasrendszer izomorf PG(d, 2)-vel.

3.1. Következmény. Ha egy STS(n)-ben U egy minimális terjed® halmaz, akkor

|U | ≤ log2(n+ 1).

16
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3.2. Megjegyzés. A becslés 'alsóegészrész értelemben' éles AG(2, 3) esetén is,

ugyanis ebben minden minimális terjed® halmaz mérete 3 = blog2(9 + 1)c. De

ha megkötjük magunk a 'valódi' egyenl®ségre a 1.11. tételben, akkor karakterizálni

tudjuk ezeket a Steiner-féle hármasrendszereket. Ezek pontosan a (két elem¶ test

feletti) projektív terek.

1.12. tétel bizonyítása. A bizonyítás során az STS(n) pontjainak halmazát X-szel

jelöljük. Azon U ⊆ X részhalmazokat, melyekre cl(U) = U teljesül, kvázi-altereknek

fogjuk hívni. A célunk az, hogy a kvázi-alterek struktúráját, illetve 'dimenzióját'

meg tudjuk feleltetni a megfelel® projektív tér altereinek struktúrájával, illetve di-

menziójával. A projektív terek leírását a [16] szerint tekintjük.

(Ha U = X-b®l indulunk ki, akkor ) minden a 1.11. tétel bizonyításában konstruált

S ⊂ X terjed® halmaz minimális. Válóban: ha nem lenne minimális egy ilyen

S, akkor lenne olyan W ⊂ S minimális terjed® halmaz, aminek méretére |W | <

log2(n+ 1) teljesülne.

Ha Y, Z ≤ X két kvázi-altér, akkor ezek metszete, Y ∩Z is az, mivel cl(Y ∩Z) mind

Y -ban, mind Z-ben benne van.

Vegyünk egy Y ≤ X kvázi-alteret, és ebben két minimális terjed® halmazt, A,B ⊂ Y

� azaz most cl(A) = cl(B) = Y -t várjuk el. Ezekre alkalmazva az 1.11. tételt, in-

dukcióval kapjuk, hogy |A| = |B| = log2(|Y | + 1). Erre vezessünk be egy jelölést:

dimY := |A| − 1 hasonlóan a projektív térbeli dimenzióhoz. A bizonyítás befejezé-

séhez elegend® megmutatni, hogy a dimenzió-formula teljesül.

Legyen Y, Z ≤ X két kvázi-altér. A de�nícióból közvetlenül adódik, hogy Y és Z

pontosan akkor diszjunktak, ha dim(cl(Y ∪ Z)) = dimY + dimZ + 1.

Ha most Y, Z ≤ X két tetsz®leges (nem feltétlen diszjunkt) kvázi-altér, akkor

dim(cl(Y ∪ Z)) + dim(Y ∩ Z) = dimY + dimZ, azaz teljesül a dimenzió-formula:

vegyünk Y ∩Z-ben egy A minimális terjed® halmazt, valamint egy B ⊂ Z halmazt

úgy, hogy A∪B minimális terjed® halmaz legyen Z-ben. Ekkor Y és cl(B) diszjunkt



3. FEJEZET. TERJED� HALMAZOK MÉRETE 18

kvázi-alterek, így alkalmazhatjuk az ezekre vonatkozó azonosságot.

A következ®kben megvizsgáljuk, valamiféle stabilitás teljesül-e a fent igazolt korlát-

ra. Azt mutatjuk meg, hogy végtelen sok olyan Steiner-féle hármasrendszer van,

amire a fenti korlát majdnem éles: csak egyel kisebb méret¶ek a minimális terjed®

halmazok.

3.3. Állítás. Végtelen sok olyan STS(n) Steiner-féle hármasrendszer van, melyben

van |U | = log2(n+ 1)− 1 méret¶ minimális terjed® halmaz.

Bizonyítás. Az állítás igazolásához a PG(d, 2) projektív térben (n = 2d+1 − 1) fog-

juk a hármasokat (egyeneseket) enyhén módosítani úgy, hogy az altér-struktúra ne

változzék nagyon.

Legyen PG(d, 2)-ben {v0, . . . , vd} egy minimális terjed® halmaz. Vegyünk a mögöt-

tes Fd+1
2 lineáris térben egy bázist úgy, hogy az i-ik bázisvektor egy reprezentánsa

legyen a vi pontnak (mivel a kételem¶ test felett vizsgálódunk, ezért ezek a vektorok

egyértelm¶ek).

Doyen [12] megmutatta, hogy minden lehetséges n > 9 rendre (azaz n ≡ 1 vagy 3

(mod 6) esetén) van n-edrend¶ részrendszer-mentes Steiner-féle hármasrendszer, az-

az amiben minden minimális terjed® halmaz mérete 3. Cseréljük le a v0, v1, v2, v3

által PG(d, 2)-ben generált altér egyeneseit egy el®bbi tulajdonságokkal rendelkez®,

azaz részrendszer-mentes, 15-ödrend¶ STS-re. Ez a módosított 'altér' most már tet-

sz®leges 3 nem egy 'egyenesre' es® pont által generálva van. Meg tudjuk választani

úgy ennek az új struktúrának a fekvését úgy, hogy a {v1, v2}, {v2, v3} és {v3, v1}

pontpárok által feszített egyenesek megmaradjanak.

Megmutatjuk, hogy ez módosított hármasrendszer � melyet X -szel fogunk jelölni �,

tartalmaz |U | = log2(n+ 1)− 1 = d méret¶ minimális terjed® halmazt.

Tekintsük az U = {v1, . . . , vd} halmazt. Ez terjed® halmaz X -ben, mivel {v0, . . . , vd}
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terjed® halmaz PG(d, 2)-ben és clX (v1, v2, v3) = clPG(d,2)(v0, v1, v2, v3). Ahhoz, hogy

megmutassuk, hogy U minimális terjed® halmaz, elegend® igazolni, hogy annak

tetsz®leges d− 1 elem¶ részhalmaza nem terjed®.

U \ {vd} nem terjed® halmaz, mivel clX (U \ {vd}) = clPG(d,2)(v0, . . . vd−1), ami nem

az egész X, mert {v0, . . . , vd} minimális terjed® halmaz PG(d, 2)-ben. Hasonlóan

tetsz®leges k ∈ {4, . . . , d}-ra a U \ {vk} halmaz nem terjed® X -ben.

l ∈ {1, 2, 3} esetén sem terjed® a U \ {vl} halmaz, mivel clPG(d,2)(U \ {vl}) olyan

altér, amely egyeneseit nem módosítottuk, így ez ugyanaz, mint clX (U \ {vl}).



4. fejezet

Különböz® méret¶ minimális terjed®

halmazok

Az eddigiekben olyan Steiner-féle hármasrendszereket láthattunk, melyekben a mini-

mális terjed® halmazok méretei megegyeznek. Felmerülhet a kérdés, hogy ez mindig

így van-e. A válasz erre nemleges, azaz 'a minimális terjed® halmaz mérete' nem egy

invariánsa a Steiner-féle hármasrendszereknek. Ebben a fejezetben két konstrukciót

is fogunk látni ilyen STS-ekre.

A két konstrukcióban közös, hogy el®ször egy parciális Steiner-rendszert készítünk

azzal a tulajdonsággal, hogy vannak benne különböz® méret¶ minimális terjed® hal-

mazok. Ezután veszünk egy legkisebb, ®ket tartalmazó (rendes) Steiner-féle hármas-

rendszert, ami jó lesz. Ezt megtehetjük Bryant és Horsley következ® tétele miatt,

mely korábban Linder-sejtés néven volt ismert:

4.1. Tétel (Bryant, Horsley [3]). Tetsz®leges u-adrend¶ parciális Steiner-féle hár-

masrendszer beágyazható valamely v-edrend¶ Steiner-féle hármasrendszerbe, ha v ≥

2u+ 1 és v ≡ 1, 3 (mod 6).

20
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4.1. Kis különbség

Most mutatunk egy olyan Steiner-féle hármasrendszert, melyben van 3-, illetve 4-

elem¶ minimális terjed® halmaz is.

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a minimális terjed® halmaz mérete nem

egy invariánsa a Steiner-féle hármasrendszereknek. A 1.14. tétel bizonyításához

megmutatjuk, hogy létezik olyan STS, melynek van 3, illetve 4 méret¶ minimális

terjed® részhalmaza is.

A (már korábban is szerepl®) következ® állítást fogjuk felhasználni:

4.2. Állítás ([4]). Létezik részrendszer-mentes 15-ödrend¶ STS.

Legyen S egy a 4.2. állításban jellemzett Steiner-féle hármasrendszer. Könny¶

látni, hogy S tartalmaz egy háromszög kon�gurációt, azaz vannak olyan különböz®

v, v′, v′′, w, w′, w′′ ∈ S pontok, hogy a (v, w, v′), (v′, w′, v′′) és (v′′, w′′, v) hármasok

blokkok S-ben. Az els® három pontot (azaz {v, v′, v′′}-t) csúcs-pontoknak, az utolsó

három pontot (azaz {w,w′, w′′}-t) él-pontoknak fogjuk nevezni.

Tekintsük S négy másolatát: S1, S2, S3 és S4. Legyen Ti háromszög-kon�guráció

Si-ben (i ∈ {1, 2, 3, 4}). Vegyünk még négy 'új' pontot, a1,. . . , a4-t, ezeket alap-

pontoknak fogjuk hívni

Most azonosítsuk Ti csúcs-pontjait az ai+1, ai+2 és ai+3 pontokkal ( mod 4 ciklikusan

írva), majd azonosítsuk a megfejel® Ti és Tj-beli él-pontokat. Jelölje az így kapott,

46 ponton nyugvó rendszert X .

4.3. Megjegyzés. X parciális Steiner-féle hármasrendszer, azaz minden pontpárhoz

legfeljebb egy olyan blokk tartozik, amiben benne van.

4.4. Állítás. {a1, a2, a3, a4} minimális terjed® halmaz X -ben.

Bizonyítás. Minden valódi részhalmaz lezártja cl({ai+1, ai+2, ai+3}) = Si, így cl({a1, . . . , a4}) =

X és {a1, . . . , a4} minimális terjed® halmaz, ahogy kellett.
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Legyenek b1, b2 és b3 pontok rendre a S1 \ T1, S2 \ T2 és S3 \ T3 halmazokból.

4.5. Állítás. Újabb blokkok hozzáadásával X kiegészíthet® úgy, hogy továbbra is

parciális Steiner-féle hármas rendszer legyen, de abban {b1, b2, b3} terjed®.

Bizonyítás. Legyenek c1, d1, c2, d2, c3, d3 további pontok rendre S1, S2 és S3-b®l �

úgy, hogy {bi, ci, di} ne legyen blokk.

Vegyük hozzá X -hez a következ® blokkokat: (b1, b2, c3), (b1, c2, b3), (c1, b2, b3), (c1, c2, d3),

(c1, d2, c3) és (d1, c2, c3)-t.

Ebben a kiegészített rendszerben a cl({b1, b2, b3}) lezárt tartalmazza a b1, c1, d1, b2, c2, d2

pontokat, így minden pontot S1-b®l és S2-b®l, azaz az a1, . . . , a4 pontokat is. Így a

lezárt megegyezik a teljes rendszerrel.

Az iménti kib®vítéssel kapott rendszert jelöljük a továbbiakban X ′-vel.

X ′ egy olyan parciális Steiner-féle hármasrendszer, aminek van 3 és 4 méret¶ mini-

mális terjed® halmaza is. A bizonyítás befejezéséhez használjuk a 4.1. beágyazási

tételt. Ez alapján van olyan legfeljebb 93-adrend¶ STS, melybe X ′ beágyazható.

1.14. tétel bizonyítása. Vegyük a fent megkonstruált X ′ parciális Steiner-féle hár-

masrendszert.

Legyen X ∗ egy olyan Steiner-féle hármasrendszer, melybe X ′ beágyazható (ilyen

van), és ezek közül minimális méret¶. A clX∗({a1, a2, a3, a4}) és clX∗({b1, b2, b3})

lezártak tartalmazzák X ′ pontjait, X ∗ minimalitása miatt ráadásul ezek a lezártak

megegyeznek X ∗-gal. Most már csak azt kell megmutatnunk, hogy a {a1, a2, a3}, . . . ,

{a2, a3, a4} halmazok nem terjed®k. Tudjuk, hogy clX ({a1, a2, a3}) = S4, de S4 STS,

így nem adhattunk X -hez olyan blokkot, mely több, mint egy csúcsot tartalmazott
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volna S4-b®l, így clX ∗({a1, a2, a3}) = S4-nek is teljesülnie kell (a többire ugyanez a

gondolatmenet megy).

Ennél er®sebb állítás is igaz, err®l szól a következ® rész.

4.2. Nagy különbség

Most megnézzük az imént leírt konstrukció általánosítását: megmutatjuk, hogy tet-

sz®leges n > 3 egészhez létezik olyan Sn Steiner-féle hármasrendszer, melynek van

3, illetve n elem¶ minimális terjed® részhalmaza is.

Legyen a1, a2, . . . , an az AG(n− 1, 3) a�n tér egy a�n bázisa. Jelöljük Hi-vel azt a

hipersíkot, amit a {a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an} halmaz lezárásaként kapunk (1 ≤ i ≤

n). Végül legyen Xi a Hi pontjainak halmaza, valamint X =
⋃n

i=1Hi.

4.6. Állítás. X egy parciális Steiner-féle hármasrendszer, aminek van n elem¶ mi-

nimális terjed® részhalmaza.

Bizonyítás. Az AG(n− 1, 3) egy Steiner-féle hármasrendszer, aminek X része, azaz

X valóban parciális Steiner-féle hármasrendszer.

Az {a1, . . . , an} minimális terjed® halmaz X -ben, mivel clX ({a1, . . . , an}) = X és

ai 6∈ Hi = cl(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an).

Most válasszuk ki a b1, b2 és b3 pontokat rendre a X1 \ (X2 ∪ . . . ∪Xn), X2 \ (X1 ∪

X3 ∪ . . .∪Xn) és X3 \ (X1 ∪X2 ∪X4 ∪ . . .∪Xn) halmazokból � vegyük észre, hogy

ezek nem üresek. Vegyünk még n + 4 új pontot: b4, . . . , bn+7, és új hármasokat:

1 ≤ k ≤ n + 4 esetén a (bk, bk+1, bk+3), illetve 4 ≤ l ≤ n + 3-ra a (bl, bl+4, al−3)

hármasokat az eddigi X -hez. Ezt a kib®vített hármasrendszert jelöljük X ′-vel.
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b1 b2 b3 b4 b10

a1 a2 a3

4.1. ábra. Új hármasok n = 3 esetén

Könnyen ellen®rizhet®, hogy X ′ parciális Steiner-féle hármasrendszer, azaz nincs

olyan két x, y ∈ X ′ pont, hogy több hármas is illeszkedjen rájuk X ′-ben.

4.7. Állítás. A {b1, b2, b3} minimális terjed® halmaz X ′-ben.

Bizonyítás. A konstrukcióból adódóan minden 1 ≤ l ≤ n, és 1 ≤ k ≤ n + 7-re

al, bk ∈ clX ′({b1, b2, b3}); így clX ′({a1, . . . , an}) ⊂ clX ′({b1, b2, b3}). De X ⊂ X ′,

azaz X = clX ({a1, . . . , an}) ⊂ clX ′({a1, . . . , an}). Így clX ′({b1, b2, b3}) = X ′, ami

azt jelenti, hogy {b1, b2, b3} terjed® halmaz. A minimalitás abból adódik, hogy egy

2-elem¶ halmaz lezártja egy parciális Steiner-féle hármasrendszerben legfeljebb 3-

elem¶.

4.8. Állítás. Az {a1, . . . , an} minimális terjed® halmaz X ′-ben.

Bizonyítás. A vizsgált halmaz terjed®, mivel a lezártja tartalmazza a {b1, b2, b3}

halmazt, amir®l beláttuk, hogy terjed®. Ezentúl minimális is, mivel minden i-re

clX ′({a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an}) = clX ′(Xi) = clX (Xi) = Xi 6= X ′, mert egyik X -hez

hozzáadott hármas sem tartalmazott 1 pontnál többet az egyes Xi-kb®l.
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Most van egy parciális Steiner-féle hármasrendszerünk, amire a kívánt feltételek

fennállnak. Megmutatjuk, hogy van Steiner-féle hármasrendszer is a megfelel® tu-

lajdonságokkal. A 4.1. beágyazási tétel garantálja, hogy vannak a X ′-t tartalmazó

Steiner-féle hármasrendszerek. Legyen S ezek közül egy olyan, ami a lehet® legkisebb

méret¶.

4.9. Tétel. Van olyan Steiner-féle hármasrendszer, aminek van 3, illetve n méret¶

minimális terjed® halmaza is.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy S megfelel®.

Mind {a1, . . . , an}, mind {b1, b2, b3} terjed® halmazok S-ben, mivel a lezártjuk X ′-

ben X ′, így S-ben a lezártjuk ugyanaz, mint X ′-nek. De clS(X
′) = S, mivel S

minimális azon Steiner-féle hármasrendszerek közt, melyek tartalmazzák X ′-t.

{b1, b2, b3} minimális terjed® halmaz, mivel minden részhalmazának a lezártja leg-

feljebb 3 elem¶.

{a1, a2, . . . , an} szintén minimális terjed® halmaz. Legyen A ⊂ {a1, a2, . . . , an} egy

tetsz®leges részhalmaz. Ekkor A S-beli clS(A) lezártja ugyanaz, mint X -beli clX (A)

lezártja, mivel ez az eredeti a�n térnek egy rész Steiner-féle hármasrendszere volt,

így X kib®vítése során nem tudtunk olyan hármassal b®víteni, ami legalább két

pontot tartalmaz a clX (A) halmazból.



5. fejezet

Terjedési szám F3 feletti

geometriákban

Ebben a fejezetben terjed® halmazok terjedésének sebességét fogjuk vizsgálni a 1.15.

de�nícióban megalkotott terjedési szám segítségével.

A PG(d, 3) projektív teret is fogjuk vizsgálni � ami nem hármasrendszer. Ebben az

esetben a szomszédság és a lezárt de�níciójának természetes általánosítását fogjuk

tekinteni.

5.1. Állítás. Ha S az AG(d, 3) a�n tér egy terjed® részhalmaza, akkor a terjedési

száma legfeljebb dlog2(d)e+ 1.

Bizonyítás. S a�n módon generálja AG(d, 3)-at, így van B = (A0, . . . , Ad) ⊂ S

a�n bázis. A0 középponttal vektorizálva olyan koordinátázást tudunk adni, hogy

az i-edik egységvektor Ai legyen, azaz Ai = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0). Három tetsz®leges

pont akkor kollineáris, ha összegük (mint vektorok) zérus � koordinátánként a három

értéknek azonosnak vagy páronként különböz®nek kell lenni. Így az x és y pontok

által meghatározott egyenes harmadik pontja −x− y. Tehát az n-ik terjedési lépés

után S minden olyan pontra kiterjed, amiben legfeljebb 2n−1 nem 0 koordináta-érték

van. Tehát dlog2(d)e+ 1 lépés után S az egész AG(d, 3)-ra kiterjed.

26
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Vegyük észre, hogy ha az el®z® állítást a d = 2 esetre alkalmazzuk, akkor azt kapjuk,

hogy ha három nem kollineáris pontját kiválasztjuk a három elem¶ test feletti a�n

síknak, akkor azok terjed® halmazt alkotnak, ami terjedési száma 2.

A 5.1. állítással és az el®z® megjegyzéssel fels® becslést tudunk adni egy PG(d−1, 3)-

beli terjed® halmaz terjedési számára.

5.2. Állítás. Legyen S ⊂ PG(d − 1, 3) terjed® halmaz. Ekkor S terjedési száma

legfeljebb dlog2(d)e.

Bizonyítás. Jelöljük a projektív transzformációt π : Fd
3 → PG(d − 1, 3)-vel � és

használjuk azt a konvenciót, hogy egy pont π-nél vett inverze tartalmazza a 0 pontot

is. A Fd
3 vektorteret egy a�n térnek tekintve használhatjuk a korábbi eredményt.

Tekintsük a π−1(Sn) pontokat � emlékeztet®ül: Sn az n lépés után elért pontokat, a

kvázi-lezártat jelöli. Ezek ugyanazok a pontok, amiket n−1 lépés után AG(d, 3)-ban

kaptunk volna π−1(S)-b®l kiindulva. Azaz legfeljebb dlog2(d)e + 1 − 1 = dlog2(d)e

terjedési lépés után S kiterjed PG(d− 1, 3) minden pontjára.

5.3. Megjegyzés. A fels® becslések a 5.1. és a 5.2. állításokban élesek: az els®

esetben egy a�n bázist tekintve, a másodikban pedig d általános helyzet¶ pontot

választva.
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