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1. BevezetŖ 

 

A matematikai anal²zis kialakul§sa 

 

A XVII. sz§zad matematik§j§ban a legnagyobb eredm®ny a differenci§l- ®s 

integr§lsz§m²t§s felfedez®se volt. 

A matematikai anal²zist, a differenci§l- ®s integr§lsz§m²t§st k¿lºnºsen kezdetben a 

v®gtelen kicsiny mennyis®gekkel, az infinitezim§lisokkal
1
 val· sz§mol§s jellemezte. 

Ez®rt szok§s infinitezim§lis sz§m²t§snak is nevezni. 

Az infinit®zim§lis sz§m²t§ssal kapcsolatos feladatok m§r az ·korban felvetŖdtek. 

Az eleai Z®non (i. e. V. sz.) paradoxonjaival ®ppen az®rt nem tudtak boldogulni, mert a 

v®gtelen kicsiny ®s v®gtelen nagy fogalma tiszt§zatlan volt. Term®szetesnek tartott§k 

p®ld§ul, hogy ha egy v®gtelen kis mennyis®get v®gtelen sokszor vesz¿nk, akkor 

v®gtelen nagyot kapunk. 

 Azok a feladatok, amelyekn®l felmer¿lt az infinitezim§lisokkal val· sz§mol§s 

sz¿ks®ge, nagyj§b·l k®t csoportba oszthat·k. 

Az egyikbe tartoznak az ®rintŖkkel kapcsolatos sz§m²t§sok ®s a v§ltoz§sok 

sebess®g®nek a meghat§roz§sa. Ezekkel foglalkozik a differenci§lsz§m²t§s. A m§sik 

csoportba sorolhat·k a ter¿let-, t®rfogat-, s¼lypont- ®s nyomat®ksz§m²t§sok, amelyek 

§ltal§ban az integr§lsz§m²t§ssal oldhat·k meg. 

Az infinitezim§lis mennyis®gek anal²zis®nek l®trejºtte nem egy vagy n®h§ny tud·s 

mŤve, zseni§lis tal§lm§nya volt. A val·s§gban ezzel egy hossz¼ folyamat fejezŖdºtt be. 

ElsŖsorban a mechanika, az asztron·mia ®s a fizika sz¿ks®gletei voltak e folyamat 

ind²t·okai. Ezek a tudom§nyok nemcsak bizonyos feladatok megold§s§nak kºvetel-

m®ny®t §ll²tott§k a matematika el®, de a folytonos mennyis®gekrŖl ®s folytonos 

mozg§sokr·l, a f¿ggv®nykapcsolat l®nyeg®rŖl ®s megjelen®si form§ir·l alkotott 

elk®pzel®seket is gazdag²tott§k. Az infinitezim§lis m·dszereket, a v§ltoz· 

mennyis®gek matematik§j§nak alapjait a matematika ®s a rokontudom§nyok szoros 

kºlcsºnhat§sa alapj§n dolgozt§k ki. 

 A kºztudatban az ®l, hogy a hat§rozott integr§lsz§m²t§s ·kori elŖdje a Ăkimer²t®s 

m·dszereò. Ez nem eg®szen ²gy van. Az Eudoxosz ®s Arkhim®d®sz §ltal oly tºk®lyre 

                                                 
1
 val·j§ban hat§r®rt®k csak akkoriban m®g nem volt defini§lva. 
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vitt kimer²t®s m·dszere ugyanis nem sz§m²t§s, hanem bizony²t§s: az elŖzŖleg 

valamik®ppen megsejtett eredm®nyeknek az igazol§sa. 

 

2. A kimer²t®s m·dszere 

 

A kimer²t®s m·dszere nev®t valamikor a kºz®pkorban kapta, mert hasonl· ahhoz a 

mŤvelethez, amellyel egy ed®nybŖl egy mer²tŖ ed®nnyel a folyad®kot apr§nk®nt 

kimeregetj¿k. 

A m·dszer l®nyege az indirekt bizony²t§s, annak is egy olyan fajt§ja, amellyel ter¿letet 

®s t®rfogatot hat§rozunk meg. A m·dszert a gºrºgºk tal§lt§k fel i.e. 450-ben, az egyik 

neves feltal§lok kºzºtt szerepel Eudoxosz, aki kor§nak legnagyobb matematikusa volt. 

A gºrºgºk egyes kiv§l· matematikusai ¼gy gondolt§k, hogy a kºr ter¿let®t ki lehet 

sz§molni kºrsokszºges²t®ssel, azaz egy adott kºrbe valamilyen h¼rsokszºget rajzolva ®s 

minden l®p®sben annak oldal§t megdupl§zva el lehet jutni egy olyan sokszºghºz, 

amelynek a ter¿lete ®pp a kºr ter¿let®vel egyenlŖ. Az ºtlet, miszerint a kºrt nºvekvŖ 

oldalsz§m¼ sokszºggel kºzel²ts®k, j· elgondol§snak mutatkozott, de hogy az ²gy nyert 

sokszºgek kºz¿l valamelyik is a kºrrel egyenlŖ ter¿letŤ, az a matematikusok sz§m§ra 

elfogadhatatlan gondolat. 

Eudoxosz ezen gondolatot tºk®letes²tette a kimer²t®s m·dszer®nek seg²ts®g®vel, 

amire pont az®rt volt sz¿ks®g, mert akkoriban az eredm®nyek megsejt®se §ltal§ban a 

matematikai szigor sz§m§ra elfogadhatatlan gondolatmenetekkel sz¿lettek meg. 

A m·dszerre az egyik legjobb p®lda Eudoxosz azon bizony²t§sa, mely arr·l sz·l, hogy 

k®t kºr ter¿lete ¼gy ar§nylik egym§shoz, mint §tm®rŖik n®gyzete. 

 

 

  E    H 

 

       A        P            Q

  

  F     G 

              B  

 

1. §bra 

d1 

C 

D 

d2 

K1 K2 
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A 1. §bra alapj§n legyen a K1 kºr ter¿lete T1 ®s §tm®rŖje d1, a kisebb kºr K2 

ter¿lete T2, §tm®rŖje pedig d2. 

Ekkor az §ll²t§s: 

 

Bizony²t§s elve: tegy¿k fel, hogy ez az §ll²t§s nem igaz. Az ar§nyp§rra nem teljes¿l az 

egyenlŖs®g, ²rjunk T2 hely®re T-t, T-re teljes¿l az egyenlŖs®g azaz 

. 

Tegy¿k fel elŖszºr, hogy T < T2. Ekkor rajzoljuk a K2 kºrbe az ABCD n®gyzetet. 

Mivel a kºr kºr® ²rhat· n®gyzet ter¿lete ®ppen k®tszerese a be²rt n®gyzet ter¿let®nek 

ez®rt a be²rt n®gyzet ter¿lete nagyobb a kºr ter¿let®nek a fel®n®l. Ez az ®szrev®tel az®rt 

fontos, mert Eudoxosz arra az Arkhim®d®sz §ltal is haszn§lt axi·m§ra alapozott, amely 

szerint:  

ĂHa egy mennyis®gbŖl elvessz¿k a fel®n®l nagyobbat, majd a marad®kb·l ism®t annak a 

fel®n®l nagyobbat, ®s ezt a mŤveletet el®g sok§ig folytatjuk, akkor eljutunk egy olyan 

marad®khoz, amely m§r kisebb, mint valamely elŖre megadott, tetszŖleges kicsiny 

sz§m.ò 

 Eudoxosz elsŖ marad®ka - T2 ter¿let®bŖl kivonva a n®gyzet ter¿let®t - az §bra 

n®gy kºrszelet®nek a ter¿letºsszege. EbbŖl elv®ve az AED h§romszºg ter¿let®nek a 

n®gyszeres®t, a marad®k a kºrter¿let ®s a kºrbe ²rhat· szab§lyos nyolcszºg k¿lºnbs®ge. 

Ezt az elj§r§st folytatva eljutunk az id®zet axi·ma szerint egy olyan n oldal¼ 

sokszºghºz, amelynek ter¿lete m§r kevesebbel k¿lºnbºzik a kºr ter¿let®tŖl, mint a (T2 

ïT) ter¿let, azaz: 

 

 (ahol Tn az n oldal¼ sokszºg ter¿lete). 

Rajzoljunk ezut§n a K1 kºrbe is n oldal¼ szab§lyos sokszºget, term®szetesen ez 

hasonl· a K2-be rajzolt sokszºggel, ²gy ter¿leteik ar§nya egyenlŖ a megfelelŖ 

n®gyzeteinek ar§ny§val, teh§t a k®t ter¿letet Tn-nel ®s tn-nel jelºlve: 

, 

de feltev®s¿nk szerint: 

 

A k®t ar§nyp§rb·l: 

 



6 

 

Mivel az ar§nyp§rban T1 > Tn, ez®rt  T > tn kell, hogy legyen, ami ellentmond az (1)-es 

meg§llap²t§snak, ez®rt kezdeti felt®tel¿nk, miszerint T < T2 nem igaz. 

 M§r csak azt kell megvizsg§lni, hogy T  > T2 lehets®ges-e. A K1 ®s K2 kºrºk 

szerep®t felcser®lve az elŖbbi §tgondol§sb·l ellentmond§sra jutunk, teh§t T = T2, azaz: 

 

Az elŖbb l§tott bizony²t§s nagyon j·l t¿krºzi a kimer²t®s m·dszer®nek elv®t. 

Ezen elv seg²ts®g®vel Eudoxosz kisz§molta a h§romszºg alap¼ g¼la t®rfogat§t is. 

A m·dszert alkalmazta az ·kori nagy matematikus Arkhim®d®sz, aki sok szab§lyos 

testeknek megsejtve a t®rfogat§t ®s egyeseket ezen m·dszerrel bizony²tott. 

 

3. Integr§lm·dszerek 

 

Az integr§lsz§m²t§s ·kori m·dszereivel Eur·p§t a Commandinoïf®le 

Arkhim®d®sz ford²t§s ismertette meg. Ezen kºnyv olvas·i: Stevin, Valerio, Guldin, 

majd Kepler, Cavalieri ®s Torichelli nem a kimer²t®s bizony²t§si r®sz®t fejlesztett®k 

tov§bb, hanem az ezt megelŖzŖ megsejt®si elj§r§st igyekeztek §ltal§nos²tani, 

elfogadhat· sz§m²t§ss§ tºk®letes²teni. 

Kezdetben ezeket a m·dszereket ter¿let- ®s t®rfogat-sz§m²t§si, valamint s¼lypont-

meghat§roz§si feladatok megold§s§ra dolgozt§k ki ®s gyŤjtºtt®k ºssze. Đjra ®s 

¼jra fel¿lvizsg§lt§k Arkhim®d®sz ·kori feladatait, tanulm§nyozt§k infinitezim§lis 

m·dszereit, tiszt§zt§k e m·dszerek matematikai lehetŖs®geit. (Az akkori 

integr§l-m·dszereket hat§rozott integr§lok kisz§m²t§s§nak m·dszereik®nt kell 

®rt®keln¿nk.) Ezek a m·dszerek rendk²v¿l gyorsan fejlŖdtek ki ®s honosodtak 

meg a matematik§ban, ®s alig 50-60 ®vvel az elsŖ munk§k megjelen®se ut§n m§r az 

integr§lsz§m²t§s elm®let®nek l®trehoz§s§hoz vezettek. 

ĉgy sz¿letett meg 1586-ban Stevin Statik§ja, a h§romszºg s¼lypontj§nak ®s a 

hidrosztatikai nyom·erŖ kisz§m²t§s§nak meghat§roz· mŤve. 

Ezt kºvette Valerionak az 1604-es ®s 1606-os kºnyve a s¼lypontr·l ®s a parabolaszelet 

ter¿let®rŖl, majd Guldinnek a forg§stestek felsz²n®re ®s t®rfogat§ra vonatkoz· elj§r§sa 

1614-ben, amely eredm®nyeket ma Guldin-t®teleknek nevezz¿k. 

A legkor§bban publik§lt ilyen t²pus¼ m·dszer a t®nylegesen v®gtelen kicsiny 

mennyis®gekkel v®gzett kºzvetlen mŤveletek m·dszere volt, amely 1615-ben l§tott 

napvil§got Kepler mŤveiben.  
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3.1. Johann Kepler (1571-1630) 

1571. december 27-®n sz¿letett Weil der Stadtban a n®met 

szabad birodalmi v§rosban, kiv§l· csillag§sz ®s matematikus 

volt. Eg®sz ®let®t Kopernikusz heliocentrikus vil§gk®pe 

tanulm§nyoz§s§nak ®s tov§bbfejleszt®s®nek szentelte. čri§si 

mennyis®gŤ csillag§szati megfigyel®st analiz§lva, 1609-1619-

ben felfedezte a r·la elnevezett bolyg·mozg§si tºrv®nyeket:  

1. A bolyg·k ellipszisp§ly§n mozognak, amelynek egyik f·kusz§ban van a 

Nap;  

2. A bolyg· r§diuszvektora egyenlŖ idŖk alatt egyenlŖ ter¿leteket Ăs¼rolò 

(l§sd a 2. §br§n);  

3. A bolyg·k Nap kºr¿li kering®si idej®nek n®gyzetei ¼gy ar§nylanak 

egym§shoz, mint a Napt·l m®rt kºz®pt§vols§guk kºbei.  

 

 

2. §bra 

 

E tºrv®nyek megfogalmaz§s§b·l l§that·, hogy helyess®g¿k matematikai 

bizony²t§s§hoz nem elegendŖ az akkori sz§m²t§si technika elsaj§t²t§sa, a 

k¼pszeletek ®s az algebrai eszkºzºk ismerete. Az ellipszisszeletek ter¿let®nek 

kisz§m²t§sa megkºvetelte a v®gtelen kis mennyis®gek haszn§lat§ban val· 

j§rtass§got is.  

Kepler eljutott od§ig, hogy egys®ges elj§r§st tal§lt a forg§stestek t®rfogat§nak a 

kisz§m²t§s§ra, ®s ezzel a m·dszerrel Kepler egyik ¼ttºrŖje lett az anal²zisnek. Keplert 

Arkhim®d®sz hasonl· gondolatai ihlett®k. C®lja az volt, hogy r§jºjjºn azokra az 

alapºtletekre, amelyekkel Arkim®d®sz m®g a bizony²t§s elŖtt megsejtette bizony²tand· 

eredm®nyeit.  

http://hu.wikipedia.org/wiki/1571
http://hu.wikipedia.org/wiki/December_27
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M·dszer®nek l®nyege, hogy az adott testet v®gtelen sok szeletre, azaz v®gtelen 

kicsiny t®rfogatokra bontotta, azut§n a szeletekbŖl sz¿ks®g szerint valamilyen, a 

t®rfogatot nem v§ltoztat· §talak²t§ssal olyan testet rakott ºssze, melynek a ter¿let®t m§r 

ki tudta sz§molni. 

N®h§ny p®lda Kepler jellemzŖ gondolatmenet®bŖl, mely p®ld§ul szolg§l arra, 

hogy hogyan indult Eur·p§ban a v®gtelen kicsiny mennyis®gekkel val· 

m·dszeres sz§mol§s. 

A kºr ter¿let®re vonatkoz· t®tele: ĂA kºr ter¿let®nek ®s az §tm®rŖ 

n®gyzet®nek az ar§nya majdnem 11 : 14ò. A 11 : 14 tºrtet ebben a t®telben a ˊ : 

4 megkºzel²t®s®re haszn§lja. Kepler szerint Arkhim®d®sz a kºvetkezŖ k®pen 

okoskodott: 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. §bra 

 

A 3 §br§n l§that· kºrlap felbonthat· v®gtelen sok kºrcikkre. Ezen 

kºrcikkeket, melyek egyenlŖ sz§r¼ h§romszºgeknek tekinthetŖk, helyezz¿k 

kºr²v alapjukkal a kiter²tett AB kºrker¿letre ¼gy, amint ezt az AkAk+1Ck 

Ăh§romszºgò mutatja. Ezut§n toljuk el minden h§romszºg Ck cs¼cspontj§t az 

AB-vel p§rhuzamosan a kºr O kºz®ppontj§ba. 

Az ²gy kapott AkAk+1O h§romszºg ter¿lete ugyanakkora maradt, mint az 

AkAk+1Ck h§romszºg®. Minden kºrcikkh§romszºget ²gy §talak²tva, ºsszess®g¿k 

®pp befedi az ABO der®kszºgŤ h§romszºget. A kºr ter¿lete teh§t ®pp akkora, 

mint ez® a h§romszºg®, azaz  

 

ĉgy r
2
ˊ : 4r

2
 = ˊ : 4-el ami kºzel²tŖleg val·ban 11 : 14. 

                      Ak+1 

                         Ak 

   A2 A1  A 

 O 

Ak     Ak+1 

   Ck 

B 
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Az arkhim®d®szi szab§lyos testekrŖl Kepler §tt®rt azon testek 

tanulm§nyoz§s§ra, amelyek kºrnek, valamint egy®b k¼pszeleteknek a centrumon 

§t nem halad· egyenes kºr¿li forgat§s§val keletkeznek. 

Ezen elj§r§st mag§ba foglal· egyik legh²resebb mŤve a Stereometria 

doliorum vinorum (A boroshord·k t®rm®rtana) amely 1615-ben jelent meg. 

Ebben 92 k¿lºnbºzŖ alak¼ forg§stest t®rfogat§t sz§m²totta ki, amelyeket az 

alakjukt·l f¿ggŖen citromnak, alm§nak, meggynek, tºrºk turb§nnak nevezett el. 

Az elŖzŖ p®ld§hoz hasonl·, de kev®sb® prec²z kivitelŤ az Ăalmaò 

t®rfogat§nak a meghat§roz§sa. Az Ăalmaò az a test, amely egy f®lkºrn®l nagyobb 

kºrszeletnek h¼rja kºr¿li forgat§s§val keletkezik. Szeletelj¿k fel ezt az alm§t a 

forg§stengelyen §tfektetett s²kokkal Ăv®gtelen sokò gerezdre (4. §bra alapj§n). 

 

 

 

4. §bra 

 

Ter²ts¿k ki ezut§n az alma Ăegyenl²tŖj®tò egyenesbe, ez legyen az 5 §br§n 

l§that· CD szakasz. Erre a szakaszra sorakoztassuk az almacikkeket az 

AkCôBkCòAk helyzet®ben, ®s v®g¿l toljuk el az AkBk h¼rt az AB-be.  

ĉgy ez az n-edik gerezd §tmegy az ACôBCòA ny¼jtott cikkbe. Ez§ltal Kepler 

sejt®se szerint az almagerezd t®rfogata nem v§ltozott. Ha ezt az elj§r§st minden 

almacikkre elv®gezz¿k, akkor ezek egyes²t®se ki fogja tºlteni az ABCD 

hengerszeletet, amelyet a CD magass§g¼ hengerbŖl az ABD s²k v§g le. 
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5. §bra 

 

Teh§t az alma t®rfogata ennek az ABCD hengerszeletnek a t®rfogat§val egyenlŖ. 

A forg§stestek t®rfogat§nak Kepler-f®le meghat§roz§si m·dszere 

term®szetesen nem pontos. Ez azonban, ha n®ha hib§s gondolatmeneteket 

tartalmaz is, egys®ges elj§r§s volt, mely feleslegess® tette ®ppen a kimer²t®s 

m·dszer®vel val· ut·lagos bizony²t§s§t.  

Kepler m·dszere rendk²v¿l n®pszerŤv® v§lt, sz§mos tud·s szentelte 

munk§j§t e m·dszer gyakorlati oldal§nak tºk®letes²t®s®re, ®s az ehhez sz¿ks®ges 

fogalmak ®sszerŤ megmagyar§z§s§ra. Ezzel kapcsolatban a legnagyobb 

elismer®st a Cavalieri §ltal felfedezett Ăoszthatatlanok geometri§jaò nyerte el. 

 

3.2. Bonaventura Cavalieri(1598 -1647) 

Olasz matematikus ®s csillag§sz volt. Galilei tan²tv§nya, aki 1629-ben a 

bolognai egyetem tan§ra lett.  

Legnagyobb mŤve az oszthatatlanok m·dszer®nek kidolgoz§sa volt, amelyet a 

geometria univerz§lis m·dszer®nek k®pzelt. Ezt a m·dszert s²kidomok ter¿let®nek ®s 

testek t®rfogat§nak meghat§roz§s§ra dolgozta ki. Đgy k®pzelte, hogy mind a s²kidomok, 

mind a testek olyan elemekbŖl vannak ºsszet®ve, amelyek eggyel kisebb dimenzi·j¼ak, 

mint a meghat§rozand· alakzat. A test teh§t valamilyen szab§lyoz·nak nevezett s²kkal 

p§rhuzamos s²kidomok ºsszess®ge. A s²kidom a szab§lyoz· egyenessel p§rhuzamos 

szakaszok ºsszess®ge. E felfog§s alapj§n kidolgozott egy olyan matematikai elj§r§st, 

amely az integr§lsz§m²t§s fontos elŖfut§ra volt, azaz az oszthatatlanok ºsszege 
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l®nyeg®ben a hat§rozott integr§l fogalm§hoz vezetett. M·dszer®ben azon testek ®s 

s²kidomok viszony§t vizsg§lta, amelyekben az oszthatatlanok ar§nya §lland·. 

Teh§t a Cavalieri- f®le oszthatatlanok m·dszer®nek a l®nyege: a s²kidomok ter¿letei, 

vagy a testek t®rfogatai ¼gy ar§nylanak egym§shoz, mint az ºsszes oszthatatlanjaik 

egy¿ttv®ve. Ha az oszthatatlanok ar§nya megegyezik, akkor a s²kidomok, vagy a testek 

t®rfogat§nak ar§nya ugyanaz az ar§ny. 

Erre az alapelvre az egyik legjobb p®ld§ja: 

 

  C 

D               

     

     F                       

                                                            y1  

  y2   

 

                                                          A                        B  

O a      x        b       x    

 

6. §bra 

 

A 6. §br§n az f1(x) ®s f2(x) f¿ggv®nyek gºrb®i hasonl·ak, teh§t az [a, b] 

intervallumon az   y1 : y2 = c ar§ny §lland·. Nyilv§n az y1-ek ®s y2-k ºsszess®g®nek azaz 

ter¿let®nek az ar§nya is §lland·, ×y1 : ×y2 = c. Cavalieri szeml®let®ben az y1-ek 

ºsszess®ge az ABCD s²kidomot alkotja, az y2 ïk ºsszess®ge az ABEF s²kidomot jelenti.  

Elve szerint teh§t: 

 

Ez az §ll²t§s elŖdje a: 

 

egyenlŖs®gnek. 

Cavalieri az oszthatatlanok hatv§nyºsszegeinek az ar§ny§t is vizsg§lta. P®ld§ul 

bevezette az oszthatatlanok n®gyzeteinek ºsszegz®s®t, ®s bebizony²totta a kºvetkezŖ 

t®telt: a paralelogramma oszthatatlanjainak n®gyzetºsszege h§romszor akkora, mint 

azon h§romszºg oszthatatlanjainak n®gyzetºsszege, amelyet a paralelogramma §tl·ja 

v§g le a paralelogramm§b·l. 

 

 

E 

f1(x) 

 

f2(x) 
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 A   B    C 

 

    D  EE       G 

 

 

        I       J   K 

7. §bra 

 

A 7. §bra alapj§n vezess¿k be a kºvetkezŖ jelºl®seket: AC = a, DF = x, FG = y, 

DE =  = b, EF = z. Ezen jelºl®sek alapj§n x = b+z, y = b-z, ®s az oszthatatlanok 

r®szeinek n®gyzetºsszeg®re:   egyenlŖs®gek teljes¿lnek. 

¥sszegezz¿nk az ºsszes oszthatatlanra az oszthatatlanok n®gyzetºsszeg®t. Jelºlje 

(T) a T s²kidombeli oszthatatlanok n®gyzetºsszeg®t.  

Ekkor: 

(AIC) + (CKI)=2(ABJI) + 2(BCH) + 2(JIH) 

Jegyezz¿k meg, hogy 

(AIC) = (CKI); (ABJI) = (ACKI); (BCH) = (JIH) =  (AIC) 

§ll²t§sok teljes¿lnek, amit nem neh®z bel§tni, de most ettŖl eltekint¿nk. 

Kºvetkeztet®sk®ppen: 

(AIC) = (ACKI) +   (AIC) +   (AIC) 

vagyis  

(AIC) = (ACKI) . 

Az integr§lsz§m²t§s nyelv®re leford²tva, Cavalieri bebizony²totta, hogy 

 

vagy m§sk®ppen kifejezve: 

 

 

Ezt a t®telt Cavalieri §ltal§nos²tani tudta az oszthatatlanok magasabb hatv§nyaira is, 

eg®szen a kilencedik hatv§nyig. Ezzel az  

H 
F 

E 
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alak¼ hat§rozott integr§lok kisz§m²t§s§val ekvivalens feladatcsoportot oldotta meg. 

Az, hogy Cavalieri nem az integr§lokkal ekvivalens kifejez®seket vizsg§lta, hanem 

ezek ar§ny§t, a dolgon nem v§ltoztat, hiszen el®g nevezŖk®nt azt az integr§lt v§lasztani, 

amely az oszthatatlanok ºsszeg®nek felel meg. 

Az oszthatatlanok m·dszere lehetŖv® tette a kor§bban megoldhatatlan, neh®z feladatok 

megold§s§t. A m·dszernek lelkes h²vei voltak. Ezek egyike Pascal. 

 

4. Newton ®s Leibniz elŖtti integr§lsz§m²t§s legfejlettebb 

form§i 

 

4.1. Blaise Pascal (1623 -1662) 

Blaise Pascal 1623-ban sz¿letett Clermont-Ferrand-ban, 

fontos alkot§sokat hagyott h§tra a fizika, a matematika, a 

teol·gia, a filoz·fia ®s az irodalom t®makºr®ben is. 

Az oszthatatlanok elm®let®t felhaszn§lva jutott el az y = x
n
 

parabola alatti ter¿let kisz§m²t§s§hoz. Ezen gondolatmenete 

1654-ben jelent meg a Potestatum numericarum summa (A sz§mhatv§nyok ºsszege) 

c²mŤ mŤv®ben. ¥t ®vvel k®sŖbb meghat§rozta az oszthatatlanok m·dszer®vel a 

szinuszgºrbe alatti ter¿letet a [0, ˊ] intervallum fºlºtt. 

Az oszthatatlanok m·dszer®t pr·b§lta pontos²tani oly m·don, hogy az ºsszes 

oszthatatlan ºsszeg®t elemi ter¿letek ºsszegek®nt fogta fel. Ezen ter¿leteket az 

abszcisszatengely, a gºrbe, valamint az egym§shoz v®gtelen kºzeli ordin§t§k
2
 

hat§rolj§k, (vagyis az oszthatatlanok ºsszeg®t × y dx-nek fogta fel, ami a 8. §bra alapj§n 

j·l l§that·).  

A feladatok kºzºtt, amelyeket megoldott, szerepelt az ºsszes szinuszok ºsszege, 

amelyet ¼gy hat§rozott meg, mint az ordin§t§k ®s az ²velemek
3
 szorzatainak ºsszeg®t           

( a 8.§bra alapj§n ez: × y ds). Az egys®gsugar¼ kºr eset®n igazolja az elnevez®st ( × 

sinɔ dɔ ). A hat§rozott integr§l e geometriai megfelelŖj®nek seg²ts®g®vel Pascal sok 

ter¿let- ®s t®rfogat-sz§m²t§si feladatot tudott megoldani. 

                                                 
2
 f¿ggv®ny®rt®k 

3
 tulajdonk®ppen ®rintŖszakaszok (akkor m®g nem volt defini§lva az ®rintŖ fogalma) 

http://hu.wikipedia.org/wiki/Fizika
http://hu.wikipedia.org/wiki/Matematika
http://hu.wikipedia.org/wiki/Teol%C3%B3gia
http://hu.wikipedia.org/wiki/Filoz%C3%B3fia
http://hu.wikipedia.org/wiki/Irodalom
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A szinuszok ºsszeg®t t§rgyalva Pascal olyan §ll²t§st mondott ki, amely a 

matematika tºrt®net®ben k®sŖbb fontos szerepet j§tszott. 

 B        E 

      ds   

   dy        D  

                                                                      K                    F 

  r    

  y 

                                              A               C 

 

8. §bra 

 

Az 8. §br§n l§that· EKF seg®dh§romszºg hasonl· az ADJ seg®dh§romszºghºz, 

ugyanis oldalaik merŖlegesek. Ezt a tulajdons§got akkor is megŖrzi, amikor a k®t 

szomsz®dos ordin§ta t§vols§ga v®gtelen kicsi, azaz b§rmilyen kicsinek is v§lasztva az 

IG intervallumot: 

EKFȹ ~ ADJȹ; 

 

JD  EF = AD  KF, 

Ekkor  az §br§n legyen DJ = x; AJ = y; AD = s; KE = dx; KF = dy; EF = ds;  

A fenti jelºl®sekkel az ar§ny: 

 

y ds = r dx. 

Ezen §ll²t§sa alapj§n Pascal a kºvetkezŖ t®telt mondta ki: 

A negyed kºr valamely ²v®hez tartoz· szinuszainak ºsszege egyenlŖ az alapnak a 

k®t sz®lsŖ szinusz kºzti szakasza ®s a sug§r szorzat§val. 

Teh§t az integr§lsz§m²t§s nyelv®re leford²tva: 

 

Az AJD h§romszºgben jelºlje  ɔ a DAJ szºget ekkor a szºg szinusza ®s koszinusza: 

, 

J   G I 

dx 
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, 

ebbŖl kifejezve x-et ®s y-ont: 

y = r cosɔ,  x = r sinɔ, 

valamint: 

 s = rɔ. 

Ezek alapj§n: 

 

vagy ,  r = 1 eset®n: 

 

Pascal §ll²t§sa ºsszef¿gg®st mutat a gºrbe ®rintŖje ®s a gºrbe alatti ter¿let kºzºtt. 

Ez®rt sokan ¼gy tartj§k, hogy Pascal kiengedte kez®bŖl a differenci§lh§nyados ®s az 

integr§l fogalm§nak valamint az azok kºzti ºsszef¿gg®sek felfedez®s®t.  

Leibniz bevallotta, hogy sz§m§ra Pascal h§romszºge az EFK h§romszºg volt a 

minta a dx, dy, ds differenci§lok alkotta differenci§l-h§romszºg bevezet®s®re, amit 

mŤveiben Pascal-h§romszºgnek eml²t. Leibniz tov§bb§ azt ²rta Bernoullinak 1703-ban, 

hogy Pascal mintha bekºtºtt szemmel j§rt volna. 

De ugyanezt mondhatjuk el Pascal bar§tj§r·l, Fermatr·l is. 

 

4.2. Pierre de Fermat (1601- 1605) 

Beaumont-de-Lomagne-ban sz¿letett. Figyelemrem®lt· 

megfigyel®seket tett az analitikus geometria a val·sz²nŤs®g-

sz§m²t§s ®s az infinitezim§lis sz§m²t§s ter¿let®n is. 

Az integr§lsz§m²t§s megkºzel²t®s®ben jelentŖs halad§st ®rt el. 

Kisz§molta az  gºrbe alatti ter¿letet oly m·don, hogy visszat®rt az 

Arkhim®d®szi hagyom§nyokhoz, miszerint a gºrbe alatti ter¿letet az 9. §bra szerint 

t®glalapsorozatokra bontotta. 

http://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=Beaumont-de-Lomagne&action=edit&redlink=1
http://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=Analitikus_geometria&action=edit&redlink=1
http://hu.wikipedia.org/wiki/Val%C3%B3sz%C3%ADn%C5%B1s%C3%A9g-sz%C3%A1m%C3%ADt%C3%A1s
http://hu.wikipedia.org/wiki/Val%C3%B3sz%C3%ADn%C5%B1s%C3%A9g-sz%C3%A1m%C3%ADt%C3%A1s
http://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=Infinitezim%C3%A1lis_sz%C3%A1m%C3%ADt%C3%A1s&action=edit&redlink=1
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9. §bra 

 

Ez volt az egyik nagy ¼j²t§sa kort§rsaival szemben, a m§sik pedig, hogy az OA 

intervallumot nem egyenlŖ r®szre osztotta fel, hanem ezen intervallumon az x-tengelyen 

kijelºlte az x,  ex,  e
2
x,  e

3
x,  e

4
x, é  pontokat, ahol 0 < e < 1. A t®glalapok alapjainak a 

megfelelŖ k®t szomsz®dos oszt·pont kºzºtti szakaszt v§lasztotta. 

Đgy sz§molta ki teh§t a gºrbe alatti ter¿letet, hogy ºsszeadta ezen Ăburkol· t®glalapokò 

ter¿leteit. 

Ter¿letºsszegek kisz§m²t§sa:  

Az oszt·pontok abszcissz§i: 

x,  ex,  e
2
x,  e

3
x,  ... 

A hozz§juk tart·z· t®glalapok alapjai: 

x(1-e),   ex(1-e),   e
2
x(1-e),   e

3
x(1-e),  é 

A t®glalapok magass§gai: 

 

Ezen adatok alapj§n a t®glalapok ter¿letei: 

 

A t®glalapok ter¿letei v®gtelen m®rtani sort alkotnak, teh§t ter¿leteinek ºsszege: 

 

Viszont ahhoz, hogy a gºrbe alatti ter¿letet kapjuk, sz¿ks®ges, hogy az x tengelyre 

illeszkedŖ alapok v®gtelen kicsinny® v§ljanak. Fermat ¼gy gondolta, hogy ez e = 1 
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eset®n ®rhetŖ el. De mielŖtt e hely®re 1-et helyettes²tett volna, bevezette az e = E
q
-t, ®s a 

ter¿letºsszeg sz§ml§l·j§t ®s nevezŖj®t szorzatt§ alak²totta.  

Ily m·don: 

 

 

 

 

Ezt a tºrtet egyszerŤs²tve (1-E)-vel, majd e hely®re 1-et ²rva: 

 

 

  teh§t a gºrbe alatti ter¿let: 

 

Ami term®szetesen egyenlŖ az  

 

hat§rozott integr§llal. 

Fermat azzal, hogy kisz§molta e ter¿letet, nagy elŖrel®p®st tett az integr§lsz§m²t§s 

felfedezŖj®nek. A franci§k e kiv§l·s§ga olyan feladatokat oldott meg, amelyben egy¿tt 

szerepelt az ®rintŖprobl®ma ®s a ter¿letsz§m²t§s, akin®l minden egy¿tt volt ahhoz, hogy 

Ŗt tisztelhess¿k az integr§lsz§m²t§s felfedezŖjek®nt, m®gsem ®rdemelte ki ezt a c²met. 

£spedig az®rt nem, mert nem dolgozta ki integr§lm·dszer®t §ltal§nos sz§m²t§si 

feladatt§. Nem tette meg az utols· l®p®st, amellyel megteremthette volna a geometriai 

feladatokt·l f¿ggetlen integr§l fogalm§t. Ahhoz, hogy ezek a fogalmak 

megsz¿lethessenek, sz¿ks®g volt egy tov§bbi absztrakci·ra, amit nem Ŗ ®s nem a hozz§ 

nagyon kºzel j§r· Pascal tett meg, hanem egym§st·l f¿ggetlen¿l Newton ®s Leibniz. 

Ezt azonban m®g megelŖzte egy fontos fejlŖd®si szakasz, amely Wallis nev®hez 

fŤzŖdik. 

 

 

 

 




