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3.1. Lindenmayer-rendszerek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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1. Bevezetés

A fraktálok vizsgálata viszonylag új keletű területe a matematikának. Gondol-

junk csak bele, hogy a fraktálgeometria ”atyja” Benoit Mandelbrot (1924−) tulaj-

donképpen kortársunk. A fraktálgeometria közkedvelt területe a matematikának.

Azon túl, hogy a fraktálok ábrázolása igen látványos lehet, gyakorlati jelentőséggel

b́ırnak. Fizikai vagy gazdasági folyamatok elemzéséhez sokszor szükség van fraktál-

geometriai vizsgálatra. De a természetben is számtalan példát láthatunk fraktál-

szerű alakzatokra.

A szakdolgozatomban elsősorban a jól ismert Koch-hópehelygörbével, és an-

nak néhány módośıtott változatával foglalkozom. A második fejezetben áttekintek

néhány ismert tételt és defińıciót. A szakdolgozatban található ábrákat mind én

késźıtettem, egy ChaosPro nevű programmal, melynek használatát röviden a har-

madik fejezetben ismertetem. A negyedik fejezet foglalkozik a Koch-görbével. A

fraktálok fontos tulajdonságán, a Hausdorff-dimenzión ḱıvül, vizsgálom a görbe

hosszát és a differenciálhatóság kérdését. Bevezetek egy parametrizálástól független

differenciálhatósági feltételt, és erre tesztelem a görbe egy adott paraméter függvényé-

ben való módośıtását. Az utolsó szakaszban, melyben egy másik paramétert is

módośıtok, jól látszik hogy egy kis változtatás is mennyire megbonyoĺıtja a Hausdorff-

dimenzió kiszámı́tását.
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2. Elméleti bevezetés

Ebben a fejezetben áttekintem azokat a fogalmakat és tételeket amelyeket később

felhasználok a különböző számı́tásokhoz, bizonýıtásokhoz.

2.1. A Hausdorff dimenzió

Ebben a szakaszban a Hausdorff dimenzió fogalmát vezetem be Gerald A. Edgar

Measure Topology and Fractal Geometry ćımű könyve alapján[1]. Ez a fraktálokról,

mint halmazokról ad információt. Először egy új mértéket vezetek be, a Hausdorff

mértéket, és erre alapozva definiálom a Hausdorff dimenziót.

2.1.1. Defińıció. Az A ⊂ Rn halmaz átmérője:

diam(A) = sup{‖x− y‖ : x, y ∈ A}.

2.1.2. Defińıció. Legyen ε > 0 adott valós szám, és F adott halmaz. Ekkor az

Ai halmazok az F halmaz ε-fedését adják, ha F ⊆
⋃
iAi és diam(Ai) < ε minden

i = 1, 2, ...-re.

2.1.2. Defińıció. Legyen adott F ⊂ Rn és s ≥ 0. Ekkor

Hs
ε(F ) := inf{

∞∑
i=1

(diam(Ai))
s : {Ai} az F ε−fedése}.

2.1.3. Defińıció. Az F halmaz s-dimenziós Hausdorff féle külső mértéke:

Hs(F ) := lim
ε→0+

Hs
ε(F ) = sup

ε>0
Hs
ε(F ).

Vegyük észre, hogy a Hausdorff mérték defińıciója nem követeli meg hogy s egész

legyen. Tekintsük most Hs(F )-et, mint s függvényét adott F mellett. Könnyen

látható, hogy ha s növekszik Hs(F ) csökken. Ennél azonban több is igaz, erről szól

az alábbi tétel.

2.1.4. Tétel. Legyen F ⊂ Rn adott halmaz és 0 < s < t. Ha Hs(F ) < ∞, akkor

Ht = 0. Ha Ht > 0 akkor Hs(F ) =∞.

Ebből következik, hogy létezik olyan egyértelmű s0 érték, hogyHs(F ) =∞, min-

den s < s0, ésHs(F ) = 0, minden s > s0-ra. Ezt az s0 értéket az F halmaz Hausdorff
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dimenziójának h́ıvjuk, és mostantól dimF -el jelöljük. Ez az információ egy hal-

mazról nemcsak azért hasznos, mert általában egy fraktál egész dimenziós mértéke

0 vagy végtelen, hanem a fraktál Mandelbrot szerinti definiálásához is szükséges.

2.1.5. Defińıció. Az a A halmaz fraktál ha ind A < dimA, ahol ind A az A

indukt́ıv, vagy topologikus dimenziója.

2.1.6. Tétel. Legyenek A és B Borel halmazok. Ekkor, ha A ⊆ B, akkor dimA ≤
dimB. Továbbá dimA

⋃
B = max{dimA, dimB}.

Még egy fontos új fogalmat kell bevezetnünk, a Hausdorff távolságot. Ez azért

fontos, mert fraktálokat sokszor halmazokból álló sorozat határértékeként adunk

meg. Viszont ahhoz hogy határértékről beszélhessünk, definiálnunk kell az elemeket

(amelyek most halmazok) tartalmazó halmazra metrikát.

2.1.7. Defińıció. Legyen A és B egy teljes metrikus tér két részhalmaza. Ekkor A

és B Hausdorff távolsága,

dH(A,B) = max{sup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b), sup
b∈B

inf
a∈A

d(a, b)},

ahol d az alaptéren vett metrika.

2.1.8. Tétel. Ha X teljes metrikus tér (pl. Rn), és K az X kompakt részhalmazai-

nak tere, akkor (K, dH) teljes metrikus tér.
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2.2. Önhasonló halmazok

A fraktálokra legtöbbször, mint önhasonló halmazokra gondolunk, bár az hogy

egy halmaz önhasonló nem jelenti, hogy fraktál lenne, és ford́ıtva, egy fraktál sem

feltétlen önhasonló. Ennek ellenére az önhasonlóság az egyik legegyszerűbb módja,

hogy példákat adjunk fraktálokra.

2.2.1. Defińıció. Egy f : X → X függvény kontrakció, ha létezik 0 ≤ q < 1

konstans, hogy minden x, y ∈ X-re, ‖f(x)− f(y)‖ ≤ q‖x− y‖.

2.2.2. Defińıció. Legyen X ⊆ Rn, továbbá (f1, ..., fn) mind X-en értelmezett

kontrakciók. Ekkor ezeket Iterált Függvény Rendszernek, röviden IFS-nek h́ıvjuk.

2.2.3. Tétel. Minden IFS-hez létezik pontosan egy olyan E ⊆ X, amelyre E =⋃n
i=1 fi(E). Ez az E az adott IFS attraktora, vagy invariáns halmaza.

2.2.4. Defińıció. Ha az IFS-ben lévő kontrakciók mind hasonlóságok, akkor E-t

önhasonló halmaznak nevezzük.

Vegyünk most egy ilyen IFS-t. Legyenek (r1, ..., rn) rendre a megfelelő függvé-

nyekhez tartozó arányok. Ha fi(E)-k mind diszjunktak a következő összefüggés áll

fenn:

Hs(E) =
n∑
i=1

Hs(fi(E)) =
n∑
i=1

Hs(riE) =
n∑
i=1

rsiHs(E).

Az egészet Hs-sel osztva a
∑n

i=1 r
s
i = 1 összefüggést kapjuk feltéve, hogy 0 <

Hs(E) <∞. Nevezzük ezt az s-et hasonlósági dimenziónak. Mivel ez az összefüggés

akkor áll fenn, ha Hs(E) nem 0 vagy végtelen, ezért s a Hausdorff dimenzió kell

hogy legyen. Azonban ez nem feltétlenül áll fenn arra az esetre, ha van átfedés

fi(E)-k közt. A fenti összefüggésből könnyen adódik, hogy általánosságban csak a

dimE ≤ s teljesül. Viszont, ha megköveteljük hogy a képhalmazok diszjunktak

legyenek, sok olyan esetet kizárunk, ahol egyébként s lenne a dimenzió. Vegyük

például Sierpins ki háromszöget. Legyenek (f1, f2, f3) azok a függvények amelyek

rendre S1-be, S2-be illetve S3-ba képeznek a 1.2.1-es ábrán látható módon. Jól

látható, hogy a három képhalmaz nem diszjunkt. Mindazonáltal ismeretes hogy

dimS = log 3
log 2

. Az alábbiakból kiderül, hogy dimE = s gyengébb feltétel mellett is

teljesülhet, mint az fi(E)-k diszjunkt volta.
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2.2.1-es ábra

2.2.5. Defińıció. Ha létezik V 6= ∅ nýılt halmaz úgy hogy V ⊃ ∪ni=1Fi(V ), és

Fi(V )-k mind diszjunktak akkor V teljeśıti Moran Nýılt Halmaz Feltételét, röviden

OSC-t.

2.2.6. Tétel. Ha fi : Rn → Rn-k egy IFS függvényei, és mind hasonlóságok,

továbbá teljesül rájuk az OSC, akkor dimE = s, ahol E az IFS attraktora, s pedig

a hasonlósági dimenzió.

A Sierpinski háromszögre pont ez a helyzet, a három halmaz nem diszjunkt

ugyan, de pont a határaikon van a közös pont, ezért a belső nýılt részeikre teljesül

az OSC.
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3. Fraktálok ábrázolása

Amikor fraktálokat vizsgálunk, fontos szempont az ábrázolásuk. Persze végtelen

önhasonló ábrákat nem késźıthetünk, mindenfajta ábra csak valamilyen közeĺıtése

az alakzatnak. Én a szakdolgozatban az ábrázoláshoz a ChaosPro nevű programot

használom. Ez egy internetről ingyenesen letölthető, kifejezetten fraktálok raj-

zolására alkalmas program. Ez a program, többek közt, Lindenmayer-rendszerek

ábrázolására is alkalmas. Ebben a fejezetben a Lindenmayer-rendszerek ábrázolási

módját ismertetem röviden.

3.1. Lindenmayer-rendszerek

A Lindenmayer-rendszereket (röviden L-rendszerek) a magyar származású bioló-

gusról és matematikusról Aristid Lindenmayerről (1925 − 1989) nevezték el. Lin-

denmayer eredetileg az algák szaporodásának vizsgálatához próbált adni egy ma-

tematikai struktúrát, és ebből dolgozta ki ezeket rendszereket. A Lindenmayer-

rendszerek léıró nyelvtanával önhasonló halmazokat ábrázolhatunk.

A Lindenmayer-rendszerek struktúrája az alábbi elemekből áll:

• Változókból, amelyek a feléṕıtés során kicserélődhetnek.

• Konstansokból, amelyek a feléṕıtés bármely lépésében állandók.

• Axiómából, amely a rendszer alapállapotát ı́rja le.

• Szabályokból, amelyek azt ı́rják le, hogy mely változók cserélődnek le egy

változókból és konstansokból álló kombinációra egy lépés során.

A legegyszerűbb példa Lindenmayer rendszerekre a triadikus Cantor-halmaz. A

halmaz előálĺıtásának egyik módja hogy kiindulunk egy egység hosszú egyenes sza-

kaszból, legyen ez C0, és egy lépés során az összes szakasz középső harmadát kitöröl-

jük. Ezt Lindemayer-rendszerként ı́gy ı́rhatjuk fel:

• Változó: F ,G

• Konstans : nincs
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• Axióma: F

• Szabályok : (F = FGF ), (G = GGG).

3.1.1-es ábra

Itt F azt jelenti ”rajzolj tovább”, G pedig hogy haladj tovább rajzolás nélkül. A

3.1.1-es ábrán jól látható, hogyan cserélődnek le a megfelelő szakaszok, a szabályok

szerint.
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3.2. L-rendszerek rajzolása ChaosPro seǵıtségével

A ChaosPro seǵıtségével könnyen ábrázolhatunk Lindenmayer-rendszereket. Eh-

hez nem kell mást tennünk mint a File menüpont Fractal opcióján belül, az LSytem

alopciót kiválasztani. Ekkor a programban definiált L-rendszerek közül választha-

tunk. Ha módośıtani ḱıvánjuk a formulákat akkor a Windows menüpont alatt

található Formula Editor LSystem opciót kell aktiválni. Ekkor az 3.2.1 ábrán

látható két ablak jelenik meg.

3.2.1-es ábra

A Parameters ablak seǵıtségével a már definiált Lindenmayer-rerndszereket ábrá-

zolhatjuk. Ehhez csak a formula nevét kell kiválasztani(5), majd megadni hogy a

konstrukció hányadik lépését ḱıvánjuk ábrázolni(6). Gyárthatunk saját képleteket,

vagy módośıthatunk már megadott formulákat(1) a Formula Editor LSystem ablak-

ban. Először az axiómát kell megadni(2). Ha megadunk szöget, azt a program csak

konstansnak fogadja el, és bemenő adatként azt kéri hogy az adott szög hányad része

a 360◦-nak(3). Végül definiálnunk kell hogy mely változókat milyen konstans-változó

kombináció(k) vált(anak) fel az egyes lépések során(4).
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A következőkben a különböző parancsok jelentéseit definiálom[2].

• F : Egységnyit rajzolj tovább!

• G: Egységnyit mozdulj el, rajzolás nélkül!

• +: A megadott szöggel fordulj el, az óramutató járásával ellentétes irányba!

• −: A megadott szöggel fordulj el, az óramutató járásával megegyező irányba!

• |: Fordulj 180◦-ot!

Ezek a legegyszerűbb parancsok. Általában ezeket a parancsokat használjuk az

ábrázoláshoz, de amennyiben szükséges még az alábbiak is rendelkezésünkre állnak.

• D: Egységnyit rajzolj tovább!

• M : Egységnyit mozdulj el, rajzolás nélkül!

• \α: A fokban megadandó α szöggel fordulj el, az óramutató járásával ellentétes

irányba!

• /α: A fokban megadandó α szöggel fordulj el, az óramutató járásával mege-

gyező irányba!

• !: Irányok felcserélése(pl. +-ból − lesz).

• @λ: A vonal hosszúságának λ-szorosára növelése. Minden a szimbólum utáni

szakasz hosszát többszörözi.

– @Iλ: A vonal hosszúságának 1
λ
-szorosára változtatása.

– @Qλ: A vonal hosszúságának
√
λ-szorosára változtatása.

• [...]: A [...]-ben lévő parancs végrehajtása után a rajzolás onnan folytatódik

ahol a [ kezdődik.

Megjegyzés. Látszólag nincs különbség F és D, illetve G és M közt. Azért van

szükség mindkettőre, mert a konstrukció mindig két irányt tárol. Ha a rajzolási

szabályban + vagy − szerepel, az mindig az egyik irányt módośıtja, a \α és /α a

másikat. F és G mindig az egyes irányba jelent elmozdulást, mı́g D és M mindig a

második irányba.
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3.3. Példák

Két példán keresztül mutatom be hogyan ábrázolja a ChaosPro a Lindenmayer-

rendszereket. Továbbá kiszámoltam a két halmaz Hausdorff-dimenzióját is.

3.3.1. Példa. A bináris fa

Ez egy olyan fa amelynek minden ágából szimmetrikusan egy-egy oldalág ”nő

ki” melyek hossza fele az eredeti ágnak, továbbá a két új ág 90◦-s szöget zár be

egymással. A konstrukció a következő:

• Változó: F

• Konstans : 8

• Axióma: F

• Szabályok : F = F [+@0.5F ][−@0.5F ]

3.3.1-es ábra

Ennek a halmaznak az érdekessége, hogy nincs olyan s amelyre az s dimenziós

Hausdorff mértéke 0-tól különböző véges érték lenne.

Jelöljük a halmazt B-vel. Legyen F a kiindulási szakasz, B1 és B2 pedig az ábrán

látható két kisebb részhalmaz. Ezek a darabok B-hez hasonlóak, a hasonlósági arány

1/2. Próbáljuk meg kiszámolni a Hausdorff dimenziót, jelöljük s-sel. Nyilvánvaló

hogy s ≥ 1, hiszen a halmaz tartalmaz egyenes szakaszt, mint ahogy az is hogy

Hs(B1) = Hs(B2). Tegyük fel hogy s > 1. Ekkor egyrészt a hasonlóság miatt,
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Hs(B) = 2sHs(B1).

Másrészt mivel egyetlen pontot leszámı́tva B1, B2 és F diszjunktak,

Hs(B1) +Hs(B2) +Hs(F ) = Hs(B).

Mivel s > 1, Hs(F ) = 0 és Hs(B1) = Hs(B2),

2Hs(B1) = Hs(B).

s > 1 esetén mindkét egyenlőség csak úgy teljesülhet ha Hs(B) = Hs(B1) = 0.

Tehát infs′{Hs′(B) > 0} = 1 ami pont a Hausdorff dimenzió defińıciója. A fenti

összefüggések s = 1 esetén is feĺırhatók, figyelembe véve, hogy most H1(F ) = 1,

H1(B) = 2H1(B1),

H1(B) = 2H1(B1) + 1.

Ez nyilvánvalóan csak H1(B) = H1(B1) =∞ esetén teljesül.

Megjegyzés: Más módon is igazolható, hogy H1(B) = ∞. Jelöljük Fn-nel a

fa konstrukciójának n-edik lépését. Ekkor F0 = F . Egyrészt nyilvánvaló, hogy

H1(B) > H1(Fn) minden n-re, hiszen a konstrukció során minden lépésben plusz

szakaszok kerülnek a halmazba, és a régiek változatlanok maradnak.

Az n+ 1-edik lépésben a halmaz 2n-en darab 1/2n hosszú szakasszal egészül ki,

amelyek egy pontot leszámı́tva diszjunktak Fn-től. Ezért H1(Fn) = 1 + 21
2

+ 22 1
22 +

... = n+ 1 tetszőlegesen nagy lehet. Ebből pedig következik, hogy H1(B) =∞.

3.3.2. Példa. Egy növény

Ez a fraktál egy olyan növény növekedését szimbolizálja, mely kezdetben egyetlen

ágból áll, és mindig az adott ág harmadolópontjaiból nő egy-egy 1/3 hosszú új ág.

Jelölje Pi a konstrukció i-edik lépésében kapott halmazt. Feléṕıtése Chaos Pro-val.

• Változó: F

• Konstans : 8

• Axióma: F
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• Szabályok : F = F [+F ]F [−F ]F

3.3.2-es ábra

A Nýılt Halmaz Feltételhez megfelelő halmazokat úgy találunk, hogy vesszük P2

konvex burkát az egész ábra körül. Az önhasonlóság miatt ugyanez jó lesz az öt

kisebb önhasonló darabra is, lásd 3.3.3-as ábra.

3.3.3-as ábra

Mivel most öt 1/3-ra kicsinýıtett hasonló részhalmaz uniója előálĺıtja az egész

halmazt, a szokásos számolásból az 5 = 3s összefüggés adódik. Vagyis a Hausdorff

dimenzió itt log 5
log 3

.
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4. A Koch görbe vizsgálata

Ebben a fejezetben a mindenki által jól ismert Koch görbével, foglalkozom. A

görbe ChaosPro-val megadott konstrukciójának paramétereit módośıtom, és a görbe

tulajdonságait vizsgálom ennek függvényében.

4.1. A módośıtott Koch hópehelygörbe

A Koch görbe kódolása a ChaosPro-val a következő: F = F + F −−F + F . A

szög α = π/3 ami az 4.1.1-es ábrán látható módon jelenik meg:

4.1.1-es ábra

Az ábrán jól látszik, hogy mikor mérjük a szöget pozit́ıv (az óramutató járásával

ellenkező), illetve negat́ıv irányba. Jelöljük mostantól ezt a szöget α-val. A most

következő szakaszban ezt a szöget módośıtjuk, és vizsgáljuk hogy az ábra miként

módosul eközben. α = 0 = 2π-re a helyzet triviális, hiszen végig a kiindulási

szaksz egyenesében mozgunk. Ugyanez a helyzet α = π-re is, ezek fraktálgeometriai

szempontból érdektelen esetek. Most részletesebben 0 < α ≤ π
2

esettel foglalkozunk.

Megjegyzés: Célszerű ragaszkodni a szögek π-ből való kifejezéséhez, mert a ChaosPro

használatakor a szöget az α = 2π
q

kifejezésből számolja, és a q-t kéri bemenő

adatként.
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4.1.2-es ábra

A fenti ábrán az α = π
5

eset(4.1.2/a,) harmadik, illetve ötödik, és az α = π
8

eset(4.1.2/b,) első, harmadik, illetve ötödik iterációja látható. Bár a két ábra sok-

ban különbözik, mindkettőről sejthetünk egyfajta rendszerességet. Amiatt, hogy az

iterációk során létrejövő ”tüskék” nem metszik át egymást, amı́g α < π
2

bármilyen

közel is legyen α a π
2
-höz, joggal remélhetjük, hogy ekkor alkalmazható a Nýılt Hal-

maz Feltétel. α = π
2
-re ez nem igaz (4.1.3-as ábra), ezért azt az esetet külön kell

vizsgálnunk.

4.1.3-as ábra

A végleges görbét feléṕıtő iteráció, minden esetben egy egyenes szakaszból indul.

Legyen ez K0. Az F = F +F −−F +F képlet alapján hozzuk létre Ki-ből Ki+1-et,

vagyis minden F szakaszt felvált négy kisebb a megfelelő szabály alapján. A Koch

görbét(K) úgy értelmezzük, mint Kn határértékét. Fontos tisztáznunk hogy mit

értünk egy halmazokból álló sorozat határértékén.

4.1.1. Defińıció. Azt mondjuk, hogy egy An halmazokból álló sorozat konvergens,

és határértéke A ha minden ε-hoz találunk (elég nagy) n0-t hogy dH(A,An) < ε

minden n > n0-ra, ahol dH a Hausdorff távolság.

Eddig nem esett szó arról hogy a meglévő, képletben F -el jelölt szakaszt felváltó

négy új szakasz hosszáról. Amikor a Koch-féle hópehelygörbe ábrázolásával találko-

zunk, az a tendencia, bármely i-re Ki végpontjai nem változnak. Ezt úgy lehet
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elérni, hogy az adott iterációnál az adott szakaszokat felváltó négy szakasz hossza

mindig harmada az eredetiének. Mivel néhol geometriai számı́tásokra lesz szükség,

ezért mostantól mi is ı́gy tekintünk a görbékre. Azt is feltehetjük továbbá, hogy a

kiindulási szakasz hosszúsága egy volt, hisz egy görbe felnagýıtása annak Hausdorff

dimenzióján nem változtat. Első lépésként számoljuk ki, hogy milyen az alapszakasz,

és az azt felváltó négy új szakasz hosszának aránya. A számolásban használt jelölések

a 4.1.4-es ábrán szerepelnek.

4.1.4-es ábra

Az eredeti egység hosszú szakasz végpontjai az ábrán látható A illetve B voltak.

Emiatt 2f +a = 1. A T1-gyel jelölt töréspontnál a, illetve f között az α szög jelenik

meg. Ha behúzzuk a T1T2T3 egyenlőszárú háromszög magasságvonalát, akkor a

keletkező derékszögű háromszögre feĺırható az a
2

= f · cosα összefüggés. Tehát

1 = 2f + 2f · cosα, amiből f = 1
2+2 cosα

. Ebből már az is látszik hogy minden

iteráció folyamán 4 · 1
2+2 cosα

szeresére nő a görbe hossza. Jelöljük ezt az állandót

r-rel. Ebből következik az alábbi álĺıtás.

4.1.2. Álĺıtás. A módośıtott hópehelygörbe hossza, vagy egydimenziós mértéke

végtelen, minden 0 < α < π
2

esetén.

Bizonýıtás: Írjuk át a képletet:

4

2 + 2 cosα
=

2

1 + cosα
=

1

cos2 α
2

A cos2 α
2

függvény szigorúan monoton csökkenő a [0, π
2
] intervallumon, következés-

képp a reciproka szigorúan monoton növekvő ugyanitt. Kiszámı́tható, hogy 1
cos2 0

= 1

és 1
cos2 π

4
= 2. Mivel mi jelenleg a nýılt (0, π

2
) intervallumot vizsgáljuk, ezért a szigorú

monotonitásból következik hogy 1 < r < 2.

Bár a görbét úgy tekintjük, mint K = limn→∞Kn-t, ebből azonban nem követke-

zik, hogy H1(K) = limn→∞H1(Kn). Azonban a hópehelygörbe esetében pont azt
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fogjuk kihasználni, hogy limn→∞H1(Kn) =∞. Ez valóban igaz hiszenH1(Kn) = rn,

ami nyilvánvalóan végtelen ha r > 1. Tudjuk hogy Kn mindig 4n darab egyenlő

hosszú szakaszból áll. Jelölje ezeket a szakaszokat ai, i = 1, ..., 4n. Másrészt a

továbbiakban ezeken a kis szakszokon ugyanolyan szabály szerint, ahogy az alap-

szakszon kis K-hoz hasonló görbék keletkeznek. Jelöljük ezeket Ki-vel. Ezek a kis

görbék a végpontjaikat nem számı́tva diszjunktak, és uniójuk K. Lássuk be, hogy a

Ki-nek az ai-re vett vetülete tartalmazza ai-t. Ha ez nem lenne igaz lenne egy ε > 0

szakasz ai-ben amely felett nem lenne pontja Ki-nek. Tehát Ki-nek kell hogy legyen

két diszjunkt része amely ε > 0 távolságra van egymástól, a klasszikus ponthal-

maztávolság defińıciója szerint. De ekkor mivel K ∼ Ki ez igaz lesz K-ra és valami

ε′-re is.

A konstrukció miatt tudjuk hogy Kn összefüggő minden n-re. Ebből következik

hogy dH(Kn,K) ≥ ε′/2 minden n-re. Ez azonban ellentmond annak, hogy

lim
n→∞

dH(Kn,K) = 0.

Tehát beláttuk, hogy Ki-nek az ai-re vett vetülete tartalmazza ai-t. Viszont ez

azt jelenti, hogy H1(Ki) > H1(ai). Mivel Ki-k diszjunktak voltak, és uniójuk K,

ezért

H1(K) =
4n∑
i=1

H1(Ki).

Másrészt mivel végpontjaikat leszámı́tva ai-k is diszjunktak voltak,

H1(Kn) =
4n∑
i=1

H1(ai).

Az hogy H1(Ki) > H1(ai) minden i-re fennáll tehát a szummájukra is, ı́gy a

H1(K) > H1(Kn)

összefüggés adódik, minden n-re. Mivel az összefüggés jobboldala kisebb, és tetszőle-

gesen nagy értéket vehet fel, H1(K) =∞. Ezzel az álĺıtást beláttuk.

Megjegyzés. Valóban igaz hogy egy tetszőleges An halmazsorozatra és A határérté-

kükre ez nem feltétlenül teljesül, hogy H1(A) = limn→∞H1(An). Vegyük az alábbi

egyszerű példát (4.1.5. ábra).
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4.1.5-ös ábra

Az ábrán láthatóBn olyan egyenlő szárú háromszög, melynek a két egyenlő oldala

1 hosszú, és az általuk közbezárt szög rendre α/n (speciálisan π/2n). Az nyilvánvaló,

hogyH1(Bn) > 2 hiszen a háromszög kerülete bármely két oldal összegénél nagyobb.

Másrészt H1(B) = 1.

Egy másik ellenpélda lehet, ha An ⊂ [0, 1] olyan halmazok sorozata, ahol An =

{x = i/n : i ∈ N, i ≤ n}. Ekkor limn→∞An = [0, 1], aminek az egy dimenziós

Hausdorff mértéke 1, másrészt minden An megszámlálható sok pontból áll, és emiatt

H1(An) = 0 minden n-re.

Az hogy a módośıtott hópehelygörbe R2 egy véges részhalmazán egy olyan vég-

telen hosszú görbe, amely sehol sem nem metszi önmagát, azt sugallja, hogy a Koch

hópehelygörbéhez hasonlóan, itt valamilyen tört értéket kapunk a Hausdorff dimen-

zióra.

Legyen a a 4.1.6-os ábrán a nagy vastag vonallal keretezett háromszög U és Ui

a kis zárt háromszögek. Ekkor Ui ∼ U . Legyen az egész halmaz K, és a kicsik Ki,
i = 1, ..., 4. Ekkor rendre U és Ui az őket tartalmazó halmazok.

4.1.6-os ábra

Iterált Függvény Rendszernek megfelelő lehet a Koch görbéhez teljesen hasonlóan

vett négy függvény. Legyen fi, i = 1, ..., 4 négy kontrakció, melyekre fi rendre a

megfelelő kis halmazba képzi a görbe megfelelően elforgatott, és lekicsinýıtett mását.

Ekkor a kontrakciós állandó q = 1
2+2 cosα

, és fi : U → Ui. Ebből következik, hogy ha

dimK = s akkor, 4 · qs = 1.
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4.1.3. Lemma. K1 képének konvex burka tartalmazza K2-t, α ≤ π
2

esetén.

Bizonýıtás: A jelöléseket a 4.1.7-es ábra alapján definiálom. Az egyértelmű, hogy

a szimmetria miatt elég ha egyetlen, az új iteráció folyamán megjelenő ”tüskére”

belátjuk a tartalmazást.

4.1.7-es ábra

Ha T2-ből bocsájtok egy C1T -vel párhuzamos szakaszt. akkor a párhuzamos

szelők tétele miatt C1TB ∼ C2TB. Mivel C1T = TB a hasonlóság miatt C2T2 =

T2B. Tehát tudjuk, hogy T2C2 ugyanabból a pontból indul, ugyanolyan szöget zár

be az alappal, és ugyanolyan hosszú mint az új tüskét feléṕıtő egyik szakasz. Ezek

miatt azzal egyezik.

Következmény. A bizonýıtásból az is látszik, hogy az újonnan belépő tüskék végpont-

jai pont a megfelelő halmaz határára esnek.

4.1.4. Álĺıtás. A módośıtott hópehelygörbe Hausdorff dimenziója 0 < α < π
2
-re:

s = − log 4

log( 1
2+2 cosα

)

Bizonýıtás: A fenti gondolatmenetből akkor következik az álĺıtás, ha a megfelelő

halmazok teljeśıtik Moran Nýılt Halmaz Feltételét. Tehát már csak ezt kell igazol-

nunk.
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Először határozzuk meg pontosan a halmazokat. Legyen Ũ az első iteráció után

kapott görbe(K1) konvex burkának, (4.1.8.-as ábrán a nagy külső háromszög) a

belseje. A második iterációból kapott görbét, K2-t felfoghatjuk úgy, mint négy

lekicsinýıtett K1-et. Ezek konvex burkának belseje legyen rendre Ũi, 4.1.8-as ábra

vastag keretes kis háromszög.

4.1.8-as ábra

Az nyilvánvaló, hogy a kis halmazokra teljesül az, hogy Ũi ∩ Ũj = ∅, minden

i 6= j-re. Valóban, hiszen Ui-k csak a határpontokban érintették egymást.

Gondoljuk meg, hogy ahhoz hogy Ũ ⊃ Ũi elég azt belátni, hogy ha K1 ⊆ U ,

akkor K2 ⊆ Ũ . Ez valóban ı́gy van, mert U konvex, ezért ha K2 megfelelő darabjait

tartalmazza, akkor azok konvex burkát is. Az pedig, hogy K2 ⊂ U az 4.1.3-mas

Lemmából következik.

Még hátra van az α = π
2

eset. A 4.1.9-es ábrán a megfelelő kép alatti szám azt

jelenti, hogy a szokásos előálĺıtási mód hányadik lépésében tartunk.

4.1.9-es ábra
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4.1.5. Álĺıtás: α = π
2

esetén, a módośıtott hópehelygörbe Hausdorff dimenziója 2.

Bizonýıtás: Tekintsük K2-t. Látjuk hogy belső négyzetekből és határoló ”L”-betű

szerű alakzatokból, félnégyzetekből áll. Most gondoljuk meg hogy mikor Kn-ből

Kn+1-be lépek, mi történik a belső négyzetekkel. A belső négyzet az 4.1.10-es ábra

középső képén látható módon épülhet fel, elforgatás erejéig. A két kis darab ami

feléṕıti a négyzetet K1 kicsinýıtett mása, ezért midőn egyet lép az iteráció, azokból

K2 ugyanolyan arányú mása lesz. Ez a kis négyzetre nézve azt jelenti hogy egy

iteráció során behúztuk a középvonalait, ahogy az a 4.1.10-es ábra utolsó képén is

látszik.

4.1.10-es ábra

Tegyük most meg az alábbi lépést. A görbét osszuk két részre az első iterációkor

kapott tüske mentén. Most a bal oldali részt forgassuk el a felső csúcspont körül

3π/2-vel, a 4.1.11-es ábrán látható módon. Ezt bármelyik Kn-nel is teszem meg,

a belső négyzetekkel lényegi változás nem történik, és mivel az összes nem teljes

négyzet csúcsának van párja ugyanabban a magasságban, az ellentétes oldalon, ezért

létrejönnek ugyanakkora négyzetek mint belső négyzetek voltak.

4.1.11-es ábra

Vegyük észre hogy ezek a határnégyzetek ugyanúgy épülnek fel mint a belső

négyzetek, csak itt a két K1-hez hasonló darab kettéválasztott görbe két különböző

részéből való. Ennek folytán a határnégyzetek is úgy viselkednek, mint a belső
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négyzetek. Legyen Kn szétdarabolt és forgatva összeillesztett képe K ′n. K ′0 tehát

egy négyzet, és a K ′n-ről K ′n+1-re való lépés azt jelenti, hogy a K ′n-beli négyzetek

középvonalait behúzzuk. Ekkor bármely ponthoz tetszőlegesen közel kerülhetek.

Valóban, hiszen ha egy adott pont és a körülötte lévő négyzet távolsága nem nulla,

akkor a négyzetben lévő négy kis négyzet valamelyikéhez biztosan közelebb van,

mint a külső négyzethez, a Hausdorff metrika szerint.

Tehát, ha a külső négyzetet koordinátarendszerbe rajzoljuk, úgy hogy a bal oldali

csúcs az origóba essen, akkor limn→∞K
′
n = K′ = [0, 1

2
] × [0, 1

2
]. Ennek a Hausdorff

dimenziója pedig valóban 2.

Következmény. A 4.1.4 és 4.1.5 Álĺıtásból következik, hogy a módośıtott hópehely-

görbére minden 0 ≤ α ≤ π
2
-re a Hausdorff dimenzió:

s = − log 4

log( 1
2+2 cosα

)
.
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4.2. Egy geometriai bizonýıtás

Ebben a fejezetben Sime Ungar The Koch Curve: A geometric Proof [3] ćımű

cikkét dolgozom fel, amelyben az kerül bizonýıtásra, hogy a Koch görbe egy szakasz

homeomorf képe, és sehol sem differenciálható, a cikkben adott paraméterezés mel-

lett. A két álĺıtás külön kerül bizonýıtásra. Használjuk továbbra is a már definiált

jelöléseket, azaz az iterat́ıv feléṕıtéskor Ki az i-edik lépésben kapott görbe, és K
maga a Koch görbe.

4.2.1. Álĺıtás. K egy szakasz homeomorf képe.

A leképezés vizsgálatához parametrizálni kell a görbét. Legyen f0(t) = (t, 0),

ha t ∈ [0, 1]. Legyen továbbá f1 az a leképezés, amely a [0, 1] szakaszról képez

R2-be, úgy hogy az 1/2 pontot a K1 csúcsába viszi, az 1/3, 2/3, 0, és 1 pontokat

helyben hagyja és a többi helyen lineáris. f2 ugyańıgy a K2 sarokpontjaiba vigye a

megfelelő pontokat és a többi esetben álljon lineáris darabokból. A 4.1.1-es ábrán

látható módon f1 négy lineáris függvény darabból áll, f2 tizenhatból és ı́gy tovább.

Nyilvánvalóan fi a [0,1]-ből Ki-t álĺıtja elő. Azt szeretnénk, hogy f = limn→∞ fn

létezzen, és K-t álĺıtsa elő. Ehhez kell az alábbi álĺıtás, amit bizonýıtunk is.

4.1.1-es ábra

4.2.2. Álĺıtás. Legyen X kompakt halmaz. Ha a φn : X → Y folytonos

leképezéssorozat egyenletesen tart egy φ leképezéshez, akkor φn(X) képei konver-

gensek a Hausdorff metrika szerint, és határértékük φ(X) képe.

Bizonýıtás: A leképezéssorozat konvergenciája miatt minden ε > 0-hoz lesz olyan

n0, hogy d(φn(x), φ(x)) < ε minden x ∈ X-re és n ≥ n0-ra (d a távolságfüggvény

Y -ban). Más szóval φn(x) ∈ B(φ(x), ε) és φ(x) ∈ B(φn(x), ε), ahol B(y, ε) az y

ε sugarú környezetét jelöli. Mivel ez minden X-beli pontra igaz tehát φn(X) ∈
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B(φ(X), ε) és φ(X) ∈ B(φn(X), ε) fennáll a megfelelő halmazokra. Ez azonban a

Hausdorff metrika szerint azt jelenti, hogy dH(φn(X), φ(X)) < ε, ha n ≥ n0. Ez

pedig pont azt jelenti, hogy φ(X) a φn(X) képek határértéke a Hausdorff metrika

szerint.

Azonban azt még nem láttuk be hogy f létezik -e.

4.2.3 Lemma. f = limn→∞ fn létezik és folytonos.

Bizonýıtás: Minden fi folytonos, és fi : [0, 1]→ R2. Ez a tér a ||g|| = supt∈[0,1] ||g(t)||
normával ellátva teljes metrikus tér, ahol minden Cauchy sorozat konvergens. Tehát

elég belátnunk hogy fn Cauchy sorozat a szuprémum normában. Mivel f0(t) = (t, 0)

ezért:

||f1 − f0|| = ||f1|| =
√

3

6

Nyilván azoknak a tüskéknek a magassága marad a különbség függvény szuprému-

mának (ami most egyben a maximum is) melyek K1-ben már ott vannak, de K0-ban

még nincsenek. Ez tetszőleges Ki és Ki+1-re is igaz. f1-re és f2-re ezek egyharmad

akkorák lesznek, hiszen egy lépés során mindig harmad akkora tüskék keletkeznek,

mint az előző lépésben lévő legkisebbek. Ezért feĺırhatjuk hogy:

||f2 − f1|| =
1

3

√
3

6
,

||f3 − f2|| = (
1

3
)2

√
3

6
,

...

||fi+1 − fi|| = (
1

3
)i
√

3

6
.

Tetszőleges j darab elemet k-tól kezdve összeadva, feĺırhatjuk a háromszög egyenlőt-

lenséget:

||fk+j − fk|| ≤ ||fk+1 − fk||+ ||fk+2 − fk+1||+ ...+ ||fk+j − fk+j−1||.

A fent kiszámolt értékeket behelyetteśıtve az alábbi felső becsléshez jutunk:

||fk+j − fk|| ≤
√

3

6

j−1∑
i=0

1

3k+i
<

√
3

6

1

3k

∞∑
i=0

1

3i
=

√
3

6

1

3k
1

1− 1/3
=

√
3

4

1

3k
.
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Megmutattuk hogy fn Cauchy sorozat a szuprémum normában, amiből következik,

hogy f létezik. A konvergencia amit igazoltunk normakonvergencia amiből követke-

zik, hogy ha a sorozat tagjai folytonos leképezések voltak, akkor a limesz is folytonos

lesz.

Ezzel azonban még nem láttuk be, hogy f homeomorfizmus, mert az fn-ek in-

jektivitásából nem feltétlenül következik f injektivitása.

Definiáljuk az alábbi halmazokat (4.1.2-es ábra). Legyen D1,1 az f1([0, 1]) = K1

konvex burka (összes szürke rész). Legyen továbbá π1 := {0, 1
3
, 1

2
, 2

3
, 1}, vagyis azok-

nak a pontoknak az x koordinátája amelyeket f1 sarokpontokba képez. Tudjuk

hogy K2 négy K1-hez hasonló darabból áll. Legyen ezek konvex burka (sötétszürke

részek) rendre D2,1, D2,2, D2,3, és D2,4. E halmazok diszjunktak az f1(π1) pontokat

leszámı́tva, továbbáD1,1 mindet tartalmazza. Ez a 4.1.3-as Lemmából következik.

K, D1,1-ben és D2,i-ben lévő részének hasonlósága miatt e gondolatmenetet foly-

tatva definiálhatjuk Di,j-t, ahol i azt jelzi, hogy a kosntrukció hanyadik lépésében

járunk, és j = 1, ..., 4i. Definiáljuk πn-t is, oly módon, hogy a πn−1-beli pontok által

meghatározott szakaszokat felosztjuk négy részre, olyan arányban ahogy π1 pontjai

osztják fel a [0, 1] szakaszt. Ebből következik hogy bármely n-re |πn| = 4n + 1, ahol

a | · | a halmaz számosságát jelenti. A függvényt úgy paraméterezzük hogy a Dn+1,j

háromszög bal oldali talppontját (amelyek egyben Kn+1 sarokpontjai) fn+1 rendre

πn, j-edik eleméből képzi.

4.1.2-es ábra

Legyen π :=
⋃
n∈N πn, racionális pontok sűrű halmaza. Vegyük észre hogy [0, 1]-

ben bármely πn által definiált kis szakaszrész hossza nem nagyobb mint 1
3n

. Ezért

bármely t 6= t′, [0,1]-beli számokra és elég nagy n-re, ha 3−n < |t′ − t| akkor lesz

olyan πn-beli (és ı́gy π-beli) r, hogy t < r < t′ teljesül.

Legyen r egy adott π-beli elem, és jelölje nr a legkisebb olyan egész számot,

amelyre r ∈ πnr . Ekkor fn(r) = fnr(r), ha n > nr, következésképp f(r) = fnr(r)
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teljesül minden r ∈ π-re. Ezek lesznek K ”sarokpontjai”. Legyenek r és r′ πn-beli

pontok. Ekkor n-et meg tudjuk úgy választani, hogy f(r) = fn(r) 6= fn(r′) = f(r′).

Tehát a π-beli pontokra f injekt́ıv.

Vegyük észre hogyha ri és ri+1 két szomszédos pont πn-ben és t ∈ [ri, ri+1], akkor

fn(t) ∈ Dn,i. Viszont azt már láttuk, hogy ekkor minden n < m-re fm(t) ∈ Dn,i.

Tehát ha egyszer egy fn(t) bekerült Dn,i-be abból nem kerül ki a továbbiakban.

Mivel a Dn,i halmazok mind zártak, ez f(t)-re is igaz.

Legyen 0 < t < t′ < 1 nem π-beli pontok. Válasszuk meg n-t úgy, hogy létezzen

r, r′ ∈ πn, amely teljeśıti a t < r < r′ < t′ egyenlőtlenséget. Legyen ri a legkisebb

olyan elem a konstrukció n-edik szintjéről, amelyre t < ri, és rj a legnagyobb,

amelyre rj < t′. Ekkor fn(t) ∈ Dn,i−1 és fn(t′) ∈ Dn,j. Ám azt már láttuk hogy

ekkor f(t) ∈ Dn,i−1 f(t′) ∈ Dn,j. Viszont ezeknek a halmazoknak csak f(π)-beli

közös pontjuk lehet tehát, f(t) 6= f(t′). Tehát f valóban injekt́ıv. Ezzel a 4.2.1-es

álĺıtást beláttuk.

4.2.4. Álĺıtás. K egyetlen pontban sem differenciálható a fenti paraméterezés

mellett.

Azt fogjuk belátni, hogy sehol sincs egyértelmű érintő. Először egy sarokpontra

látjuk be. Ez azt jelenti, hogy f valamely π-beli pontból képez. Tegyük fel hogy

az x pont a görbe feléṕıtésének n-edik lépésében jelenik meg először, vagyis n a

legkisebb olyan szám hogy t ∈ πn ahol f(t) = x. Ekkor x nyilván már benne

lesz az összes Km-ben, m > n esetén, és ı́gy K-ban is. Nyilván x két 1/3n hosszú

szakasz közös pontja lesz. Válasszuk ki ezek közül az egyiket, és nevezzük a másik

végpontját x′n-nek. A konstrukció következő lépésében, ezt az előbbi szakaszt négy

1/3n+1 hosszú szakasz váltja fel. Legyen x′′n az az új sarokpont, amely nem az 1/3n

hosszú, xx′n szakaszon fekszik. A következő lépésben x egy 1/3n+1 hosszú szakasz

végpontja. Legyen x′n+1 most ennek a másik végpontja. Ezt a gondolatmenetet

folytatva tetszőleges k ≥ n-re definiálhatjuk az (x′k) és (x′′k) pontsorozatokat. Ezek

K-ban konvergálnak az x-hez.
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4.2.2-es ábra

Válasszuk a t′k, t
′′
k és a t számokat úgy hogy f(t′k) = x′k, f(t′′k) = x′′k és f(t) = x

igaz legyen. Definiáljuk a v′k, v
′′
k vektorokat:

v′k :=
x′k − x
t′k − t

=
f(t′k)− f(t)

t′k − t

v′′k :=
x′′k − x
t′′k − t

=
f(t′′k)− f(t)

t′′k − t
Vegyük észre, hogy az x′k pontok minden n ≤ k-ra konstrukció n-edik lépésében

létrejövő x végpontú 1/3n hosszú szakaszon maradnak. x′′k-k szintén egy közös sza-

kaszon marad, az x′′nx-en maradnak. Ez a 4.1.3-as Lemmából következik.

Ezért limk→∞ v
′
k/‖v′k‖ ≡ v′ és limk→∞ v

′′
k/‖v′′k‖ ≡ v′′. K érintőjének, mindkét

vektor megfelel, tehát a vektoroknak párhuzamosnak kéne lennie, de a feléṕıtésük

mutatja, hogy 30◦-os szöget zárnak be.

Azokra a pontokra melyek nem sarokpontok, vagyis az f([0, 1] \ π) pontokra,

másként megy a bizonýıtás. Vegyük K feléṕıtésének a k-adik lépését, és válasszuk

y-t úgy, hogy y ∈ fk([ri, ri+1]), ahol ri és ri+1 πk-ban szomszédosak. Mivel y nem

sarokpont, nem lehet ugyanolyan távol a fent emĺıtett két ponttól. Jelöljük ezek

közül a távolabbit y′k-val, a közelebbit ak-val.
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4.2.3-as ábra

A konstrukció következő lépésében az [ak, y
′
k] szakaszt négy rövidebb (1/3k+1

hosszú) szakasz váltja fel. Legyen bk annak a kis szaksznak a végpontja, amelynek

a másik végpontja ak, továbbá y′′k az a sarokpont, amely nem az [ak, y
′
k]-n fekszik.

Ekkor y az akbky
′′
k háromszög belsejében lesz. Az előzőhöz hasonlóan definiáljuk a

t′k, t
′′
k és t [0, 1]-beli pontokat, amelyeket f rendre az y′k, y

′′
k és y pontokba képez.

Tudjuk, hogy a π-beli pontok sűrű részhalmazát adják a [0, 1]-nek. Mivel t′k a t-hez

valamely oldalról a legközelebbi π-beli pont, ebből következik hogy limk→∞ t
′
k = t.

t′k − t > t′′k − t, ezért ez t′′k-re is igaz. Mivel f folytonos, az átviteli elv miatt

az (f(t′k)) = (y′k), és (f(t′′k)) = (y′′k) sorozatok y-hoz tartanak. Ha K-nak volna

egyértelmű érintője y-ban, akkor a

w = lim
k→∞

y′k − y
t′k − t

= lim
k→∞

f(tk)
′ − f(t)

t′k − t
,

w′ = lim
k→∞

y′′k − y
t′′k − t

= lim
k→∞

f(t′′k)− f(t)

t′′k − t
,

vektorokra egyenlőségnek kellene fennálnia. Vektorok csak akkor egyezhetnek, ha

párhuzamosak. Azonban az előbbiekből látszk, hogy valamilyen α > 30◦ szöget

zárnak be (a 4.2.4-es ábrán látható jelölésekkel α > β = 30◦) ı́gy ez nem lehetséges.

4.2.4-es ábra
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Következmény: Igazoltuk hogy K-nak egyik irányban sincs egyértelmű érintője,

ebből következik hogy nem létezhet sem jobb sem baloldali derivált, vagyis a 4.2.4

Álĺıtást beláttuk.
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4.3. A differenciálhatóság kérdése általános esetben

A 4.2-es szakaszban a differenciálhatóságról szóló bizonýıtás csak a megfelelő

paraméterezésre érvényes, hisz az érintő definiálásakor kihasználtuk azt, hogy f a

[0, 1] szakasz mely pontjaiból K mely pontjaiba képez. Mivel egy görbét számtalan

módon lehet parametrizálni, ezért az összes eset megvizsgálása lehetetlen. Arról nem

is beszélve, hogy ha a 4.1-es szakaszban léırt módon módośıtom a hópehelygörbét,

új paraméterezés szükségeltetik minden α szögre. A differenciálhatóságot azonban

parametrizálás nélkül is lehet vizsgálni. Ehhez bevezetünk egy új fogalmat, Kenneth

Falconer Fractal Geometry ćımű könyvének s-halmazok érintőjéről szóló fejezete

alapján[4]. Vegyünk egy C görbét és annak egy tetszőleges x ∈ C pontját. Jelölje

B(x, r) az x középpontú, r sugarú köröket. Húzzuk be a kör két átmérőjét úgy hogy

a görbe B(x, r)-be eső része a két átmérő által meghatározott négy körcikk közül két

diszjunktba essen. A két körcikk középponti szöge legyen γ, és jelöljük S(x, r, γ)-val

az általa meghatározott területet, a 4.3.1-es ábrán a szürke rész.

4.3.1-es ábra

4.3.1. Defińıció. Egy C görbe általános értelemben differenciálható egy tetszőleges

x ∈ C pontjában, ha bármilyen (kicsi) γ-hoz létezik olyan r0 hogy C
⋂
B(x, r) ∈

S(x, r, γ), minden r < r0-ra.

4.3.2. Álĺıtás. Az α függvényében módośıtott hópehelygörbe egyetlen pontjában

sem differenciálható általános értelemben, ha 0 < α < π/2

Bizonýıtás: A cikkbeli bizonýıtáshoz hasonlóan külön vizsgáljuk a sarokpontokat,

és a nem sarokpontokat.
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Legyen x, valamilyen sarokpont n pedig az a legkisebb szám amelyre x ∈ Kn.

Legyenek az x-hez legközelebb lévő sarokpontok x′n és x′′n. A következő lépésben x-től

ugyanolyan távolságra keletkezik egy-egy új csúcspont, legyenek ezek x′n+1 és x′′n+1.

Tetszőleges m ≥ n indexre, ezek az x-hez legközelebb lévő csúcspontok Km-ben.

Mivel a legközelebbi sarokpontok mindig a Kn-ben lévő x végpontú tüskén lesznek,

ezért az x′m és az x′′m pontok egy-egy x végpontú egyenesen lesznek, legyenek ezek

e′ és e′′. Legyen rn = d(x, x′m) = d(x, x′′m), továbbá e′ és e′′ a két megfelelő átmérő.

Legyen rn a kör sugara. Ekkor rn → 0, de γ állandó, ahogy az az 4.3.2-es ábrán is

látszik, vagyis x-re nem teljesülhet az általános differenciálhatóság feltétele.

4.3.2-es ábra

Most vizsgáljuk azokat a pontokat, amelyek nem sarokpontok. Az 4.2.4-es

Álĺıtás bizonýıtásának nem sarokpontokról szóló jelöléseit fogjuk használni, azon-

ban a pontok definiálása másképp történik, hiszen nem használhatjuk a paramétere-

zést. Ezért legyen y-hoz Kk-ban ak a legközelebbi, y′k a második legközelebbi

sarokpont. A kettőtől való távolság nyilván nem egyezhet. Kk+1-ben az aky′k szaka-

szon keletkező ak-hoz legközelebbi új sarokpont legyen bk. Az a sarokpont amelyik

nem esik az aky′k szakaszra, legyen y′′k . Az hogy y az ykbkak háromszögben van most

is fennáll, tetszőleges szögű görbére. Az hogy y′k → y triviális, hiszen y′k-t mint

második legközelebbi Kk-beli sarokpontot definiáltuk. Igazából tetszőleges számú

sarokponttal kerülhetek y-hoz tetszőlegesen közel. Mivel y′′k még közelebb van y-hoz,

az is igaz, hogy y′′k → y. Vegyük fel B(y, r)-t úgy, hogy r = ‖y′k − y‖. Továbbá

tekintsük az y′′ky szakasz által meghatározott egyenest. Ez az egyenes határozza meg

az egyik átmérőt, legyen ez d1, mı́g az y′ky a másikat d2. Az most is érvényes hogy

ezek szöget zárnak be α/2-nél nagyobbat, és π/2-nél kisebbet.
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4.3.3-as ábra

Legyen ez a szög β. A két átmérő érintő, legalábbis az egyik oldalról, ı́gy ha

az általuk meghatározott körcikkbe (szürkére sźınezett terület az 4.3.4-es ábrán)

esne K egy y-hoz közeli darabja, akkor β-nak 0-hoz kéne tartania, ami viszont

lehetetlen mert β > α/2. Tehát valamely szomszédos körcikkbe kell esnie, a görbe

ezen darabjának.

4.3.4-es ábra

Ebben az esetben e körcikk szögének kellene 0-hoz tartania, de ez lehetetlen, mert

a közbezárt szög π − β > π/2, hiszen β < π/2. Ezzel az álĺıtást beláttuk.
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4.4. A Koch görbe konstrukciójának egy másik módośıtása

Egy másik lehetőség a Koch görbe módośıtására, ha az adott szakaszt leváltó

négy kisebb szakasz nem egyenlő hosszú. Egy természetes választás, ha a két

középső szakasz hosszát változtatjuk, mert ı́gy az ábra szimmetriája nem borul fel.

A ChaosPro-val ezt az alábbi módon kódoljuk: F = F + @λF − −F + @IλF . Ha

λ < 1, akkor λ = 1-hez teljesen hasonló módon választhatunk halmazokat a Nýılt

Halmaz Feltételhez. Az arányok azonban megváltoznak, ezért a Hausdorff dimenzió

más lesz.

4.4.1-es ábra

A 4.4.1-es ábrán látható jelöléseket alapul véve kiszámolhatjuk, hogy a kisebb,

eredetihez hasonló darabok hogyan aránylanak az eredetihez. Az EFG háromszög

derékszögű, ezért cosα = a
λf

. Mivel a végpontok távolsága most is egy marad

minden lépésben, ı́gy a 2f + 2λf cosα = 1 összefüggésből azt kapjuk, hogy AE és

AB aránya f = 1
2+2λ cosα

, mı́g EG és AB aránya ennek λ-szorosa. Jelöljük K az

AE szakaszon lévő darabját K′-vel, az EG szakaszon fekvő darabját pedig K′′-vel.

Ki pedig továbbra is K koonstrukciójának i-edik lépését jelöli. Ezzel teljesen analóg

módon K ′i a K előálĺıtásának i-edik lépése. Nyilván K ′0 pontosan K1 megfelelő

szakasza. Az arányok ismeretében, és mivel a Nýılt Halmaz Feltétel teljesül az

alábbi három összefüggés áll fenn:

2Hs(K′) + 2Hs(K′′) = Hs(K),

Hs(K′) = (
1

2 + 2λ cosα
)sHs(K),

Hs(K′′) = (
λ

2 + 2λ cosα
)sHs(K).

Ezekből s-re a
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2 + 2λs

(2 + 2λ cosα)s
= 1

összefüggés adódik. Ez első ránézésre elég használhatatlannak tűnik, de annyi min-

denképp látszik rajta hogy a megadott tartományon s, λ és α folytonos függvénye.

Az arányok ugyanezek lesznek λ > 1-re is, de ekkor a fenti halmazok nem

használhatóak a Nýılt Halmaz Feltételhez. Valóban, hisz K1 konvex burka már

K2-t sem tartalmazza, ahogy az a 4.4.2-es ábrán is látszik.

4.4.2-es ábra

Ahhoz hogy a Hausdorff dimenzióra feĺırhassuk a fenti összefüggést meg kell

találnunk a megfelelő nýılt halmazokat, amelyekkelK teljeśıti a Nýılt Halmaz Feltételt.

Tegyük K2-t egy szimmetrikus trapézba a 4.4.3-as ábrán látható módon. A trapéz

alapja legyen K0, magassága a K1 nem K0-on fekvő csúcsát K0-al összekötő szakasz.

A trapéz szárai pedig érintsék K2 azon két csúcsát, melyeket K1 konvex burka nem

tartalmazott (szürkére sźınezett rész, a 4.4.2-es ábrán). Jelölje ezt a zárt trapézt

T . Később ennek seǵıtségével definiáljuk a Nýılt Halmaz Feltételhez szükséges hal-

mazokat. Mivel K3 felfogható K2 négy kicsinýıtett képének uniójaként, ezért azokat

teljesen hasonló módon beletehetjük kisebb trapézokba, a 4.4.3-as ábrán ezek a

szürkével sźınezett darabok. Jelöljük ezeket a kis trapézokat T ′-vel, illetve T ′′-vel

rendre aszerint, hogy K′-t vagy K′′-t tartalmazzák. Mivel K′-t és K′′-t a 4.4.1-es ábra

alapján csak az ábra bal oldalán definiáltam, ezért T ′-t és T ′′-t is itt értelmezem. A

megfelelő kis trapézok tükörképe legyen rendre T ′t és T ′′t .
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4.4.3-as ábra

Mivel K2 ⊆ T , és K3 ⊆ (T ′
⋃
T ′′
⋃
T ′t
⋃
T ′′t ), ezért az önhasonlóság miatt elég

azt belátni hogy T tartalmazza T ′, T ′′, T ′t és T ′′t mindegyikét. Mivel a trapéz szim-

metrikus elég ezt T ′-re és T ′′-re ellenőriznünk. Vegyük észre, hogy T ′ hosszab-

bik alapja K ′0. Az persze fennáll, hogy K ′0 ⊆ K0, tehát T hosszabbik alapjának

részhalmaza T ′ hosszabbik alapja. Mivel T ′ ∼ T , ebből már következik, hogy

T ′ ⊆ T .

4.4.4-as ábra

Most vizsgáljuk T ′′-t. Tekintsük a 4.4.4-es ábrát. Azt fogjuk belátni, hogy az

A, B, C, és D′-pontok mindegyikét tartalmazza az EFCD négyszög. C-re és B-re

triviális a tartalmazás, hiszen e pontokat tartalmazza K1. Mivel a hasonlóság miatt

CD′A∠ = CDE∠ elég azt belátnunk hogy D = D′. Az M -el jelölt pont, mint K2

megfelelő csúcsa, T konstrukciója miatt az ED szakaszon kell hogy legyen. Másrészt
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M ′M lesz a magasság T ′′ konstrukciójában, vagyis M -nek az AD′ szakaszon is rajta

kell lennie. Ebből pedig már következik, hogy D = D′.

Az hogy a megfelelő halmazok tartalmazzák K megfelelő darabjait, még nem

jelenti, hogy megfelelőek lesznek a Nýılt Halmaz Feltételhez. Még azt is be kell

látnunk, hogy a kis trapézok belseje diszjunkt. Vegyük észre, hogy elég T ′ és T ′′

diszjunkt mivoltáról beszélnünk. Valóban, az előbbi bizonýıtásból az is következik,

hogy a CF szakaszt sem T ′ sem T ′′ nem metszheti. Mivel CF egyszersmind a

szimmetrikus trapéz szimmetria tengelye, ez T ′t -re és T ′′t -re is igaz.

Vegyük észre, hogy a a Nı́lt Halmaz Feltétel nem feltétlenül teljesül, hiszen adott

esetben a görbe önátmetsző is lehet. A klasszikus α = π/3 esetre, például λ = 3/2

esetén szép önhasonló halmazt kapunk, legalábbis a 4.4.5-ös A ábra ezt sugallja.

Ha azonban λ = 5/2 már az első iterációk során metszi magát a görbe, mint ahogy

a B ábrán látszik.

4.4.5-ös ábra

Másrészt, ha α-t π/4-re csökkentem, megint szép, nem önátmesző görbét kapunk,

4.4.6-os ábra. Ez azt sugallja, hogy a megfelelő nýılthalmazok mivolta függ a λ és

az α megválasztásától is.

4.4.6-os ábra

Most nézzük meg, mikor metszi egymást T ′ és T ′′. Használjuk a 4.4.4-es ábra

jelöléseit. A két trapéz a B pontban érinti egymást. Az alapok ekkor π−α nagyságú

szöget zárnak be, ahol α a görbe szokásos paramétere, a Lindenmayer-rendszer

definiálásakor. Jelölje a trapéz hosszabbik alapján fekvő szöget β. A két trapéz
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nyilván akkor metszi egymást, ha 2β > π − α. Mi azonban λ, és α függvényében

szeretnénk tudni hogy használható-e a Nýılt Halmaz Feltétel.

Az eddig megszokott geometriai ügyeskedés helyett, most tegyük a halmazokat

egy koordinátarendszerbe, úgy hogy K0 megfelelő végpontja legyen az origó. A

jelölések a 4.4.7-es ábrán láthatóak.

4.4.7-es ábra

Ekkor egyrészt, a vektorokat használva, w = v1 +v2 +v3, másrészt w és v1 közbezárt

szöge épp β. Legyen

f =
1

2 + 2λ cosα
,

a 4.4.1-es ábrán jelölt megfelelő szakasz hossza. Fejezzük ki ebből v1, v2 és v3

hosszát. Vegyük K0-t most is egység hosszúnak. Tudjuk hogy a szakaszok minden

iteráció során 4 rövidebb szakaszra cserélődnek, ezek közül annak a kettőnek, amely

az eredeti szakaszon fekszik, f szerese a hossza az eredetihez képest, a másik kettőnek

λf .

Tehát a vektorokra,

‖v1‖ = f,

‖v2‖ = λf 2,

‖v3‖ = λ2f 2.
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Ezenḱıvül tudjuk hogy v1 x tengellyel bezárt szöge 0, v2-é α, v3-é pedig legyen

γ. Mivel γ egy olyan háromszög külső szöge, melynek a másik két szöge α, ahogy az

a 4.4.7-es ábrán is látszik, γ = 2α. Egy vektort egyértelműen meghatároz a hossza

és az x tengellyel bezárt szöge, ı́gy

v1 = (f, 0),

v2 = λf 2(cosα, sinα),

v3 = λ2f 2(cos 2α, sin 2α).

Tehát w = v1 + v2 + v3 és v1 is egy olyan vektor, mely csak f -től, és λ-tól függ.

Másrészt emlékezzünk hogy f pedig α és λ függvénye, tehát e két vektor is az.

Továbbá fennáll,

β = arccos
< v1, w >

‖v1‖‖w‖
.

Ezek alapján ellenőrizhetjük, hogy teljesül-e a 2β > 2π − α feltétel. Persze megte-

hetnénk, hogy explicit megadjuk β-t de ez sok behelyetteśıtéssel járna, és eredménye-

képp csak egy termetes képletet kapnánk. Ehelyett két példán keresztül mutatom

meg, a módszer használatát.

4.4.1 Példa. Legyen α = π/3 és λ = 5/2.

Ekkor f =
2

9
. Ebből a vektorokat kiszámolva, v1 =

(
2

9
, 0

)
, v2 =

(
10

162
,
√

3
10

162

)
, és

v3 =

(
− 25

162
,
√

3
25

162

)
, illetve w =

(
21

162
,
√

3
35

162

)
. Ebből már megkapjuk a szög

koszinuszát, ami
14

486
. Tehát a szög:

β ≈ 70.89◦ > 70◦.

Ekkor 2β + α > 200◦, vagyis a feltétel nem teljesül. Ez igazolja hogy ekkor ezek

a nýılt halmazok nem használhatóak. A 4.4.5 B ábra is ezt sugallta, azzal hogy a

görbe önátmetsző.
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4.4.2 Példa. α = π/3, λ = 3/2.

Ebben az esetben f =
2

7
. A vektorokat kiszámolva, v1 =

(
2

7
, 0

)
, v2 =

(
6

98
,
√

3
6

98

)
,

és v3 =

(
− 9

98
,
√

3
9

98

)
, továbbá w =

(
25

98
,
√

3
15

98

)
. A szög koszinusza,

50

686
, vagyis

β ≈ 46.10◦ < 50◦.

Tehát ekkor 2β + α < 160◦ < π, vagyis a feltétel teljesül. Mivel a Nýılt Halmaz

Feltétel teljesül a

2 + 2λs

(2 + 2λ cosα)s
= 1

összefüggésből kiszámolhatjuk a Hausdorff dimenziót is. Ekkor a

2 + 2(3
2
)s

(7
2

s
)

= 1

exponenciális egyenletből az s ≈ 1.3557 közeĺıtő eredményre jutunk.
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és észrevételei nagyban hozzájárultak a szakdolgozatom elkészüléséhez.
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