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1. fejezet

Bevezetés

Fizikai és egyéb folyamatok matematikai modellezésekor illetve di�erenciál- és
integrálegyenletek numerikus megoldásakor gyakran keletkeznek

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

alakú lineáris algebrai egyenletrendszerek. Röviden ezeket Ax = b alakban
írjuk fel, ahol A az együtthatómátrix, mely az összes aij együtthatót tartal-
mazza, x és b pedig az ismeretlenek, illetve a jobb oldal vektorai.

A lineáris egyenletrendszerek megoldási módszereinek alapvet®en két f®
kategóriája van: a direkt és az iteratív eljárások. A direkt módszerek az
egyenletrendszer pontos megoldását számolják ki viszonylag nagy futási id®vel.
Az iterációs módszerek ezzel szemben viszonylag gyorsan, egy el®re megadott
ε hibaküszöb alatt jó közelít® megoldást adnak.

Általános szabály, hogy a kicsi, illetve a nagy és kevés nullelemet tartalmazó
mátrixú egyenletrendszereket direkt módszerrel, a nagy és ritka mátrixú -
tehát sok nulla együthatót tartalmazó - egyenletrendszereket pedig iterációs
módszerrel oldjuk meg. A nagy, teli mátrixokkal való számoláskor az iterációs
módszerekkel nagyon sok elem¶ megoldássorozatot kell el®állítani, ezért ezek
elveszítik a direkt módszerekkel való számoláshoz viszonyított el®nyüket.

Mindkét f® kategória alá számos eljárás tartozik. Az A mátrix alakja és
speciális tulajdonságai adják meg a különböz® módszerek alkalmazhatóságának
szükséges és elégséges feltételeit, valamint azt, hogy melyik módszert lenne
érdemes használni.

Létezik a megoldási módszereknek egy harmadik kategóriája is, amelyet
modern eljárásoknak nevezünk. Ide tartozik egyrészt a tridiagonális mátrixú e-
gyenletrendszerekre gyors megoldást adó direkt módszer, a Thomas-algoritmus,
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másrészt az ún. prekondicionálásos módszerek. Ezek egy P prekondicionálá-
si mátrix bevezetésével egy könnyeben megoldható P−1A mátrixú egyenlet-
rendszer megoldását keresik, majd ebb®l számolják ki az eredeti megoldáso-
kat. El®ször a Py = z alakú segéd-egyenletrendszert oldják meg direkt vagy
iterációs módszerrel, majd innen számolják ki az eredeti megoldást. Az ilyen
eljárásoknak szintén a gyorsaság az el®nyük.

A szakdolgozatban leírjuk a három f® kategóriába tartozó legfontosabb
eljárásokat. A f®bb direkt módszerek alkalmazhatóságát példákon keresztül
mutatjuk be, az iterációs módszerek konvergenciasebességének részleges össze-
hasonlításában pedig a szakirodalomra hagyatkozunk.
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2. fejezet

Direkt módszerek

2.1. A Gauss-elimináció

Ebben a direkt módszerben A-t fels® háromszög mátrix alakúra hozzuk, így az
utolsó ismeretlen egyértelm¶en meghatározott lesz. Az utolsó el®tti egyenletbe
behelyettesítve kiszámoljuk az (n − 1)-edik ismeretlent, majd az egyenletek
sorrendjében visszafelé folytatva az eljárást végül az összes ismeretlen értékét
megkapjuk.

A Gauss-elmináció során elemi ekvivalens átalakításokat végezhetünk, me-
lyek végrehajtása után az egyenletrendszer megoldásai ugyanazok maradnak,
mint az eredetié.

Az elemi ekvivalens átalakítások ([2]):

1. az olyan egyenleteket, ahol mindegyik együttható nulla, elhagyhatjuk;

2. akármelyik egyenletet egy nemnulla skalárral megszorozhatjuk;

3. két egyenletet felcserélhetünk;

4. akármelyik egyenlet skalárszorosát egy másikhoz hozzáadhatjuk.

Miután a fenti ekvivalens átalakításokkal elértük, hogy a11 ne legyen nulla,
a Gauss-elimináció módszere a következ®:

Vonjuk ki az els® egyenlet ai1-szeresét az i-edik egyenletb®l minden i 6= 1-
re. Így elérjük, hogy az els® oszlop elemei az els® elem kivételével mind nullák
legyenek. Az eredeti egyenletrendszer együtthatóit jelöljük a(1)ij -gyel, az els®

sor kivonásával keletkezett új elemeket a(2)ij -vel, az egyenletrendszer jobb oldali

elemeit pedig hasonlóképpen b(1)i -gyel ill. b(2)i -vel. Ekkor

a
(2)
ij := a

(1)
ij −

a
(1)
i1

a
(1)
11

a
(1)
1j j = 1, . . . , n, i = 2, . . . , n, (2.1)
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és

b
(2)
i := b

(1)
i −

a
(2)
i1

a
(2)
11

b
(1)
1 , i = 2, . . . , n. (2.2)

Ezután a
(2)
22 6= 0 esetén vonjuk ki a második sor (a

(2)
i2 /a

(2)
22 )-szeresét az alatta

lév® egyenletekb®l és jelöljük az így keletkez® új elemeket a(3)ij -mal és b(3)i -mal.
Az eljárást folytatva a fentiekhez hasonló jelöléssel az egyenletrendszer utolsó
lépés utáni alakja:

a
(1)
11 x1 + a

(1)
12 x2 + . . . . . .+ a

(1)
1nxn = b

(1)
1

a
(2)
22 x2 + . . . . . .+ a

(2)
2nxn = b

(2)
2

a
(3)
33 x3 + . . .+ a

(3)
3nxn = b

(3)
3

...

a(n)nnxn = b(n)n

Miután megkaptuk a fels® háromszög mátrix alakot, a(n)nn 6= 0 esetén visszahe-
lyettesítéssel fordított sorrendben kiszámítjuk az xn, xn−1, . . . , x1 ismeretlene-
ket.

Kimondjuk a Gauss-elimináció elvégezhet®ségének szükséges és elégséges
feltételét:

2.1. Tétel. ([6]) A Gauss-elimináció pontosan akkor végezhet® el, ha a mátrix
összes bal fels® f®minorjának determinánsa nemnulla, vagyis

det

 a11 . . . a1j
...

. . .
...

aj1 . . . ajj

 6= 0 j = 1, . . . , n.

1.1. Példa. Tekintsük a következ® egyenletrendszert és oldjuk meg Gauss-e-
liminációval:

2x1 + 5x2 + x3 + 2x4 = 6

6x1 + 7x2 − 3x3 − 4x4 = −48
8x1 + 9x2 − 5x3 + 3x4 = −18
4x1 − 11x2 + 3x3 + 6x4 = 92.
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Megoldás.
2 5 1 2 6
6 7 −3 −4 −48
8 9 −5 3 −18
4 −11 3 6 92

 −→


2 5 1 2 6
0 −8 −6 −10 −66
0 −11 −9 −5 −42
0 −21 1 2 80

 −→


2 5 1 2 6
0 −8 −6 −10 −66
0 0 −3/4 35/4 195/4
0 0 67/4 113/4 1013/4

 −→


2 5 1 2 6
0 −8 −6 −10 −66
0 0 −3/4 35/4 195/4
0 0 0 671/3 1342


Innen azt kapjuk, hogy x4 = 6, visszahelyettesítéssel pedig az adódik, hogy
x3 = 5, x2 = −3, x1 = 2.

2.1.1. Részleges f®elemkiválasztás

A részleges f®elemkiválasztás során az a(k)kk úgynevezett f®elemet az oszlopában
az egyik legnagyobb abszolút érték¶ elemmel sorcserével kicseréljük. Ennek
eredményeképpen a relatív hiba a lehet® legkisebb lesz.

A teljes f®elemkiválasztásnál az a(k)kk elemet a legnagyobb abszolút érték¶
elemmel cseréljük ki abban az (n − k + 1) × (n − k + 1)-es részmátrixban,
ahol a′11 = a

(k)
kk . Ez az eljárás bonyolultabb, mint a részleges f®elemkiválasztás,

mert ekkor oszlopcserék is történhetnek, amivel az ismeretlenek sorrendje meg-
változik egyes egyenletekben. Így a visszahelyettesítés nehezebb lesz, és a
m¶veletigény is nagyobb az egyszer¶ Gauss-eliminációhoz képest.

2.2. LU-felbontás

Jelölje A(i) a Gauss-eliminációnak azt a kiküszöbölési mátrixát, melyben el®-
fordul a(i)ij . Ekkor A

(1) ≡ A.
A(i) felírható a következ® mátrixszorzatként:

A(i) = Li−1A
(i−1), (2.3)

ahol, Li−1 alsó háromszög mátrix.
Látható, hogy Li−1 az a mátrix, amellyel A(i−1)-et beszorozva A(i) mátrix
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a
(i)
ii eleme alatti oszlopa kinullázodik a Gauss-eliminiációval. Emiatt Lk képlete:

Lk =



1 0 . . . . 0
0 . .
. . .
.

1

−ak+1,k

a
(k)
kk

. .

. .
. . .

. . 0

0 . −an,k
a
(k)
kk

. 0 1



(2.4)

Minthogy A(n) = Ln−1A
(n−1), ezért A(i)-be i = n− 1, . . . , 1-ig behelyettesítve,

és A(n)-et U -val jelölve azt kapjuk, hogy

U = Ln−1Ln−2 . . . L1A. (2.5)

Rendezzük A-ra az egyenletet:

L−11 L−12 . . . L−1n−1U = A. (2.6)

Legyen L = L−11 L−12 . . . L−1n−1, és így

LU = A. (2.7)

Két alsó háromszög mátrix szorzata és inverze is alsó háromszög mátrix,
ezért L is az. Azt kaptuk tehát, hogy az Ax = b egyenletrendszer az

LUx = b (2.8)

ekvivalens alakban írható fel, melyet a következ® két egyenletrendszerrel tudunk
megoldani: {

Ly = b
Ux = y.

(2.9)

2.2. Tétel. ([5]) A mátrixnak pontosan akkor létezik egyértelm¶ LU-felbontása,
ahol lii = 1, i = 1, . . . , n, ha det(Ai) 6= 0, i = 1, . . . , n− 1.

Bizonyítás. Teljes indukcióval bizonyítjuk el®ször a létezést, az egyértelm¶séget
és az lii = 1, i = 1, . . . , n tulajdonságot.

Tegyük fel, hogy Ai reguláris i = 1, . . . , n− 1-re és bizonyítsuk be, hogy A
ekkor egyértelm¶en felbontható A = LU alakban, ahol L diagonálisában csupa
egyesek állnak.
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A tétel i = 1-re igaz. Tegyük fel, hogy Ai−1-nek egyértelm¶en létezik
Ai−1 = Li−1Ui−1 alakú felbontása, ahol ljj = 1 j = 1, . . . , i− 1 és írjuk fel Ai-t
a következ® formában:

Ai =

 Ai−1 b

cT aii

 . (2.10)

Bebizonyítjuk, hogy az Ai mátrixnak létezik olyan faktorizációja, melyben

Ai = LiUi =

 Li−1 0

vT 1

 Ui−1 w

0T uii

 . (2.11)

A kétféle felbontást összevetve azt kapjuk, hogy v és w vektorok az Li−1w =
b és a vTUi−1 = cT egyenletrendszerek megoldásai.

Minthogy det(Ai−1) = det(Li−1) det(Ui−1) 6= 0, ezért Li−1 és Ui−1 regulá-
risak, tehát v és w vektorok egyértelm¶en léteznek. Ezért Ai egyértelm¶en
felbontható a fenti módon, és uii egyértelm¶ megoldása az uii = aii − vTw
egyenletnek.

A következ® részben bebizonyítjuk, hogy ha A-nak egyértelm¶en létezik
LU -felbontása, akkor Ai, i = 1, . . . , n − 1 f®minoroknak szükségképpen regu-
lárisaknak kell lenniük.

A bizonyításhoz szétbontjuk az esetet arra a kett®re, amikor A reguláris
ill. nem reguláris. Vizsgáljuk meg el®ször azt, amikor det(A) 6= 0. Tegyük
fel, hogy A mátrix LU -felbontása egyértelm¶en létezik, ahol L diagonálisában
mindenhol egyesek állnak. A fentiek szerint Ai = LiUi, i = 1, . . . , n alakban,
és ezért

det(Ai) = det(LiUi) = det(Ui) = u11u22 . . . unn. (2.12)

Minthogy A = An reguláris, ezért u11u22 . . . unn 6= 0 és így

det(Ai) = u11u22 . . . uii 6= 0

semmilyen i-re.
Most tegyük fel, hogy A nem reguláris mátrix és legalább egy átlóbeli eleme

nulla, mely elemet ujj-vel jelölünk, ahol j minimális index. Az (2.11) formula
alapján a (j + 1)-edik lépésig végrehajtható az LU -felbontás. Attól a lépést®l
det(Uj) = 0, emiatt vT és maga a felbontás elveszítik azt a tulajdonságukat,
hogy egyértelm¶en léteznek. Emiatt minden ujj, j = 1, . . . , n − 1 elemnek
nemnullának, és így (2.12) alapján az összes f®minornak regulárisnak kell
lennie. Ezzel a tételt bebizonyítottuk.

A kés®bbiek folyamán az inkomplett LU -felbontás alkalmazhatóságát mu-
tatjuk be a 3.1. példán keresztül, ami egyben az egyszer¶ LU -felbontásra is
példa. A különbség az, hogy az utóbbinál az ún. R maradékmátrix mindig a
nullmátrix és a feladat elején nem t¶zünk ki megtartandó nullmintázatot.
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2.3. LDMT - faktorizáció

Az A mátrixot bontsuk fel a következ® módon:

A = LDMT , (2.13)

ahol L,MT és D rendre alsó-, fels® háromszög, és diagonális mátrixok. A
felbontás után az Ax = b egyenletrendszer megoldása az

Ly = b
Dz = y
MTx = z

(2.14)

egyenletrendszerek egymás utáni megoldásával adható meg. Az LDMT fel-
bonthatóságra elégséges feltételt adunk:

2.3. Tétel. ([5]) Legyen az A mátrix összes f®minorja nemnulla determinánsú.
Ekkor az A = LDMT felbontás egyértelm¶en megadható.

2.3.1. A Cholesky-felbontás

Speciális alakú és tulajdonságú mátrixokra az LDMT -felbontás is speciális
alakú lesz.

2.1. De�níció. Az A ∈ Rn×n mátrixot pozitív de�nit mátrixnak nevezzük, ha
minden nem nulla x ∈ Rn vektorra

xTAx > 0,

ahol xT az x vektor transzponáltját jelöli.

2.4. Tétel. ([6]) Legyen az A mátrix szimmetrikus és pozitív de�nit. Ekkor
egyértelm¶en léteznek olyan L és D mátrixok, hogy A = LDLT alakban írható
fel, ahol L alsó háromszög mátrix f®átlója normált (vagyis lii = 1 minden i-re),
és a D diagonális mátrix összes f®átlóbeli eleme pozitív.

Megjegyzés: Ha A nem pozitív de�nit, de szimmetrikus mátrix, attól még
létezhet LDLT felbontása, de akkor nem igaz, hogy dii > 0.

A Cholesky-felbontást úgy kapjuk meg, hogy LDLT -t felírjuk LD1/2D1/2LT

alakban. A HT = LD1/2 jelöléssel A = HTH.

2.5. Tétel. ([5]) Az A mátrix pontosan akkor bontható fel egyértelm¶en A =
HTH alakban, ha A mátrix szimmetrikus, pozitív de�nit. A H fels® háromszög
mátrix f®átlóbeli elemei pozitívak és az összes eleme a következ® képletekkel
számítható ki: h11 =

√
a11 és i = 2, . . . , n esetén
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hii =

(
aii −

i−1∑
k=1

h2ik

)1/2

, (2.15)

hij =

(
aij −

j−1∑
k=1

hikhjk

)
/hjj j = 1, . . . , i− 1. (2.16)

Bizonyítás. A mátrix k mérete szerinti teljes indukcióval bizonyítjuk be el®ször
azt, hogy az A = HTH felbontás egyértelm¶en létezik. A tétel bizonyításához
szükségünk van az alábbi segédtételre:

Lemma: Ha A ∈ Rn×n szimmetrikus, pozitív de�nit mátrix, akkor az összes
f®minorja ugyanilyen tulajdonságú.

k = 1-re az állítás igaz. Tegyük fel, hogy k − 1-re is igaz, és bizonyítsuk
be, hogy ezért k-ra is. Ak-t bontsuk fel a következ® alakban:

Ak =

 Ak−1 p

pT α

 , (2.17)

ahol pT ∈ Rn−1, α ∈ R+. Az indukciós feltevés szerint létezik olyan Hk−1
fels® háromszög mátrix, hogy Ak−1 = HT

k−1Hk−1. Belátjuk, hogy Ak felírható
a következ® alakban:

Ak = HT
k Hk =

 HT
k−1 0

hT β

 Hk−1 h

0T β

 . (2.18)

A fentiek szerint ugyanisHT
k−1h = p és hTh+β2 = α. HT

k−1 reguláris, tehát β =√
α− hTh. Mivel HT

k−1 reguláris, ezért h vektor egyértelm¶en meghatározott.
Igaz továbbá az is, hogy

0 < det(Ak) = det(HT
k ) det(Hk) = β2(det(Hk−1))

2.

Tehát β valós és β =
√
α− hTh. Ezzel a pozitív de�nitséget és az egyértelm¶-

séget bizonyítottuk.
Az (2.15) képlet bizonyítása: k = 1-re h11 =

√
a11;

HT
k−1h = v = (a1k, a2k, . . . , a

T
k−1,k).

Az (2.16) képlet onnan ered, hogy β =
√
α− hTh, ahol α = akk.
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3. fejezet

Iterációs módszerek

A gyakorlatban el®forduló egyenletrendszereknél gyakran a mátrix és a jobb
oldal is hibásan van megadva a �zikai mérhet®ség korlátai miatt. Ezért sem
biztos, hogy szükséges kiszámítani a �pontos� megoldást a nagy tárigény¶
direkt módszerekkel. A tetsz®leges, általában nullának választott x(0) kezdeti
értékkel indított iterációs módszerek az egyenletrendszerek közelít® megoldását
számítják ki.

A �zikai folyamatok modellezésének megoldhatóságára vonatkozólag a hu-
szadik század elején három feltételt állapítottak meg:

• a megoldás létezzen (egzisztencia),

• a megoldás legyen egyértelm¶ (unicitás),

• és a megoldás folytonosan függjön a beviteli adatoktól (stabilitás vagy
folytonos függés).

Az utolsó kritérium más szavakkal leírva azt jelenti, hogy ha egy kicsit változnak
az adatok, akkor a megoldás is kicsit változzon. El®fordulhat, hogy a modellben
a mérési adatok hibásak, vagy maga az egyenletrendszer pontatlanul van felírva.
Emiatt fontos, hogy a lineáris algebrai egyenletekkel jól leírt rendszer teljesítse
a stabilitás feltételét, vagyis azt, hogy a valóságot kis hibával leíró modell
megoldása közel legyen a valós megoldáshoz. A rendszer stabilitása a kés®bbi-
ekben de�niált kondíciószámmal mérhet®.

Egylépésesnek nevezzük az iterációt, ha a következ® közelít® megoldást
mindig az utoljára kiszámolt eredmény felhasználásával számítja ki.

Bontsuk fel az A mátrixot a következ®képpen:

A = P −N, ahol P reguláris. (3.1)

Ekkor

Ax = Px−Nx = b, tehát Px = Nx+ b, (3.2)
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és így
Px(m+1) = Nx(m) + b,

illetve

x(m+1) = P−1Nx(m) + P−1b. (3.3)

Ebb®l az egyenletb®l B := P−1N és f := P−1b jelöléssel megkapjuk az
egylépéses iterációs módszerek általános alakját:

x(m+1) = Bx(m) + f m = 0, 1 . . . (3.4)

ahol B, az ún. iterációs mátrix függhet m-t®l, vagyis minden egyes iterációs
lépéssel változhat.

3.1. Vektor- és mátrixnormák

A matematikai modellezés folyamán számos helyen keletkezhetnek hibák, így
például lehet, hogy maga az egyenletrendszer is pontatlanul van megadva.
Ahhoz, hogy a vektorok és mátrixok eltéréseit mérni tudjuk, szükség van az
alábbi fogalmak bevezetésére.

3.1. De�níció. Az X lineáris teret normált térnek nevezzük, ha létezik olyan
‖·‖ : X → R függvény, amelyre minden x, y ∈ X, és minden λ ∈ R esetén
igaz, hogy

1. ‖x‖ ≥ 0;

2. ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0;

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖;

4. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖.

Az ‖x‖ számot az x elem normájának nevezzük.

3.2. De�níció. Ha az X lineáris normált tér teljes, vagyis minden X-beli
Cauchy-sorozatnak létezik X-ben határértéke, akkor akkor ezt a teret Banach-
térnek hívjuk.

Lineáris egyenletrendszerek vizsgálatánál a Banach-tér mindig az Rn-beli
vektorok és Rn×n-beli mátrixok tere.

3.3. De�níció. Az A mátrix sajátértékei közül az abszolút értékben legnagyobbat
a mátrix spektrálsugarának nevezzük. Jelölés:

ρ(A) := max
i
|λi(A)|, (3.5)

ahol λi(A) az A mátrix sajátértéke.
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3.4. De�níció. Az x ∈ Rn vektor oszlopösszeg ill. euklideszi normája k = 1,
ill. k = 2 esetén:

‖x‖k :=

(
n∑
i=1

|xi|k
)1/k

. (3.6)

Az x vektor maximum normája:

‖x‖∞ := max
1≤i≤n

|xi|. (3.7)

3.5. De�níció. Az A mátrix vektornorma által indukált mátrixnormája:

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

.

A fenti két de�níciót összevetve belátható, hogy igazak az alábbi állítások:

3.1. Tétel. Egy A mátrix oszlopösszeg normája:

‖A‖1 = max
j

(
n∑
i=1

|aij|

)
, (3.8)

sorösszeg normája:

‖A‖∞ = max
i

(
n∑
j=1

|aij|

)
, (3.9)

euklideszi vektornorma által indukált normája:

‖A‖2 = (ρ(A∗A))1/2, (3.10)

ahol A∗ az A mátrix adjungáltját jelöli.

3.6. De�níció. Az A mátrixot szigorúan pozitív de�nit mátrixnak nevezzük,
ha létezik olyan δ > 0, hogy

(Ax, x) ≥ δ ‖x‖2k
minden x ∈ Rn, k = 1, 2,∞ esetén. Jelölés: A > 0.

3.7. De�níció. Legyen az A mátrix reguláris. Ekkor a mátrix kondíciószámá-
nak a condk(A) := ‖A−1‖k ‖A‖k számot nevezzük, ahol k = 1, 2,∞.

Megjegyzés: cond(A) ≥ 1, hiszen

1 =
∥∥AA−1∥∥ ≤ ‖A‖∥∥A−1∥∥ = cond(A).

Minél nagyobb egy mátrix kondíciószáma, annál lassabban konvergál egy i-
terációs módszer a megoldáshoz. Ha egy A mátrixra és egy el®re megadott ε

hibaküszöbre cond(A)megközelít®leg
1

ε
vagy annál nagyobb, akkor A-t rosszul

kondicionált mátrixnak nevezzük.
A továbbiakban, ha bármely norma lehetséges a három közül, akkor a k =

1, 2,∞ alsó indexeket elhagyjuk.
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3.2. Iterációs eljárások konvergenciája

3.8. De�níció. Azt mondjuk, hogy az x(m+1) = Bx(m) + f , m = 0, 1, . . .
iteráció adott x(0) mellett konvergál, ha az x(m) sorozat konvergens az X Banach-
tér valamely ‖·‖ normájában. Ha bármely x(0)-ra konvergál, akkor az iterációs
módszert konvergensnek nevezzük.

Elégséges feltételt adunk az iterációs módszerek konvergenciájára:

3.2. Tétel. ([6]) Ha a B ∈ Rn×n mátrixra teljesül a

‖Bx1 −Bx2‖ ≤ q ‖x1 − x2‖ (3.11)

feltétel, ahol q ∈ [0, 1) egy konstans, akkor az x(m+1) = Bx(m) + f iteráció
konvergens.

Bizonyítás. El®ször megmutatjuk, hogy x(m) Cauchy-sorozat.
Minden m ≥ l ≥ 1-re igaz, hogy

x(m+1) − x(l) =
m∑
i=l

(x(i+1) − x(i)) =
m∑
i=l

(Bx(i) −Bx(i−1)), (3.12)

továbbá teljesül az is, hogy

x(i)−x(i−1) = Bx(i−1)−Bx(i−2) = . . . = Bi−1x(1)−Bi−1x(0) = Bi−1(x(1)−x(0)).

A fentiek szerint

∥∥x(m+1) − x(l)
∥∥ ≤ n∑

i=l

qi
∥∥x(i) − x(i−1)∥∥ (3.13)

A mértani sor összegképlete alapján

n∑
i=l

qi =
q(1− qm)− q(1− ql−1)

1− q
=
ql − qm+1

1− q
,

ezért ∥∥x(m+1) − x(l)
∥∥ ≤ ql − qm+1

1− q
∥∥x(1) − x(0)∥∥ .

Mivel m ≥ l és q ∈ [0, 1), így

∥∥x(m+1) − x(l)
∥∥ ≤ ql

1− q
∥∥x(1) − x(0)∥∥ , (3.14)

és ezért
{
x(m)

}
valóban Cauchy-sorozat.
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Legyen az
{
x(m)

}
sorozat határértéke x∗, a hiba pedig e(m) := x(m) − x∗.

(3.11) miatt ha e(m) → 0, akkor Bx(m) −Bx∗ → 0. Ezért

x∗ = Bx∗ + f (3.15)

teljesül.
Megmutatjuk, hogy ennek az egyenletnek csak egy megoldása lehet. Tegyük

fel, hogy x∗∗ 6= x∗ is megoldás. Ekkor x∗∗ egyenlete:

x∗∗ = Bx∗∗ + f,

amit (3.15)-ból kivonva azt kapjuk, hogy

x∗ − x∗∗ = Bx∗ −Bx∗∗.

Ekkor d := ‖x∗∗ − x∗‖ jelöléssel (3.11) alapján 0 < d ≤ q ‖x∗∗ − x∗‖ < d, ami
ellentmondás.

Tehát a tétel szerint ha ‖B‖ < 1, akkor az iteráció konvergens.

A mátrixnormára kimondott állítás mellett a lineáris algebrai egyenletrend-
szerek iterációs módszerekkel való megoldhatóságára egy másik fontos tételt is
kimondunk, amely az iterációs mátrix sajátértéke és az iteráció konvergenciája
közötti összefüggésre vonatkozik. A bizonyításhoz a ([3])-mal sorszámozott
irodalom alapján több tételt is leírunk:

3.3. Tétel. Minden A ∈ Rn×n mátrixra és minden vektornorma által indukált
normára teljesül, hogy

ρ(A) ≤ ‖A‖ . (3.16)

3.4. Tétel. Minden A mátrixra és minden ε > 0 számra létezik olyan ‖·‖
norma, hogy

‖A‖ ≤ ρ(A) + ε (3.17)

3.5. Tétel. Véges dimenziós lineáris terekben minden norma ekvivalens, vagyis
bármely ‖·‖ és |‖·‖| normára léteznek olyan M,m > 0 számok, hogy

m ‖x‖ ≤ |‖x‖| ≤M ‖x‖ .

3.6. Tétel. Legyen B ∈ Rn×n. Az

x(m+1) = Bx(m) + f m = 0, 1, . . .

iteráció tetsz®leges x(0) ∈ Rn kezdeti érték mellett akkor és csak akkor konver-
gens, ha

ρ(B) < 1. (3.18)
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Bizonyítás. Ha ρ(B) < 1, akkor a 3.4. tétel szerint létezik olyan ‖·‖ norma,
melyre ‖B‖ < 1. Ezután a 3.3. és 3.5. tételb®l következik a konvergencia.

Fordított irányban: indirekt tegyük fel, hogy ρ(B) ≥ 1 esetén is konvergens
a módszer. Ekkor B-nek létezik egy olyan λ sajátértéke, hogy |λ| ≥ 1. Jelölje x
a B mátrix λ-hoz tartozó sajátvektorát. x(0) = x kezd®vektorral és f = x-szel
az x(m) = (

∑m

k=0
λk)x egy divergens sorozat lesz, ami ellentmondás.

3.3. Stacionárius iteráció, egyszer¶ iteráció

Stacionáriusnak nevezzük az iterációs módszert, ha a B iterációs mátrix függet-
len m-t®l, vagyis a lépésszámtól. Az általános egylépéses stacionárius módszer
felírható a következ® képlettel:

B
x(m+1) − x(m)

ω
+ Ax(m) = f, (3.19)

ahol ω > 0 paraméter.

3.7. Tétel. Ha A szimmetrikus, szigorúan pozitív de�nit mátrix, akkor
B−0, 5ωA > 0 esetén az általános egylépéses stacionárius iteráció konvergens.

Az egyszer¶ iteráció olyan egylépéses stacionárius iteráció, melyben B az
egységmátrix, tehát a képlete:

x(m+1) − x(m)

ω
+ Ax(m) = b m = 0, 1, 2, . . . (3.20)

és ebb®l következ®en az (x(m+1)) sorozatot kiszámító formula:

x(m+1) = (I − ωA)x(m) + ωb. (3.21)

A cél természetesen az, hogy olyan optimális ω iterációs paramétert talál-
junk, mellyel az egyszer¶ iteráció konvergenciasebessége a legnagyobb, vagyis
a leggyorsabban konvergál a megoldáshoz.

3.8. Tétel. ([6]) Ha A szimmetrikus, szigorúan pozitív de�nit mátrix, akkor
az egyszer¶ iteráció ω = ωopt optimális paramétere egyértelm¶en megadható és
K = λmax, k = λmin jelöléssel

ωopt =
2

K + k
. (3.22)

Nagy kondíciószámú mátrix esetén k kiszámítása vagy becslése költséges,

vagyis nagy memóriát igényel, ezért optimális paraméter helyett ω =
1

K
választás javasolható.
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3.9. Tétel. Szimmetrikus, szigorúan pozitív de�nit mátrixokra az egyszer¶
iteráció konvergenciájának szükséges feltétele:

0 < ω <
2

K
. (3.23)

Megjegyzés: Az egyszer¶ iteráció másik neve csillapított vagy relaxált Jaco-
bi-módszer, mert ha az A mátrix helyett D−1A-t, b helyett D−1b-t írunk, akkor
ω = 1 esetén a Jacobi-iteráció képletét kapjuk meg, ld. a következ® részt.

3.4. Jacobi-iteráció

Tekintsük az Ax = b egyenletrendszer következ® ekvivalens felírását:

ai1x1 + ai2x2 + ...+ aiixi + ...+ ainxn = bi i = 1, . . . , n. (3.24)

Tegyük fel, hogy az A mátrix f®átlóbeli elemei nemnullák és rendezzük át az
egyenletet

xi =
bi
aii
−

n∑
j=1
j 6=i

aij
aii
xj =

bi
aii
−

i−1∑
j=1

aij
aii
xj −

n∑
j=i+1

aij
aii
xj i = 1, . . . , n (3.25)

alakúra. Jelölje x(m)
i az xi érték m-edik iterált közelítését. Ekkor tetsz®leges

x(0) kezdeti érték választással

x
(m+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(m)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(m)
j

)
i = 1, . . . , n. (3.26)

Ez a Jacobi-iteráció komponensenkénti alakja.
A módszer mátrixos alakját úgy kapjuk meg, hogy az Amátrixot felbontjuk

A = A1 + D + A2 módon, ahol A1 a szigorú alsó háromszög mátrixa, D a
diagonálisa, és A2 a szigororú fels® háromszög mátrixa A-nak. Így

Ax = b⇐⇒ (A1 +D + A2)x = b. (3.27)

Ezt rendezve azt kapjuk, hogy

Dx = −(A1 + A2)x+ b,

és ezért
Dx(m+1) = (D − A)x(m) + b.

A mátrixos alak tehát:

x(m+1) = D−1(D − A)x(m) +D−1b, (3.28)
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egy ezzel ekvivalens felírás pedig:

x(m+1) = (I −D−1A)x(m) +D−1b. (3.29)

A BJ = D−1(D − A) mátrixot Jacobi-mátrixnak vagy a Jacobi módszer
iterációs mátrixának nevezzük.

3.9. De�níció. Azt mondjuk, hogy az A=(aij) mátrix soronként szigorúan
diagonálisan domináns, ha

|aii| >
n∑
j=1
j 6=i

|aij| i = 1, . . . , n. (3.30)

3.10. Tétel. ([5]) Ha A soronként szigorúan diagonálisan domináns mátrix,
akkor a Jacobi-iteráció konvergens.

Bizonyítás. A 3.7. tétel szerint a stacionárius iteráció szimmetrikus, pozitív
de�nit mátrixokra B − 0, 5ωA > 0 esetén konvergens. A Jacobi-módszer
általános alakjában B = D és ω = 1, így itt a konvergencia feltétele: 2D > A.
Ez ekvivalens azzal, hogy (2D, x) > (Ax, x), ahol (Ax, x) =

∑m
i,j=1 aijxixj a

szokásos skalárszorzat. Becsüljük felülr®l aijxixj-t:

aijxixj ≤ |aij| |xi| |xj| ≤
1

2
|aij|(|xi|2 + |xj|2) (3.31)

Emiatt

(Ax, x) ≤
n∑

i,j=1

|aij|(
1

2
x2i +

1

2
x2j) =

=
n∑

i,j=1

|aij|
1

2
x2i +

n∑
i,j=1

|aij|
1

2
x2j =

n∑
i,j=1

|aij|
1

2
x2i +

n∑
i,j=1

|aji|
1

2
x2i .

A mátrix szimmetrikus, ezért

1

2

n∑
i,j=1

|aij|x2i +
1

2

n∑
i,j=1

|aji|x2i =
n∑

i,j=1

|aij|
1

2
x2i +

n∑
i,j=1

|aij|
1

2
x2i =

=
n∑
i=1

x2i

(
n∑
j=1

|aij|

)
=

n∑
i=1

x2i

(
n∑

j=1,j 6=i

|aij|+ |aii|

)
.

Az A mátrix soronként diagonálisan domináns, ezért

n∑
i=1

x2i

(
n∑

j=1,j 6=i

|aij|+ |aii|

)
<

n∑
i=1

|xi|22aii = 2
n∑
i=1

|xi|2aii.

Ez egyenl® 2(Dx, x)-szel és ezzel az állítást bizonyítottuk.
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3.5. Gauss-Seidel-iteráció

A Gauss-Seidel-iteráció abban különbözik a Jacobi-iterációtól, hogy x
(m+1)
i

kiszámításához felhasználjuk a már kiszámított x(m+1)
j j = 1, . . . , i− 1 értéke-

ket. A lineáris egyenletrendszert (3.24)-tel azonos alakban felírva és rendezve
az

x
(m+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(m+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(m)
j

)
i = 1, . . . , n (3.32)

egyenletet kapjuk, ami a Gauss-Seidel-iteráció komponensenkénti alakja.
A Gauss-Seidel-iteráció mátrixos alakját az

(A1 +D)x(m+1) = b− A2x
(m) (3.33)

egyenlet rendezésével kapjuk meg:

x(m+1) = −(A1 +D)−1A2x
(m) − (A1 +D)−1b (3.34)

A BGS = −(A1 +D)−1A2 mátrixot Gauss-Seidel mátrixnak nevezzük.

3.11. Tétel. ([6]) Ha A soronként szigorúan diagonálisan domináns mátrix,
akkor a Gauss-Seidel-iteráció konvergens.

Bizonyítás. Legyen z = BGSx, vagyis

zi =
1

aii

(
−

i−1∑
j=1

aijzj −
n∑

j=i+1

aijxj

)
. (3.35)

Legyen |zi| := maxj |zj| = ‖z‖∞. Ekkor

‖z‖∞ = |zi| ≤
i−1∑
j=1

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣ |zj|+ n∑

j=i+1

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣xj ≤ γi ‖z‖∞ + δi ‖x‖∞ , (3.36)

ahol

γi =
i−1∑
j=1

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣ és δi =

n∑
j=i+1

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣ .

Az A mátrix soronként domináns f®átlójú, így

0 ≤
i−1∑
j=1

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣+ n∑

j=i+1

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣ < 1,
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vagyis 0 ≤ γi + δi < 1. Ezért

‖z‖∞ ≤
δi

1− γi
‖x‖∞ ,

vagyis

‖BGS‖∞ ≤ max
i

δi
1− γi

.

Minthogy 0 ≤ γi + δi < 1, ezért 0 ≤ maxi
δi

1− γi
< 1, vagyis a Gauss-Seidel

módszer konvergens.

Bizonyítás nélkül megemlítünk még egy tételt, amely az A mátrix két
speciális tulajdonságával kapcsolatos.

3.12. Tétel. ([5]) Ha az A szimmetrikus, pozitív de�nit mátrix, akkor a Gauss-
Seidel-iteráció konvergens.

3.6. A SOR-módszer

A Gauss-Seidel-módszer általában gyorsabb a Jacobinál. Ha A pozitív de�nit,
tridiagonális mátrix, akkor pedig ρ(BGS) = ρ2(BJ), ahol ρ(A) az A mátrix
konvergencia-sebességét jelöli, és a Gauss-Seidel-eljárás a Jacobi-iteráció egy
lépése alatt körülbelül kett®t tesz meg. Ilyen mátrixra a 3.3. részben mutatunk
példát.

A Gauss-Seidel-iteráció egy optimális ω ∈ R paraméter bevezetésével még
gyorsabbá tehet®. Az így kapott módszer neve relaxációs eljárás vagy SOR-
módszer, angolul successive overrelaxation method :

x
(m+1)
i =

ω

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(m+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(m)
j

)
+(1−ω)x(m)

i i = 1, . . . , n.

(3.37)
Mátrixos alakban írva

(D + ωA1)
x(m+1) − x(m)

ω
+ Ax(m) = b, (3.38)

és így

x(m+1) = x(m) +

(
1

ω
D + A1

)−1 (
b− Ax(m)

)
. (3.39)

Megjegyzés: Ha ω = 1, akkor a Gauss-Seidel iteráció alakját kapjuk meg.

A SOR-módszer konvergenciájának szükséges valamint szükséges és elégsé-
ges feltételeit mondja ki a következ® két tétel, melyek közül az els®t bizonyítjuk.
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3.13. Tétel. ([6])(Kahan) A SOR-módszer csak ω ∈ (0, 2) esetben lehet kon-
vergens.

Bizonyítás. Írjuk át (3.37)-t a következ®képpen:

akk(x
(m+1)
k − x(m)

k ) = −ωakkx(m)
k + ω

(
bi −

i−1∑
j=0

aijx
(m+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(m)
j

)
.

Vonjuk ki mindkét oldalból ω
∑i−1

j=1 aijx
(m)
j -et és rendezzük tovább az egyenletet:

akk(x
(m+1)
k − x(m)

k ) + ω
k−1∑
l=1

aij(x
(m+1)
j − x(m)

j ) =

= −ω

(
aiix

(m)
i +

n∑
j=i+1

aijx
(m)
j +

k−1∑
l=1

aijx
(m)
j

)
+ ωbi

aii
ω
(x

(m+1)
j − x(m)

j ) + Ax(m) = bi. (3.40)

Vezessük be P := D + ωL jelölést. Ekkor az egyenlet

P
x(m+1) − x(m)

ω
+ Ax(m) = b m = 0, 1, . . . (3.41)

alakban írható fel.
Jelölje x∗ a pontos megoldást és rendezzük tovább az egyenletet a követke-

z®képpen:

P (x(m+1) − x∗ − x(m) + x∗) = ωb− ωAx(m) − ωAx∗ + ωAx∗.

Innen az e(m) := |x(m) − x∗| jelölést bevezetve és tovább számolva a következ®
hibaegyenletet kapjuk:

Pe(m+1) = (P − ωA)e(m).

Bontsuk fel az A mátrixot A = A1 + D + A2 alakban, ahol A1 és A2 szigorú
alsó ill. szigorú fels® háromszög mátix. A P mátrix reguláris, ezért

e(m+1) = B(ω)e(m), (3.42)

ahol
B(ω) := P−1(D(1− ω)− ωA2).

B(ω) sajátértékeinek szorzata:

n∏
i=1

λk(B(ω)) = det(B(ω)) = det(D−1) det(D)(1− ω)n. (3.43)
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Ha ω /∈ (0, 2) lenne, akkor
|(1− ω)n| ≥ 1

lenne, vagyis létezne |λk(B(ω))| ≥ 1, tehát a módszer nem lenne konvergens.
Így ω ∈ (0, 2) kell, hogy legyen.

3.14. Tétel. ([5])(Ostrowski) Ha az A mátrix szimmetrikus és pozitív de�nit,
akkor a SOR-módszer pontosan akkor konvergens, ha ω ∈ (0, 2).

3.7. A Richardson-iteráció

A Richardson-iteráció az egyszer¶-iteráció általánosítása, melyben minden lé-
pésben más iterációs paramétert alkalmazunk. Tehát a képlete:

x(m+1) − x(m)

ωi
+ Ax(m) = b m = 0, 1 . . . . (3.44)

Tegyük fel, hogy A szimmetrikus és pozitív de�nit és tekintsük a Richardson-
iteráció hibaegyenleteit:

e(1) = (I − ω1A)e
(0), e(0) := x(0) − x∗,

...
...

e(m) = (I − ωmA)e(m−1), e(m) := x(m) − x∗.

Rekurzióval visszahelyettesítve az utolsó hibaegyenletbe, azt kapjuk, hogy

e(m) = (I − ωmA)(I − ω1A) . . . (I − ω1A)e
(0) = pm(A)e

(0), (3.45)

ahol

pm(λ) :=
m∏
i=1

(1− ωiλ) (3.46)

egy m-ed fokú polinom, ami teljesíti a pm(0) = 1 normalizációs feltételt.
A (3.46) alakot továbbírva:

pm(λ) =
m∏
i=1

(1− ωiλ) =
m∏
i=1

(−ωi)(λ−
1

ωi
) =

=
m∏
i=1

(λ− 1

ωi
)

/ m∏
i=1

(− 1

ωi
) =

rm(λ)

rm(0)
, (3.47)
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ahol

rk(λ) :=
m∏
i=1

(λ− 1

ωi
).

A pm(A) mátrix spektrálsugarát szeretnénk becsülni. Tegyük fel, hogy minden
λ = λ(A) sajátérték valós, továbbá λmin ≤ λ ≤ λmax, és pm(λ) a pm(A) mátrix
sajátértéke. Így a K = λmax és k = λmin jelöléssel

ρ(pm(A)) = max |pm(λ(A))| ≤ max
k≤λ≤K

|pm(λ)|.

A (3.46) polinom a normalizációs feltétel és m darab gyöke miatt egyértelm¶en
meghatározott. Tehát az összes k-adfokú polinom között olyat keresünk, amely
megoldása a

|pm(λ)| → min
pm∈Pm

pm(0)=1

max
k≤λ≤K

(3.48)

széls®érték feladatnak, ahol Pm az m-edfokú polinomok halmazát jelöli. Így a
fenti levezetés miatt pm gyökeinek reciprokai az optimális ωi iterációs paramé-
terek.

Richardson a Tm ún. Csebisev-polinomot használta a (3.48) feladat meg-
határozásához:

pm(λ) = Tm

(
K + k

K − k

(
1− 2λ

K + k

))/
Tm

(
K + k

K − k

)
. (3.49)

Tm változója, az

s =
K + k

K − k

(
1− 2λ

K + k

)
leképezés [k,K] intervallumot a [−1, 1] -re képezi le. A fenti képletb®l és abból,
hogy Tm(s) Csebisev-polinom gyökei

µi := cos
2i− 1

2m
π i = 1, . . . ,m,

következik, hogy

ωi :=
2

K + k

/(
1− K − k

K + k
µi

)
= 2/(K + k − (K − k)µi) i = 1, . . . ,m.

(3.50)
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4. fejezet

Modern iterációs módszerek

4.1. Prekondicionálás

Ha cond2(A) nagy, mint általában a gyakorlatban el®forduló mátrixoknál,
akkor az iterációs módszerek konvergenciasebessége kicsi. A prekondicionálás
során olyan P mátrixot keresünk, hogy P−1A kis kondíciószámú legyen és
A helyett a PA mátrixszal számolunk. Ha P -t megfelel®en választjuk meg,
akkor az Ax = b helyett a Pz = Ay alakú egyenletrendszerek megoldásának
kiszámítása kevesebb id®t igényel, mint az eddig ismertetett iterációs módsze-
rekkel való számolás.

Tehát az Ax = b egyenletrendszerrel ekvivalens a

P−1Ax = P−1b (4.1)

egyenletrendszer. Ezt baloldali prekondicionálásnak, P -t bal oldali prekon-
dicionáló mátrixnak nevezzük. A jobboldali és centrális prekondicionálási
módszerek:

AP−1y = b, y = Px, (4.2)

és

P−1L AP−1R y = P−1L b, y = PRx. (4.3)

A P−1A mátrix kondiciószáma nyilvánvalóan akkor a legkisebb, ha P−1 =
A−1, vagyis P = A. Nincsenek pontosan megfogalmazott szabályok arra
vonatkozólag, hogy P -t hogyan válasszuk meg. Nagy általánosságban P -t jó
prekondicionáló mátrixnak lehet nevezni, ha P−1A közel normális mátrix és a
sajátértékei egy elegend®en kis intervallumon belül helyezkednek el.

Megjegyzés: Az eddig ismertetett iterációs megoldási eljárások is prekondici-
onálásnak tekinthet®ek. Vezessük le a Jacobi-iterációt, mint prekondicionálási
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módszert. P := D választással és A = A1 +D + A2 felbontással, ahol A1 ill.
A2 szigorú alsó ill. fels® háromszög mátrixok, D pedig diagonális mátrix,

D−1Ax = D−1b, (4.4)

és ezért
D−1(D + (A1 + A2))x = D−1b,

amit rendezve azt kapjuk, hogy

x(m+1) = −D−1(A1 + A2)x
(m) +D−1b. (4.5)

Ez ekvivalens a

x(m+1) = −D−1(D − A)x(m) +D−1b (4.6)

formulával, ami a Jacobi-eljárás mátrixos alakja.
Ehhez hasonló módon P := D+A1 és P := D+ωA1 választással a Gauss-

Seidel-eljárást ill. a SOR-módszert kapjuk meg.

4.1.1. Inkomplett LU-felbontás

Az egyik legfontosabb prefaktorizációs technika az inkomplett LU -felbontás.
Az eljárás kezdetekor a nullelemek között kijelölünk egy megtartandó nullmin-
tázatot, ami azt jelenti, hogy az LU -felbontás során a Gauss-eliminációt úgy
hajtjuk végre, hogy a kijelölt elemek mindvégig nullák maradjanak. Ezáltal
kisebb lesz az eljárás m¶velet- és memóriaigénye.

Az inkomplett LU -felbontás létezését a mátrixok egy speciális osztályára,
az M-mátrixokra mondjuk ki.

4.1. De�níció. Az A = (aij) ∈ Rn×n mátrixot M-mátrixnak nevezzük, ha
minden i 6= j-re aij ≤ 0 és létezik olyan g > 0 vektor, melyre Ag > 0.

4.1. Tétel. ([6]) Legyen A M-mátrix, és K ⊂ {(i, j)|1 ≤ i, j ≤ m; i 6= j}.
Ekkor az A = LU − R inkomplett LU-felbontás egyértelm¶en létezik, ahol
L olyan alsó háromszög mátrix, aminek a f®átlójában egyesek állnak, U fels®
háromszög mátrix, valamint

lij = 0, ha i > j és (i, j) ∈ P,
uij = 0, ha i < j és (i, j) ∈ P,
rij = 0, ha (i, j) /∈ P.

Bizonyítás. ([4]) A felbontás minden egyes lépésénél

Ã = Ak +Rk = LkÃk−1 +Rk (4.7)
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adódik, ahol Lk az LU -felbontásból ismert L = Ln−1 . . . L1 felírásban adódó
k-adik alsó háromszög mátrix, azaz

Lk = I − 1

a
(k)
kk



0
...
0

ak+1,k

ak+2,k
...

an,k


eTk , (4.8)

ahol I az egységmátrix, eTk pedig az a vektor, melynek k-adik eleme egy, az
összes többi nulla.

Alkalmazzuk az Ã = Ak +Rk felbontást rekurzívan:

Ãn−1 = An−1 +Rn−1 = Ln−1Ãn−2 +Rn−1 = Ln−1(Ln−2Ãn−3 +Rn−2) +Rn−1

= . . . = Ln−1(Ln−2(...(L1(A0 +R0)) + . . .) + . . .+Rn−2) +Rn−1,

ahol A0 = A és R0=0. A fenti kifejezést kibontva azt kapjuk, hogy

Ãn−1 = Ln−1 . . . L1A+ Ln−1 . . . L2R1 + . . .+ Ln−1Rn−2 +Rn−1. (4.9)

Legyen

U = Ãn−1, (4.10)

valamint

H = Ln−1 . . . L2R1 + . . .+ Ln−1Rn−2 +Rn−1. (4.11)

A képlet ezek alapján:

U = L−1A+H. (4.12)

Lk felírható a következ®képpen is:

Lk =



1 0 . . . . 0
0 . .
. . .
.

1

−ak+1,k

a
(k)
kk

. .

. .
. . .

. . 0

0 . −an,k
a
(k)
kk

. 0 1



(4.13)

28



Ebb®l a felírásból látszik, hogy Rj els® j sora és oszlopa nulla, mert a j-edik
lépésnél az Aj mátrixnak csak az alsó (n − j) × (n − j)-es részébe kerülnek
elemek. Ezért

Ln−1 . . . Lj+1Rj = Ln−1 . . . L1Rj (4.14)

és így

H = Ln−1 . . . L2R, (4.15)

ahol
R = R1 +R2 + . . .+Rn−1.

Tehát a (4.12) képletbe visszahelyettesítve azt kapjuk, hogy

A = LU −R. (4.16)

Az el®jeleloszlásokból megmutatható, hogy (LU)−1 nemnegatív, és R nemne-
gatív.

3.1. Példa. Legyen azA = (aij)mátrix nullmintázata, amelyet meg szeretnénk
tartani K = {(13), (21), (23), (31), (32), (35), (42), (54)} . Oldjuk meg ekkor
inkomplett LU -felbontással az Ax = b alakban felírt következ® egyenletrend-
szert: 

1 6 0 1 9
0 2 0 1 7
0 0 3 2 0
5 0 4 4 0
0 7 8 0 5




x1
x2
x3
x4
x5

 =


7
8
9
11
12

 .

Megoldás. Jelöljük az A mátrix azon nullelemeit, amelyeket meg szeretnénk
tartani nullával, az összes többi elemet pedig ∗-gal. Ekkor A megtartandó
nullmintázata: 

∗ ∗ 0 ∗ ∗
0 ∗ 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ 0
∗ 0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 0 ∗

 .

Figyeljük meg el®ször, hogy az egyszer¶ LU -felbontásnál keletkez® négy darab
Lmátrix helyett egyel kevesebbet kell most kiszámolnunk, mert a f®átlóbeli a44
elem alatt lév® a54 elem indexe benne van aK halmazban. A Gauss-eliminációt
anélkül végrehajtva, hogy az egyenletrendszer jobb oldali b vektorával is szá-
molnánk, megkapjuk az L1, L2, L3 mátrixokat. Innen az L = L−11 L−12 L−13
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mátrix:

L =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
5 0 4/3 1 0
0 7/2 8/3 0 1

 .

Az eljárás során keletkez® R = R1 +R2 +R3 maradékmátrix:

R =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 30 0 0 0
0 0 0 53/6 0

 .

Ezek után az Ly = b egyenletrendszer megoldása: yT = (7, 8, 9,−36, 40).
Számoljuk ki most az U = L3L2L1A mátrixot:

U =


1 6 0 1 9
0 2 0 1 7
0 0 3 2 0
0 0 0 −11/3 −45
0 0 0 0 −39/2

 .

Végül oldjuk meg az Ux = y egyenletrendszert. Ennek az eredménye:

xT =

(
−3303

143
,
1930

429
,
1893

143
,−2196

143
,
80

39

)
≈ (−23.0979, 4.4988, 13.2378,−15.3566, 2.0513).

4.2. A Thomas-algoritmus

A gyakorlati alkalmazásokra felírt mátrixok gyakran kevés nemnulla elemet
tartalmaznak. A mechanikai, villamossági, ökológiai és gazdasági folyamatokra
felírt mátrixok általában ilyenek. Ritka mátrixnak nevezzük az olyan mátrixo-
kat, melyekben a nemnulla elemek N száma lényegesen kisebb n2-hez, a mátrix
elemszámához képest. A ritka mátrixok egyik csoportjában a nemnulla elemek
rendszertelenül helyezkednek el, másik csoportjukban viszont - ilyenek a dif-
ferenciálegyenletek közelít® megoldása során keletkez® egyenletek - a f®átlóval
párhuzamos sávokban. A mátrixok egy speciális osztályát alkotják azok a
mátrixok, melyekben a f®átlón, valamint az a fölötti ill. alatti sávban lév®
elemeken kívül minden más elem nulla.
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4.2. De�níció. Az

A =


d1 e1 0 . 0
c2 d2 e2 . .
0 . . . 0
. . . . en−1
0 . 0 cn dn


alakú mátrixokat tridiagonális mátrixoknak nevezzük.

Az ilyen mátrixok megoldását a leggyorsabban, az ismeretlenek számával
arányos lépésben a Thomas-algoritmus szolgáltatja. A megoldandó egyenlet-
rendszer a következ®képpen írható fel:

d1x1 + e1x2 = b1
cixi−1 + dixi + eixi+1 = bi i = 2, 3, . . . , n− 1.
cnxn−1 + dnxn = bn

(4.17)

Az algoritmus el®ször módosított együtthatókat számol ki:

e′i =


e1
d1

i = 1

ei
di − e′i−1ci

i = 2, 3, . . . , n− 1,

(4.18)

b′i =


b1
d1

i = 1

bi − b′i−1ci
di − e′i−1ci

i = 2, 3, . . . , n.

(4.19)

Ezután visszafelé való behelyettesítéssel kapjuk meg az egyenletrendszer meg-
oldását:

xn = b′n, (4.20)

és
xi = b′i − e′ixi+1 i = n− 1, n− 2, . . . , 1.

3.2. Példa. Oldjuk meg az alábbi, Ax = b alakú egyenletrendszert a Tho-
mas-algoritmussal:

2 −1 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 −1 2





x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7


=



10
−16
8
1
8
−7
−4


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Megoldás. A módosított együtthatók a speciális alak következtében az alábbi-
akra egyszer¶södnek:

e′1 = −
1

2
és e′i =

−1
2 + c′i−1

i = 2, 3, . . . , n− 1,

b′1 = 5 és b′i =
di + d′i−1
2 + c′i−1

i = 2, 3, . . . , n,

ahol n = 7.
A módosított együtthatók:

e′2 = −
2

3
, e′3 = −

3

4
, e′4 = −

4

5
, e′5 = −

5

6
, e′6 = −

6

7
,

b′2 = −
22

3
, b′3 =

1

2
, b′4 =

6

5
, b′5 =

23

3
, b′6 =

4

7
, b′7 = −3.

Visszahelyettesítéssel a megoldások:

x7 = −3, x6 = −2, x5 = 6, x4 = 6, x3 = 5, x2 = −4, x1 = 3.
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5. fejezet

Összefoglalás

A dolgozat els® fejezetében el®ször a Gauss-eliminációt mutattuk be, ami
a legáltalánosabban használható direkt módszer. Ennél gyorsabb az LU -
felbontás, szimmetrikus és pozitív de�nit mátrixokra pedig a Cholesky-fel-
bontás hatékony.

Az iterációs módszerek konvergenciájára egy szükséges, és egy szükséges
és elégséges tétel a legfontosabb, melyek az iterációs mátrix normájára illetve
spektrálsugarára vonatkoznak. Láttuk, hogy a legalapvet®bb iterációs eljárás
az egyszer¶ iteráció, melynek általánosítása, gyorsított változata a Richardson-
iteráció. A Jacobi- és a Gauss-Seidel-eljárások közül általában az utóbbi a
gyorsabb. A Gauss-Seidel-iteráció konvergenciasebessége egy optimális ite-
rációs paraméter bevezetésével még nagyobb lehet. Az így kapott iteráció
neve a SOR-módszer, amelynek konvergenciájára Kahan és Ostrowski tételeit
mondtuk ki.

A harmadik fejezetben rámutattunk arra, hogy az iterációs módszerek
prekondicionálásként is levezethet®k. Ezután bemutattuk az egyik legfonto-
sabb direkt prekondicionálási módszert, az inkomplett LU -felbontást, amely az
egyszer¶ LU -felbontás általánosítása. A kizárólag a f®átlóban és az az alatti és
fölötti sávban nemnulla elemeket tartalmazó ritka mátrixú egyenletrendszerek
megoldására a leghatékonyabb modern módszert, a tridiagonális- vagy más
néven Thomas-algoritmust írtuk le.
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