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1. fejezet

Bevezetés

Fizikai és egyéb folyamatok matematikai modellezésekor illetve differencial- és
integralegyenletek numerikus megoldésakor gyakran keletkeznek

a111 + 122 + ...+ ainTy, = b1
a21T1 + Q22X + ... + QopnTy = b2
121 + Ap2T2 + ... + AppTp = bn

alaku lineéaris algebrai egyenletrendszerek. Roviden ezeket Ax = b alakban
irjuk fel, ahol A az egyiitthatomatrix, mely az Osszes a;; egyiitthatot tartal-
mazza, x és b pedig az ismeretlenek, illetve a jobb oldal vektorai.

A lineéris egyenletrendszerek megoldasi modszereinek alapvet&en két {6
kategoridja van: a direkt és az iterativ eljarasok. A direkt modszerek az
egyenletrendszer pontos megoldésat szamoljak ki viszonylag nagy futasi idével.
Az iteracios modszerek ezzel szemben viszonylag gyorsan, egy elére megadott
¢ hibakiiszob alatt jo kozelité megoldéast adnak.

Altalanos szabaly, hogy a kicsi, illetve a nagy és kevés nullelemet tartalmazo
méatrix egyenletrendszereket direkt modszerrel, a nagy és ritka matrixia -
tehat sok nulla egyiithatot tartalmazo - egyenletrendszereket pedig iteracios
modszerrel oldjuk meg. A nagy, teli matrixokkal valé szamoléskor az iteracios
modszerekkel nagyon sok elemii megoldassorozatot kell elGéllitani, ezért ezek
elveszitik a direkt modszerekkel vald szamoléshoz viszonyitott elényiiket.

Mindkét f6 kategoria ala szamos eljaras tartozik. Az A matrix alakja és
specialis tulajdonsigai adjak meg a kiilonb6z6 modszerek alkalmazhatosdgédnak
sziikséges és elégséges feltételeit, valamint azt, hogy melyik modszert lenne
érdemes hasznéalni.

Létezik a megoldasi mddszereknek egy harmadik kategoéridja is, amelyet
modern eljardsoknak neveziink. Ide tartozik egyrészt a tridiagonalis matrixi e-
gyenletrendszerekre gyors megoldast ado6 direkt modszer, a Thomas-algoritmus,
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méasrészt az an. prekondiciondlasos modszerek. Ezek egy P prekondicionalé-
si matrix bevezetésével egy konnyeben megoldhatéo P~'A matrixti egyenlet-
rendszer megoldasat keresik, majd ebbdl szamoljak ki az eredeti megoldaso-
kat. ElGszor a Py = z alakt segéd-egyenletrendszert oldjdk meg direkt vagy
iteracios modszerrel, majd innen szamoljék ki az eredeti megoldast. Az ilyen
eljarasoknak szintén a gyorsasag az elényiik.

A szakdolgozatban leirjuk a harom f6 kategoériaba tartozo legfontosabb
eljarasokat. A f6bb direkt modszerek alkalmazhatosagat példakon keresztiil
mutatjuk be, az iteraci6s modszerek konvergenciasebességének részleges Gssze-
hasonlitasaban pedig a szakirodalomra hagyatkozunk.



2. fejezet

Direkt modszerek

2.1. A Gauss-eliminacid

Ebben a direkt modszerben A-t fels6 haromszog méatrix alakidra hozzuk, igy az
utolso ismeretlen egyértelmien meghatarozott lesz. Az utolsé el6tti egyenletbe
behelyettesitve kiszamoljuk az (n — 1)-edik ismeretlent, majd az egyenletek
sorrendjében visszafelé folytatva az eljarast végiil az Gsszes ismeretlen értékét
megkapjuk.

A Gauss-elminéci6 soran elemi ekvivalens atalakitasokat végezhetiink, me-
lyek végrehajtasa utdn az egyenletrendszer megoldasai ugyanazok maradnak,
mint az eredetié.

Az elemi ekvivalens atalakitésok ([2]):

1. az olyan egyenleteket, ahol mindegyik egyiitthat6 nulla, elhagyhatjuk;
2. akarmelyik egyenletet egy nemnulla skalarral megszorozhatjuk;

3. két egyenletet felcserélhetiink;

4. akarmelyik egyenlet skalarszorosat egy masikhoz hozzadadhatjuk.

Miutan a fenti ekvivalens atalakitasokkal elértiik, hogy a1 ne legyen nulla,
a Gauss-eliminaci6 modszere a kévetkezd:

Vonjuk ki az elsé egyenlet a;1-szeresét az i-edik egyenletbdl minden @ # 1-
re. Igy elérjiik, hogy az els6 oszlop elemei az elss elem kivételével mind nullak
legyenek. Az eredeti egyenletrendszer egyiitthatoit jeloljiik ag)—gyel, az elsG

2)
ij
elemeit pedig hasonloképpen bgl)—gyel ill. b§2)—vel. Ekkor

sor kivonasaval keletkezett Gj elemeket a;;’-vel, az egyenletrendszer jobb oldali

(1)
2 1 a; 1 . .
a? =l &)agj) j=1,...,n, 1=2,...,n, (2.1)

aq




és

(2)
2= =2 22
a1y

Ezutan a%) # 0 esetén vonjuk ki a masodik sor (ag)/ag))—szeresét az alatta
1évs egyenletekbdl és jeloljiik az igy keletkez6 1j elemeket agj)—mal és b§3)—ma1.
Az eljarést folytatva a fentiekhez hasonlo jeloléssel az egyenletrendszer utolso
lépés utani alakja:

a§11)$1+a§12)$2+ ------ +@%L)xn = bgl)
aéQQ)Iz—i- ...... +a§3$n - bgz)
gt b dDa, = B

e, = b

Miutan megkaptuk a fels6 haromszog matrix alakot, a'ly # 0 esetén visszahe-
lyettesitéssel forditott sorrendben kiszamitjuk az x,,x,_1,...,r; ismeretlene-
ket.

Kimondjuk a Gauss-eliminacio elvégezhetGségének sziikséges és elégséges
feltételét:

2.1. Tétel. ([6]) A Gauss-elimindcid pontosan akkor végezhetd el, ha a mdtriz
osszes bal felsd fominorjanak determindnsa nemnulla, vagyis

det oo, #0 j=1,...,n.

1.1. Példa. Tekintsiik a kovetkez§ egyenletrendszert és oldjuk meg Gauss-e-
liminacioval:
2x1 + 99+ 23+ 224 = 6
6x1 + Txy — 3x3 — 4wy = —48
8r1 + 99 — dx3 + 314 = —18
4r; — 1lxy 4+ 323+ 624 = 92.



Megoldas.

2 5 1 2 6 2 5 1 2 6

6 7 -3 —4 | —48 0 -8 —6 —10 | —66

8 9 -5 3 | —18 0 —11 -9 —5 | —42

4 -11 3 6 | 92 0 —21 1 2 80
2 5 1 2 6 2 5 1 2 6
0 -8 —6 —10 —66 0 -8 —6 —10 | —66
0 0 -3/4 35/4 | 195/4 | |0 0 —3/4 35/4 | 195/4
0 0 67/4 113/4 | 1013/4 0 0 0 671/3 | 1342

Innen azt kapjuk, hogy x, = 6, visszahelyettesitéssel pedig az adodik, hogy
T3 =0, Ty = —3, x1 = 2.

2.1.1. Részleges féelemkivalasztas

A részleges fGelemkivalasztas soran az a,(fk) ugynevezett féelemet az oszlopaban

az egyik legnagyobb abszolut értékii elemmel sorcserével kicseréljiik. Ennek
eredményeképpen a relativ hiba a lehets legkisebb lesz.

A teljes fGelemkivalasztasnal az a,i’;? elemet a legnagyobb abszolat értéki
elemmel cseréljiik ki abban az (n — k + 1) x (n — k + 1)-es részmaétrixban,
ahol a, = a;’ﬁj. Ez az eljaras bonyolultabb, mint a részleges fGelemkivalasztas,
mert ekkor oszlopcserék is torténhetnek, amivel az ismeretlenek sorrendje meg-
valtozik egyes egyenletekben. Igy a visszahelyettesités nehezebb lesz, és a

miveletigény is nagyobb az egyszerti Gauss-eliminacidhoz képest.

2.2. LU-felbontas

Jelolje A(") a Gauss-eliminacionak azt a kikiiszobolési matrixat, melyben el6-
fordul a). Ekkor A" = A,
A felirhato a kovetkezs matrixszorzatként:

A(Z) - LiflA(iil), (23)

ahol, L; ; als6 haromszég matrix.
Lathaté, hogy L;_; az a matrix, amellyel AC~V-et beszorozva A®) matrix



agf) eleme alatti oszlopa kinulldzodik a Gauss-eliminidciéval. Emiatt Lj képlete:

1 0 . . . .0

0
1

Li = kg1 (2.4)

(k)
%k

. 0
G,k

0 . D) .0 1
Apeg,

Minthogy A™ = L, 1 A® D ezért AD-be i =n —1,..., 1-ig behelyettesitve,
és AM-et U-val jelolve azt kapjuk, hogy

U=L, 1L, o...L1A. (2.5)
Rendezziik A-ra az egyenletet:
Li'Lyt . LU = A (2.6)

n—1
Legyen L = Ly'Lyt .. LY, és igy
LU = A. (2.7)

Két als6 haromszog matrix szorzata és inverze is als6 hdromszog matrix,
ezért L is az. Azt kaptuk tehat, hogy az Ax = b egyenletrendszer az

LUz =b (2.8)

ekvivalens alakban irhato fel, melyet a kovetkezd két egyenletrendszerrel tudunk

megoldani:
Ly=15>
{ w=r (2.9

2.2. Tétel. ([5]) A mdtriznak pontosan akkor létezik egyértelmd LU -felbontdsa,
aholly=1,i=1,...,n, hadet(4;) #0,i=1,...,n—1.

Bizonyitds. Teljes indukciéval bizonyitjuk el6szor a létezést, az egyértelmiiséget
ésazly; =1,1=1,...,n tulajdonsagot.

Tegyiik fel, hogy A; regularis i = 1,...,n — l-re és bizonyitsuk be, hogy A
ekkor egyértelmien felbonthatdo A = LU alakban, ahol L diagonalisdban csupa
egyesek allnak.



A tétel ¢+ = l-re igaz. Tegyiik fel, hogy A; 1-nek egyértelmtien létezik
Ai—1 = L;_1U;_y alaku felbontasa, ahol [;; =17 =1,...,i—1 és irjuk fel A;-t
a kovetkez6 formaban:

Az’—l b
A; = . (2.10)
' oay
Bebizonyitjuk, hogy az A; matrixnak létezik olyan faktorizécidja, melyben

Li1 0O U1 w
A, = LU; = . (2.11)
vl 1 or  wy
A kétféle felbontast Gsszevetve azt kapjuk, hogy v és w vektorok az L; jw =
b és a vIU;_, = ¢! egyenletrendszerek megoldasai.

Mmthogy det(AZ»_l) = det(Li_l) det(Ui_l) 7é O, ezért Lz’—l és Ué—l regulé—
risak, tehat v és w vektorok egyértelmiien léteznek. Ezért A; egyértelmiden
felbonthatd a fenti modon, és w; egyértelmd megoldasa az u; = a; — viw
egyenletnek.

A kovetkezG részben bebizonyitjuk, hogy ha A-nak egyértelmiien létezik
LU-felbontasa, akkor A;, ¢« = 1,...,n — 1 féminoroknak sziikségképpen regu-
larisaknak kell lenniiik.

A bizonyitashoz szétbontjuk az esetet arra a kettére, amikor A regularis
ill. nem regularis. Vizsgaljuk meg elGszor azt, amikor det(A) # 0. Tegyiik
fel, hogy A matrix LU-felbontésa egyértelmiien létezik, ahol L diagonalisaban
mindenhol egyesek allnak. A fentiek szerint A; = L;U;, i = 1,...,n alakban,
és ezért

det(/h) = det(LlUZ) = det(UZ) = U1U22 . . . Upnp- (212)
Minthogy A = A,, regularis, ezért uiiugs . . . Uy, 7# 0 és igy
det(AZ) = U11U22 . . . Us; 7é 0

semmilyen i-re.

Most tegyiik fel, hogy A nem reguléris matrix és legalabb egy atlobeli eleme
nulla, mely elemet w;;-vel jeloliink, ahol j miniméalis index. Az (2.11) formula

alapjan a (j + 1)-edik lépésig végrehajthato az LU-felbontas. Attol a lépéstol
det(U;) = 0, emiatt v” és maga a felbontés elveszitik azt a tulajdonsagukat,

hogy egyértelmtien léteznek. Emiatt minden wu;;, 7 = 1,...,n — 1 elemnek
nemnullanak, és igy (2.12) alapjan az Osszes féminornak regularisnak kell
lennie. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O]

A késébbiek folyaman az inkomplett LU-felbontas alkalmazhatésiagat mu-
tatjuk be a 3.1. példan keresztiil, ami egyben az egyszerti LU-felbontéasra is
példa. A kiilonbség az, hogy az utébbindl az in. R maradékméatrix mindig a
nullmatrix és a feladat elején nem tiiziink ki megtartand6 nullmintazatot.
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2.3. LDM?'- faktorizacid
Az A méatrixot bontsuk fel a kovetkezd moddon:
A=LDMT, (2.13)

ahol L, MT és D rendre also-, fels6 haromszog, és diagondlis matrixok. A
felbontés utan az Ax = b egyenletrendszer megoldasa az

Ly=15b
Dz=y (2.14)
MTy =2

egyenletrendszerek egymds utani megoldaséval adhaté meg. Az LDMT fel-
bonthatosagra elégséges feltételt adunk:

2.3. Tétel. (/5]) Legyen az A mdtriz dsszes fominorja nemnulla determindnsi.
FEkkor az A = LDM? felbontds eqyértelmiien megadhato.

2.3.1. A Cholesky-felbontas

Specialis alaki és tulajdonsagt matrixokra az LDM7-felbontas is specialis
alaku lesz.

2.1. Definicio. Az A € R™" mdtrizot pozitiv definit mdtriznak nevezzik, ha
minden nem nulla x € R™ vektorra

2T Az > 0,
ahol 2T az x vektor transzpondltjdt jeloli.

2.4. Tétel. ([6]) Legyen az A mdtriz szimmetrikus és pozitiv definit. FEkkor
eqyértelmien léteznek olyan L és D mdtrizok, hogy A = LDLT alakban irhato
fel, ahol L alsd hdromszog mdtriz fédtldja normdlt (vagyis l;; = 1 minden i-re),
és a D diagondlis mdtrix 6sszes fodtlobeli eleme pozitiv.

Megjegyzés: Ha A nem pozitiv definit, de szimmetrikus matrix, attol még
létezhet LDLT felbontasa, de akkor nem igaz, hogy d; > 0.

A Cholesky-felbontast tigy kapjuk meg, hogy LDL”-t felitjuk LDY2DY2L"
alakban. A HT = LD'Y? jeloléssel A= HTH.

2.5. Tétel. ([5]) Az A mdtriz pontosan akkor bonthatd fel eqyértelmifen A =
HTH alakban, ha A mdtriz szimmetrikus, pozitiv definit. A H felsé hdromszdig
matriz foatlobeli elemei pozitivak és az Osszes eleme a kévetkezd képletekkel
szamithatd ki: hyy = \/ay és1=2,...,n esetén
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i1 1/2

7j—1
hij = (aij - Zhikhjk> /hjj j=1,...,i—1. (2.16)

Bizonyitds. A matrix k mérete szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk be elGszor
azt, hogy az A = HT H felbontas egyértelmiien létezik. A tétel bizonyitasahoz
sziikségiink van az alabbi segédtételre:
Lemma: Ha A € R™*" szimmetrikus, pozitiv definit matrix, akkor az Gsszes
f6minorja ugyanilyen tulajdonsigu.

k = 1-re az éallitas igaz. Tegyiik fel, hogy k — 1-re is igaz, és bizonyitsuk
be, hogy ezért k-ra is. A,-t bontsuk fel a kovetkezd alakban:

Ay = , (2.17)

ahol pT € R"!, a € RT. Az indukcits feltevés szerint létezik olyan Hjy_;
fels6 haromszog matrix, hogy Ay = H] | Hy_;. Belatjuk, hogy Ay felithato
a kovetkezo6 alakban:

HI' | 0 Hy 1 h
A, = HMHy = : (2.18)
Rt B o B

A fentiek szerint ugyanis Hl |h = p és hTh+% = a. H] | regularis, tehat 8 =
Va —hTh. Mivel HL | regularis, ezért h vektor egyértelmifen meghatarozott.
Igaz tovabba az is, hogy

0 < det(Ay) = det(H]) det(H,) = f*(det(Hj_1))>.

Tehat [ valos és = vVa — hTh. Ezzel a pozitiv definitséget és az egyértelm-
séget bizonyitottuk.
Az (2.15) képlet bizonyitasa: k = l-re hy; = \/aig;

lellh = = (a1k7 A2k, - - - ,afflyk).
Az (2.16) képlet onnan ered, hogy 5 = va — hTh, ahol o = ay. O

12



3. fejezet

Iteracidés modszerek

A gyakorlatban el6forduld egyenletrendszereknél gyakran a matrix és a jobb
oldal is hibasan van megadva a fizikai mérhetdség korlatai miatt. Ezért sem
biztos, hogy sziikséges kiszamitani a ,pontos” megoldast a nagy tarigényi
direkt modszerekkel. A tetszoleges, altalaban nullanak valasztott z(¥ kezdeti
értékkel inditott iteracios modszerek az egyenletrendszerek kozelité megoldasat
szamitjak ki.

A fizikai folyamatok modellezésének megoldhatosagara vonatkozolag a hu-
szadik szazad elején harom feltételt allapitottak meg:

e a megoldas létezzen (egzisztencia),
e a megoldas legyen egyértelmii (unicités),

e és a megoldas folytonosan fiiggjon a beviteli adatoktol (stabilitas vagy
folytonos fiiggés).

Az utolso kritérium mas szavakkal leirva azt jelenti, hogy ha egy kicsit valtoznak
az adatok, akkor a megoldas is kicsit valtozzon. El6fordulhat, hogy a modellben
a mérési adatok hibasak, vagy maga az egyenletrendszer pontatlanul van felirva.
Emiatt fontos, hogy a linearis algebrai egyenletekkel jol leirt rendszer teljesitse
a stabilitas feltételét, vagyis azt, hogy a valésidgot kis hibéaval leirdé modell
megoldasa kozel legyen a valos megoldashoz. A rendszer stabilitasa a késGbbi-
ekben definialt kondicioszammal mérhetd.

Egylépésesnek nevezziik az iteraciot, ha a koévetkezd kozelité megoldéast
mindig az utoljara kiszdmolt eredmény felhasznalasaval szamitja ki.

Bontsuk fel az A matrixot a kévetkez&képpen:

A=P—-N, ahol P regularis. (3.1)
Ekkor

Az = Px — Nx = b, tehat Px =Nz +0b, (3.2)
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és igy
Prm+h) — Ngm) 4 g,

illetve
D = pmINg™ 4 p-lp, (3.3)

Ebbél az egyenletbsl B := PN és f := P7'b jeloléssel megkapjuk az
egylépéses iteracios modszerek altalanos alakjat:

2m+1) — Bp(m) + f m=20,1... (3'4)

ahol B, az Un. iteraci6s matrix fiigghet m-t6l, vagyis minden egyes iteracios
lépéssel valtozhat.

3.1. Vektor- és matrixnormak

A matematikai modellezés folyaman szamos helyen keletkezhetnek hibak, igy
példaul lehet, hogy maga az egyenletrendszer is pontatlanul van megadva.
Ahhoz, hogy a vektorok és matrixok eltéréseit mérni tudjuk, sziikség van az
alabbi fogalmak bevezetésére.

3.1. Definicié. Az X linedris teret normdlt térnek nevezzik, ha létezik olyan
Il - X = R figgvény, amelyre minden x,y € X, és minden \ € R esetén
19az, hogy

1. Jjz|| > 0;
2. ||z =0 <= 2 =0;
3 Mo+ yll < flell + llyll;
4 Azl = (Al
Az ||x|| szdmot az x elem normdjinak nevezzik.

3.2. Definicié. Ha az X linedris normdlt tér teljes, vagyis minden X-beli
Cauchy-sorozatnak létezik X -ben hatdrértéke, akkor akkor ezt a teret Banach-
térnek hivjuk.

Linearis egyenletrendszerek vizsgalatanal a Banach-tér mindig az R"-beli
vektorok és R™*™-beli méatrixok tere.

3.3. Definici6. Az A mdtriz sajdtértéker kézil az abszolit értékben legnagyobbat
a mdtriz spektralsugaranak nevezzik. Jelilés:

p(A) = max |A;(A)], (3.5)

ahol \;(A) az A mdtriz sajatértéke.
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3.4. Definicié. Az x € R" vektor oszlopdsszeqg ill. euklideszi normdja k = 1,
ill. k=2 esetén:

n 1/k
], == (Z |xi|’“> . (3.6)

i=1
Az x vektor mazimum normdja:

] = ax |zl (3.7)

3.5. Definicio. Az A mdtriz vektornorma dltal indukdlt mdtriznormdja:

A
14] = sup 1221
w0 2]

A fenti két definiciot Gsszevetve belathatd, hogy igazak az alabbi allitasok:

3.1. Tétel. Egy A mdtriz oszlopdsszeq normdja:

14]l; = max (Z \%’|> ) (3-8)
=1

$0T0882€g NOTMA)A:

Al = max (Z |aij|> , (3.9)
j=1

euklideszi vektornorma dltal indukdlt normdja:
1Al = (p(A*A), (3.10)
ahol A* az A mdtriz adjungdltjdt jeldls.

3.6. Definicié. Az A mdtrizot szigorian pozitiv definit mdtriznak nevezzik,
ha létezik olyan 6 > 0, hogy

2
(Az,z) > 6 ||z,
minden x € R", k=1,2,00 esetén. Jeldlés: A > 0.
3.7. Definicié. Legyen az A mdtrix requldris. Ekkor a mdtriz kondicioszdmd-
nak a condy(A) := ||[A7Y|, ||All, szdmot nevezziik, ahol k = 1,2, 0.
Megjegyzés: cond(A) > 1, hiszen
1= AA7| < 4] [ A7Y]| = cond(A).

Minél nagyobb egy matrix kondiciészama, annal lassabban konvergal egy i-
teraciés modszer a megoldashoz. Ha egy A matrixra és egy el6re megadott e
1
hibakiisz6bre cond(A) megkozelitéleg — vagy annal nagyobb, akkor A-t rosszul
€

kondicionalt métrixnak nevezziik.
A tovabbiakban, ha barmely norma lehetséges a harom koziil, akkor a k =
1,2, 00 als6 indexeket elhagyjuk.
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3.2. Iteracio6s eljarasok konvergenciaja

3.8. Definicio. Azt mondjuk, hogy az ™™D = Bz™ + f m = 0,1,...

iterdcid adott 0 mellett konvergdl, ha az x(™ sorozat konvergens az X Banach-
tér valamely ||-|| normdjdban. Ha barmely 29 -ra konvergdl, akkor az iterdcids

modszert konvergensnek nevezzik.

Elégséges feltételt adunk az iteraciés modszerek konvergencidjara:

3.2. Tétel. ([6]) Ha a B € R™" mdtrizra teljesil a
|Bx1 — Bra|| < g llz1 — 22| (3.11)

feltétel, ahol g € [0,1) egy konstans, akkor az '™V = Ba(™ + f iterdcid
konvergens.

Bizonyitds. Elészor megmutatjuk, hogy (™ Cauchy-sorozat.
Minden m > [ > 1-re igaz, hogy

gt — 0 = Z(:v(i“) —2®) = Z(Bx(i) — B2V, (3.12)

i=l i=l
tovabba teljesiil az is, hogy
@ — 207D = (=D _ =2 — = pi=1;() _ pi=15(0) — pi=i(5(1) _ 4(0))

A fentiek szerint
|2+ — 20| < Zqi @ — 26D (3.13)
i=l

A meértani sor Osszegképlete alapjan

n

Sy = q1—qm)—q(1—¢"") ¢ —q™*
q = =
1—gq 1—g¢q

I

i=l

ezért
m—+1

[zt — 20| < ¢ —qmt |2V — 2@
<

Mivel m > 1 és g € [0,1), igy

||$(m+1) o x(l)H <

[z — 2@, (3.14)
és ezért {x(m)} valoban Cauchy-sorozat.
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*

Legyen az {m(m)} sorozat hatarértéke x*, a hiba pedig e™ = 2(™ — g*,
(3.11) miatt ha e™ — 0, akkor Bx™ — Bz* — 0. Ezért

¥ =DBx"+ f (3.15)

teljestl.
Megmutatjuk, hogy ennek az egyenletnek csak egy megoldasa lehet. Tegyiik
fel, hogy x** # x* is megoldas. Ekkor x** egyenlete:

& = Be* + f,
amit (3.15)-bol kivonva azt kapjuk, hogy

¥ — o™ = Bx* — Bx™.
Ekkor d := ||z** — z*|| jeloléssel (3.11) alapjan 0 < d < ¢q||z** — z*|| < d, ami

ellentmondas. O

Tehat a tétel szerint ha || B|| < 1, akkor az iteracié konvergens.

A matrixnorméara kimondott allitds mellett a lineéris algebrai egyenletrend-
szerek iteracios modszerekkel valé megoldhatosidgara egy masik fontos tételt is
kimondunk, amely az iteracios métrix sajatértéke és az iteracié konvergenciaja
kozotti Osszefiiggésre vonatkozik. A bizonyitashoz a ([3])-mal sorszamozott
irodalom alapjan tobb tételt is leirunk:

3.3. Tétel. Minden A € R™™ mdtrizra és minden vektornorma dltal indukdlt
normdra teljesil, hogy

p(A) < [[A]]. (3.16)

3.4. Tétel. Minden A mdtrizra és minden ¢ > 0 szdmra létezik olyan ||-||
norma, hogy

JA] < p(A) +e (3.17)

3.5. Tétel. Véges dimenzios linedris terekben minden norma ekvivalens, vagyis
barmely ||-|| és |||-||| normdra léteznek olyan M, m > 0 szamok, hogy

m x| < [J«]]] < M|z
3.6. Tétel. Legyen B € R™™. Az
) = Bgm 4 f m=20,1,...

iterdcid tetszdleges (%) € R™ kezdeti érték mellett akkor és csak akkor konver-
gens, ha

p(B) < 1. (3.18)
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Bizonyitds. Ha p(B) < 1, akkor a 3.4. tétel szerint létezik olyan ||-|| norma,
melyre ||B|| < 1. Ezutan a 3.3. és 3.5. tételbdl kovetkezik a konvergencia.
Forditott irAnyban: indirekt tegyiik fel, hogy p(B) > 1 esetén is konvergens
a modszer. Ekkor B-nek létezik egy olyan A sajatértéke, hogy [A| > 1. Jeldlje x
a B matrix \-hoz tartozo sajatvektorat. (0 = x kezdGvektorral és f = x-szel
az ™ = (3" A")z egy divergens sorozat lesz, ami ellentmondas. O

3.3. Stacionarius iteracid, egyszeri iteracio

Stacionariusnak nevezziik az iteracios modszert, ha a B iteracios métrix fiigget-
len m-t6l, vagyis a 1lépésszamtol. Az altalanos egylépéses stacionarius modszer
felirhato a kovetkezs képlettel:

(m+1) _ plm)
B — T 4 Axm =, (3.19)

w

ahol w > 0 paraméter.

3.7. Tétel. Ha A szimmetrikus, szigorian pozitiv definit mdtriz, akkor
B—0,5wA > 0 esetén az dltaldnos eqylépéses staciondrius iterdcio konvergens.

Az egyszeri iteracié olyan egylépéses stacionarius itericié, melyben B az
egységmaétrix, tehit a képlete:
p(m+1) _ p.(m)

+ Az™ = m=0,1,2,... (3.20)
w

és ebbdl kovetkezéen az (x(™+Y)) sorozatot kiszamité formula;
M) = (1 — wA)z™ + wb. (3.21)

A cél természetesen az, hogy olyan optimélis w iteracios paramétert talal-
junk, mellyel az egyszert iteraci6 konvergenciasebessége a legnagyobb, vagyis
a leggyorsabban konvergal a megoldashoz.

3.8. Tétel. ([6]) Ha A szimmetrikus, szigorian pozitiv definit mdtriz, akkor
az eqyszert iterdcio w = Wy optimdlis paramétere eqyértelmien megadhato és
K = Anax, k= Amin jeloléssel

2

Wopt = m (322)

Nagy kondicidszami matrix esetén k kiszamitasa vagy becslése koltséges,
vagyis nagy memoriat igényel, ezért optimélis paraméter helyett w = T

valasztas javasolhato.
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3.9. Tétel. Szimmetrikus, szigorian pozitiv definit mdtrizokra az eqyszerd
iterdcio konvergencidjanak sziikséges feltétele:

2
_ 2
0<w<K (3.23)

Megjegyzés: Az egyszeri iteracié masik neve csillapitott vagy relaxalt Jaco-
bi-mddszer, mert ha az A matrix helyett D! A-t, b helyett D~'b-t frunk, akkor
w = 1 esetén a Jacobi-iteracié képletét kapjuk meg, 1d. a kovetkez6 részt.

3.4. Jacobi-iteracid
Tekintsiik az Ax = b egyenletrendszer kovetkez6 ekvivalens felirasat:
A;1T1 + Q2T + ... + Q3 X5 + ... + AinTy = bz 1= 1,...,n. (324)

Tegyiik fel, hogy az A matrix f6atlobeli elemei nemnullédk és rendezziik at az
egyenletet

n
b; a a Qi
i i i i .
o b _a]:__z_fx] §:_ij i=1,....n (3.25)
i 0973 Qi i

j=1 i
j#i

alakara. Jelolje xz(-m) az x; érték m-edik iteralt kozelitését. Ekkor tetszéleges

0 kezdeti érték valasztassal
1 1—1 n
“ j=1 j=i+1

Ez a Jacobi-iteraci6 komponensenkénti alakja.

A moédszer métrixos alakjat gy kapjuk meg, hogy az A matrixot felbontjuk
A = A, + D + Ay modon, ahol Ay a szigort alsé haromszoég matrixa, D a
diagonalisa, és A, a szigororu felsé haromszog méatrixa A-nak. Igy

Ezt rendezve azt kapjuk, hogy
Dx = —(A; + Ag)z + b,

és ezért

D™ = (D — A)z™ b,

A matrixos alak tehat:

") = DY(D — A)z™ + Db, (3.28)

19



egy ezzel ekvivalens feliras pedig:
g™t = (1 — D7 A)z™ + D~ (3.29)

A B; = D7Y(D — A) matrixot Jacobi-métrixnak vagy a Jacobi mddszer
iterdciés matrixdnak nevezziik.

3.9. Definicio. Azt mondjuk, hogy az A=(a;;) mdtriz soronként szigorian
diagondlisan domindns, ha

n

lai| > lay|  i=1,....n. (3.30)
j=1
J#i
3.10. Tétel. ([5]) Ha A soronként szigorian diagondlisan domindns mdtriz,
akkor a Jacobi-iterdcio konvergens.

Bizonyitds. A 3.7. tétel szerint a stacionarius iteracié szimmetrikus, pozitiv
definit matrixokra B — 0,5wA > 0 esetén konvergens. A Jacobi-modszer
altalanos alakjaban B = D és w = 1, igy itt a konvergencia feltétele: 2D > A.
Ez ekvivalens azzal, hogy (2D, ) > (Aw,z), ahol (Az,x) = 37" ajzz; a
szokéasos skalarszorzat. Becsiiljiik feliilrél a;;x;x;-t:

1
airizy < lagg| |2 [v5] < §l%‘|(|xi|2 + |z;?) (3.31)

Emiatt

- 1 1
(Az,z) <Y ag|(52] + sa3) =

,j=1

= Z ’@ij\%x? + Z \%’\%x? = Z ’%’\%m? + Z |aﬂ\%xf.

1,j=1 1,j=1 1,j=1 1,j=1

A métrix szimmetrikus, ezért

% Z ||z} + % Z |ajilz} = Z |@z‘j|%%2 + Z |aij|%$? =

ij=1 ij=1 ij=1 ij=1
n n n n
-3 (Sl = 3ot (3l
i=1 j=1 i=1 j=1,j

Az A maétrix soronként diagonalisan dominéns, ezért

n

n n n
Z[L‘? ( Z |aij| + |au|> < Z |l‘2|22a“ = 22 |$i|2aii-
i=1 i=1 i=1

J=1,j#i

Ez egyenl6 2(Dx, x)-szel és ezzel az allitast bizonyitottuk. O
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3.5. Gauss-Seidel-iteracio

(m+1)

%

A Gauss-Seidel-iteracié abban kiilonbozik a Jacobi-iteraciotol, hogy x

kiszamitédsahoz felhasznéljuk a mar kiszamitott x§m+l) J=1,...,1—1 értéke-

ket. A linearis egyenletrendszert (3.24)-tel azonos alakban felirva és rendezve
az

i—1 n

mty) _ 1 (m+1) (m) -

T; . (bi — Zlaijxj — ZH aijT; > i=1,...,n (3.32)
j= j=i

egyenletet kapjuk, ami a Gauss-Seidel-iteracié6 komponensenkénti alakja.
A Gauss-Seidel-iteracié matrixos alakjit az

(A} 4+ D)™ = b — Ayz™ (3.33)
egyenlet rendezésével kapjuk meg:
) = (A} + D) Apx™ — (A, + D) (3.34)
A Bgs = —(A; + D)7t A, méatrixot Gauss-Seidel matrixnak nevezziik.

3.11. Tétel. ([6]) Ha A soronként szigorian diagondlisan domindns mdtriz,
akkor a Gauss-Seidel-iterdcio konvergens.

Bizonyitds. Legyen z = Bggx, vagyis

i = ai (- Zi(l,’jzj' - i CLZ‘jZEj> . (335)

j=1 j=i+1

Legyen |z;| := max; |z;| = ||z||,. Ekkor
ol = 12l < D |2 2l + Y |2 25 S vzl + Gillzll . (3:36)
, Qi = i
7j=1 Jj=t+1
ahol
i—1 a n L
T I I oy 1)
j=1 Q4 j=it1 Q4
Az A métrix soronként dominans féatloju, igy
S S Sl IR
o1 | Gl oy | e
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vagyis 0 < ; +9; < 1. Ezért

i

ol < 72

1] -

(2

vagyis

[Basloo < max ———
(2
i
— i
modszer konvergens. O]

Minthogy 0 < ~; + d; < 1, ezért 0 < max; 1 < 1, vagyis a Gauss-Seidel

Bizonyitas nélkiil megemlitiink még egy tételt, amely az A métrix két
specialis tulajdonsdgaval kapcsolatos.

3.12. Tétel. ([5]) Ha az A szimmetrikus, pozitiv definit mdtriz, akkor a Gauss-
Seidel-iterdcio konvergens.

3.6. A SOR-moé6dszer

A Gauss-Seidel-modszer altalaban gyorsabb a Jacobinal. Ha A pozitiv definit,
tridiagonalis matrix, akkor pedig p(Bgs) = p*(By), ahol p(A) az A méatrix
konvergencia-sebességét jeloli, és a Gauss-Seidel-eljaras a Jacobi-iteracio egy
lépése alatt koriilbeliil kett6t tesz meg. Ilyen méatrixra a 3.3. részben mutatunk
példat.

A Gauss-Seidel-iteracié egy optimdlis w € R paraméter bevezetésével még
gyorsabbé tehets. Az igy kapott modszer neve relaxacios eljaras vagy SOR-
modszer, angolul successive overrelaxation method:

i1 n
(m+1) _ Y (m+1) (m) (m) _
x; = (bi—zlaigwj — Z aijT; >+(1—w)xi i=1,...,n.
]:

j=i+1
(3.37)
Matrixos alakban irva
(m+1) _ p.(m)
(D +wA) T gt =y, (3.38)
w
és igy
1 —1
M) = gm) 4 (—D + A1> (b — Az(™). (3.39)
w

Megjegyzés: Ha w = 1, akkor a Gauss-Seidel iteracio alakjat kapjuk meg.

A SOR-modszer konvergencidjanak sziikséges valamint sziikséges és elégsé-
ges feltételeit mondja ki a kivetkez6 két tétel, melyek koziil az els6t bizonyitjuk.

22



3.13. Tétel. (/6])(Kahan) A SOR-mddszer csak w € (0,2) esetben lehet kon-
vergens.

Bizonyitds. Irjuk at (3.37)-t a kovetkezSképpen:

i—1
akk($,(€m+1) — l’,(gm)) = —wakkx,(cm) +w (bZ — Z aw m+1 Z am ) .

j7=0 j=i+1

Vonjuk ki mindkét oldalbdl w Z;;ll aijxém)—et és rendezziik tovabb az egyenletet:

akk( (m+ + w Z CLZ] m+1) x‘gm)) —
k—1
= —w (a”x + Z i, ™ Z aijxgm)> + wb;
Jj=i+1 =1
Qi , (m41) (m) (m) _
U(xj —xz; )+ Ax = b (3.40)

Vezessiik be P := D + wL jelolést. Ekkor az egyenlet
(m+1) _ p(m)
Sy P (O m=0,1,... (3.41)
w

alakban irhato fel.
Jel6lje x* a pontos megoldast és rendezziik tovabb az egyenletet a kovetke-
zGképpen:

P(z™D) — g — 20 o) = wb — wAz™ — wAz* 4+ wAz”.

Innen az e := |20 — 2*| jel6lést bevezetve és tovabb szamolva a kovetkezd
hibaegyenletet kapjuk:

Pemt) = (P — wA)el™

Bontsuk fel az A matrixot A = A; + D + A, alakban, ahol A; és A, szigori
also ill. szigoru fels§ haromszog matix. A P matrix regularis, ezért

et = B(w)e™, (3.42)
ahol
B(w) = P HD(1 — w) — wA,).
B(w) sajatértékeinek szorzata:

n

[[(Bw)) = det(B(w)) = det(D™") det(D)(1 — w)". (3.43)

i=1
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Ha w ¢ (0,2) lenne, akkor
(- >1

lenne, vagyis létezne |A\y(B(w))| > 1, tehat a modszer nem lenne konvergens.
Igy w € (0,2) kell, hogy legyen. O

3.14. Tétel. ([5])(Ostrowski) Ha az A mdtriz szimmetrikus és pozitiv definit,
akkor a SOR-mddszer pontosan akkor konvergens, ha w € (0,2).

3.7. A Richardson-iteracio

A Richardson-iteraci6 az egyszerti-iteracio altalanositasa, melyben minden 1é-
pésben maés iteraciés paramétert alkalmazunk. Tehat a képlete:

(m+1) _ g(m)
Ry P m=0,1.... (3.44)
Wi

Tegyiik fel, hogy A szimmetrikus és pozitiv definit és tekintsiik a Richardson-
iteracié hibaegyenleteit:

e = (I —w A)e®, e® = 2O _ g

e = (I — wyA)em), em .= g(m) _ g%,

Rekurzioval visszahelyettesitve az utols6 hibaegyenletbe, azt kapjuk, hogy

e = (I — wpA)I —wA) ... (I —wA)e® =p,,(A)e?, (3.45)
ahol
pn(A) =[] =) (3.46)

egy m-ed foku polinom, ami teljesiti a p,,(0) = 1 normalizacios feltételt.
A (3.46) alakot tovabbirva:

m m

pn) = [J0 =) = [0~ ) =
T2/ TIE5 = 20 )
w; , w; rm(0)



ahol

A p,,(A) matrix spektralsugarat szeretnénk becsiilni. Tegyiik fel, hogy minden
A = A(A) sajatérték valos, tovabba Apin < A < Apax, €5 P (A) a pr (A) matrix
sajatértéke. Igy a K = Apax €S kK = A\ jeloléssel

p(pm(A)) = max [pm(A(A))] < max |py(N)].

E<A<K

A (3.46) polinom a normalizacios feltétel és m darab gyoke miatt egyértelmiien
meghatarozott. Tehat az 0sszes k-adfoki polinom kozott olyat keresiink, amely
megoldéasa a

mVE =, (349

Pm(O)zl

szélsGérték feladatnak, ahol P, az m-edfoki polinomok halmazat jelsli. Igy a
fenti levezetés miatt p,, gyokeinek reciprokai az optimélis w; iteracios paramé-
terek.

Richardson a T, un. Csebisev-polinomot hasznélta a (3.48) feladat meg-
hatarozésahoz:

=T (55 (1 20) Jr (K55 g

T,, valtozoja, az
K+ k ] 2\
5= —
K-k K+k

leképezés [k, K] intervallumot a [—1, 1] -re képezi le. A fenti képletbdl és abbol,
hogy T,,(s) Csebisev-polinom gyokei

2t —1
2m

i 1= COS s 1=1,...,m,

kovetkezik, hogy

i e 2 /(1—}(—_’%@.)_2/(;(%—(;(—@%) i=1,....m.

K+k
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4. fejezet

Modern 1teracidos modszerek

4.1. Prekondicionalas

Ha condy(A) nagy, mint altalAban a gyakorlatban el6forduld matrixoknal,
akkor az iteracios modszerek konvergenciasebessége kicsi. A prekondicionalas
sordn olyan P matrixot keresiink, hogy P~!A kis kondiciészamu legyen és
A helyett a PA matrixszal szamolunk. Ha P-t megfelelGen vélasztjuk meg,
akkor az Ax = b helyett a Pz = Ay alaku egyenletrendszerek megoldasanak
kiszamitésa kevesebb id6t igényel, mint az eddig ismertetett iteracios modsze-
rekkel valo szdmolés.
Tehéat az Ax = b egyenletrendszerrel ekvivalens a

P 'Ax =P (4.1)

egyenletrendszer. Ezt baloldali prekondicionaldsnak, P-t bal oldali prekon-
dicionalé matrixnak nevezziik. A jobboldali és centrilis prekondicionalasi
modszerek:

AP 'y =1, y = Pz, (4.2)

és
PIYAPL 'y = P, y = Prz. (4.3)
A P7'A matrix kondicioszama nyilvanvaloan akkor a legkisebb, ha P~! =
A7l vagyis P = A. Nincsenek pontosan megfogalmazott szabalyok arra
vonatkozolag, hogy P-t hogyan valasszuk meg. Nagy altalanossagban P-t jo

prekondicionalé matrixnak lehet nevezni, ha P~'A kdzel normalis matrix és a
sajatértékei egy elegenden kis intervallumon beliil helyezkednek el.

Megjegyzés: Az eddig ismertetett iteracidos megoldasi eljarasok is prekondici-
onalasnak tekinthetGek. Vezessiik le a Jacobi-iteraciot, mint prekondicionalasi
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modszert. P := D véalasztassal és A = A; + D + A, felbontéssal, ahol A; ill.
Ag szigori also ill. fels6 haromszog matrixok, D pedig diagonélis matrix,

D 'Ax = D™, (4.4)
és ezért
D_1<D + (Al + Ag))l‘ == D_lb,

amit rendezve azt kapjuk, hogy
2™ = —D7Y(Ay + Ap)z™ + D', (4.5)
Ez ekvivalens a
Y = —pYD — A)z™ + D7 (4.6)

formulaval, ami a Jacobi-eljaras métrixos alakja.
Ehhez hasonlé médon P := D+ A; és P := D +wA, valasztassal a Gauss-
Seidel-eljarast ill. a SOR-modszert kapjuk meg.

4.1.1. Inkomplett LU-felbontas

Az egyik legfontosabb prefaktorizacios technika az inkomplett LU-felbontéas.
Az eljaras kezdetekor a nullelemek kozott kijeloliink egy megtartandé nullmin-
tazatot, ami azt jelenti, hogy az LU-felbontas soran a Gauss-eliminaciot agy
hajtjuk végre, hogy a kijelolt elemek mindvégig nulldk maradjanak. Ezaltal
kisebb lesz az eljaras mtvelet- és memoriaigénye.

Az inkomplett LU-felbontas létezését a méatrixok egy specidlis osztéalyara,
az M-matrixokra mondjuk ki.

4.1. Definici6é. Az A = (a;;) € R™"™ mdtrizot M-mdtriznak nevezzik, ha
minden 1 # j-re a;; < 0 és létezik olyan g > 0 vektor, melyre Ag > 0.

4.1. Tétel. ([6]) Legyen A M-mdtriz, és K C {(i,7)|1 <i,j <m;i# j}.
Ekkor az A = LU — R inkomplett LU-felbontds egyértelmien létezik, ahol
L olyan alsé hdromszdg mdtrix, aminek a fodtlojaban egyesek dlinak, U felsd
hdromszég mdtrix, valamint

lij = 0, hCLZ>jé8<Z,j)EP,

w; = 0, hai<yj és(i,j) € P,

Tij = 0, ha (Z,]) ¢ P
Bizonyitds. ([4]) A felbontas minden egyes 1épésénél

A=Ay + Ry, = LA, + Ry, (4.7)
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adodik, ahol L, az LU-felbontasbol ismert L = L,_;...L; felirdsban adodo
k-adik als6 haromszog matrix, azaz

1 0
Lk = [ — — ak:+1,k eg, (48)
Ak Ak+2,k

Qp k

ahol T az egységmatrix, e] pedig az a vektor, melynek k-adik eleme egy, az
Osszes tobbi nulla.
Alkalmazzuk az A = A, + Ry, felbontast rekurzivan:

An—l = An—l + Rn—l - Ln—lfgin—Q + Rn—l - Ln—l(Ln—QAn—?) + Rn—2) + Rn—l
=...=Ly 1 (Lpo(..(L1(Ao+ Ro))+...)+ ...+ Ryo2) + R,

ahol Ag = A és Ry=0. A fenti kifejezést kibontva azt kapjuk, hogy
An,1 == Ln,1 o LlA + Ln,1 oo LQRl + ...+ Lnfan,Q + Rnfl. (49)

Legyen
U=A,_, (4.10)
valamint
H=0L, 1...LoR+ ...+ L, 1R,_o+ R,_1. (4.11)
A képlet ezek alapjan:
U=L"'A+H. (4.12)

Ly, felithato a kovetkez&képpen is:

1 0 . . . .0

0
1

Ly = ik (4.13)

k
@i(fk)

. 0
Qn, K

0 - .01
Ay
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Ebbdl a felirasbol latszik, hogy R; elsé j sora és oszlopa nulla, mert a j-edik
lépésnél az A; matrixnak csak az alsé (n — j) x (n — j)-es részébe keriilnek
elemek. Ezért

Lpy...LipnRj=1L,q...L1R; (4.14)
és igy
H=1L,4...LR, (4.15)

ahol
R=R +Ry+...+ R,_1.

Tehét a (4.12) képletbe visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy
A=LU-R (4.16)

Az elGjeleloszlasokbol megmutathato, hogy (LU)™! nemnegativ, és R nemne-
gativ. [

3.1. Példa. Legyen az A = (a;;) matrix nullmintazata, amelyet meg szeretnénk
tartani K = {(13),(21),(23),(31),(32),(35),(42),(54)}. Oldjuk meg ekkor
inkomplett LU-felbontassal az Az = b alakban felirt kovetkez6 egyenletrend-
szert:

16 019 T 7
02017 T 8
003 20 x3 | = 9
50440 T4 11
078 05 T5 12

Megoldds. Jeloljiik az A matrix azon nullelemeit, amelyeket meg szeretnénk
tartani nullaval, az Gsszes tobbi elemet pedig *x-gal. Ekkor A megtartando
nullmintazata:

* % O O *
* O D * *
* % ¥ O O

S ¥ X X X
* ¥ O * X

Figyeljiik meg elGszor, hogy az egyszerti LU-felbontasnal keletkezé négy darab
L matrix helyett egyel kevesebbet kell most kiszdmolnunk, mert a f6atlobeli ayy
elem alatt 1évG as, elem indexe benne van a K halmazban. A Gauss-eliminéciot
anélkiil végrehajtva, hogy az egyenletrendszer jobb oldali b vektoraval is sza-
molnank, megkapjuk az Ly, Lo, L3 matrixokat. Innen az L = Ll_lLQ_ng1
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matrix:

1 0 0 00
01 0 00
L=|0o 0o 1 00
5 0 4/3 1 0
0 7/2 8/3 0 1

Az eljaréas soran keletkez6 R = Ry + Ry + R3 maradékmatrix:

000 0 O
0O 0 0 0 O
R=]10 00 0 O
030 0 0 0
0 0 0 53/6 0

Ezek utan az Ly = b egyenletrendszer megoldasa: y* = (7, 8,9, —36, 40).
Szamoljuk ki most az U = L3 LyL; A matrixot:

1 6 0 1 9
020 1 7
U=1]1020 3 2 0
000 —11/3 —45
000 0 —39/2

Végiil oldjuk meg az Uxr = y egyenletrendszert. Ennek az eredménye:

1437 4297 1437 143739
~ (—23.0979,4.4988,13.2378, —15.3566, 2.0513).

T_( 3303 1930 1893 2196 80)

4.2. A Thomas-algoritmus

A gyakorlati alkalmazéasokra felirt matrixok gyakran kevés nemnulla elemet
tartalmaznak. A mechanikai, villamossagi, 6kologiai és gazdaségi folyamatokra
felirt matrixok altalaban ilyenek. Ritka matrixnak nevezziik az olyan méatrixo-
kat, melyekben a nemnulla elemek N szdma lényegesen kisebb n?-hez, a métrix
elemszamahoz képest. A ritka matrixok egyik csoportjaban a nemnulla elemek
rendszerteleniil helyezkednek el, masik csoportjukban viszont - ilyenek a dif-
ferencidlegyenletek kozelité megoldasa soran keletkezs egyenletek - a fGatloval
parhuzamos savokban. A maétrixok egy specidlis osztalyat alkotjak azok a
matrixok, melyekben a f6atlon, valamint az a folotti ill. alatti savban 1évé
elemeken kiviil minden mas elem nulla.
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4.2. Definici6o. Az

dl €1 0 . 0
Co dg €2 .
A=1 0 . . . 0
. . . €n—1
0O . 0 ¢ d,

alaki matrixokat tridiagondlis matrizoknak nevezziik.

Az ilyen matrixok megoldasat a leggyorsabban, az ismeretlenek szadmaval
aranyos lépésben a Thomas-algoritmus szolgaltatja. A megoldandé egyenlet-
rendszer a kovetkezéképpen irhato fel:

diz1 + ey = by

CiTi—1 + dll'z + €;Litr1 = bl 1= 2, 3, ,n — 1 (417)
CpnTp—1+ dnxn = bn
Az algoritmus elGszor modositott egyiitthatokat szamol ki:
€1 .
e —1
d !
e, = (4.18)
6,
S =23 —1
di _ 6;_101‘ 1 Y ) 7n Y
by
i =1
d '
b, = (4.19)
bi — b;_lcz-
_— 1=2,3,...,mn
di — 6271Ci

Ezutén visszafelé valo behelyettesitéssel kapjuk meg az egyenletrendszer meg-
oldasat:

(4.20)

/
Ty, = b,

és
z; =b, — elwiyy i=n—1,n-2,...,1.

3.2. Példa. Oldjuk meg az alabbi, Ar = b alaka egyenletrendszert a Tho-
mas-algoritmussal:

2 -1 0 0 O 0 O i 10
-1 2 -1 0 0 0 0 T —16
o -1 2 -1 0 0 O x3 8
o o0 -1 2 -1 0 O x4 | = 1
o o0 o0 -1 2 -1 0 Ts 8
o o0 o0 0 -1 2 -1 T -7
o o0 o0 o0 0 -1 2 Ty —4




Megoldds. A modositott egyiitthatok a specialis alak kovetkeztében az alabbi-
akra egyszertisodnek:

/ 1 ) ) —1
e =—= és €= c—F 1=2,3,...,n—1,
2 24 ¢,
d; +d.
V=5 és bgzg i=2,3,...,n,
246,
ahol n =17.
A modositott egyiitthatok:
2 3 4 5 6
6/2:—5’ eg:—zy 62:—57 6/5:——7 6/6:_?7
22 1 6 23 4
by=——, lo==, V==, bi=—, by=—-, b,=-3
3 ) 3 27 4 57 5 3 ) 77 7
Visszahelyettesitéssel a megoldéasok:
1’7:—3,1‘6:—2,$5:6,[E4:6,1’3:5,$2:—4,$1:3.
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5. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozat els6 fejezetében elGszor a Gauss-eliminacidét mutattuk be, ami
a legaltalanosabban hasznalhato direkt modszer. Ennél gyorsabb az LU-
felbontas, szimmetrikus és pozitiv definit méatrixokra pedig a Cholesky-fel-
bontéas hatékony.

Az iteracios modszerek konvergencidjara egy sziikséges, és egy sziikséges
és elégséges tétel a legfontosabb, melyek az iterdcidés matrix normajéra illetve
spektralsugarara vonatkoznak. Lattuk, hogy a legalapvet&bb iteracids eljaras
az egyszert iteraci6, melynek altalanositésa, gyorsitott valtozata a Richardson-
iteraci6. A Jacobi- és a Gauss-Seidel-eljarasok koziil altaldban az utobbi a
gyorsabb. A Gauss-Seidel-iteraci6 konvergenciasebessége egy optimalis ite-
racidos paraméter bevezetésével még nagyobb lehet. Az igy kapott iteracio
neve a SOR-moédszer, amelynek konvergencidjara Kahan és Ostrowski tételeit
mondtuk ki.

A harmadik fejezetben ramutattunk arra, hogy az iteraciés modszerek
prekondicionédlasként is levezetheték. Ezutan bemutattuk az egyik legfonto-
sabb direkt prekondicionalasi modszert, az inkomplett LU-felbontast, amely az
egyszerii LU-felbontés altalanositédsa. A kizarolag a f6atloban és az az alatti és
folotti sivban nemnulla elemeket tartalmazoé ritka matrixa egyenletrendszerek
megoldésara a leghatékonyabb modern modszert, a tridiagonélis- vagy maés
néven Thomas-algoritmust irtuk le.
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