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1. Elbszd

Szakdolgozatom témajaul a fraktalokat valasztottam. Ez egy viszonylag 1j
teriilet a matematikdban, vizsgélatukat a szamitogépek megjelenése forradal-
masitotta, bar mar a XX. szazad el6tt is fogalkoztattak a matematikusokat
ezek a kiilonos geometriai alakzatok.

Amint sikertilt ket jobban megismerni, kideriilt hogy a természetben is lépten-
nyomon megtaldlhatok és egyre tobb teriileten kezdték alkalmazni 6ket, mint
péladul: szivritmus vizsgalata, egyensily vizsgélata, rakkutatas, meteorologia,
szamitogépes grafika, digitalis képfeldolgozas.

Ebben a szakdolgozatban az utobbi két alkalmazassal foglalkoztam:

e hogyan lehet gyorsan, egyszertien élethtinek tiing tajképeket rajzolni sza-
mitogeép segitségével és

e hogyan lehet a képeket hatékonyabban tomoriteni és felbontasukat no-
velni

a fraktalok és tulajdonsagaik felhasznalaséaval.

Néhany matematikai fogalom tisztazasa utan - pontos definicié hijan - tulaj-
donsagaikon és néhany szemléletes példan keresztiil probdlom megmutatni mik
a fraktalok. Ehhez egy szamitdgépes programot is készitettem, mely egy ter-
mészet altal 1étrehozott fraktalt probal leegyszertisitve modellezni. Ezutan ra-
térve az alkalmazasokra, a szamitogépes grafikiban egy a hegyek (domborzat)
képének generaldsara hasznalt algoritmust mutatok be, majd a képtomorités
kovetkezik. A képek fraktal-tomoritésének (fractal image compression) elko-
dolasaval (encoding), annak alapotletével, elméletével és visszafejtésével (de-
coding) fogok foglalkozni, valamint az altalam szemléltetés gyanant irt masik
program készitésének mérfoldkoveit irom le.
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2. Matematikail hattér

2.1. Iteralt fiiggvényrendszerek
2.1.1. Metrikus tér

Mielstt ratérnénk a fraktalokra, sziikség van néhany alapfogalom és tulaj-
donsag felelevenitésére, definidlasara.
Meg kell ismerkedniink az Iteralt Filiggvényrendszerekkel - ami fraktalok
generédlasanak egy modszere (Iterated Function Systems, IFS) - és alkalma-
zésdnak eredményével. Am elStte még emlékezziink vissza a metrikus tér
definiciojara is.

2.1.1.1. Emlékeztets. M = (X, d) metrikus tér, ahol X egy nemiires hal-
maz és d : X x X — [0,00) leképezés a tavolsdg. A tdvolsignak teljesitenie
kell a kovetekezd feltételeket minden x,y,z € X-re:

2.1.1.2. Emlékeztets. Az (X,d) metrikus tér teljes, ha minden Cauchy-
konvergens sorozat konvergens, vagyis ha az xg, x1, ... sorozathoz minden e > 0
esetén létezik olyan N € N kiiszéb, hogy minden m,n > N-re d(x,, ;) < €,
akkor létexik x € X pont, amire x, — x.
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2.1.2. Iteralt Fiiggvényrendszerek

Esetiinkben X a hétkoznapi értelemben vett haromdimenzioés tér, illetve a
kétdimenzios sik pontjainak halmaza lesz.
Most nézziik meg, mi is egy iterélt fiiggvényrendszer.

2.1.2.1. Definicid. Legyen (X, d) egy teljes metrikus tér és
F={fi},i=1...N), N<

X-en folytonos leképezések eqy legalabb kételemid, véges halmaza.
Ekkor (X, F)-et iterdlt fliggvényrendszernek nevezziik.
(Tovdbbiakban IFS.)

2.1.2.2. Definici6. Legyen (X, d) egy teljes metrikus térés F ={ f; },(i=1...

eqy IFS. Tegyiik fel, hogy minden i-re f; kontrakcio, azaz minden 1 < j < N
és minden x,y € X esetén

d(fi(), f;(y)) < Njd(z,y),

ahol 0 < \; < 1.
Ekkor azt mondjuk, hogy (X, F) Hiperbolikus (kontraktiv) IFS,
és max | A\; | a kontrakcids tényezd.

A jelolések egyszertsitése érdekében egy IFS leirasara vezessiik be a kévet-
kez& operatort.

2.1.2.3. Definicid. Legyen (X, F) egy hiperbolikus IFS és

N
H:Y — (V)
=1

ahol Y C X.
Ekkor a H operdtort Hutchinson (vagy Barnsley) operdtornak nevezziik.

Mivel az operatort kompakt halmazokon alkalmazzuk, a halmazok Haus-
dorff tavolsdganak definidlasa utan beszélhetiink a Hutchinson-operatorrol,
mint egy leképzésrsl, mely kompakt halmazokhoz rendeli kompakt halmazok
véges unidjat, ami szintén kompakt lesz.

2.1.2.4. Definici6. Legyen (X, d) metrikus tér és K, L C X nemdiires halma-
zok. Ekkor K és L Hausdorff tdvolsdga

dy (K, L) = max{supinf d(k,),sup inf d(k,[)}.
kek €L

lel k€K

N)
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2.2. Fixpont, attraktor, Hausdorff dimenzi6
2.2.1. Fixpont-tétel

A fentiek definidlasa utan elevenitsiik fel a Banach-féle fixpont-tételt is.
Most, hogy mar rendelkezésiinkre all a Hutchinson operator, azt kell megvizs-
galni, mit kapunk eredményiil iteralt alkalmazasabol.

2.2.1.1. Emlékeztets. Ha egyx € X-re f(x) = x, akkor xz-et f fixpontjinak
nevezzik.

2.2.1.1. Tétel. Legyen X teljes metrikus tér és f : X — X kontrakcio
(A kontrakcics tényezdvel). Ekkor

o f-nek létezik pontosan eqy fixpontja,

o valamint tetszdleges xo kezddpont esetén az x, ‘= f(x,_1) iterdcid kon-
vergens, €s lim, . x, = r*.
Tovdbbd, érvényes a d(z*,xy,) < M - d(xy,z0) - \™ becslés, ahol M > 0
konstans.

2.2.2. Attraktor

Az R"™ metrikus téren (szamunkra n = 2, 3 lényeges) hiperbolikus IFS-eknek
létezik egyértelmt kompakt (korlatos és zart) attraktora, invarians halmaza.
Az attraktor megtalalasanak egyszerd modja a fixpont-tétel mintajara, egy
iteraci6 meghatarozasa.

Induljunk ki egy tetszéleges Ag C X pontbél vagy halmazbol és legyen

An+1 = H(An)7

az A attraktor pedig az a halmaz, melyre teljesiil az A = H(A) egyenlGség.
A fixpont-tétel kivetkezményeként lathatjuk, hogy ha H a fiiggvényrendszer
Hutchinson operatora (leképzése), akkor

lim H"(Y) = A

n—oo

barmely nemiires, kompakt ¥ C X halmazra.
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2.2.3. Onhasonlésag

Az 6nhasonlosag ezeknek az invarians halmazoknak az a tulajdonsaga, amely
a leglényegesebb a késébbi alkalmazésok szempontjabol. A jelentése pedig az,
hogy a halmaz, az alakzat egy részlete, illetve részletei felnagyitva visszaadjék
az eredeti egész strukturajat.

2.2.3.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy A halmaz onhasonld, ha létezik
nem trividlis (nem csak az identitdsbdl dllo) hasonldsdgok egy olyan
S = {Si}, halmaza, melyre

A={]JsA).

Most, hogy a legfontosabb fogalmakat tisztaztuk, megprobalom koriilirni, be-
mutatni a fraktalokat.

2.2.4. Hausdorff mérték és dimenzio

2.2.4.1. Emlékeztets. Legyen U az n-dimenzids euklideszi tér eqy nemiires
részhalmaza. FEkkor U dtmérdje

| U |=sup{d(z,y) : x,y € U},

azaz az 0sszes U-beli pontpdr tavolsdga kozil a "legnagyobb”.

2.2.4.1. Definicio. Ha U; eqy megszamldlhato (vagy véges), legfeljebb & atmé-
rdji halmazokbol dllo halmazrendszer, amely lefedi ' C R™-et, vagyis

FC UUi és 0<|U; |< 9 minden i-re,
i=1

akkor azt mondjuk hogy {U;}, F egy 0-fedése.
Legyen s egqy nemnegativ szam. Minden 6 > 0 esetén a kévetkezdképpen defi-
nidlhatjuk F d-fedést, s-dimenzios Hausdorff-elomértékét:

Hj(F) = inf{z | U; |°: {U;} F egy 0-fedése}.

=1

Innen a Hausdorff-mérték meghatarozasahoz mar csak egyetlen 1épés hianyzik.
Tartsunk d-val nullahoz.
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2.2.4.2. Definici6. A H*(F) = lims_o10 H{(F) hatdrértéket ', s-dimenzids
Hausdorff mértékének nevezziik.

Minden F' C R" esetén létezik ugyan ez a hatarérték, am értéke lehet 0 vagy
oo (és gyakran annyi is).

Figyeljik meg a Hausdorff mérték valtozésat egy A-szoros nagyitas soran.
Tudjuk, hogy egy kocka oldalhosszéat A\-szorosara novelve (vagyis a kockat A-
szoroséra nagyitva), a nagyitott kocka oldalainak teriilete A*-szeresére, a test
térfogata pedig \3-szordsére né. Ezek az Osszefiiggések altalanosabban is meg-
fogalmazhatok. Ha F' C R™ és A > 0, akkor

H*(\F) = X*H*(F),

ahol A\F' = {A\z : © € F}, azaz az F halmaz A-szoros nagyitasa. Ugyanis ha
{U;} F egy o-fedése, akkor {\U;} egy M\o-fedése AF-nek, ezért

H,(AF) < ST AU = 2 3 | Us < N H}(F).

Mivel ez minden U; d-fedés esetén fennall, A-val 0-hoz tartva, a H*(AF) <
ASH*(F) egyenl6tlenséget kapjuk. A-t $-val, F-et pedig AF-fel helyettesitve,
az ellenkez6 iranyu egyenlStlenséget is megkaphatjuk.

Megfigyelhetjiik tovabba azt is, hogy egy adott F' halmaz és § < 1 esetén,
s-et novelve, H{(F') értéke, s6t H*(F') sem novekszik. Ennél azonban tébbet
is mondhatunk: ha t > s és {U;} F egy d-fedése, akkor

Z|Ui |t§ 5t_SZ|Ui |s

Az infimumokat véve HE(F) < 0" *H(F). d-val 0-hoz tartva pedig lathatjuk,
hogy ha H*(F) < oo, akkor t > s-re H' = 0. Igy latszik, hogy (s, H*(F))
"grafikonja" egy bizonyos s értéknél a végtelenbdl O-ra ugrik. Ezt az s értéket
nevezziik az F' halmaz Hausdorff dimenziéjanak. Formélisan:

dimy F = inf{s: H*(F) =0} = sup{s: H*(F) = o0},

amelyre
s | o ha s <dimy F
H(F)_{ 0 ha s> dimg F.
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3. A Fraktalok

3.1. Mi a fraktal?

A fraktalok definicioja nem teljesen egyértelmi. Az elnevezést a hetvenes
évek elején Benoit Mandelbrot adta, akinek The Fractal Geometry of Nature
(A Természet Fraktdlgeometridja) cimi munkaja mutatta be, és magyarazta el
elészor a fogalmakat, melyek alapjaul szolgalnak ennek az 1j teriiletnek. Ha-
béar el6tte mar tobben is (mint példaul: Cantor, Hausdorff, Julia, Koch, Pe-
ano, Poincaré, Richardson, Sierpinski, Weierstrass) nyertek sziik bepillantast
a fraktalok rejtelmeibe egy-egy alakzat vagy rendhagyo tulajdonsag vizsgala-
taval, ezeknek az eredményeknek nem szenteltek figyelmet. Mandelbrot elméje
volt, amely 6sszekovacsolta ket egyetlen koherens rendszerbe.

Maga a név a latin fractus sz6bodl szarmazik, melynek jelentése torott,
toredezett. Tulajdonképpen fraktalnak nevezheté minden olyan motivum,
melyr6l a részleteket felnagyitva Osszetettebb, bonyolultabb képet kapunk,
amely sok esetben az eredeti alakzatra emlékeztet; és nagyitasa a végtelen-
ségig folytathato. "Minél kozelebbrdl nézziik, annél tobb részletet latunk."
Ebben térnek el igazan az euklideszi formaktol, hiszen azok kozelebbrél nézve
egyre egyszeriibbnek, simabbnak tinnek, gorbiileteik egyenes vonalnak vagy
siknak latszodnak. Az analizis nyelvére forditva: simak. Mondhatjuk azt is,
hogy az euklideszi inkdbb az ember alkotta, a fraktil geometria pedig a termé-
szet alkotta objektumok leirasara szolgal. Nemsokéra erre is lathatunk példat.

Tehat a fraktalok kiilonos, igen komplikalt Osszetételi alakzatok, ponthal-
mazok, mindezek ellenére gyakran kifejezetten kevés adatbol generalhatok, ki-
nyerhetdk, ahogy ezt az elkovetkezendSkben latni is fogjuk. Mint ahogy az
el6bb sz6 volt rola, a végtelenségig felnagyithatok és sok esetben onhasonlo-
sdgot mutatnak. Ami szintén rendhagyo tulajdonsag - de csak érintélegesen
fogunk foglalkozni vele - hogy dimenzi6juk altalaban tort, nem egész és alta-
laban az ugynevezett topologiai és mértékelméleti dimenzidjuk eltér. [7]
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3.2. Egyszertien generalhat6é példak

A koriiliras utan, most figyeljiink meg néhényat a legismertebb, egyszertien
generalhato fraktalok koziil, majd egy-két a természet alkotta kiilonleges képet.
A kovetkez6 példék nagy részét mar joval a fraktalok fogalmanak megalkotasa
el6tt felfedezték és vizsgaltak. A Cantor halmazt 1883-ban Georg Cantor,
német matematikus mutatta be, bar felfedezni mar 1874-ben felfedezte Henry
John Stephen Smith. A Koch-gorbét, mas néven Koch-hépelyhet 1904-ben
Helge von Koch irta le, a Sierpinski haromszoget pedig Waclaw Sierpinski
1915-ben. Hasonléképpen a Menger szivacs is - amely a Cantor halmaz
harmondimenziés kiterjesztése - mar 1926-ban foglalkoztatta Karl Mengert
a topologikus dimenzi6é fogalménak kutatasa sorén, valamint a Heighway
sarkanyrol is, kés6bb ugyan, de még mindig az Osszefogd fraktal fogalom
létezése el6tt, 1967-ben irt Martin Gardner egy tudoményos cikkében.

3.2.1. Cantor halmaz

A Cantor halmaz definidlasahoz el6szor tekintsiik a kovetkezs fiiggvényt a
[0, 1] intervallumon.

1 ={ %y

IAINA
8 8
IAIN
!—H\DI»—A

==
S
o= O

1. abra. A Cantor halmaz és a sator leképezés.

x)
O
Fix) [_% Al-=en

ix) [(J,_]TI—cm

1

2

\-\_\

1.k i B A Cantor halmaz kizelitese.
0 1 2 1 0' 551 2% g1
3 3 L] 3
0 1 2 1 0 i 2 1
g o 3 3
Az elsé iterdeid urdn marads ponmok. A misodik iterdcid urin maradd pontok.

Lathatjuk, hogy az = € (%, %) pontok képei [0, 1]-en kiviilre esnek, mas szo6-
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val az (z, f(x)) pontok kilépnek a [0,1] x [0, 1] négyzetbdl, mig a [0, 5] és az
2,1] intervallumok pontjai egyarant [0, 1]-be képzédnek. Alkalmazzuk a bent

maradt pontokra f-et még egyszer. Megéllapithatjuk, hogy f2-et [0, %] U [%, 1]-

re alkalmazva (3,32) ¢s (I, 3) pontjai kilepck lesznek, a [0, 5], 2, 2], 2, 2], 3, 1]
intervallumok pedig mind [0, 1]-re képz&dnek. Ezt latva joggal meriil fel a kér-
dés, hogy léteznek-e olyan pontok, melyek "6rokre", f tetszélegesen sokszori
alkalmazasa utan is bent maradnak [0, 1]-ben, és ha igen, melyek ezek.
Vegyiik észre, hogy minden iteraciés lépés utan, az addig bentmaradt pon-
tok halmaza zart, egymast nem metsz6 intervallumokbol all, és a kovetkezs
lépésben minden ilyen intervallum kozéps6é harmada kilépé lesz, azaz
Cno1 2 Ch

C, = U=
3 Y3773

Igy az "6rokre marado" pontok halmazat felirhatjuk a fenti sorozat hatéarérte-
kének forméjaban:

Ch1 2 Ch )

3 U3+ 5 0_7313200"'

A fenti C' halmazt nevezziilk Cantor halmaznak, melynek egyik igen érdekes
tulajdonsaga, hogy nem tartalmaz itervallumot, azaz teljesen szétesé.
Emellett 6nhasonlésagot is megfigyelhetiink a halmazon, hiszen latszik, a meg-
marado6 halmaz bal, illetve jobboldali részhalmazéan, hogy az eredetihez hason-
16an viselkednek f iteralt alkalmazasa esetén, és az fiom = %, foa = 3 + %
hasonlosagokkal megkaphatok. S6t, az { fjow, foa} iterédlt fliggvényrendszer
alkalmas a Cantor halmaz, mint fraktal leiraséra.

00:[071]7 Cn:

2. abra. A Cantor halmaz hasonlésagai.

Igy konnyen lathato, hogy az els6 szétvagas utan megmaradt bal és jobb ol-
dali részhalmazok (Chq, Cjops) az eredeti halmaz L arannyal kicsinyitett képei.

3
Ekkor

HO) — O+ Cw) — (3) 10+ (3) 1)



3 A FRAKTALOK 12

ahol s = dimy C, azaz s a Cantor halmaz Hausdorff-dimenzidja. Feltéve, hogy
0 < H*(C) < o0, ebbdl H*(C')-vel egyszertisitve kaphatjuk, hogy

1\° _ log 2
1=2-(=] ,vagyis s = .
3 log 3

Tehét a Cantor halmaz Hausdorff-dimenziéja ~ 0, 631. Erdekes, hogy egy egy-
ség hosszu szakaszbol indulva, kevesebb mint egydimenziés halmazt kapunk.
Viszont belegondolva, hogy a halmaz teljesen szétesd, azaz nem tartalmaz in-
tervallumot, melynek lenne egydimenzioban mérhets a hossza, nem megleps
az eredmény. [8]

3.2.2. Mandelbrot és Julia halmazok

A Julia halmazokat egy francia matematikusrol, Gaston Julia-rél nevez-
ték el, aki vizsgalni kezdte tulajdonsagaikat. Julia halmaz alatt azon z € C
komplex szamok halmazat értjik, melyek esetén a zy = z, 2,41 = F(z,) so-
rozatok korlatosak, ahol F(z) = ggz
polinomok hanyadosa.

Valojaban az F(z) = 2% + ¢ fiiggvény hasznalata a legelterjedtebb, itt ¢ egy
komplex konstans, melynek kiilonb6z& értékei esetén, méas-més halmazokat ka-
punk eredményiil. Altalanositva a formulat, mas fiiggvényeket is valaszthatunk
az iteraciora, érdemes nem-linearis fliggvényekkel is probat tenni.

A Julia halmazok szamitogépes abrazolasa is viszonylag egyszertd. Minden
pixelt megfeleltetve a komplex szamsik egy pontjanak, beallitjuk azt zo kezdd-
értéknek, és ha a ré illeszkedd (z,) sorozat divergens, akkor a pixel fehér, ha
nem, akkor fekete szint kap. Ahhoz viszont, hogy a sorozat konvergenciajarol
donteni tudjunk, altalaban sok iteraciora van sziikség.

g, kozos osztéval nem rendelkezé komplex

A Mandelbrot halmaz nevét Benoit Mandelbrot-rol kapta. Igen kozel

all a Julia halmazokhoz, generalasa szintén a sorozathoz kotédik. A halmaz
pontjait azok a ¢ komplex szdmok alkotjak, melyek esetén a zy = 0, 2,11 =
22 + ¢ sorozat korlatos.
Erdekes osszefiiggés kozottiik, hogy a Mandelbrot halmaz a Julia halmazok
egyfajta "targymutatoja", hiszen minden Mandelbrot halmazon beliilrél vett
c érték esetén, a c-hez tartozo Julia halmaz Osszefiigh lesz, és minden kiilsé ¢
értékre pedig teljesen szétesd.[9] [10]
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3. 4bra. Kilonboz8 Julia halmazok ¢ értékei a Mandelbrot halmazhoz
képest.|10]

3.2.3. Koch gorbe

A Koch-gorbe az egyik legelsg leirt fraktal. Generédlasa igen egyszer.
Egység hosszt szakaszbol indulva, az elsé 1épésben felosztjuk a szakaszt harom
egyenl$ részre, majd a kozépsét helyettesitjiik két darab harmadhosszisaga
szakasszal, mint egyenl§ oldalt haromszog szaraival. Ezt a kiegészitést tessziik
meg minden iteréciés lépésben, minden egyenes szakaszon.

4. abra. Az Koch gorbe generalésa.

A gorbe hosszanak dimenziéja méar ranézésre is konnyen felirhato, hiszen
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az egész gorbe négy darab % arannyal kicsinyitett gorbére oszthato, azaz

1

s log 4
R R

3 log 3’

feltéve hogy 0 < H*(K) < oo. Eszerint a Koch gérbe Hausdorff-dimenzioja
~ 1,262.
Erdekessége tovabba, hogy a gorbe végtelen hossziisagu, hiszen az n-edik 1épés

utan a hossza (‘—l)n és lim,, o (%)n = 00. Ez azt jelenti, hogy a gorbe véges

3
térrészen, 6nmagat nem metszve tetszdélegesen hosszi lesz, ha az iteralast elég
sokéig folytatjuk.

Ha pedig egy szakasz helyett egy szabalyos haromszog oldalaibol, harom sza-

kaszbol indulunk, akkor kaphatjuk meg az ugynevezett Koch-hépelyhet. [11]

5. abra. Az els6 néhany 1épés.

RS

3.2.4. Sierpinski haromszog és szényeg

A Sierpinski haromszog, mint azt mar emlitettem, Waclaw Sierpinski, len-
gyel matematikus nevéhez fliz6dik. Az el6z6 példdhoz hasonléan ez is 6nha-
sonl6 halmaz, igy generalasa is egyszert. Egy szabalyos haromszoglapbol indu-
lunk, melyet felosztunk négy darab, fele oldalhosszusiagu kisebb haromszogre,
melyek koziil a kozépsét elhagyjuk. A kovetkezd 1épésben az igy kapott "lyu-
kas haromszoget" kicsinyitjiik felére, és azt illesztjiik be a harom kisharomszog

s,

erpinski haromszoget.

A miivelet leirasa formaélisabban, iteralt fiiggvényrendszerrel, a kovetkezs
f=A/1, f2, f3} lesz, ahol a, a kiindul6 haromszog oldalhossza, bal alsé cstcsa
pedig az origo:
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6. abra. A Sierpinski hdromszog elsé néhény iteracioja.

b f1<x7y) = (%7 %)7
o for,y) = (5,5 +(5,0)

g f3($’y) = ( 7%) + (%’ \/Tga)

M

A Sierpinski haromszog 6nhasonlésagat kihasznalva a Hausdorff-dimenziéja is
konnyen kiszamithato, hasonloképpen, mint a Cantor-halmaz és a Koch gorbe

esetén:

1

* 1
H*(SH) = 3(5) H*(SH), auzauzs:£3

log2’

Am a0 < H*(SH) < oo feltételrsl sem szabad megfeledkezniink. A Sierpinski
haromszog Hausdorff-dimenzioja tehat a~ 1,585. [12]

Sierpinski nevének kapcsdn beszélhetliink még egy nevezetes fraktalrol, a
Sierpinski szényegrdl, melynek struktiraja igen hasonlé. Ezesetben egy
négyzetlapbol indulunk ki, amit kilenc darab % aranyu kisnégyzetre osztunk
fel, melyek koziil a kozéps6t elhagyjuk. A kovetkezd lépésekben is mindig
a kapott abrat kicsinyitjiik harmadara, majd illesztjiik be a nyolc kiils6 kis-

c st

f = {flana .. -7f8}a ah01 f,(aﬂ,y) = %(x>y) + (Czadl)

7. abra. A Sierpinski szényeg elsé néhény iteracioja.

Egy a oldalu, kiindulasi négyzet esetén, melynek bal als6 cstucsa az origo, a
kovetkezs (c¢;, d;) eltolasvektorok lesznek:

2 0,1 2 2 2 1. 2 1 1 2

(0,§a), (ga, ga), (ga, ga), (0,§a), (ga, ga), (0,0), (ga,()), (ga, 0).
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Dimenzi6jara pedig ugyanigy felirhatjuk az egyenletet:

log 8

1 S
H*(SSz) = 8- <—> H*(SSz), melybdl s = log 3’

3

és természetesen feltessziik, hogy 0 < H*(SSz) < oo. Igy a Sierpinski szényeg
dimenzidja =~ 1,893. [13]

3.2.5. Menger szivacs

A Menger szivacs a Sierpinski szényeghez, illetve a Cantor halmazhoz
hasonlé strukturdju alakzat, mondhatjuk, hogy ezek haromdimenziora vald
kiterjesztése. Els6 1épésként egységkocka éleit harmadolva, 27 egyforma ki-
sebb kockara osztjuk fel, melyek koziil elhagyjuk minden lap koézépss kockajat,
illetve a legbelstt, azaz Osszesen hetet. A mésodik iteracioban hasonloképp ja-
runk el a megmaradt 20 kiskockaval, majd ezt a darabolasi modszert folytatjuk
a végtelenségig.

8. abra. Az els6 néhany 1épés.

Hausdorff-dimenzi¢jat tekintve azt figyelhetjiik meg, hogy az elsé felosztas-
ban vett kiskockak élei %—szorosai az egységkockanak. A megfelel6 hét kiskocka
elhagyasa utan husz marad beldliik, igy a kovetkezs egyenlGséget irhatjuk fel,

1

° log 2
H*(M) =20- (g) H*(M), amelybdl s = 0g 20

log3’

feltéve, hogy 0 < H*(M) < oco. Igy Hausdorff-dimenzi6ja ~ 2, 727. [14]

Vegyiik észre, hogy a szivacs minden lapja Sierpinski szényeg, illetve min-
den lapatloja, testatloja, valamint a lapok oldalfelezé szimmetriatengelyei is
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Cantor halmazok. Ez szemlélteti és megerdsiti a gondolatot, miszerint a Men-
ger szivacs ezek haromdimenziora valo kiterjesztése.

Ezeken kiviil 1étezik még egy érdekes és latvanyos részhalmaza a szivacsnak, a
"Menger szivacs meglepd szelete". [15]

9. abra. A szelet (The Surprising Slice)|[15].
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3.3. Fraktalok a természetben

A természetben taldlhato targyak geometriai leirasa olyan régi, mint maga
a tudomény. Ezen leirashoz a mindenki altal jol ismert euklideszi vonalakat,
téglalapokat, kockakat, gémboket, stb. hasznaljak. De a természetben nem-
csak euklideszi idomok vannak, sok fraktélszeri alakzatot talalunk. A hetvenes
évek elején jelentette ki Benoit Mandelbrot, hogy

"A felh6k nem gombok, a hegyek nem kupok,
a partvonalak nem korivek,
a fakéreg nem sima,
és a villam sem terjed egyenes vonalban."

10. abra.

Romanesco brokkoli

A legtobb természeti objektum olyan bonyolult alakd, hogy megérdemlik,
hogy geometriailag kaotikusnak hivjuk Sket. Lehetetlennek tiint a matemati-
kai leirasuk, ezért a "matematika szornyetegeinek" nevezték Sket. A fraktal
fogalom, a szdmszert leirason kiviil az ezekben az objektumokban rejlé szaba-
lyossag felismerésében is segit benniinket. Ezek az alakzatok ugyan nem to-
kéletesen pontosak és strukturajuk nem tartalmaz 5-6 1épcsénél tébbet, mégis
megfigyelhetd benniik egyfajta dnhasonlosidg. Az egyik klasszikus példa az
elektomos kisiilés, példaul a villamlas, ahol a hasonlésag a terjedésben nyilva-
nul meg. Novényekben is gyakran talalhatunk fraktalszerd alakzatokat, pél-
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daul a napraforgok, kovirdzsak, karfiolok, fak levelei, vagy a pafranylevél. To-
vabbé a fold felszinén pedig a folyok és gleccserek altal szabdalt siksagok és
hegygerincek feliilnézete. Az egészen aprok koziil pedig igen érdekes a hopely-
hek, kiilonb6zs csigahézak, kristélyok szerkezetét megfigyelni.|16]

Mindezek kozott a legizgalmasabb talan a Romanesco brokkoli spiralisan
csavarodo forméja. Ezek lattan jogos lehet a kérdés, hogyan képes a természet
ilyen bonyolult formak megalkotésara. A megoldés kulcsa a szimmetria, illetve
az egyszerd generalhatosag, azaz egy bizonyos lépés sokszori ismétlgdése. A
legegyszertibb a fak dgainak novekedésébe belegondolni: minden ag Gjabb agat
noveszt. A masik fontos szerepet jatszo tényezs pedig a véletlen. Gondolva itt
zasaira, melyeket az egyenetlen domborzat hataroz meg, vagy egy sziklafalon
lezuduld vizesés, melyet a kiallo kovek megszabdalnak. Nézziink példat ez
utobbi modellezésére.

3.3.1. Vizesés

11. 4bra. Sziklak altal szabdalt zuhatag.

IngyenesHatterkepek.eu

Probaljuk meg a véletlen szerepét olyan korlatok kdzé szoritani, melyek se-
gitségével hasonlé abrakat kaphatunk.
Induljunk ki egy d szélességii vizoszlopbol, amely h magassdgbol esik. Az egy-
szeriibb kivitelezés érdekében feltételezziik, hogy minden kiallo szikla a vele
iitkoz6 vizsugarat egyenlé aranyban ketté osztja, igy d értékét a fa minden
szintjén felezziik. Ebben az esetben egyszertien egy farél van szd, melynek
agai kiilonbozé hosszusiguak, csak a cstucsok, azaz osztopontok helyeit kell
meghatéaroznunk. Ehhez pedig sziikség van egy v € [0, 1] véletlen szamra min-
den elagazas esetén, illetve h értékét figyelembe véve egy [ valtozora is, ami
az azonos szinten 1évs vizsugarak alaphossza. A v - [ szorzatok adjak meg a
toretlen vizsugarak hosszat. Alkalmazunk még ezek mellett egy sz szorzot,
amely a fa kdvetkezd szintjére 1épéskor noveli vagy csokkenti [-t, sz értékétsl
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fliggGen.
Tehat a fal tetejérsl induld vizoszlopot véletlenszertien valasztott hossziisag
utan ketté osztjuk, majd ugyanezt tessziik az igy keletkezett ujabb vizsugarak-
kal is. Ennek a modszernek egy kezdetleges megvalositasa a mellékelt waterfall
program.

12. dbra. A program altal készitett abra.

1ol x|

< Vizeses.
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4. Kik hasznaljak és hogyan?

4.1. Szamitégépes grafika

A szamitogépes grafika egyike volt a fraktalok legels alkalmazasainak. Va-
l6ban, a fraktalok segitségével valosdghti képek készithetdk, melyek rédadéasul
igen kevés tarhelyet igényelnek, hiszen konnyen generalhatok és hatékonyan
tomorithetsk. Mar Mandelbrot fent emlitett konyvében is megjelentek fraktél
tajképek.

Habar az elsé algoritmusok és az 6tletek magahoz a "fraktalok felfedezGjéhez"
tartoztak, alkalmazasukat a miivészet mezején Richard Voss kezdte, aki Man-
delbrot konyvének tajképeit megalkotta. Ez inditotta meg szdmos miivész és
Loren Carpenter készitett egy animacios filmet egy repiiléutrol egy "fraktal
taj" felett, melyre azonnal felfigyeltek a szakméaban.

Az Gjonan felfedezett technikat hasznéltak a Star Trek II: The Wrath of Khan
c. filmben a Genesis bolygo, és a Return of the Jed: c. filmben a holdak
domborzatanak generdlasdhoz is. Ezen specialis effektek sikere igen népsze-
riivé tette a modszert. Mara mar szamos szoftver létezik, melyek segitségével
barki, aki csak egy keveset ért a fraktalokhoz és a szamitogépes grafikdhoz,
létrehozhat efféle alkotast. [17]

4.1.1. TAajképek

Az altalunk targyalt fraktal tajkép olyan feliilet, melyet egy sztochasztikus
algoritmus generél, amit arra terveztek, hogy eredménye fraktalszert viselke-
dést mutasson, ezzel természetes domborzat latszatat keltve. Vagyis a mivelet
végén nem egy el6re meghatarozott fraktéal-felszint kapunk, sokkal inkabb egy
véletlenszert, fraktal tulajdonsigokkal rendelkezd alakzatot.

A természetben nagyon sok jelenség mutat statisztikus onhasonlésagot,
ezért lehet igazan természetes hatast kelteni "majdnem 6nhasonlé" motivu-
mok hasznélataval.

A valoban természetesnek latszo felszinek és tajképek generédlasa fordulo-
pontot hozott a mtivészet torténetébe, hiszen a hatar, a megkiilonboztethetGség
a szamitogépek altal létrehozott és a természetes, ember alkotta tajak kozott
ezzel elmosodott. [18]
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4.1.2. Véletlenszeri kozéppontathelyezés algoritmus

Mielstt felszinekkel foglalkoznénk, nézziik meg el6szor a kozéppontathelye-
zést egydimenzioban. A modszer ilyen formaban kivaloan alkalmas egy tévol,
a horizonton all6 hegygerinc torétt vonalainak megrajzolasara. A mivelet 1é-
pései tehat:

e Induljunk ki egyetlen vizszintes egyenes szakaszbol.
e Ismételjiik az alabbi lépéseket (elég sokszor):

— A torottvonal minden szakaszan keressiik meg a szakasz kozéppont-
jat és mozditsuk el az Y-tengelyen egy-egy az I intervallumbol vélet-
lenszertien vett értékkel. Kossiik Gssze az athelyezett kozéppontot
a szakasz végpontjaival.

— Szikitsik a véletlen szamok I intervallumaét.

Az, hogy mennyivel kell roviditeni a véletlen szamok intervallumat, attol fligg,
hogy mennyire durva felszint szeretnénk kapni. Minél jobban leszikitjiik, an-
nal simébb; minél kevesebbet valtoztatunk, annal egyenetlenebb lesz a vég-
eredmény. Akéar konstanst is rendelhetiink az egyenetlenséghez, a kovetkezs
egyszerd technikaval:

legyen H € [0,1], ekkor 2% € [1,1]. Ezzel szorozva az intervallumot minden
ciklusban, lathatjuk, hogy a H = 1 esetben az intervallum felez6dik, igy az
eredményiink sima lesz, illetve minél kisebb H értéket, esetleg nullat véve, az
intervallum (alig) valtozik, s ezzel egészen durva feliiletet nyeriink.

13. abra. A vonal simaséga, toredezettsége H fliggvényében.|19]
H=08§
H=0.5

H=0.2

Nézziink egy példat, H = 1-es allandoval. Elindulunk egyenes vonallal
[—1, 1]-en az X-tengelyen, Y értéke mindkét végpontban nulla. Kezdetben a
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14. abra. "A ciklus elsg iteracioja és a kezdeti szakasz."[19]

véletlen szamok intervalluméat I = [—1, 1]-nek valasztjuk (ez tetszéleges), majd
0 € I -vel elmozditjuk a kézéppontot fiiggsleges irdnyban.

Ezutan kettd, fele hosszisagu szakasz all rendelkezésiinkre, és a beszorzas
utan [ = [—%, %] Mindkét kézépponthoz egy véletlen szamot rendelve és az
eltolast elvégezve a kovetkez6t kapjuk.

15. abra. "A ciklus masodik iteracioja."|19]

Ujra sztikitiink az intervallumon, ekkor [ = |
kép:

—Lll, i], az athelyezések utan a

16. abra. "A ciklus harmadik iteracioja."|19]

A miiveletet megfelelGen sokszor elvégezve, a kivant eredményt egy rajzo-
loprogramba beolvashatjuk, és egy kevés szinezéssel méris valami kiilonlegeset
kapunk.

Ez a felismerés, hogy néhany egyszert 1épés segitségével ilyen komplex ké-
pek készithetsk, vezetett ahhoz, hogy elkezdjenek érdeklédni, foglalkozni a
fraktal képtomoritéssel, a képfeldolgozas egy még meghdditasra vard, 0j teri-
letével. [19]
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17. abra. "A szinezett végeredmény."[19]

4.1.3. Gyémant-négyzet (Diamond-Square) algoritmus

A gyémant-négyzet algoritmus hasznalataval hegycsicsok felszinét hoz-
hatjuk létre, a kiindulé sik pontjainak emelésével. Ez a modszer, melyet ere-
detileg Alain Fournier, Don Fussel és Loren Carpenter irt le, tulajdonképpen
az el6z6 részben targyaltak kétdimenzioban alkalmazhato valtozata.

Ime az 6tlet: kezdetnek tekintsiink egy kétdimenzios tombot, melynek ele-
mei pontok. Mekkora méretiire van sziikség? Az egyszertiség kedvéért vegyiink
egy négyzetet, oldalhossza pedig legyen 2" +1. Helyezziik a négy csticsnak meg-
felels pontokat azonos magasséagra, igy négyzetet kapunk (18/a abra).

Az egyszertiség és a jol lathatosag kedvéért nézziink példanak egy 5 x 5-
0s tombot. A 18/a abran a négy sarokpont feketével kiemelt. Ez a kiindulasi

helyzet az iteralt felosztasi modszerhez, mely a kovetkezé két 1épés ismétlésébdl
all:

18. dbra. "...nézziink példanak egy 5 x 5-6s tombot..."[19]
=

2
-

P

//*“tx

e A gyémant-lépés: Vegyiink, egy az el6z6 1épésben kijelolt pontok ko-
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ziil négyet, melyek meghataroznak egy négyzetet, ahogy a 18/b és 18/d
abrakon lathato.

Kozéppontjanak magassaga legyen a csticsok magassaganak atlaga és egy
véletlenszerd hiba Gsszege:

A+B+C+D
4

+r,rel.

Ezt az Osszes négyzet kozéppontjan végezziik el. A kézéppontok éltal ha-
tarolt rombuszokat (a francia kartyakrol ismerds karokat) kapunk. Ezeket
nevezik angolul diamond-oknak, azaz gyémantoknak.

e A négyzet-lépés: Vegyiink egyet az el6z6 1épésben létrejott rombuszok
kozil. Azokat a kilogorombuszokat is figyelembe vessziik, melyeknek
csak harom csucséat tartalmazza a négyzetracs, ahogy a 18/c és a 18/e
abra mutatja. Lathatjuk, hogy az els6 négyzet 1épés kezdetekor még csak
ilyen csonka rombuszaink vannak.

A kozéppontjihoz az el6z6hoz hasonléan szamolt értéket rendeljiink:

A+B+C+D
4

Ezt minden gyémanttal elvégezve, Gjra négyzeteket kapunk.

+r,rel.

e Miel6tt ujra megtennénk a gyémant-lépést, csokkentsiik a véletlen sza-
mok [ intervallumat.

Lathato, hogy minden elvégzett gyéméant-négyzet 1épéspéar utan a négyzeteink
szama megkétszerezddik, igy az algoritmus igen gyors.

Az el6bbi 5 x 5-6s példan, ha kezdetben I = [—1, 1], elvégezziik az elss 1épés-
part, majd a 18/c abran megjelolt kilenc pontot Gsszekotjiik, a kapott felszin
valahogy igy néz ki:

19. abra. "A 18/c dbran megjelolt 9 pontot Gsszekotjik."[19]

A kovetkezd lépések el6tt sztikitsiik az intervallumot I = [—1, 1]-re. Azaz

ekkor H = 1-es toredezettségallanddval dolgozunk. ’

A gyémant lépéssel meghatéarozva a 18/d abran kiemelt négy, a négyzet 1épés-
sel pedig az 18/e abra tizenkét pontjanak magassagat, huszonot elhelyezett
pontunk lesz. A megfelelket Osszekotve, az eredmény:
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20. abra. "Az 18/e abran megjeldlt 25 pontot dsszekotjiik."[19]

Természetesen nagyobb tombbdl kiindulva, és elég lépéspart elvégezve, fi-
nomabb, jobban toredezett feliiletet kapunk. Ez mar egy joval mutatésabb
abra lesz, mely igazan valodinak tind hegy képét imitalja. [19]

21. abra. "Nagyobb témb és magasabb lépésszam eredménye."[19|
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4.2. Képtomorités
4.2.1. Bevezetés

A Fraktal képtomorités (Fractal Image Compression) egy fraktélokon
alapuld eljaras digitalis képeken. A modszer leginkdbb a természet, illetve
anyagok képeire alkalmas, abbol kiindulva hogy a kép egyes részletei gyakran
hasonlitanak ugyanazon kép més részeire. Az algoritmus ezeket a részleteket
matematikai lefrassal Ggy nevezett fraktdl kodda alakitja &t, melyek az abra
elkddolasat adjak.

A kép fraktal reprezentacioja matematikailag, egy IFS-sel irhat6 le. Az egysze-
riiség kedvéért tekintsiink egy csak két szinbdl 4116 képet, igy az megfeleltethetd
egy A C R? halmaznak. Az &tlet az, hogy egy megfelels IFS-t konstrualva,
eleget tegyiink a H(A) = A egyenl@ségnek, tehat azt a fiiggvényrendszert kell
megtalalnunk, melynek attraktora az A halmaz, vagyis a koédoland6 képilink
lesz.

Michael Barnsley allt a fraktal tomorités fejlesztésének élén, az 1980-as évek
végén. Mindegyik modszer az iteralt fliggvényrendszereken alapul, és legis-
mertebb tomorit§ algoritmus megalkotédsa Barnsley és Alan Sloan nevéhez
fizodik. 1987-ben Barnsley és Sloan megalapitottdk az Iterated Systems Inc.
nevi szoftverfejleszts céget.

Az els6 automatikus szoftvert Barnsley egy tanitvanya, Arnaud Jacquin va-
lositotta meg 1992-ben, és ez jelentette a legnagyobb attorést a cég szamara,
hiszen igy mar nem volt sziikség emberi beavatkozésra. [20]

4.2.2. Sarkany elkodolasa (IFS)

22. dbra. "A Heighway sarkéany."

Sarkany gorbék olyan énhasonlo fraktal gorbék, melyek rekurzivan, transz-
forméaciokkal kozelithet6k. A legismertebb koziiliik, az ugynevezett Heighway
(vagy Jurassic Park) sdarkdny. Generalasa igen egyszert, és tobb irdnybol meg-
kozelithets. Tekinthetiink ré jobb- €s balkanyarok sorozataként, Lindenmayer-
rendszerként és [FS-ként is.

Vegyiik ezek kozil az iteralt fliggvényrendszerrel valo leirdast. Az alabbi abran
jol lathato, hogy egy iteracios 1épés soran az eredeti alakzatot \/Li—szeresére ki-
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csinyitjiik, majd egyszer 45°-kal elforgatva, illetve egyszer 135°-kal elforgatva
és egy egységgel (a kiindulo szakasz hossza) eltolva abrazoljuk.

23. dbra. "Példaul: minden szakaszt helyettesitiink két 4j derékszoget bezard
szakasszal valtakozva a jobb és bal oldalon."

24. abra. "IFS-sel generalva."
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Ezeket a transzformaciokat az R™ sik pontjaira felirva, a kovetkezd két le-
képzést kapjuk. [21]

e )_i cos45° —sin45°) [z
n&y © /2 \sin45°  cos45° Y

£ )_L cos 135° —sin135°%\ [z L 1
ALY = V2 \sin135°  cos 135° Y 0/

4.2.3. Elkoédolas és visszafejtés

Amint az a bevezetésben is olvashato, egy kép elkddolasa a megfelels, a
képet leird IFS megtalalasat jelenti. A rendszer fliggvényei mind hasonlésagi
tranfszormaciok, melyek a kép egy-egy részlete kozotti hasonlosagot irjak le.

Ezek megtalalasahoz kiilonb6z6 felosztasi modszerek alkalmazhatok, me-
lyekrsl a fejezet végén lesz néhany sz6. Az eljaras bemutatasahoz pedig egy-
szert, négyzet-blokkos felosztést fogunk alkalmazni. A kép felosztésaval 1ét-
rejott blokkokat (range blocks, R) a tovabbiakban osztott blokkoknak, a
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kivalasztott, transzformalando képrészleteket (domain blocks, D) minta blok-
pek halmazat pedig (domain pool, { f;(D)}) mintahalmaznak fogjuk nevezni.
Az osztott blokk feleakkora oldalhosszii, azaz negyedakkora teriiletd, mint a
hozza tartozé mintablokk. Természetesen az a cél, hogy a teljes kép minél
kevesebb mintablokk segitségével elGallithato legyen.

Ezeken feliil a szinintenzitasra is alkalmazhatok leképezések. A probléma egy-
szertsitése érdekében fekete-fehér képekkel foglalkozunk, hiszen a kép szinezé-
sének megoldasa igen bonyolult lenne.

Az elkodolas szerint, minden R; osztott blokkhoz létezik egy f;(D) minta-

halmaz elem, egy a intenzitas leképzés és E hiba, vagy zaj, melyekre

Ri~a(f;(D)) + E

25. abra. "Az elkodolas eszkozei."[6]

Minta blokkok Osztott blokkok

Sl
i
M) U]
AR

Mintahalmaz

A legegyszertibb blokkfelosztas esetén a keresést az egész kép négy darab, %
aranyd blokkra valo osztasaval kezdjiik, és a kapott blokkok mindegyikéhez
megprobalunk egy minta blokkot talalni az eredeti képen. A valasztott minta
blokk oldalhossza kétszerese az osztott blokknak, és a lehetséges transzfor-
méciok valamelyikével, egy kis hibat megengedve hasonléva tudjuk tenni az
osztott blokkal. Az els6 1épésben ilyet természetesen csak akkor talalunk, ha
az eredeti képilink erdsen 6nhasonl6. Amennyiben egy osztott blokkhoz nem
sikeriilt minta blokkot taldlni, azt tovabb osztjuk, négy kisblokkra. A blokkok
felosztasat addig folytatjuk, amigy a kép minden egyes blokkjéhoz nem tala-
lunk az eredeti képen egy minta blokkot. Nyilvanvalo, hogy hétkoznapi képek
esetén nagyon apro felosztésra van sziikség és a minta blokkok megkeresése
sem egyszert, igy arra nem térek ki.
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A négyblokkos felosztés elénye tovabba, hogy a felosztés faban eltarolhato,
ezzel konnyen atlathatova, kezelhet6vé valik. [6]

26. abra. "A fa és a blokkfelosztas."
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4.3. Sajat program

A dekodolasi algoritmus miikddésének bemutatasara, irtam egy egyszeri
C-++ programot, mely egy kivalasztott fraktal generalasanak elsé néhany 1é-
pését abrazolja. A felhasznéld a kovetkezd opcidk koziil valaszhat:

e Sierpinski haromszog képe 0,1, ... vagy 9 lépés utén,
e Sierpinski szényeg képe 0,1, ... vagy 6 1épés utan,

Tetsz6leges 3 x 3-as szényeg képe 0,1,... vagy 6 lépés utéan,

Tetszbleges 4 x 4-es szényeg képe 0,1, ... vagy b lépés utan,

A fenti négy abra animacioi, a megadott lépésszamig a lépésenkénti &al-
lapotrol (negy kiilén meniipont),

Véletlen szényeg jaték,

Véletlen Sierpinski haromszog.

A Sierpinski haromszog és szényeg kivételével minden dbra mellett egy kis ab-
lakban az alapmintazat is megjelenik.

Ez a program erdsen leegyszertsitett valtozata az el6z6 fejezetben targyalt
technikanak. Egyetlen mintablokként az egész képet hasznélja és azt kicsi-
nyitve masolja a megfelel§, azonos méretd osztott blokkokba minden 1épés
soran.
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4.3.1. Az alapdétlet

Az 6tlet a Sierpinski szényeg generalaséan alapul: egy négyzetet felosztunk
kilenc egyforma kisebb négyzetre, melyek koziil a kozépstt kivagjuk. Ugyan-
ezt a felosztast és kivagast alkalmazzuk az igy megmaradt 8 kisebb négyzetre,
azokat tekintve az egészként.

Ezeket a 1épéseket tetszolegesen sokszor ismételve kapjuk eredményiil a sz6-
nyeget. Vegyiik észre azt is, hogy hasonlé médon a Sierpinski haromszog is
megkaphato: szintén egy négyzetbdl indulunk ki, majd azt négy egyforma ki-
sebb négyzetblokkra osztjuk. Ezek koziil az als6 kettébe a négyzet % aranyban
kicsinyitett képét mésoljuk, majd azok tetejére, kozépre helyeziink egy harma-
dik masolatot is. Az igy kapott képet is felére kicsinyitve, a megfelel6 harom
pozicidba helyezziik és igy tovabb. Néhany 1épés utan tisztan lathato hogy
ezzel a modszerrel Sierpinski haromszoget kapunk. igy haromszogek helyett
egyszertibb négyzetblokkokkal dolgozhatunk, hiszen minden 1épés utan fino-
modik az abra felbontésa.

Hogy még tobbféle izgalmas alakzatot kaphassunk eredményiil, lehetGség van
olyan 3 x 3-as vagy 4 X 4-es felosztasu abrat csinalni, ahol mi adjuk meg, hogy
melyik blokkokba keriiljon kicsinyitett abra, és melyek maradjanak iiresen.

27. dbra. "Egy-egy példa négy abratipus elkészitésére."

4.3.2. A program miikdodésének elmélete

Ezzel a modszerrel elkészitve az dbrakat konnyid dolgunk van, hiszen csak
négyzetekkel kell foglalkoznunk, és minden négyzetet egyszertien a bal als6 ko-
ordinataja segitségével tarthatunk szdmon. Emellett kézenfekvének tiinhet az
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adatokat egy faban eltarolni, ahol minden négyzetblokknak, mint cstcsnak,
a benne 1évG kisebb blokkok a gyerekei. Természetesen csak azokkal a blok-
kokkal foglalkozunk, amelyek nem maradtak iiresen. Ebben az esetben arra is
iigyelni kell, hogy minden koordinatajanak sajatmaga is leszarmazottja legyen,
kiilonben leszarmazottjai egy részét elveszitjiik. Gondoljuk csak meg, hiszen
fa formaban tarolas esetén:

0. szint: a gyokér a kiindul6 teljes négyzet lesz

1. szint: gyermekei a fél oldalhosszusagu kitoltott négyzetek lesznek

2. szint: ezen a szinten a negyed oldalhosszii blokkok szerepelnek

Amennyiben a bal als6 blokk kitoltendd, ugy a kezdd koordinata elészor egész
oldalhosszi, majd fél, negyed, és igy folytatva minden méretben kell szere-
peljen. Igy valoban szerepelnie kell a sajat leszarmazottjai kozott, hogy ne
maradjon ki a rekurzié késébbi 1épéseibdl, és a végeredmény pontos legyen.
A fa felépitése utan a legals6 szinten 1évé koordinatak leolvasaséaval megkap-
juk az abra Osszes négyzetének bal als6 koordinatajat, a fa mélységébdl pedig
megtudjuk oldalhosszukat is, hiszen az az abratipustol fliggéen, egy szinttel
lejjebb lépve felére, harmadara vagy negyedére csokken.

4.3.3. Meéret és felbontas

A menii felvazolasaban lathato, hogy a kiilonbozé abrak esetében kiilon-

b6z6 szamu iteracios 1épést tehetiink meg. Ennek magyarazatat a felbontas
adja. A Sierpinski haromszog generalasakor az oldalhosszak feliikre, 3 x 3-as
és 4 X 4-es szényegek esetében harmadukra, illetve negyediikre csokkennek. A
cél az, hogy a maximalis lépésszam megtétele utan a kép a lehets legnagyobb
felbontasu legyen, azaz egy pont, vagyis kis négyzet, egy pixelnek feleljen meg.
Ezért a Sierpinski haromszog eleinte (1-2'0 = 1024) 1024 x 1024-es, a 3 X 3-as
szényegek (1-3% = 729) 729 x 729-es, és a 4 x 4-es szényegek is (145 = 1024)
1024 x 1024-es ablakban jelentek meg.
Azonban az 1024-es méret nehany szamitogép képernyGjébe - leginkdbb lapto-
pokéba - nem fér bele, ezért méretiiket felére csokkentettem, 512 x 512-esre. Ez
viszont azt is jelenti, hogy a Sierpinski haromszog csak 9 1épést tehet meg, il-
letve a 4 x 4-es szényegek abrai minimélisan torzulnak, hiszen 5 1épést megtéve
"félpixelnyi" pontokat kéne kirajzolniuk. Mivel a kép méretének negyedére
csokkentésével az ablak tul kicsi lenne, és a maximalis 1épésszamot is csok-
kenteni kéne eggyel, célszertibb a 4 x 4-es szényegek enyhén torzult abrainak
megtartasa, hiszen azt szabad szemmel szinte észre se lehet venni.
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Az animéciok esetében viszont mas a helyzet, csokkentett méret mellett nem
tud végigfutni a képsor a maximalis 1épésszamon, igy a lépéseket kell csokken-
teni. Négy lépést megtéve az 512 x 512-es képen, (41 = 256) a pontok, vagyis
kiskockdk mérete 2 x 2 pixeles lesz.

4.3.4. A megfelels adatszerkezet

Az olyan fdknak, melyekben minden cstcsnak azonos szamiu gyermeke van,

tovabbi elénye, hogy barmely csics gyerekeinek indexét egyszerd megéllapi-
tani. Egy k-gyermek fa n-edik cstcsanak gyermekei: k-n+i, 1=1,2,... k.
Ennek belatéasdhoz elég azt végiggondolni, hogy mire n gyermekeihez ériink,
kiosztottunk mar az 6t megel6z6 n darab cstcs - mivel 0-val kezdtiik az inde-
xelést - egyenként k darab gyerekének, Gsszesen n - k darab sorszamot.
Erre a tulajdonsagra, a jol indexelhetGségre tamaszkodva célszert a C++ egyik
olyan adatszerkezetét valasztani a koordinaték taroldsara, amelynek elemeire
index alapjan is hivatkozhatunk. FEzért elGszor listaval probéalkoztam, mivel
elemei indexelhet6k, mégis rugalmasabb adatszerkezet mint a tomb, melynek
méretét 1étrehozasakor meg kell hatarozni és ezen késébb nem valtoztathatunk.
Viszont arrél nem szabad megfeledkezni, hogy minden koordindta szerepel a
sajat gyermekei kozt, ami azt jelenti hogy az elsd el6fordulasatol kezdGdGen
minden tovabbi szinten megjelenik. Ez jelentGsen noveli az adatszerkezet mé-
retét, hiszen nekiink tulajdonképpen csak a leveleken szereplé koordinatakra
lenne sziikségiink, ezzel szemben az egész fat eltaroljuk. Azaz ha egy d mély-
ségii, k-gyermekii farol van szo6, akkor ahelyett, hogy csak a k¢ darab levelet
tarolnank, mind a Z?:o k' csticsot a listaba tessziik.

Az ismétlédési probléma megoldasihoz le kell mondani a kényelmesnek ting
indexhasznéalatrol, illetve a fa szerkezetét is ujra at kell gondolni. A halmaz
tinik a j6 megoldasnak, am gondot okoz hogy elemein csak iteratorral lehet
végighaladni és ezért azt a valtoztatést vezetjiik be, hogy nem az egész fat
taroljuk, hanem mindig csak a leveleit. Minden tijabb szint létrehozésakor az
iterator végigmegy a "levélhalmaz" Gsszes elemén, az Gjonan kiszamolt koordi-
natakat pedig egy ideiglenes halmazba, mondhatni "gyermekhalmazba" teszi.
Mikor az iterator végigért a halmazon, és az Osszes gyermeket kiszamoltuk,
a gyermekhalmazban 1év6 koordinatakat bemaésoljuk a "levélhalmazba', az
ideiglenes halmazt pedig kiiiritjiik. Eszrevehetjiik, hogy igy valéban minden
csucs leszarmazottja sajat maganak, de csak a téliik kiilonb6z6 gyermekeket
szamoljuk ki az tjabb szint létrehozéasakor, és hozzaadjuk a meglévékhez. Igy
megoldodott az ismétlgsédek problémaja.
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4.3.5. A gyermekek kiszamitasa

Most, hogy rendelkezésre all a megfelel§ adatszerkezet is a koordinatak elta-

rolaséra, nézziik meg milyen modszerrel tudjuk meghatarozni egy adott csics
gyermekeit. Tulajdonképpen azt a harom kiilonb6z6 esetet kell kezelniink,
amikor az eredeti blokkot felére, harmadéra, vagy negyedére kicsinyitjiik, de
mindharom esetben ugyanazt a szisztémat alkalmazzuk. Az &brat tekintve
minden iteracios 1épés soran a négyzetek oldalhossza kisebb, ezt az oldalhosszt
a lépésszamot tarolo d, és az adbratipust mutatd type = 2, 3,4 valtozo segitsé-
gével konnyen megadhatjuk: mi;’;%
Ennek birtokdban mér csak arra az esetekre specifikus tombre van sziiksé-
giink, ami a felosztas blokkjainak helyzetét tarolja az abra bal alsé sarkabol
kiindulva. Ez a Sierpinski hdromszog esetében azt jelenti, hogy az alapmintéa-
zatot alkoté harom négyzet bal also sarkai az dbra bal als6 sarkabol: 0 jobbra
+0 fel, % jobbra +1 fel és 1 jobbra +0 fel oldalhossznyi 1épéssel érheték el.
Ez hasonloképpen miikodik a 3 x 3-as és a 4 X 4-es felosztas esetében is, &m
ott 9, illetve 16 ilyen segédkoordinatat hasznalunk fel. A tetszGleges abréak
esetén a felhasznald adja meg hogy az alapmintazatot mely blokkok alkossék,
a Sierpinski szényeg esetén ez adott, igy a program csak az alapmintazatban
résztvevls blokkok koordinéatait hasznalja fel.

Ezzel minden eszkoz rendelkezésre all az abrak elkészitéséhez. A kiindulés-
hoz az alapmintazat blokkjaihoz tartozé koordinatakat betessziik a levélhal-
mazba. Iterdtort inditunk el a levélhalmaz elemein, és minden cstcs esetében
kiszamoljuk az W formuléval az aktualis oldalhosszt, melyet a segédko-
ordinatakkal szorozva hozzaadunk az aktualis cstcshoz, ezzel meghatarozva a
gyerekek koordinatait. A gyermekkoordinatakat a gyermekhalmazba gytijtjiik,
amig az iterdtor végig nem ér a levélhalmaz elemein, majd a levélhalmazba

attessziik az 4j koordinatakat, ezzel kiiiritve a gyermekhalmazt.

28. abra. A gyermekek kiszamitasa
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4.3.6. A bal als6 hiba

Ez a médszer sikeresnek bizonyul, a program val6ban elkésziti az eltervezett
abrakat, de ha jobban megnézziik, valami mégsem miikodik megfelelGen. A 29.
abran lathatjuk, hogy az alapmintazat iiresen hagyja a bal also blokkot, am
ez a tovabbi lépésekben nem valosult meg. A tarolashoz a bal als6 koordina-
takat vettiik alapul, ezért azzal az esettel amikor a bal als6 blokk iires, kiilon
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foglalkozni kell. Azok miatt az esetek miatt, amikor a bal als6 sarok iires, a fa
felépitését nem a (0, 0) koordinata levélhalmazba helyezésével kezdtiik, hanem
az alapmintazatban szereplé blokkok koordinatéit vettiik kezdeti értékeknek.

29. abra. A bal als6 sarok hibaja.

50

Ugy tiinik azonban, hogy ez nem elég. Gondoljuk csak meg, hogy a levele-
ken elhelyezkedd koordinaték mindegyike a kévetkezd szint felépitésekor, azaz
az eggyel lejjebb 1évé szinten bal alsé sarokka valik. Eddig az algoritmusban
csak koordinatak hozzaadasa tortént, de latszik, hogy a bal als6 sarok tiresen
maradasa esetén, minden csticsot torolniink kell a levélhalmazbol miutan gyer-
mekeit kiszamoltuk.

30. abra. A bal alsova valik és kikeriil a halmazbol.
(i-1)-edik lépés i-edik l1épés (i+1)-edik l1épés

A — =g
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Ennek megvalositasakor csak arra kell {igyelni, hogy mivel iteratorral me-
gyiink végig a halmazon, kozvetlen a gyermekek kiszamitasa utan nem torolhe-
tiink egy elemet, mert az iterator nem fog tudni tovabblépni, ha kitéroljiik az
elemet amelyre épp mutat. A megoldas tehat az, hogy beiktatunk egy ellendr-
zépontot oda, ahol az iterator mar végigért a levélhalmazon és kiszamoltuk az
Osszes gyermeket. Itt megnézziik, hogy tiresen &ll-e a bal als6 sarok, és ha igen,
akkor az egész levélhalmazt kitiritjiik, majd csak ez utan tessziik at a gyermek-
halmaz elemeit a levélhalmazba. Ezt a hibat is kikiiszobolve, a program elsd
négy meniipontja az elvarasok szerint miikodik.
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4.3.7. Animéaciok

Az animaéciok jol szemléltetik az dbra alakulasast, és elkészitésiik nem sok-

ban kiilonbozik a képekétsl, hiszen a modszer valojaban ugyanaz. Az animacio
megvalositasakor, minden kép megjelenése utan egy kis késleltetéssel frissiteni
kell a grafikus ablakot az Gjradbrazolashoz. A képsor végigjatszasa utan pedig
automatikusan djraindul az animacio.
Ez azt jelenti, hogy minden iteracios lépés utan sziikségiink van az addig ki-
szamolt koordinatakra és az abréazolando6 négyzetek oldalhosszara. Ehhez elég
a meglévs kodot lemésolni és gy atalakitani, hogy az Osszes koordinata ki-
szamolasa utani abréazolas helyett, kiszamolas kozben abrézoljuk az aktuélis
négyzeteket. Tehat csupan az abrazolds és az ablakfrissités néhany sorat kell
beszurnunk a ciklusba, amely a koordinatakat szamolja, minden iteracios 1épés
végére. Amirdl viszont nem szabad megfeledkezniink az a koordinata halmaz
kitiritése az utols6 abrazolas utan, hiszen igy a képsor djrakezdésekor a ko-
ordinata kiszadmitast is Gjra végigesinalja a program. Ha a halmaz kiiiritése
elmarad, ahényszor végigfut a képsor, annyiszor keriil be az 6sszes koordinéta a
halmazba, és abrazolaskor mindegyik négyzet megjelenik egyszerre az aktuélis
oldalhosszal, ami elég nagy kidoszhoz vezet.

4.3.8. Véletlen szényeg jaték

A véletlen szényeg jatékban egy mentipont alatt tobb kiilonb6z6 abra vagy
animécio kozil valaszthat a felhasznalo. Azért kapta a jaték nevet, mert a fel-
hasznélo a kovetkezd beallitasok mindegyikébdl a megfelels opcidt kivalasztva
hatarozhatja meg, hogy mit szeretne latni:

Alapmintazat: egyetlen véletlenszerd alapmintézat, iteracios lépésenként
kiilénbo6z6 alapmintézat, vagy a kettd Gsszehasonlitasa.

Meéret: 3 x 3-as vagy 4 X 4-es szényeg.

Lépésszam: héany itercios lépést tegyen meg a program.

Arbazolas: kép a végeredményrdl vagy animacio a folyamatrol.

Az egyetlen véletlenszerd alapmintazat esete egyszert, hiszen csak annyiban
kiilonbozik a tetszéleges szényegtsl, hogy az alapmintazatot nem a felhasznélo
adja meg, hanem a program véletlenszertien donti el hogy mely blokkok legye-
nek kitoltve és melyek maradjanak iiresen. Az alapmintazat elkésziilése utan
ugyanigy folytatodik a kiszamolés és az abrazolas mint a tetszéleges esetében.
A 1épésenként kiilonb6z6 alapmintéazat valasztasakor a megadott lépésszammal
megegyezG mennyiségi véletlenszert alapmintazatot tarolunk el egy tombben.



4 KIK HASZNALJAK ES HOGYAN? 37

Itt a valtozatatas annyi, hogy tjabb iteracios lépésben a tombben soron kévet-
kez6 alapmintazatot alkalmazzuk. Ekkor az alapmintézatot mutaté ablakban
az alapmintézatok animéacioként jelennek meg, citromsarga szinnel az elsd,
majd fokozatosan narancsosabb arnyalatban a tovabbiak.

Amikor a fentiek 0sszehasonlitésra keriilnek, az egyetlen véletlenszert alapmin-
tazata lesz a 1épésenként kiilonbozs elsGje. Ezéltal az els6 1épésben kialakulo
formaja, alakja a két fraktélnak ugyanaz lesz, az ezen beliili bardzdak és min-
tazat lesz csak kiilonbozs. Kép megtekintését vélasztva egy ablakba keriil,
kiilonb6z6 szinnel a két véletlen szényeg, am animacioik kiilon ablakban je-
lennek meg. Természetesen az alapmintazatok most is animécioként jelennek
meg.

4.3.9. Véletlen Sierpinski haromszog

31. abra. Véletlen Sierpinski haromszog (negativ)

A véletlen Sierpinski hdromszog generalasa kiilonbozik az eddigi modszer-
t6l. Ebben az utols6 meniipontban a haromszoget alkotd pixelek egyesével
kapjak meg koordinataikat és villannak fel a képernyén. Ez természetesen ani-
méaci6 formajaban lathato, melynek végén, amikor minden pont megjelent, a
héromszog zolden villog, majd tjra kezdddik.

Amint azt lathattuk az elején, az 512-es haromszog esetében kilenc 1épést tu-
dunk megtenni, mig minden kiskocka egyetlen pont, vagyis pixel lesz. Vegyiik
észre, hogy minden kilenc hosszi {0, 1,2} szamokbol allé sorozathoz a Sierpin-
ski haromszog egy bizonyos pontja tartozik. Az els§ szamjegy mehgatéarozza,
hogy a harom % oldalhosszt hdromszog koziil melyikben helyezkedik el a pont,
a kovetkezs szamjegy azt, hogy az azon beliili }1 oldaluak koziil melyikben,
és igy tovabb. Ezt végiggondolva nincs més hatra, mint véletlenszerti kilenc
hosszt {0, 1,2} sorozatokat generalunk, majd abrazoljuk azt altaluk meghaté-
rozott pontokat a képernydén.

Kérdés lehet, hogy hény pontra van sziikség ahoz, hogy jol kivehetGen kiraj-
zolodjon a végeredmény. Ehhez elég azt végiggondolnunk, hogy 1 darab nagy
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haromszogbdl indulunk ki, amelybdl az els6 1épés soran 3 kisebb lesz, majd
a kovetkezs lépésben a 3 kisebb mindegyikébdl még 3, 6sszesen 9. Igy kilenc
lépés megtétele utan 3%, azaz 19683 kis haromszog, a mi esetiinkben pont lesz.
A program 19600 véletlen szamsort general, am ezek kozott is lehetnek meg-
egyezOk, azaz illeszkedd pontok. Emiatt a kapott Sierpinski haromszognek
hianyoznak pontjai, "lyukacsosnak" tinik, tiikrozve generalasanak modjat.
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5. CD Melléklet

5.1. Waterfall program

A futtatando file a "waterfall|bin | Debug | waterfall.exe”. A program Win-
dows 7 alatt fut.

5.2. Fractal program

A futtatando file a "fractal backslash bin|Debug|fractal.eze”. A program
Windows 7 alatt fut.

5.2.1. Megjegyzés

A programok futasihoz sziikségesek bizonyos header fajlok. Ezek koziil
nem biztos hogy mindegyik megtalalhato a szamitogépen, ezt egy felugro hi-
batlizenet jelzi inditas kisérletekor. Ebben az esetben a hianyzo6 fajlokat a
"C: | Windows | System32" kényvtarba kell masolni.

5.3. Szakdolgozat

A szakdolgozat PDF formatumban.
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6. Konklazio

A dolgozat soran tisztazhattunk néhany matematikai fogalmat, amely se-
git a fraktalok vizsgalataban és megértésében. Megismertiik néhany nevezetes
példajat ezeknek az euklideszi geometriaval le nem irhato alakzatoknak, énha-
sonld tulajdonsaguk felhasznéalasaval becslést adhattunk nem egész dimenzio-
jukra, s6t még a természetben megtalalhato fraktalszert képzédményekrdl is
esett sz6. Ezek egyikének szemléltetésére késziilt a waterfall program.

A késtbbi fejezetekben lathattunk olyan algoritmusokat, melyeket a szami-
togépes grafikiban hasznalnak élethii domborzat megalkotésira. Ezekben a
Koch-gorbéhez, illetve a Mandelbrot-halmaz hatardhoz hasonlé bonyolult, el-
tarajosodo horizontvonalat, illetve felszint probaltunk generélni, a vonal vagy
sik pontjainak véletlenszeri magassagba mozditasaval. A szamitogépes jaté-
kok, filmek tajképeinek készitéséhez gyakran hasznaljak ezeket az algoritmu-
sokat.

Ezutan kovetkezett a fraktal képtomorités otletének és modszerének felvazo-
lasa. A modszer legnagyobb hibaja, hogy a kevés 6nhasonlésdgot mutatd hét-
koznapi képek esetében nehéz az elkodolas. Igy hiaba érhetiink el joval kisebb
méretet és gyorsabb dekodolési folyamatot, mint mas tomoritési modszerek,
nem biztos hogy megéri az elkddolasba befektetett sok munka.

A dekodolas modjat és néhany fraktal generaléasat alapul véve frédott a frac-
tal program. Ugyan a kép dekodolési folyamatanal joval egyszertibb, mégis
egy szemléletes és szorakoztatd alkalmazas. Implementalasa sok kérdést és
nehézséget vetett fel, raadasul grafikus abrazolassal, animacioval eddigi tanul-
méanyaim soran még nem foglalkoztam. Ezen problémak vizsgalataval, meg-
oldaséaval sok 1j ismeretre tehettem szert. A dolgozat utols6 fejezeteiben a
program megvalositasanak alapjait vazoltam, valamint a kdzben elkovetett és
javitott hibak némelyikére is kitértem. Akéar komplett alfejezetként, mint a
megfelels adatszerkezet megtalélasa és a bal als6 hiba esetén, vagy egyszertien
csak megjegyzésként, hogy mire fontos tigyelni.

A dolgozattal elvégzett munka soran sok 1j és hasznos dolgot tanultam, és ugy
gondolom az érdekl6ddk szaméra is konnyen megérthetd olvasmany, melyet a
mellékelt programok még izgalmasabbé és interaktivabba tesznek.
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