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A dolgozatban hasznalt fontosabb jelolések

Q - h6aram

e ¢ - hGaramstiriiség

e k, A - h6vezetési tényezd
e 1) - h6atadasi tényezd

e s - a hGvezetési és hGatadasi tényezd hanyadosa

c - fajhé
e p - siiriiség
e T' - hdmérséklet

e R - (hovezetési) ellenallas

d - vastagsag

A - feliilet

1. Bevezetés

A hé terjedése mar évszazadok ota foglalkoztatja az embereket. Annak a
matematikijat, hogy hdrom dimenziéban hogyan terjed a hg, Joseph Fourier
haromdimenzios testeken végzett kisérletek segitségével irta le elGszor.
Ugyancsak Fourier nevéhez fiiz6dik egy modszer a hGvezetési egyenlet megol-
dasanak kozelitésére, ennek segitségével kozonséges differencidlegyenlet rend-
szerrel kozelitjiik a parcialis differenciilegyenletet.

Dolgozatomban elGszor egy és harom dimenzidban leirom a hévezetési egyen-
let matematikai modelljét, majd a Fourier mddszer segitségével megnézek
néhany megoldast egy dimenzidéban kiilonboz6 hévezetési tényezskre, végiil
a peremeken kidramlo hé mennyiségét vizsgalom harmadfaji peremfeltétel
mellett.



2. A hé terjedése

A hé tobbféle modon terjedhet [1]. Ha a hg egy kozeg (szilard test, fo-
lyadék, vagy gaz) magasabb hémérsékletii részébdl a masik része felé torténd
"aramlasa" soran a kozeget alkotd részecskék nem mozdulnak el, vagy el-
mozdulasuk nem szamottevs, hdvezetés torténik. Kz szilard anyagokban,
folyadékokban és gazokban is kiilonboz6en megy végbe, gdzokban az atomok
rendezetlen mozgéasa miatti litkdzések és a diffuzio kovetkeztében terjed az
energia, mig fémes anyagokban a kristalyracsot alkotd atomok rezgése, és a
szabad elektronok diffazidja altal. Nem fémes anyagokban és folyadékokban
rugalmas elemi hullaimok révén valésul meg. Ha az energia terjedése a koze-
get alkoto részecskék rendezett elmozdulasanak kévetkeztében valésul meg,
hdszdllitdas torténik. A kozeg aramlasat tobb dolog is okozhatja, az aram-
las lehet szabad (példaul hémérséklet-kiilonbség miatti stirtiség valtozasbol
szarmaz6 felhajto erd miatt), vagy kényszeritett ( egy kiils6 mechanikai hatas
miatt). Ha egy hideg és egy forro test kozott légiires tér van, akkor is ta-
pasztalhaté hGmérséklet-kiegyenlitGdés, ilyenkor az energia elektromagneses
hullamok segitségével terjed: a forro test elektromégneses sugarzast bocsat
ki, amit a masik elnyelve felmelegszik. Ez a hdsugdrzds.

A valé életben altaldaban nem lehet elkiiloniteni a héterjedés kiilon for-
mait, hanem egyiittesen vannak jelen. A szilard testek és folyadékok vagy
gazok érintkezG feliiletein keresztiil torténé héterjedést hddtaddsnak nevez-
ziik. Ilyen esetekben mindig talalhaté egy vékony réteg, amelyen beliil a
héterjedés hévezetés révén valosul meg.

Hovezetést tehat vizsgalhatunk egy anyagban, hGatadast pedig két kozeg
kozott. Ezeket kiilonboz6 tényezdk befolyasoljék, a hévezetési, hGatadasi, és
a hGatbocsatasi tényezok.

Hévezetési tényezd : Megmutatja, mekkora héaram halad at idGegy-
ség alatt egységnyi vastagsagu, az dramlasra meréleges egységnyi feliilettel
rendelkez6 anyagon egységnyi hémérséklet-kiilonbség hatasara.
Meértékegysége % .

Hoéatadasi tényezd: Megmutatja az egységnyi feliileten egységnyi id6
alatt egységnyi hémérséklet-kiilonbség mellett dtadott hGaramot.
Mértékegysége —r .

Hdatbocsatasi tényezd : Megmutatja az egységnyi feliileten egységnyi
id6 alatt egységnyi hémérséklet-kiilonbség mellett athaladé hGaramot.

Meértékegysége m‘ng .




Fourier torvénye szerint egy homogén testben a hddram 7], [8] jegyze-
tek alapjan (jele Q, a feliileten idGegységenként ataramlott energia, mérték-
egysége W), a csokkend homérsékletek iranyaba mutat, aranyos a terjedési
irdnyt, hosszegységenkénti h6mérséklet-valtozassal és az erre az irdnyra me-
réleges keresztmetszettel. (A sebessége aranyos a hémérséklet adott iranya
derivaltjaval.)

A feliilet-egységenkénti hGaram pedig a h6aramstirtiség, ¢. Egy adott x pont-
ra illeszked6 0 A feliiletdarabon keresztiil ot id6 alatt &ramlo hémennyiség:

0Q = —k(x)o,u(z,t)0A - ot (2.1)

ahol v a feliilet normalvektora, amely a héatadas iranyaba mutat, k(x) a
bels6 hévezetési egyiitthatd, u(x,t) pedig a hdmérséklet az x pontban a t
id6pontban.

3. A hévezetés matematikai modellje egy dimen-
zi6ban

A modell leirasakor a [2] konyv 5. fejezetét kovetjiik. Tekintsiink egy L
hossziisagt, vékony rudat, melyet a [0, L] intervallummal azonositunk. A rad
x pontjanak hémérsékletét a ¢t idGpontban jelolje u(z,t). Tekintsiik a rad egy
[z, x 4 dz| kicsi szakaszat és a két végén végbemend hGaramlast. Az x pont
kis kornyezetében, ha a hGmérséklet csdkken, akkor hét vesz fel, ha pedig nd,
akkor hét ad le, igy a befelé halado héaramlas sebessége —k(x)0,u(z,t), a
kifelé haladé ennek (—1)-szerese. Az x + dx pontban forditva, ha a kérnye-
zetében a hémérséklet csokken, akkor a rid hét ad le, ha nd, akkor pedig
hét vesz fel. A befelé halado héaramlas sebessége igy k(z + 0x)d,u(x + 0x),
a kifelé haladé ennek (—1)-szerese. Ezek alapjan az [z, x + dx] szakaszon ot
id6 alatt befelé &ramlé hémennyiség megkdzelitéleg

Q1 = (k(x + dz)0,u(x + 0z, t) — k(x)0,u(x,t))0A - 5t
~ Oy (k(z)0,u(x,t))dz - §A - 6t,

ahol 0 A a rud keresztmetszetének teriilete.
F(z,t) jelolje az x pontban és t id6pontban a kozolt hé intenzitasat. Ha



F(z,t) > 0, hoforrasrdl, ha F(z,t) < 0, hényel6rsl beszéliink. Ekkor az
[z, x + dz] kis szakaszon dt id6 alatt megkozelitSleg

Qs ~ F(x,t)ox - 0A - ot

hémennyiség keletkezik héforrasok és nyelGk utjan. A szakaszon ot id6 alatt
a hémérséklet-valtozas megkozelitéleg

u(z,t+ 0t) —u(z, t) =~ du(x,t)dt,
amihez

0Q3 =~ c(x)p(x)dx - 6A - Opu(x,t)ot
hémennyiség szitkséges. Itt ¢(z) : R — R a raddarab fajhgje, p(z) : R — R
pedig a strtisége az r pontban. Ekkor

Q3 =01 + Q2 < c(x)p(z)dx - JA - Ouu(x,t)dt ~
Oy (k(x)0pu(x,t))ox - 0A - 0t + F(x,t)dz - §A - it

amibdl a dx, 0 A, 0t mennyiségekkel valo osztas utan kapjuk az egydimenzios
hévezetési egyenletet inhomogén kozeg esetén:

c(z)p(x)Ou(z, t) — Oy (k(x)0,u(x,t)) = F(x,t).
Homogén kozeg esetén c, p, k allandok, ekkor a
F(x,t)

Owu(x,t) — g@iu(w,t) = T (3.1)

inhomogén egydimenzids hGvezetési egyenletet kapjuk, ahol %q’t) = f a for-
ras. Ha f = 0, akkor az egyenlet homogén.

3.1. Mellékfeltételek

A hémérséklet egyértelmt meghatérozaséhoz kiilonbozé mellékfeltételekre
van még sziikség.
A kezdeti feltétellel megadhatjuk a rad kezdeti hémérséklet-eloszlasat:

u(z,0) = Ty(x) x €10, L].

3.1.1. Dirichlet-peremfeltétel

Az elsdfaji vagy Dirichlet-féle peremfeltétellel a rad végeinek hémérsékletét
adhatjuk meg vagy idében szabélyozhatjuk. Ekkor

uw(0,t) =Ti(t), u(L,t)=Tx(t) t>0 (3.1.1)
ahol 171,75 : [0, 7] — R adott fiiggvények.
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3.1.2. Neumann-peremfeltétel

A mdsodfaji vagy Neumann-féle peremfeltétellel a kifelé, vagy befelé halad6
hsaramot adhatjuk meg, ha a peremen hGaramlas megy véghe. Ekkor

k(0)0,u(0,t) = uy(t), —k(L)Oyu(L,t) = us(t) t>0 (3.1.2)
Fontos eset a tokéletes hGszigetelés, amikor nincs hGaramlés, vagyis

K(0)9,u(0,8) =0, —k(L)du(L,t)=0 t>0

3.1.3. Robin-peremfeltétel

A harmadfaji vagy Robin-féle peremfeltétellel azt modellezziik, hogy a pe-
remen héatadas megy végbe a vizsgalt rudat koriilvevs kozeggel. Ekkor azt
feltételezziik, hogy a kifelé mutato héaramlas sebessége aranyos a riad vég-
pontja és a kozeg T), hémérsékletének kiilénbségével.

k(0)0xu(0, 1) = n(u(0,t) — Ti(t)),
—k(L)0pu(L,t) = n(u(L, t) — Ti(t))
0 (3.1.3)
k(0)0,u(0, ) — nu(0,t) = —nTi(t),
R(L)O,u(L, T) + nk(L)u(L, 1) = —nTy().
Itt n a héatadasi tényez6. Ez a legrealisztikusabb eset, hiszen elére nem

tudhatjuk, mekkora héaramlas megy végbe, vagy mennyi a rad két végének
a hémérséklete.

3.2. Hévezetés egy dimenzid esetén

Az alabbi leirasban a [3] munka masodik fejezetének felépitését kovetjik. Itt
u(zx,t) jeloli a hdmérsékletet egy test x pontjaban a t idgpillanatban. Ha a
test héforrasmentes, a Fourier-egyenlet :

Oou(x,t) = O%u(x,t)
Ha a hovezetés stacionarius, a hdmérséklet-eloszlast a (3.1) egyenletnek meg-

felelGen a vezetési egyiitthatokat egységnyinek tekintve a Poisson-egyenlet
segitségével hatarozhatjuk meg:

O*u(z,t) + F(z,t) = 0.

Ezeket Gsszevetve lathato, hogy ha a test héforrasmentes, a hévezetés pedig
staciondrius, akkor a héfokeloszlast a Laplace-egyenlettel hatarozhatjuk meg
a test belsejében, amely a kovetkezs:

O*u(z,t) = 0.

8



3.3. Hévezetés egydimenzibs, stacionarius, h6forrasmen-
tes sik fal esetében.

Vizsgaljunk a [3] munka masodik fejezete alapjan egy d vastagsagu, sik falat,
aminek a két oldalan a hémérséklet ismert
Ty = u(0—,t) > u(0+,t) = T5. A Laplace-egyenlet itt

O2u(z,t) = 0.

Egyszer integralva C| = d,u(z,t), ahol a C; konstans.

Kétszer integralva pedig Cy + C1x = u(x,t), ahol Cy C1-hez hasonléan vala-
milyen konstans.

Tehat u(0,t) = Co = T1,u(L,t) = Cid+u(0,t) = C1d+T, azaz Cy = -0
Az el6z6 jelolések szerint a kidramlo hé ebben az esetben

Qri = —Adyu(x, ). (3.3.1)

Ez a képlet altaldnosan is hasznéalhat6, instacionarius esetben a parcidlis
derivaltat meg kell szoroznunk az adott irdnyba mutatéd egységvektorral. Ez
egy dimenzidban, r = 7 esetén +1, x = 0 esetén —1.

Mivel yu(z,t) = C = ==L a hédramstriség : ¢ = —Noyu(z,t) = A2
Tehat egy dimenzios, stacionarius, héforrasmentes sik fal esetében a kidramlo

hémennyiség egyszertien kiszamithato :

Ty — 15
d

Qri = A (3.3.2)

A fal vastagsaga és a hGvezetési tényezd hanyadosa a fal hévezetési ellenallasa,
jele R. Ennek segitségével a hGaramsirtiség ¢ = Tl;%Tz, ahol R = %

Ha ismert a feliillet A nagysédga, akkor a Q héaram

T, — 15
R

Q= A (3.3.3)
A kidramlo hémennyiség tehat ardnyos a hGvezetési tényezével, és igy a fal
hévezetési ellenallasaval.

3.3.1. Tobbrétegii sik fal esete

Ha a fal t6bb, kiilonb6z6 ellenéllast anyagbol késziilt, az 6ssz ellenallast egy-
szertien a kiilénb6z6 ellenallasok dsszegeként kaphatjuk meg, azaz

dy dy d,

=7 Ry = )\—2 .R,= )\—n esetén az Ossz ellenallas: ZRi' (3.3.4)

i=1

Ry



4. A hévezetés matematikai modellje hairom di-
menziéban

A fejezet leirasakor a 2] és |7] munkakra tamaszkodunk.

Az egy dimenzios esethez hasonléan tekintsiink egy kis kockat, amelynek élei

mind L hossztusagiak. Jeldlje u(z,y, z,t) a kocka hémérsékletét az (z,vy, 2)

pontban a ¢ id6pontban. Tekintsiik a kocka egy élének [(z, vy, 2), (4 dz,y, 2)]

(majd hasonléan [(z,v, 2), (x,y + 0y, 2)], [(z,y, 2), (x,y, z + 02)] szakaszat, és

a két peremén végbemend héaramlast. Mint mar tudjuk, ha az (x,y, z) pont

kis kornyezetében csokken a hémérséklet, akkor hét vesz fel, ha ng, akkor

pedig hét ad le. Igy harom dimenzioban a befelé halad6 hGaram sebessége
—k(x,y, 2)0pu(z,y, 2, t) az x tengellyel parhuzamos oldalakon,
—k(x,y, 2)0yu(x,y, z,t) az y tengellyel parhuzamos oldalakon, és
—k(z,y,2)0.u(x,y, z,t) a z tengellyel parhuzamos oldalakon,

a kifelé halado héaram sebessége ezeknek a (-1)-szerese.

Az z, y, z tengelyekkel parhuzamos oldalakon a befelé halad6 héaram sebes-
sége rendre:

k(z + oz, y,2)0u(z + 6z, y, 2),

k(z,y + 0y, 2)0yu(z,y + oy, 2),

k(x,y,z+02)0.(x,y,z + dz).
1

A kifelé halado hgaram pedig ennek (-1)-szerese.

Ezek alapjan az

[(7,y,2), (x4 6x,y,2)], [(z,y, 2), (v,y + 3y, 2)], [(x,y, 2), (v, y, 2 + 2]

szakaszokon a 0t id6 alatt befelé aramlé hémennyiség
0Q1 . = (k(x + dz,y, 2)0yu(zr + d0x,y, 2, t) — k(z,y, 2)0,u(x, y, 2, t)0ydz - 0t
~ Oy (k(z,y, 2)0u(x,y, z,t)0x - dy - 6z - Ot
Q1 =~ Oy(k(z,y, 2)0yu(x,y, 2,t)0y - 6x - dz - dt,
Q1. =~ 0,(k(x,y, 2)0u(x,y, 2,t)0z - 0x - §y - Ot.

Osszesen a peremen megkozelit6leg:
0Q1 = (0u(k(z,y, 2)Ou(z, y, 2, 1) + Oy (k(z,y, 2)Oyu(z,y, 2,t))
+ 0.k(z,y,2)0,u(x,y, z,t))0xdydzot
= div(k(z,y, z) grad u(z, y, 2, t)dxdydz6t

10



hémennyiség aramlik be dt id6 alatt.

Ugyancsak az egy dimenzios esethez hasonloan (és ahogyan a (3.2) szakasz-
ban is lattuk), F(z,y,z,t) a jelolje az (z,y,z) koriili kicsi térfogaton a t
id6pontban kozolt h§ intenzitasat.

Ekkor az [(z,vy, 2), (x+dz,y, 2)], [(z,y, 2), (x, y+Iy, )], és az [(z,y, 2), (x, y, 2+
dz)] kis szakaszokon 0t id6 alatt megkozelitdleg

Q2 = F(x,y, z,t)0xdydzot

hémennyiség keletkezik héforrasok és nyelék utjan. A szakaszokon 6t id6
alatt a hémeérséklet-valtozas megkdozelitéleg

u(z,y, z,t + 6t) —u(x,y, z,t) =~ Ou(x,y, z,t)dt,
amihez
6Q3 = c(z,y, 2)p(x, y, 2)0x0ydz0iu(z, Y, 2,t)6t
hémennyiség sziikséges. c(z,y,2) és p(x,y, 2) a test fajhdje és siirtisége az

(x,y, z) pontokban.

Ezeket Osszevetve és bevezetve a 0V = dx - dy - 6z jelolést a térfogaton:

0Q3 =0Q1 +0Q2 =
c(z,y, 2)p(z,y, 2)0V - Opu(z,y, z,t)dt ~
div(k(x,y, z) grad u(z,y, 2,t))0V + F(x,y, z,t)0V - t,

a 0V, ot mennyiségekkel egyszertisitve a haromdimenzios hGvezetési egyenletet
kapjuk, inhomogén kozeg esetén:

ch<x7y7 z)atu(x,y, Zat)_
—div(k(z,y, z) grad (u(z, y, z,t)) =
= F(x,y,z,1)

Homogén kozeg esetén, c, p, k itt is allanddk, ekkor az inhomogén haromdi-
menziés hévezetési egyenlet:

k F(z,y,z2,t)
a a))t__A 7a7t :#7 4.1
e, 2,8) = 2o (Bua, 2. 0) = (4.)
ahol F@w2t) _ f a forras. Az egydimenziés esethez hasonloan, ha f = 0,

akkor az egyenlet homogén.
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4.1. Hbvezetés tobb dimenzids esetben

Az egydimenzios esethez hasonloan a [3] munka méasodik fejezete alapjan itt
u(zy, e, . .. x4, t) jeloli a hdmérsékletet egy test (z1,xq,...xq) pontjaban a t
idépillanatban. Ha a test héforrasmentes, a Fourier-egyenlet :

Ou(xy, o, ... xg, t) = Au(xy, o, ... 24, 1)

Ha a hévezetés stacionarius, a hGmérséklet-eloszlast a vezetési egyiitthatokat
ismét egységnyinek tekintve a Poisson-egyenlet segitségével hatarozhatjuk
meg:

Au(zy, xa,...xq,t) + F(x1,29,...24,1) = 0.

Itt F(x1,z9,...24,1) a hoforrasok intenzitasa d dimenzios esetben. Ezeket
Osszevetve lathato, hogy ha a test héforrasmentes, a hévezetés pedig sta-
cionarius, akkor a héfokeloszlast tobb dimenzioban is a Laplace-egyenlettel
hatarozhatjuk meg a test belsejében:

Au(xy, xg,...x4,t) = 0.

4.2. Mellékfeltételek

A mellékfeltételeket az egy dimenzios esethez hasonléan definialhatjuk. A
kezdeti feltétellel megadhatjuk a kezdeti hémérséklet-eloszlast, ha ismert
a hémérséklet a peremeken, Dirichlet-peremfeltételt, ha ismert a hGaram,
Neumann- peremfeltételt adhatunk meg. Részletesebben csak a harmadfaji,
vagyis Robin-peremfeltételrdl beszéliink.

Egy fal, vagy ablak h&vezetésénél nem is csak hévezetés, hanem héatadas
is torténik, raadasul a kozegek tulajdonsagai is sokban eltérnek (a fal szilard,
a levegs gaz), hasonléan ha egy hiivos kadba meleg vizet engediink. Szami-
tasba kell venni azt is, hogy a levegGben, vagy a vizben hogyan terjed a hé
(a melegebb részekrdl a hidegebb felé), és hogy a kiilonb6z6 kozegek hogyan
befolyasoljak egymas hdmérsékletét (a kad széle hiiti a vizet, mikzben a viz
melegiti a kddat, vagy az ablak melegiti a levegét a kozvetlen kornyezetében,
mig a levegd kiviilrél hiti).
A harmadfaja peremfeltétel altalanosan felirva:

X-Oyup(x,y, 2, t) = n(ug(z,y, 2, ) =Tk) = N-Opyur(z,y, 2, 1) = nu.(x,y, z,t)—T})

ahol ug és u, attol fiiggGen, hogy melyik peremre vizsgaljuk,
w(0,y, 2, t), u(m, y, z,t),u(x,0, z,t) ... lehet.
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Ez alapjan a peremfeltétel az x = 0 élre nézve:

A-v(x) - Vu(0,y, 2, t) = n(u(0,y, z,t) — Ti(t))
T
Av(z) - Vu(0,y, z,t) — nu(0,y, z,t) = —nTy(t)

0

s-—1-Vu(0,y,2,t) —u(0,y, 2,t) = Tj(t)
ahol s = %, ha mindkettd konstans, v(x) pedig a kifelé mutaté iranyvektor.

Maradva a kicsi kockdnal, aminek minden éle L hosszusagi, a peremfelté-
telek a kiilonboz6 peremeken:

v(x)Vu(0,y, z,t) + u(0,y, z,t) = fozo(t)
v(z)Vu(L,y, z,t) + u(L,y, 2, 1) = fozr(t)

v(y)Vu(z,0, 2, t) + u(z,0,2,t) = gy—o(t)

v(y)Vu(z, L, z,t) + u(z, L, z,t) = 0 = g,—p(t) (4.1.1)

v(z)Vu(z,y,0,t) +u(z,y,0,t)

hao(t)
v(z)Vu(z,y, L,t) + u(zx,y, L, t) = h,—

A haromdimenziés Robin-peremfeltétel, ahol v az adott irAnyba mutat6 egy-
ségvektor, f, g, h pedig az egydimenzios esethez hasonléan a kdzeg hémérsék-
lete az adott peremen.

Természetesen itt is sziikségiink van kezdeti feltételre, amit

u(x, Y, z, O) = T[)(.I’, Y, Z)

alakban adhatunk meg.

5. A Fourier modszer

Altalanos esetben a hovezetési egyenletet nem tudjuk formulék segitségével
megoldani, ezért valamilyen kozelit6 modszert alkalmazunk. Ezen eljarasok
koziil vizsgalunk meg egy hatékonyat, a Fourier-moédszert. Itt a valtozok
szétvalasztasaval kozonséges differencidlegyenlet rendszerrel kozelitjiik a par-
cidlis differencidlegyenletet.
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A moédszernek koszonhetGen minden lépésben csak egy linearis kézdnséges
differencidlegyenletet kell megoldani, majd a Fourier-bazisfiiggvények lineé-
ris kombinaciojaként kapjuk meg a megoldast, ahol az id6t6l fliggs tag ezek
egyiitthatojaként jelenik meg.

A modszer egyik nehézsége, hogy a kezdeti feltételt is a bazisfiiggvények li-
nearis kombinécidjaként kell megadni, viszont maga a bazisfiiggvény fiigg a
peremfeltételektol.

5.1. A valtozok szétvalasztasa

A Fourier modszer alapja, hogy az u(x,t) megoldast csak z-t6l és csak t-t61
fliggd fiiggvények szorzataként keressiik. Ezt a [4] konyv elss fejezete alapjan
vezetjiik le. Nézziik most a homogén hévezetési egyenletet egy dimenzidban:

Oou(x,t) = O%u(x,t)
Hozza kell venniink a kezdeti feltételt:
u(z,0) = f(z),

és a peremfeltételeket is, ezeket egyel6re nem nézziik meg részletesebben, a
kovetkezs részben jobban megvizsgaljuk 6ket. A megoldast tehat a kovetkezo
alakban keressiik:

u(z,t) = X(x)T(t) ami akkor lesz megoldas, ha: X (z)T"(t) = X7 (z)T(t).
Kicsit atrendezve kapjuk, hogy
()  X7(x)

ahol a bal oldal fiiggetlen x-t6l a jobb oldal pedig fiiggetlen ¢-t6l. Mivel
mindkét oldal egyenld, és fiiggetlenek egymastol, mindkettonek egy (azonos)
konstanssal kell egyenlének lennie. Tehét:

T'(t) = AT'(t)
X" (x) = A\X(x),

ahonnan T'(t) = ¢ - e, ahol ¢ valamilyen konstans, az X (z) alakjat pedig a
peremfeltételek segitségével kaphatjuk meg.
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5.2. A bazisfiiggvények alakja kiilonb6z6 homogén pe-
remfeltételek esetén 1 dimenziéban
A O = Apu megoldasat a A,u sajatfiiggvényeinek segitségével keressiik,
ahol A, a peremfeltételtdl fiiggs Laplace-operator. Az egyszertibb megoldas
érdekében a (0, 7) intervallumon nézziik a fiiggvényt.
Ayu =", ha u(0) =u(r) =0
Ennek sajatfiiggvényei: v/ = X -u, X < 0 esetén a megoldas
u(z) =a-cos(vV—A-x)+b-sin(v—->\-x). (5.2.1)

Ezt a peremfeltételek konkretizaljak.

5.2.1. Dirichlet-peremfeltétel

Az (5.2.1) képletbe 0-t és m-t helyettesitve kapjuk meg, milyen alakiak a
sajatfiiggvények Dirichlet-peremfeltétel esetén, vagyis amikor a hémérséklet
a két végpontban 0.

0=u(0)=a-cos(v=A-0+4b-sinv/—-X-0) =
=a+0=a=0.

0=u(r)=a-cos(v=X-m+b-sinv/—-\-7) =
=b-sinvV—-\-7m=>V-\eZ".

Dirichlet-peremfeltétel esetén tehat sin kx alaktak a sajatfiiggvények, ahol
keZt.

5.2.2. Neumann-peremfeltétel

A Dirichlet-peremfeltételhez hasonloan az (5.2.1) képlet segitségével kaphat-
juk meg a sajatfiiggvényeket, itt viszont nem a hGmérséklet, hanem a hGaram
0 a két végpontban, tehéat a (3.1.2) képletet hasznalva:

0=u(0)=k-8,u(0) =k (—a-vV=XA-sin(vV=A-04b-vV=X-0) =
—k-(—a-V=X-0+b-vV/=\-1)
—k-b-vV/-A=b=0
0=u(r)=—k-Opu(r)=—k-(—a-vV=Xsin(/=\-7) +b-vV=X-cos(v—=\-7)) =
—k-(—a-V=X-04+b-vV=X-(=1) =
= k- (=b) - V=

Neumann-peremfeltétel esetén cos kx alakitak a sajatfiiggvények.
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5.2.3. Robin-peremfeltétel

Az el6z6ekhez hasonloan az (5.2.1) és a (3.1.3) képlet segitségével kaphatjuk
meg a sajatfliggvényeket:

0=u(0)=Fk-9,u(0) —u(0) =
=k-(—a-vV=X-sin(v/=X-0) +b-v=X-cos(v=X\-0))—

— (a-cos(v/=X-0) +b-sin(v/=X-0)) =
=k-(—a-V=-X-0+b-vV=X-1)—(a-1+b-0) =
=k-b-vV-IA—a=0sa=k-b-vV-)\ (5.2.2)

0=u(m) =k dpu(m) +u(r) =
=k-(—a-vV=X-sin(v=X-7) +b-vV=X-cos(v—=X-7)+

+ (—a-cos(vV=X\-7) +b-sin(v/ =\ - 7)) =
=k-(b-vV=-X- (=1 —a- (=1

Robin-peremfeltétel esetén tehat b - cos kx + a - sin kx alaktak a sajatfiigg-
vények.

5.3. A megoldas alakja kiilonb6zé homogén peremfelté-
telek esetén 1 dimenziéban

A megoldast az el6z6 részben megallapitott bazisfiiggvények linearis kombi-
nacidjaként keressiik.

5.3.1. Dirichlet-peremfeltétel esetén

Dirichlet-peremfeltétel esetén a bazisfiiggvények csak sin(kx) alakban allnak

eld, igy a megoldas:
Z hi(t) - sin(kz)

alak.

5.3.2. Neumann-peremfeltétel esetén

Neumann-peremfeltétel esetén a bazisfliggvények csak cos(kx) alakban allnak
eld, ezért ekkor a megoldas:

Z hi(t) - cos(kx)
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alak.

5.3.3. Robin-peremfeltétel esetén

Robin-peremfeltétel esetén a sajatfiiggvények a-sin(kz)+b-cos(kx) alakuak,
ezért a megoldas

u(z,t) = Z hi(t) - (b-sin(kz) + a - cos(kx)) (5.3.1)

alaka.
A hi(t) mindharom esetben az id6tdl fiiggs tag, amit kézonséges differenci-
alegyenletek megoldasaval kapunk meg.

5.4. A bazisfiiggvény és a megoldas alakja harom dimen-
zibban, homogén Robin-peremfeltétel esetén

Egydimenzios esethez hasonlbéan itt is a Ayv sajatfiiggvényeinek segitségé-
vel keressiik a d,v = A,pv egyenlet megoldasait, ahol a A, az egydimenzios
esethez hasonloan a peremfeltételtsl fiiggs Laplace-operator. Haromdimen-
zi0s esetben a (0,7) x (0,7) x (0, 7) tartomanyon keressiik a v(x,y, z) meg-
oldast. A wv fiiggvényt a kovetkezs alakban keressiik [5] jegyzet alapjan:
U(JZ, Y, Z) = p(ﬂ?) ) Q<y) ’ T(Z>'

Az egydimenzi6s esethez hasonloan

A,v = Av, ahol az is teljesiil, hogy
p(0) =p(m) =0, ¢(0)=q(m)=0 r(0)=r(r)=0
v(z,y,2) =p(x) - q(y) - r(z)-t ebbe behelyettesitve:

Ry, 2)+02v(x, y, 2) +0%v(x,y, 2) = p"(x)-q(y) -r(2) +p(x)-¢"(y) -r(2) +
p(@) - qly) - r"(2) = A= p(x) - q(y) - ()

/(ZU

p/ q//(y r z o
= 5w T T A ) )
Ezeket szétvalasztva z;(_(;:)) = u, qq(fyy)) =T, TT((ZZ)) =, ahol p+7+v=A\

Ez megint altalanos forma, a peremfeltétel konkretizalja a sajatfiiggvények
és igy az egyenlet megoldasanak alakjat.

p'(x) = p-px),
0=p(0) = —k - 9.p(0)
0 =p(m) = —k - Oup()

Ennek a megoldésat harmadfaji peremfeltétel esetén és p < 0 feltétellel mar
egy dimenzioban kiszamoltuk (5.2.2), ami:
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p(x) = ay -cos(v/—p-x) + by - sin(y/—p - )
hasonléan: q(y) = ag - cos(v/—7 - y) + by - sin(v/—7 - y),
tovabbé: r(z) = az - cos(v/—7 - 2) + bz - sin(y/—7 - 2).
Ezeket v(z,y, z)-be visszahelyettesitve:
v(z,y,2) = (a1 - cos(y/—p - ) + by - sin(y/—p - x)) - (ag - cos(v/—7 - y) + by -
sin(v/ =7 - y)) - (az - cos(y/=7 - z) + bz - sin(\/—7 - 2)).

fgy a sajatfiiggvenyek

(b1 -cos(kx)+aq -sin(kx))- (ba-cos(ly) +az-sin(ly)) - (bs-cos(mz)+as-sin(mz))

(5.4.1)
alaktuak, a megoldas pedig
u(z,y, z,t) Z Z Z hi(t) - (b1 - cos(kx) + ay - sin(kx))-
k=0 1=0 m=0
hi(t)(bg - cos(ly) + ag - sin(ly)) - hy(t)(bs - cos(mz) + ag - sin(mz))
(5.4.2)

alakt, ahol hy(t), hy(t), h,(t) az id6t6] fiiges tagok.

6. Példak

A kovetkez6kben megnéziink néhany példat a hévezetési egyenlet megolda-
sara a Fourier modszer segitségével egy dimenzidban, és megnézziik a feladat
alakjat harom dimenziéban.

6.1. Egydimenziés eset

A homogén hévezetési egyenlet egy dimenzioban (3.1) alapjan:

aholDzﬁ
cp

u(x,0) adott, ahol t € (0,7), =z € (0,m)
u(0,t) —s- 0,u(0,t) =0 te€(0,7)
u(m,t) —s- Opu(m,0) =0 te(0,7)
Itt a peremfeltételt homogénnek vessziik. Termeészetesen altalaban nem az,

de konnyen kaphatunk homogén probléméat bel6le gy, hogy vesziink egy
uy(x,t) fliggvényt, amire a peremfeltétel teljesiil, és azt u(z,t)-bél kivonjuk.
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Ekkor u(z,t) — uy(z, t)-re homogén feltétel teljesiil, és az egyenletet u(z,t) —
uy(z, t)-re oldjuk meg.

Az s paraméter a hévezetési és a hGatadasi tényez6 hanyadosa. A feladatot
a Fourier modszerrel megoldva a megoldést a - sin(kx) + b - cos(kz) alaku
fiiggvények linearis kombinaciojaként keressiik, ahol olyan a-t és b-t keresiink,
amikre teljesiil a peremfeltétel.

Behelyettesitve (5.2.2) alapjan:

a-sin(k0) — b - cos(k0) — X« (a- k- cos(k0) —b- k- sin(k0)) =0
a-sin(kr) +b-cos(km) — A (a-k-cos(kr) —b-k-sin(km)) =0

Egyszertisitve:
b—X-a-k=0
b- (=D = X-a-k-(-1)*F=0 (6.1)
=b=X-a-k

A megoldast ilyen alaktak linearis kombinécidjaként keressiik:
Z hi(t) - (a - sin(kx) + Aak - cos(kx))

Ahhoz, hogy u megoldas legyen, a kovetkezéknek kell teljestilnitik:
atu(x t) = 0u(z,t) =

O Z hi(t) - (a - sin(kx) + Aak - cos(kx) = 02 Z hi(t) - (a - sin(kx) + Aak - cos(kzx))

Z O¢hi(t) - (a - sin(kz) + Aak - cos(kx)) Z h(t) - (—ak? - sin(kx) — Aak® - cos(kx))

A sln(lm) és cos(kz) egyiitthatoinak a két oldalon azonosnak kell lenniiik
= O/hi(t) - a = hy(t) - (—ak®) Vk
& Ohi(t) - (Nak) = hi(t) - (—Xak?®) VEk

Kezdeti feltételre is sziikségiink van hi(0) meghatarozasahoz, amelyet az
alabbi egyenletb&l nyeriink:

Z hi(0) - (a - sin(kz) 4+ Aak - cos(kz))

Ha a feladatban nem 11yen alakban van megadva, akkor nekiink kell hasonlo
alakira hoznunk, ami mar egy dimenzidéban is nehézségekbe iitkozik:

sin(kz) —s-a- k- cos(kx)
ca = dt,
| (sin(kz) —s-a- k- cos(kx))|,
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kézzel méar nehéz kiszdmolni, érdemes valamilyen szamitoégépes programmal
(pl. Matlab) numerikusan kozeliteni. Egyelére nézziink most egy példat egy
konkrét kezdeti feltételre, ahol k = 2

u(z,0) = (sin(z) + s - cos(z) — (sin(2x) + 2 - s - cos(2x)) (6.2)
Innen hy(t) és hy(t) konnyen kiszamithato: hj(t) = hy(t) - (—k?)

sy hi(t)
hl(t) - hl(t) ' (_1) = hl(t>

Ez egy linearis differencidlegyenlet, aminek megoldasa a koévetkez6 modon
kaphat6 meg:

/Zigg = /—1dt = 1n|h1(t)| = —t-c = hl(t) — et o

a kezdetl feltételbdl:
h1(0)21$01'€0:1—>01:1.
Hasonloan hy(t) is kiszamithato:

=-1

hy(t)
R (t) = ho(t) - —4 22—
2( ) 2< ) = hQ(t)
ho (t
/ 2( ) :/—4dt:>1n|h2(t)| = —4t - cy :>h2(t) :6_4t'02,
ha(t)
a kezdeti feltételbdl:
hQ(O) =—1=cy- el =_1= cy = —1.

gy a megoldas:

u(z,t) = e " - (sin(z) + s - cos(x)) — e * - (sin(2x) +2 - 5 - cos(2x)) (6.3)

Ezt harom konkrét A [6] értékre és peremfeltételre nézziikk meg a kovetkezsk-
ben.
Még miel6tt konkrét értékekre szamolnénk ki a megoldast, fontos ismét meg-
emliteni, hogy harmadfaji peremfeltétel esetén a héatadasi tényezét is fi-
gyelembe kell venniink. Ezt altaldban a h6vezetési tényezd és a kiilsG-belss
hémérsékletek segitségével szamolhatjuk ki, az alabbi képlettel, amelyet a [7]
munka tartalmaz.

(e 1)~ T) = 2% - (uz, 1) ~ Ti)

ahol T}, a kiilsé hémeérséklet, A\, a kiils§ kdzeg hévezetési, n pedig a hGatadési
tényezG. Ebbdl lathato, hogy a hGatadasi tényezét a kozeg hévezetési ténye-
zGje és a hévezetésben résztvevs anyagréteg vastagsaga befolyasolja.
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6.1.1. Beton

A beton hévezetési tényezdje 2,1 mﬂK, [6] azaz most A\ = 2,1. A levegé

(vagyis most a kiils6 kozeg) hévezetési t(:anyezfije 0,024 2= a fal vastagsaga
pedig legyen ezentil egységesen 10 cm. Igy n = % =0, 24mV2V_Kv

s h6vezetési és hGatadasi tényezd hanyadosa most s; = 8,75
gy az eléz6leg bemutatott példa alapjan a kezdeti feltétel (6.2) segitségével:

amibdgl az

u(z,0) = (sin(z) + 8,75 - cos(x) — (sin(2z) + 17,50 - cos(2z))
A megoldas pedig (6.3) alapjan:

u(z,t) = e " (sin(z) + 8,75 - cos(z)) — e * - (sin(2z) + 17,50 - cos(2x))

20
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1. abra. A hé az id6 és tér fliggvényében és a kezdeti feltétel beton esetén.

6.1.2. Uveg

Uveg esetén a hévezetési tényezd Ay = 1 [6], amib6l sy = 4, 1667 =~ 4,17 hy(t)
és ho(t) ugyanaz marad, és (6.2) és (6.3) alapjan:

u(z,0) = (sin(z) + 4,17 - cos(z) — (sin(2z) + 8,34 - cos(2z))
A megoldas igy:

u(z,t) = e (sin(z) + 4,17 - cos(z)) — e* - (sin(2z) + 8, 34 - cos(2z))
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2. abra. A hé az id§ és tér fiiggvényében és a kezdeti feltétel iiveg esetén.

6.1.3. Valyog

A valyog hdvezetési tényezGje A3 ~ 0,22, [6] s3 = 0,9167 ~ 0,92 (6.2) alapjan
a kezdeti feltétel:

u(z,0) = (sin(z) + 0,92 - cos(x) — (sin(2z) + 1,84 - cos(2x))
A megoldas (6.3) alapjan:

u(z,t) = e " (sin(z) + 0,92 - cos(z)) — e - (sin(2z) + 1,84 - cos(2z))

ENNY

3. dbra. A hé az id§ és tér fliggvényében és a kezdeti feltétel valyog esetén.
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6.2. A feladat felirasa harom dimenziéban

(4.1), (4.1.1) és (5.4.1) formulék alapjan a haromdimenzios hévezetési egyen-
let, ha Fourier-modszerrel szeretnénk megoldani egy egységnyi, 7 éld kockan:

Owu(z,y,z,t) = D - Au(x,y, z,t)

s-v(x)u(0,y, z,t) +u(0,y,2,t) =0
s-v(z)u(r,y,z,t) +u(m,y,2,t) =0
s-v(y)u(z,0,z,t) + u(z,0,2,t) =0
s-v(yu(z,m, 2, t) +u(z, 7, 2,t) =0
s-v(z)u(z,y,0,t) + u(z,y,0,t) =0
s-v(2)u(z,y,m 1) +u(z,y,m,t) =0

u(z,y, z,0) = Ty(t)

ahol a peremfeltételeket az egyszertiség kedvéért megint homogénnek vessziik.
Behelyettesitve és felhasznalva, hogy az egydimenziés esetnél méar lattuk,
hogy a bézisfiiggvény b egyiitthatoja egyenlé —s - a - k-val kapjuk, hogy

[c o IENNe S BNe ]

O Z Z Z hi(t) - (ay - sin(kx) — s - ay - kcos(kx))-

hy(t) - (ag - sin(ly) — s - ag - k - cos(ly))-

hm(t) - (a3 - sin(mz) — s -as - k - cos(mz) =
= Ahy(t) - (a1 - sin(kz) — s - ay - k cos(kx))-
hi(t) - (ag - sin(ly) — s - ag - k- cos(ly)) - hpm
= 0?hi(t) - (a1 - sin(kz) — s - a; - kcos(kx)
hy(t) - (ag - sin(ly) — s - ag - k- cos(ly)) - hp
+ 02hi(t) - (ay - sin(kz) — s - a1 - kcos(kx)
hi(t) - (ag - sin(ly) — s - ag - k- cos(ly)) - hy(t) - (az - sin(mz) — s - as - k - cos(mz) =
+ 0?hi(t) - (ay - sin(kx) — s - ay - kcos(kx))-
hi(t) - (ag - sin(ly) — s -ag - k- cos(ly)) - hpm(t) - (a3 - sin(mz) — s - az - k - cos(mz) =

t) - (a3 -sin(mz) — s-az - k- cos(mz) =

)

(

).

(t) - (a3 - sin(mz) — s - a3 - k- cos(mz) =
).

(

)

ahol a sin(x), cos(z), sin(y), cos(y), sin(z) és cos(z) egyiitthatoinak rendre meg
kell egyezniiik. A kezdeti feltételt is hasonl6 alakara kell hozni, ahol
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u(z,y,2,0) = Z Z Z hi(0 - (a1 - sin(kz) — s - ay - kcos(kz))-

k=0 =0 m=0

hi(0) - (ag - sin(ly) — s - as - k - cos(ly)) - hy,(0) - (a3 - sin(mz) — s - az - k - cos(mz)

Ennek a megoldasat szamitogép nélkiil mar szinte lehetetlen kiszamolni,
kiilonb6z6 matematikai programcsomagok segithetnek benne. A Matlab se-
gitségével példaul gyorsan megtaldlhatjuk egy fiiggvény Fourier-sorfejtését,
bar hdrom dimenziéban méar az is nehezebb.

A dolgozatban ezért az olyan részletes példa leirastol, mint amilyet egy di-
menzidban vizsgaltunk, eltekintiink, helyette a kidramlé hé mennyiségét vizs-
galjuk meg harom dimenzi6 esetében.

7. A kidaraml6 h6 mennyisége

Egy fontos kérdés a hévezetéssel kapcsolatban a vald életben a kidramlo hé
mennyisége, amit a hévezetési egyiitthato befolyasol. Hazépitésnél igyek-
sziink olyan anyagokkal dolgozni, amik jol tartjak a hét, télen nem hil ki,
nyaron pedig nem melegszik fel tilsdgosan a haz.

7.1. Az egydimenzibs eset

Ha nincsenek forrasok és nyelGk, hanem csak két kiilénboz6 hémérséklet a rad
két pontjain, (3.3.1) szerint egy dimenzios esetben Qp; = —k(z)d,u(z,t). Ez
alapjan az el6z6 részben példanak valasztott hévezetési tényezokkel nézziik
meg, hogyan valtozik a kidramlé hé mennyisége. Hogy a kiilonb6z6 hévezetési
egyiitthatoknél a kidraml6 hémennyiség kiilonbsége latszodjon, 77 = 25°C,
Ty = —5°C, d = 10 em és A = 1 m? mindharom esetben.

7.1.1. Beton

Az eléz6 példdnal mar kiszamoltuk, hogy beton esetén az s; = 8,75, ebbdl,
és a (6.3) formulabol:

u(z,t) = e " (sin(x) + 8, 75cos(z)) — e * - (sin(2z) + 17, 5 cos(2x))
Qi = 51 - 0pe™" - (sin(z) + 8,75 cos(w)) — e - (sin(2x) + 17,5 cos(2z))
= 48,75 (e7" - cos(x) — 8, 7THsin(x) — e - (2 cos(2x) — 35 - sin(27))
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Kiaramlé hé

—x=0
P Il Il Il Il Il Il 1 Il
1OO 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1

X

4. abra. A kidraml6 hé mennyisége a két végpontban kiilén-kiilén, az id§
fiiggvényében beton esetén.

(3.3.4) szerint pedig instacionérius esetben az egységnyi idg alatt kidram-
1k cono. Ti—T
16 h6mennyiség: 4
0,1 30

= 1~ ~0,04761 W= — 1~ 1.
Ry =57 ~0,047619 = Q1 = g 630, 0001

Erre a példara, és a tovibbiakra tekintettel fontos megjegyezni, hogy mig a
(3.3.1) képlet altalanosan irja le a kiaramlo hémennyiséget, az egyszeriibb,
(3.1) csak stacionarius hdvezetés esetében alkalmazhato.

9

7.1.2. Uveg

Az iiveg h§vezetési tényezbje Ay = 1,89 = 4,17 [6] alapjan, igy (6.3) és (3.3.1)
formulak segitségével:

u(z,t) = e " - (sin(z) + 4,17 cos(z)) — e * - (sin(2z) + 8, 34 cos(2x))
Qi = 4,17 (e7" - cos(x) — 4, 1Tsin(z) — e * - (2 cos(2z) — 16, 68 - sin(27))
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Kiaramlo ho

—X=n
—x=0

o I L ! I I I
5O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

5. 4dbra. A kidraml6 hé mennyisége a két végpontban kiilon-kiilon, az id6
fiiggvényében iiveg esetén.
(3.3.4) formula alapjan pedig:

01 2 30
Ro=""=0.1> = .1= w.
2 1 , Q2 0.1 300

7.1.3. Valyog

Vélyog esetén a hivezetési tényezs \3 ~ 0,22,[6] alapjan, s3 ~ 0,92, (6.3) és
(3.3.1) formulak segitségével:

u(z,t) = e " (sin(z) + 0,92 - cos(z)) — e * - (sin(2z) + 1,84 - cos(2z))
Qri = 0,92 - (7" - cos(x) — 0,92sin(z) — e - (2 - cos(2x) — 3,68 - sin(27))
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Kiaramloé hé

6. dbra. A kidraml6 hé mennyisége a két végpontban kiilon-kiilon, az id6
fiiggvényében valyog esetén.

(3.3.4) alapjan:
0.1

Ry = 25~ 0,454545 = Q3 = -1 = 66,061V

0, 454545

p|

7.1.4. T6bb rétegt fal

Mar egy dimenzidban is lathatd, milyen sokat segithet, ha szigetelGanyaggal
vonunk be egy rossz hGvezetést falat. Most az el6z8, 10 cm-es betonfalhoz 1,
3, és b cm iiveggyapotot téve latszik, (3.3.4) alapjan hogy mennyivel csékken
a feleslegesen kidraml6 hé mennyisége. Az iiveggyapot hévezetési tényezGje
Ay = 0,04 |6] alapjan.

AL

Q1= 0, 0476f§+ 025 1~ 100.8W
P

Qs = % 1~ 37,6119
PR
Q’5=%-1%23,193W

Lathato, hogy mar 1 cm-nyi szigetelés is koriilbeliil a hatodara, 5 cm-nyi
pedig koriilbeliil a huszonhatodara csokkenti a kidramlé hémennyiséget.
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A kiszamitott megoldasokbol is lathato, hogy a kidramlé héGmennyiség a
hévezetési tényezével majdnem egyenesen aranyos. Azért nem mondhatjuk,
hogy egyenesen aranyos, mert u(z, t) kiszamitasanal mar a kezdeti feltételben
is megjelenik az s hGvezetési tényezs, és hGaramlasi tényez6 hanyadosa és ezt
valtoztatva nem csak magat az egyiitthatot, hanem a megoldast, és végsdso-
ron a derivalt értékét is befolyasoljuk vele. Még mindig az eredeti, egyszert
példanknal maradva szemléltetve, ha a s értéket a dupldjara noveljiik, nem
vesztiink kétszeres mennyiségii hét. Ugyanis (3.3.1) alapjan:

Qri = —$ - Opu(x,t) (5.3.1) szerint
= —s(k - cos(kx) — 2 k- ssin(kx))

ahol csak a s nagysagrendjét figyelembe véve ~ —ks + 2ks? nagysagrendi a
kidaramlé hé mennyisége. Ezt a s mennyiséget a duplajara novelve:

Qri = —2s - Oyu(x,t)
= —2s(kcos(kx) — 2 - k- 2ssin(kx)

ahol megint csak s nagysagrendjét figyelembe véve —2ks + 8ks? nagysag-
rendd hé aramlik ki. Latszik, hogy nagysagrendileg mindkét esetben ~ s2
nagysagrendid hdé aramlik ki, viszont az eredeti tényez6t megduplazva nem
a duplajara nG, hanem a kezdeti feltételtsl és igy a megoldéstol fiiggGen
bonyolultabban valtozik.

7.2. A haromdimenziés eset

Altalanosan a kiaramlo h6mennyiség egy irdnyban

Qki =-S5 auu(may7zut)>

(vagyis a hGaramstiriiség) ez alapjan nézziik meg, mennyi hé aramlik ki az
egyes éleken.

Anélkiil, hogy barmilyen konkrét példara néznénk, felirhatjuk, hogy az z, vy,
z éleken hogyan szamithato ki a kidramlé hé mennyisége. A szamités leveze-
tése nélkiil, a Matlab diff beépitett fliggvényének segitségével a kiilonbozo

parcialis derivaltak, ha az u(z,y, z,t) altalanos alakjat, vagyis az
oo o0 (o)

u(z,y,z,t) = >, > > (sin(x)—sy cos(kx))(sin(y)—s1 cos(ly))(sin(z)—s3 cos(mz))
k=0 i=0 m=0
alakot nézziik. A kiilénb6z6 derivaltaknal a szumméat a konnyebb atnézhe-

tGség érdekében egyelére elhagyjuk, az nem befolyasolja az egyes derivaltak
értékét.
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1. Az z szerinti derivalt:

(s9 - cos(ly) —sin(y)) - (s3 - cos(mz) —sin(z)) - (s1 - k - sin(kzx) + cos(x))

2. Az y szerinti derivalt:

(s1 - cos(kx) — sin(x)) - (s3 - cos(mz) — sin(z)) - (sg - I - sin(ly) + cos(y))

3. A z szerinti derivalt:

(s1 - cos(kx) — sin(z)) - (s9 - cos(ly) — sin(y)) - (s3 - m - sin(mz) + cos(z))
A gradiensvektor ezek alapjan:

(s1 - cos(kx) —sin(z)) - (s3 - cos(mz) — sin(z)) - (so - [ - sin(ly) + cos(y))
(s1-cos(kx) —sin(x)) - (sq - cos(ly) — sin(y)) - (s3 - m - sin(mz) + cos(2)).

(
(

(s9 - cos(ly) —sin(y)) - (s3 - cos(mz) —sin(z)) - (s1 - k - sin(kx) + Cos((x)) ]
1

\]

)

Aminek segitségével az iranymenti derivalt igy :

vEgradu = %1(s; - cos(ly) — sin(y)) - (s3 - cos(mz) — sin(z)) - (s1 - k - sin(kz) + cos(z))+
+ +1(s1 - cos(kx) — sin(x)) - (s3 - cos(mz) — sin(2)) - (s2 - [ - sin(ly) + cos(y))+
+ +1(sy - cos(kx) — sin(z)) - (s2 - cos(ly) — sin(y)) - (s3 - m - sin(mz) + cos(z)),
7.2.2
ahol v* egyeldre az egységvektor, ami az adott peremtdl kifelé mu(tat. )
1. z = 0 esetén:
Qrio = —s-v(z) - Vu(z,y, 2, t) =

=—5-(=1,0,0) - Vu (723)

(y = 0 és z = 0 esetén csupan annyi valtozik, hogy az irdnyvektor rendre
(0,—1,0) és (0,0,—1).
2. x = 7 esetén:

Qrix = —5-v(x) - Vu(z,y,2,t) =

7.2.4
=—s5-(1,0,0) - Vu, ( )

(a masik iranyhoz hasonloan y = 7 és z = 7 esetén az iranyvektor (0,1,0) és
(0,0,1))

Ezeket felhasznalva megnézhetjiik, hogy a hévezetési és hGatadasi tényezdk
valtozasa hogyan befolyasolja a kidramloé hé mennyiségét az egyes éleken.
El6szor feltessziik, hogy a hévezetési és hGatadasi tényezd minden esetben
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ugyanakkora, persze a valo életben altalaban ez sincs igy. Gondoljunk csak
arra, hogy egy haz alja a folddel van kolesonhatasban, a oldalai és a teteje
pedig a levegével, bar itt is kiilonbséget kellene tenniink az oldalak és a tetd
kozott (az oldalfalakt pl. jobban fujja a szél, a tet6t jobban éri a hiivis esd,
sth.)

7.2.1. Azonos hévezetési és h6atadasi tényezdk esete

Ez a legegyszertibb és legidedlisabb eset is, tegyiik fel, hogy a az éleken a
hévezetési és hGatadasi tényezd hanyadosa mindenhol s, a hévezetés stacio-
narius és homogén, valamint a peremfeltételek is homogének.

Ekkor (7.2.3) és (7.2.4) szerint a kidramlo hémennyiség az egyes éleken:

Qki,O =—=s-v - Vu(x,y, Zat) es
Qkiﬂr = —S§- ]/+ : VU(%Z% Z,t),

ahol v* és v~ jeloli, hogy melyik irdnyu egységvektorral kell megszoroznunk.

Emellett fontos megjegyezni, hogy ebben az esetben a két ellentétes irany-
ban (0 és m) ugyanannyi lesz a kidramlo hémennyiség. Feltettiik, hogy a
hévezetési és hGatadési tényezé s hanyadosa mindenhol ugyanannyi, igy a
kiilénb6z6 irAnymenti derivaltak Gsszege a 0 irdnyokban az el6z6 részben 1a-
totthoz képest egy kicsit valtozik(7.2.2) :

v~ Vu = (s-cos(ly) —sin(y)) - (s - cos(mz) —sin(2)) - (s - k - sin(kx) + cos(x))+
+ (s cos(kx) —sin(x)) - (s - cos(mz) —sin(z)) - (s - L - sin(ly) + cos(y))+
+ (s - cos(kx) — sin(x)) - (s - cos(ly) — sin(y)) - (s - m - sin(mz)+, cos(z)),
(7.2.5)
ahol v~ = (—1,—1,—1). Ugyanez a 7 iranyokban:

vTVu = —(s-cos(ly) —sin(y)) - (s - cos(mz) —sin(z)) - (s - k - sin(kz) + cos(x))—
— (s cos(kx) —sin(z)) - (s - cos(mz) —sin(z)) - (s - 1 - sin(ly) + cos(y))—

— (s - cos(kz) — sin(x)) - (s - cos(ly) — sin(y)) - (s - m - sin(mz)—, cos(z)),

ahol vT = (1,1,1). A kett6 lathatoan tényleg egyenls, igy a tovabbiakban
nem szamoljuk ki mindkét iranyban, csak az egyik iranyban kidraml6 hét
szorozzuk kettével.

Minden iranyban s-sel szorzoédna a gradiens, igy Gsszesen 3s-sel kell szoroz-
nunk a kiilonb6z6 iranya derivaltakat.

Igy latjuk, nagysagrendileg ~ 18s? nagysagi a kiaramlo hé mennyisége (pon-
tosabban ~ 18s%- k-1 -m, de mivel ezek fiiggetlenek az s valtozésatol, ebbsl
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a szempontbol el is tekinthetiink t6liik).
s helyett most 2s-re nézve:

Qki =—25-v- VU(fL’,y,Z,t)

ahol az adott irdnyu derivaltak Osszege is megint valtozik (7.2.2), (7.2.1),
(7.2.3) formuldk alapjan:

2-vVu =2-(2s-cos(ly) —sin(y)) - (2s - cos(mz) —sin(z)) - (2s - k - sin(kzx) + cos(z))+
+ (2s - cos(kx) — sin(x)) - (2s - cos(mz) —sin(z)) - (2s - [ - sin(ly) + cos(y))+
+ (25 - cos(kx) — sin(z)) - (2s - cos(ly) — sin(y)) - (2s - m - sin(mz)+, cos(z)),
(7.2.6)
amit visszahelyettesitve maris ~ 288s*(-k - [ - m) nagysagrendd a kidramlo
hg, tehat a 16-szorosara nétt.
Természetesen itt is befolyasolja egymast a hévezetési tényezd és igy a gradi-
ens valtozasa, nem lehet egyszertien egyenes (vagy négyzetes, stb.) aranyos-
sagot talalni a tényez6k hanyadédnak nagysaga és a kidramloé hG mennyisége
kozott.

Innen mar sejthets, hogy ha az egyik oldalon sokkal nagyobb (vagy épp sokkal
kisebb) hévezetési és igy hSatadasi tényezs van, az mennyire befolyasolhatja
a kidramlo hé mennyiségét.

7.2.2. Kiilonb6zd hévezetési és hdatadasi tényezék esete

Induljunk ki az el6z6 példabol, ahol még egyenlek voltak a tényezdk, és
nézziik meg, mi torténik, ha csak az egyik oldalon dupldjara noveljiik a h6ve-
zetési tényezdt, majd ehhez képest is megduplazzuk 6ket. Maradjon eredeti
az x és z éleken, és valtoztassuk az egyik y (y = ) élen. (7.2.1) és (7.2.3)
alapjan:

Qri = —s - vVu(z,y, z,t),

ahol az irdnymenti derivaltak Gsszege most (7.2.2):

vTVu = (25 cos(ly) —sin(y)) - (s - cos(mz) — sin(z)) - (s - k - sin(kz) + cos(x))+
+ (s cos(kx) —sin(x)) - (s - cos(mz) —sin(z)) - (2s - L - sin(ly) + cos(y))+
+ (s - cos(kx) — sin(z)) - (2s - cos(ly) — sin(y)) - (s - m - sin(mz) + cos(z)).
amit most 4s-sel beszorozva (1s-sel az x és z irdnyban, 2s-sel az y irdnyban)
s nagysagrendje ~ 24si(-k - 1-m).

Ehhez hozza kell még adnunk az ellentétes irdnyi kidramlé h6mennyiségeket,
ahol minden hdvezetési tényez6 maradt az eredeti, amit a (7.2.5)-ban méar
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kiszamoltunk, Osszesen tehat 24 + 9 = 33s* nagysagrendi a kiaramlé hé
mennyisége. Ha ezek utan a hévezetési és hdatadasi tényezdk hényadosat
mindeniitt a dupldjara emeljiik:

vVu = -(4s - cos(ly) — sin(y)) - (2s - cos(mz) —sin(z)) - (2s - k - sin(kx) + cos(z))+

+ (25 - cos(kx) — sin(x)) - (2s - cos(mz) —sin(z)) - (4s - L - sin(ly) + cos(y))+
+ (25 - cos(kx) — sin(z)) - (4s - cos(ly) — sin(y)) - (2s - m - sin(mz) + cos(z)).

Az el6zGekhez hasonldan most is 2s — 2s-sel szorzodik az x és z irdnyban, és
4s-sel az y iranyban, igy a kidAraml6 hé mennyisége mar ~ 384s%(-k-I-m) nagy-
sagrendi a kidramlé hémennyiség, ehhez hozzdadva a (7.2.6)-ban kiszamolt
mennyiség felét (144s1), 528s* nagységrendiire, tehat itt is a 16-szorosara
nétt (ahhoz képest, amikor mindeniitt ugyanannyi volt a hévezetési tényezd,
majdnem a 43-szorosara). Ebbdl latszik, hogy méar egyetlen oldal héveze-
tése, vagy a valo életben inkdbb hészigetelése is befolyasolja a kiaramlo hé
mennyiségét.

Ugy tiinik, hogy bizonyos hévezetési és héatadasi tényezskkel rendelkezd koc-
kan, ha a hévezetési tényez6t a duplajara emeljiik, altaldnosan is elmondhato,
hogy 16-szorosara néhet a kiaramlé h6mennyiség. Kicsit részletesebben le-
irva az egyenletet latszik, hogy a sejtés az adott feltételek mellett igaznak
bizonyul ([0yu|, [Oyu], [0,ul-val most azokat a parcialis derivaltakat jelolve,
ahonnan s-t mar kiemeltiik):

25 - (s[0yu] - s[0:u] - 5[0pu]) + 5 - (s[Opu] - 5(0u] - s[Oyul)

+ 5+ (s[0pu] - 5[0yu] - s[0:u])
=2(s+5+5) - ((s° [Oyu] - 0] - [Ozu]) + (5° - [Opu] - [0:u] - [Dyu])

+ (57 [Opu] - [9yu] - [0:u])
= 65 - 35" - ([0,u][0,u][0.u])
= 185" - ([0z][0,u][0:u])

2 2s - [2s[0yu] - 25[0,u] - 25[0,u]) + 25 - (2s]0yu] - 25[0,u] - 25[0yu])
+ 25 - (2s[0,u) - 2s5[0yu] - 250, u)]
= 2(2s + 25 + 2s) - (85" - [Q,u] - [0.u] - [Dpu]) + (85 - [Dpu] - [0.u] - [Oyul])
+(8s% - [0pu] - [9yu] - [9:u))
=2-2-(3s)-8-(35°) - ([0su][0yu][0.u])
=16 - 185" - ([0,u][0,u][0.u]) (= 288 - s*).
A valo életben a hévezetési és h6atadasi tényezé aranyat azonban nem

tudjuk ilyen konnyen befolyasolni (emlékezziink vissza, hogy az egydimenzi-
0s példanal is csak egy kozelitd értékkel szamoltunk a héatadasi tényezdre).
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A val6 életben a héatadasi tényez6 (pontos) kiszamolasa ennél kissé bonyo-
lultabb, nem csak a hévezetési tényez6tol és a kozeg méretétdl, de a kozegek
hémérsékletétdl is fiigg.

8. Tovabbi kovetkeztetések

Béar a dolgozatban vizsgalt hévezetési egyenlet a hdrom peremfeltétellel a
kiilonb6z6 szamitasi példakban leggyakrabban el6fordulo alapeset, ilyen sar-
kitott, minden szempontbol idedlis kornyezetben vizsgalt példakban kénnyen
kovetkeztethetnénk tévesen a hé terjedésének altalanos mechanizmusara. A
valo életben azonban a hévezetés nem homogén (ahogyan altalaban a pe-
remfeltételek sem), a hévezetd anyagok sem tokéletesen homogének, és a
hoatadasi tényezd is kiillonboz6 a belss és kiils§ feliileteken (mivel fiigg a
hémérsékletektsl). Emellett a valosdgban nem csupan hévezetés torténik,
hanem egyszerre megy véghe hévezetés a vizsgalt kozegen beliil, és hGatadas
a kozegek feliiletén. Ennek vizsgalatdban a legnagyobb nehézséget az okozza,
hogy héatadas soran nem csak hévezetés vagy csak h@szallitas torténik, ha-
nem egyszerre van jelen benne a hévezetés, a hGszallitas és még a hGsugarzas
is. Ennek matematikai leirdsa tovabbi vizsgalatokra ad lehetGséget.
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Koszonetnyilvanitas
Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Izsdk Ferenc tanar turnak, hogy

megismertette velem ezt a témat, és a sok segitséget és tiirelmes magyaraza-
tot mind a matematikai, mind a technikai kérdésekben.
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