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Bevezetés

Szakdolgozatom 6 témaja a differencidlegyenletek stabilitasanak vizsgalata. A kovet-
kezo kérdésekre keresi a valaszt: Mit jelent a stabilitas? Mikor nevezhetiink egy diffe-
rencidlegyenletet, annak egyensilyi helyzetét stabilnak?

A témavilasztasomnak alapvetéen két oka volt. Az egyik, hogy szerettem volna be-
mutatni egyfajta kapcsolatot a matematika egyes teriiletei kozott, ezzel is erdsitve azt a
tényt, hogy a matematika minden aga Osszefiigg. A masik pedig, hogy szerettem volna
a matematikanak egy olyan részét vizsgdalni, amelyet az egyéb tudomanyokban is gyak-
ran haszndlnak. Vialasztasom a szamomra legérdekesebb két teriiletre esett, a linedris
algebrara és a differencidlegyenletekre.

Az algebra az egyik els6 és legtobbet vizsgalt tertilet volt a matematika torténelmében,
illetve els6 matematikai tanulméanyaink is az algebrahoz kotheték. Az egyetemi éveim
alatt pedig mélyebb ismereteket szerezhettem réla, példaul megismerhettem a matrixokat
és azok spektralis tulajdonsagait, melyek a szakdolgozatom elso fejezetét képezik és meg-
hatarozo szerepet jatszanak a dolgozat egészében.

A differencidlegyenletek alkalmazdasa igen sokrétli. Felhasznéljuk ket a matematikén
tul a fizikdban, a biolégidban, a miiszaki tertileteken, és valamennyi természettudomanyban
is. fgy tehét a differencidlegyenletek a kiilvilaggal szoros kapcsolatot tartanak fent, segitik
az egyéb tudomanyokat, leirhatobba, egzaktabba téve azokat, azok folyamatait. Az egyik
leggyakoribb alkalmazdsa is erre utalhaté vissza, vagyis a folytonos folyamatok matema-
tikai leirasa, vizsgdlata, elemzése, mely a matematikai modellezés részét képezi.

Ezek altalaban Osszetett folyamatok, igy a hozzajuk tartozé differencidlegyenletek is

azok. fgy kiszamitasuk is nehéz, hosszadalmas és olykor lehetetlen. Ilyenkor keriil képbe



a stabilitds. Segitségével a pontos megoldas kiszamitasa nélkiil is képet kaphatunk a fo-
lyamatokrél, azok idébeli valtozasardl. Informaciét nyerhetiink arrél, hogy egy ,,kicsit”
megvaltoztatva az adott rendszer kezdeti feltételét, milyen hatassal lesz a megoldasara,
mennyire valtoztatja meg azt. Illetve ezeket szemléletesen is be tudjuk mutatni fazisképek
segitségével.

A dolgozat elso fejezetében linedris algebrabdl ismert négyzetes matrixokrol, azok
sajatértékeirdl és sajatvektorairdl lesz szd. Az ezekhez kothetd késobbiekben hasznélt
alapfogalmakat és tételeket vessziik sorra.

A masodik fejezetben bevezetjiik a kozonséges differencidlegyenleteket és azok stabi-
litdsanak meghatarozasahoz sziikséges ismereteket.

A dolgozat 6 fejezetének tekintheté harmadik fejezetben ratériink a stabilitasvizsgédlatra.
A legegyszerlibb esettel kezdve az altalanosig végignézziik, hogy milyen feltételek tel-
jesiilése esetén tudjuk megmondani egy egyensulyi helyzetrol, hogy stabil vagy instabil.
Ennek tanulmanyozésa négy lépésben fog torténni, eloszor vizsgaljuk a skalaris, majd a
linedris kezdetiérték-feladatot, ezt kovetoen attériink a szemilinedris esetre, végiil pedig ki-
mondjuk a nemlinearis differencidlegyenlet-rendszerre is a stabilitasrél szolo tételt. Ennek
a négylépéses vizsgalatnak az érdekessége, hogy mind egymaésra épiil. Latni fogjuk, hogy
az éppen tanulmanyozott differencialegyenlet-rendszer minden esetben visszavezetheto az
eggyel korabbira.

A differencialegyenleteknél érdemes sokszor az osszefiiggések szemléltetéséhez fazisképet
késziteni. A kovetkezd fejezetben a gyakorlatban gyakran felbukkand 2 x 2-es linearis
differencialegyenletek egyensulyi helyzete koriili fazisképeket fogunk bemutatni. Meg-
vizsgaljuk, milyen alakiak lesznek az egyes fazisképek és megmutatjuk az Osszefiiggést
a 2 X 2-es matrixunk sajétértékeivel.

Az utolso fejezetben a differencidlegyenletek egy bioldgiai alkalmazasan keresztil mu-

tatjuk be az eddig vizsgaltakat.



1. fejezet

Matrixok spektralis tulajdonsagai

A fejezetben a linedris algebrabdl ismert métrixokrol, azon beliil is a négyzetes matrixokrol
lesz sz6, azaz olyan valés vagy komplex elemii matrixokrol, melyeknek d sora és d oszlopa
van. Ezek spektralis tulajdonsagairél mondunk ki olyan tételeket és definicidkat, amelyeket

fontosak lesznek a dolgozat késobbi fejezeteiben is.

1.1. Matrixok sajatértékei, sajatvektorai

El6szor definialnunk kell, mit jelentenek egy matrix sajatértékei, sajatvektorai és sajatalterei.

1.1.1. Definicié. Egy A € C skaldrt az A € C™? mdtriz sajdtértékének neveziink, ha
létezik olyan v € C? nemnulla vektor, amelyre Av = v teljesiil. Az ilyen v vektorokat
az A matriz \ sajatértékhez tartozo sajdtvektoranak hivjuk. Ezen vektorok és a nullvektor

daltal alkotott alteret pedig a A sajatértékhez tartozo sajataltérnek nevezzik.
1.1.2. Tétel. Minden sajdtvektorhoz csak eqy sajatérték tartozik.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy A, u € C sajatértékek esetén is teljesiil a v vektorra, hogy
Av = Mo, illetve Av = pwv. Ekkor mivel a sajatvektor definicidjabdl tudjuk, hogy v # 0,
igy csak A = p esetén éllhat fenn a két egyenléség. [

Természetesen az 1.1.2. Tétel forditva mar nem lenne igaz, mivel egy sajatértékhez
tobb sajatvektor is tartozhat. Példaul, ha v vektorra fenndll az egyenloség, akkor v

skalarszorosaira is teljestil.



1.2. Karakterisztikus polinom

A karakterisztikus polinomokra a sajatértékek meghatarozasahoz van sziikségiink.

1.2.1. Tétel. Egy A € C skaldr akkor és csak akkor sajdtértéke A-nak, ha az (A — \I)

matriz determindnsa det(A — XI) = 0.

Bizonyitas. Az 1.1.1. Definicié szerint A sajatértéke A-nak, ha v # 0 esetén Av = Av. Ezt
atrendezve kapjuk, hogy (A — Al )v = 0, azaz A pontosan akkor sajatérték, ha van ennek
az egyenletrendszernek nemtrivialis megoldasa. Ezzel ekvivalens, hogy det(A — A\I) = 0.
O

A kovetkez6 definiciébdl latni fogjuk, hogy az el6z6 tétel végén latott egyenlet balol-

dalat szoktuk karakterisztikus polinomnak nevezni.

1.2.2. Definicié. Legyen az A mdtrix

a;pr a1 ... Q14
a21 Q29 ... Q24

A= , (1.1)
agr Qg2 ... Qg4

valamely a; ; € C szdmokra, aholi,j =1,...,d ésd &€ N.

Az A karakterisztikus polinomgjdn a

a1 — T 19 Ce Q14
a Qg — T ...  Qgg
ka(v) =det(A—zl)=| % ’ (1.2)
aq1 (07 7) oo Qgqg — X
polinomot értjiik, ahol a | - | a mdtriz determindnsdt jeldli.

1.2.3. Definicib. Legyen \ € C sajdtértéke az A € C>*? mdtriznak. A \ algebrai multip-

licitasa k, ha a \ k-szoros gyoke az A mdtrix karakterisztikus polinomjanak.

Felhasznélva az eddig latottakat, ki tudjuk szamolni egy adott matrix sajatértékeit és

sajatvektorait. Frrol szol a kovetkezo példa:



1.2.4. Példa. Hatarozzuk meg az aldbbi A matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

-1 -2 -2

Megoldas. El6szor hatarozzuk meg az A matrix karakterisztikus polinomjat, az 1.2.2.

Definicié alapjan

-1-X -2 =2 0
det(A —\) = 0 -2 1 =109
1 2 2= 0

alakl, melyet kiszamitva kapjuk a

det(A— AT) = —A(=1 = X)(2—A) =2 — (2)) — (2(—=1—\)) =
— (—1= )X =20) = A1+ (2-A) =0

egyenletet.

Ebbdl tisztan latszik, hogy a karakterisztikus polinom gyokei, azaz a matrix sajatértékei
)\1:(), )\2:—1, )\3:2

A sajatvektor szamitasa kozben az egyszerliség kedvéért legyenek a v sajatvektor koor-

dinatai v = (z, vy, 2). Sorba véve a sajatértékeket keressiik a hozzajuk tartozé sajétvektorokat.

(i) A Ay =0 eset.

Ekkor az (A — 0I)v; = 0 egyenlet nemtrividlis megoldédsét keressiik. Elemenként

kiirva
-1 -2 =2 T 0
0 0 1 Y =10
1 2 2 z 0



A kovetkezo 3 egyenletet kapjuk:

—r—2y—22=0
z=10

r+2y+22=0.

Ebbdl x = =2y és z = 0 adddik.

Tehat a A\ sajatértékhez tartozd sajatvektor

—2
v =0 1
0,
alaku, ahol ¢; € R tetszoleges konstans.
(i) A Ay = —1 eset.
Ekkor (A + 2[)vy = 0, azaz
0 —2 -2 x 0
0o 1 1 y | =10
1 2 3 z 0

egyenlet megoldasat keressiik. Ebbdl az egyenleteket az alabbi formaban irhatjuk
—2y—22=0
y+z2=0
T+2y+32=0
és kapjuk, hogy y = —2 és —z = . fgy a Ao sajatértékhez tartozo sajatvektor

—1

ahol ¢y egy valds tetszoleges konstans.
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(iii)) A A3 = 2 eset.

Ebben az esetben az (A — 21)vs = 0 egyenlet

-3 -2 -2 T 0
0 -2 1 y | =10
1 2 0 z 0

alaku, melybdl a kapott egyenletek:

—3r —2y—22=0
—2y+2=0
x4+ 2y =0,
melyek megoldasai z = 2y és —2y = x. Ezért a A3 sajatértékhez tartozé sajatvektor

—2
V3 = C3 1

2

alaku, ahol c3 € R tetszoleges konstans.

1.3. Minimalpolinom

Ebben a szakaszban a teljesség igénye miatt megemlitiink néhany, a sajatértékekhez kap-

csolodd tételt a minimalpolinomokrol, melyeket bizonyitas nélkiil kozliink.

1.3.1. Definicié. A p polinom az A € C™? mdtriz minimdlpolinomja, ha p # 0 a(z

eqyik) legkisebb foku olyan polinom, amelynek az A gydke.

1.3.2. Tétel. Minden A matriznak létezik minimdlpolinomja, és ez konstans szorzo erejéiqg

eqyértelmd.

A miniméalpolinom sajatértékekkel valé kapcsolatat a kovetkezo tétel hatarozza meg.
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1.3.3. Tétel (Cayley—Hamilon-tétel). A minimdlpolinom osztdja a karakterisztikus poli-

nomnak.

Innen kovetkezik, hogy az A matrixhoz tartozé minimalpolinom gyokei éppen az A
matrix sajatértékei. Illetve az 1.3.1. Definiciobdl az is lathatd, hogy az A minimalpolinomja
az A matrix karakterisztikus polinomjanak oszt6i koziil a legalacsonyabb foki normélt

polinom, melynek az A méatrix gyoke.

1.4. Hasonlésag és diagonalitas

Az ebben az alfejezetben 1év6 tételek kulcsfontossdgiak lesznek a linedris differencidlegyenletek

stabilitasanak vizsgalatakor.

1.4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A € C>*4 és B € C™? mdtrizok hasonldak, ha
létezik olyan invertdlhaté C' mdtriz, melyre B = C~YAC teljesiil. Jelolés A ~ B.

A kovetkezo éllitasra szitkségilink lesz az 1.4.3. Tétel bizonyitasdhoz.
1.4.2. Allitas. Ha A ~ B, akkor det(A) = det(B).

Bizonyitas. Legyen C invertalhaté matrix, melyre igaz, hogy A = C7!BC, tehat det(A) =
det(C~'BC). Ezt tovdbbalakitva kapjuk, hogy

det(C™'BC) = det(C~") det(B) det(C) = det(B),
mivel det(C) det(C~') = 1. Megkaptuk tehdt, hogy det(A) = det(B). O
1.4.3. Tétel. Ha A ~ B, akkor a kovetkezo tulajdonsdgaik megegyeznek:

o karakterisztikus polinom,
o sajatértékek,

e algebrai multiplicitas.

12



Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy C olyan invertalhaté métrix, hogy A = C~1BC. Atrendezve
kapjuk, hogy

A— X =C'BC-)XC'IC

A— X =CYBC - )\O)

A— N =CYB-\)C,
azaz A — Al és B — Al is hasonldak. A bizonyitashoz felhasznaljuk az 1.4.2. Tételt, mely
szerint a hasonlé méatrixok determindnsa megegyezik, tehat det(A — \I) = det(B — AI).
Ekkor az 1.2.2 Definicié alapjan az A és B matrixok karakterisztikus polinomjai meg-
egyeznek, igy annak gyokei is, azaz a sajatértékeik is, és azok algebrai multiplicitasai is.
OJ

A hasonlésagrél latott tételek utan térjink ra a diagonalizalhatosag témakorére.

1.4.4. Definicié. Az A € C¥™¢ mdtrizot diagondlisnak nevezzik, ha a fédtlon kivili

elemek 0-k, azaz

a1 0 0 0
0 a92 0 0
A= 0 0 ass ... 0
0 0 0 ... Qyq

alaki.

A fent definialt matrixok kozé tartoznak azok a matrixok is, amelyeknek a diagonalisaban
talalhatok nulldk, hiszen a féatlobeli elemekre nem tettiink kikotést. A diagonalis matrixoknak

értelemszeriien a féatlébeli elemei, pont a sajatértékek.

1.4.5. Definicié. Az A € C¥™? madtrizot diagonalizdlhaténak nevezziik, ha hasonld eqy

diagondlis matrizhoz, azaz ha létezik eqy olyan A diagondlis és eqy C' invertdlhato mdtriz,
hogy

A=CAC.
1.4.6. Tétel. Az A € C™*? mdtriz pontosan akkor diagonalizdlhato, ha van d linedrisan

fuggetlen sajatvektora. Ekkor a diagondlis mdtriz az A sajdatértékeibol, C pedig a sajdtvektoraibol

all.

13



Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy A € C?™*? diagonalizalhatd, azaz az 1.4.5. Definicié
értelmében hasonld egy diagondlis matrixhoz, azaz létezik olyan C' invertalhatéd méatrix,
hogy A = C~1AC diagonalis. Az egyenl6séget balrdl szorozva C-vel kapjuk a CA = AC
egyenletet. Legyenek C' oszlopvektorai rendre ¢y, ¢, ..., ¢q, azaz C = (¢; ¢ca ... ¢q)

és A = diag(A1, Ag, ..., Ag). Ekkor az eléz6 egyenlet matrixos alakja

A0 ..o 0
0 X ... O

(1 ¢ Ca) = A1 ¢ Ca) (1.3)
0 0 ... M\

A baloldali métrix j-edik oszlopa A;c;, még a jobb oldali matrixé Ac; alaku, azaz Ac; =
Ajcj. Tehat a sajatérték és a sajatvektor definicidjabdl egyértelmiien adddik, hogy A;
az A matrix sajatértéke és c; a hozza tartozé sajatvektor. Mivel C-r6l tudjuk, hogy in-
vertalhaté, igy oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek, tehat igaz az allitas egyik fele.

Most vizsgédljuk a masik iranyt. Ehhez feltessziik, hogy az A matrixnak létezik d darab
linedrisan fiiggetlen sajatvektora, jelolje ezeket a vektorokat c;, ahol j = 1,2,...,d, az-
az fenndll az Ac; = \jc; egyenldség. Ekkor igaz az (1.3) egyenléség, ahol legyen C' =
(c1 co ... cq) az el6z6 jelolések alapjén és legyen a jobb oldalon szereplé matrix A.
Innen felirhaté, hogy C~1AC = A, azaz A hasonl6 a A diagonalis matrixhoz, tehat az A

matrix diagonalizalhaté. [

1.4.7. Definicié. Az A mdtrixz ortogondlisan diagonalizdlhato, ha van olyan ortogondlis

C és diagondlis A, hogy CTAC = A.

A kovetkez6 bizonyitas nélkiil kozolt tételt felhasznaljuk a késébbiekben a diagonalis

matrixok stabilitasanak vizsgalataban.

1.4.8. Tétel. Az A € R4 mdtriz pontosan akkor diagonalizdlhaté ortogondlisan, ha

szimmetrikus.

A diagonalis métrixoknak egyik elénye, hogy egyszerii vele matrix miiveleteket végezni,

sajatértékei pedig konnyen leolvashatok.

14



1.4.9. Definicié. Legyen A € C¥¢ mdtriz, ekkor az exponencidlis fiigguénye
= A* 1 1
A _ el A2 A3
et =) o A AT A
k=0
Ez az 0sszeg 1étezik, hiszen ez egy abszolut konvergens sor.

1.4.10. Megjegyzés. Ha D egy diagonalis matrix, akkor a fenti definicié alapjan az

exponencialis fiiggvényének matrixos alakja:

10 ... 0 @ 0 ... 0 0 ... 0
2
01 ... 0 0 ay ... 0 0 2 0
el = + ’ + > +
00 1 0 0 aq 0 0 a
! (1.4)
e 0 0
0 e 0
0 0 ... e%

1.5. Altaldnositott sajatvektorok és a Jordan-normalforma

A matrixok nem minden esetben diagonalizalhaték. Ilyenkor is érdemes Oket egy jol
kezelheté formara hozni, amirél konnyebben lathatok a matrix tulajdonségai, illetve a
miveletek is egyszertibben elvégezhetok rajta. Ennek a formanak a megismerése el6tt be
kell vezetniink néhany fogalmat.

Az 1.4.6. Tételbdl tudjuk, hogy egy A € C¥¢ matrix pontosan akkor diagonalizalhat,
ha van d darab linearisan fiiggetlen sajatvektora. Ebbol egytttal az is kovetkezik, hogy egy
nem diagonalizalhaté matrixnak nincs d darab fiiggetlen sajatvektora. Ennek kikiiszobolésére

bevezetiink egy 1j fogalmat.

1.5.1. Definicié (Altalanositott sajatvektor). 4 v € C* nemnulla vektort az A € C™4
madtriz X € C sajdtértékhez tartozo dltalanositott sajatvektoranak nevezzik, ha valamilyen
k természetes szamra

(A — XDkv = 0 teljesiil. Ha k = 1, akkor a v sajdtvektor.

15



Ha k = 1 esetet nézziik, akkor (A — Al)v = 0, azaz pontosan a sajatértéket kapjuk

meg.

1.5.2. Definicié. Az dltalanositott sajatvektorokbdl dlle v; (i = 1,2,...,k) sorozatot
Jordan-ldncnak nevezziik, ha (A — X)v; = vy és (A — A)vy = 0. A Jordan-ldncot

szemléletesen szokds a kovetkezoképpen jelolnai:

A-XI A-MI A-XI A—XI
0 < vy 4 Uy R

A kovetkezo definiciéban egy olyan matrixot mutatunk be, amely része lesz a szakasz

bevezetében emlitett ,,majdnem” diagonalis matrixnak.

1.5.3. Definicié (Jordan-blokk). Azt a J € C*** mdtrizot, melynek fédtléjdaban azonos

A € C értékek dallnak, folotte 1-esek, az osszes tobbi elem pedig 0, azaz melynek alakja

A1 0 ... 00
Oox 1 ... 00
0 0 A 0 0
Jy = , (1.5)
00 0 Al
00 0 0 A
Jordan-blokknak nevezzik.
0, hal#m
Az (1.5) blokkot az (eg)m = egységvektorokkal véve, ahol ¢ =
1, hal=m

1,....késm=1,... k a kovetkezo egyenletrendszert kapjuk:
J)\el = )\61
Jrea = €1 + Aeg
J)\eg = €9 + )\63 )

J,\ek =€p_1+ )\ek

16



ami atrendezve

(J)\ — /\])61 =0
(J)\ - /\])62 = €1
(J)\ - /\1)63 = €9

(J)\ — )\[)Gk = Ck—1
alaku. Jordan-lanca pedig az aldbbi formét olti:

In—AI In—AI In—AI Jn—AI
0 e; < ey < R

Ekkor jol lathato, hogy Jy blokkoknak minden k hosszu egységvektor altaldnositott sajatvektora,
melyek linedrisan fliggetlenek.

Az (1.5) alaki blokkokbdl képezhetiink egy ugynevezett blokkdiagondlis matrixot,
azaz egy olyan matrixot, amelynek féatléjaban Jordan-blokkok allnak, minden mas eleme

pedig 0. A kovetkezd tételt bizonyitas nélkil kozoljiik:

1.5.4. Tétel (Jordan-féle normélforma). Bdrmely C¥*-beli mdtriz hasonld egy Jordan-
blokkokbdl dllé blokkdiagondlis mdtrizhoz. Tehdt minden A € C™? mdtrizhoz létezik olyan

C' mdtriz, hogy a J = C~*AC mdtriz alakja

J 0 0 ... 0
0 Jo 0 ... 0

J= 0 o x5 ... 0 |, (1.6)
0 0 0 ... J

aholl az A linedrisan fiiggetlen sajdtvektorainak mazimdlis szdma, és J; a j-edik sajdatvektorhoz

tartozo Jordan-blokk.

A fenti matrixot az A matrix Jordan-féle normalformajanak nevezziik, mig a J =
C~1AC alakot Jordan-felbontdsnak szoktuk hivni.
Fontos megjegyezniink, hogy a kiilonb6z6 Jordan-blokkok kiilonboz6 sajatvektorokhoz

tartoznak, ugyanakkor, mivel egy sajatértékhez tobb sajatvektor is tartozhat, ezért tobb
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Jordan-blokkban is szerepelhet ugyanaz a sajatérték.

1.5.5. Megjegyzés. Létezik a Jordan-féle normalalaknak egy valés alakja, amit A € R4
matrixokra hasznalunk. Ha A = o £ i alaku, akkor a hozza tartozé Jordan-blokk a

kovetkezéképpen néz ki:

a p—
J. = b
b «
Ebbol pedig a normalalak
Jo I, 0 0 0
J. Iy 0 0
0 Je 0 0
J = ,
0 0 O Jo Iy
0 0 0 Je

ahol I, a 2 X 2-es identitasmatrix.

1.5.6. Tétel (Jordan-alak egyértelmiisége). Egy mdtriz Jordan-féle normdlalakja a Jordan-

blokkok sorrendjétol eltekintve egyértelmd.

Bizonyitas. A felbontas egyértelmiiségének bizonyitasahoz elegendé belatni, hogy barmely
két hasonldé matrix Jordan-alakjanak bizonyos meghatarozé adatai a hasonlésagra nézve
invariansak.

Az 1.5.4. Tételbol tudjuk, hogy a Jordan-blokkok, igy a Jordan-lancok szama meg-
egyezik a linearisan fliggetlen sajatvektorok maximalis szamaval. Tehdt ez invaridns.

Nézziik a Jordan-blokkok méretét. Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor A minden
sajatértéke megegyezik, legyen ez .

A legnagyobb blokk mérete az a legkisebb s kitevs, amelyre az (A — A\I)* = 0. Ez
a tulajdonsag is invarians a hasonlé matrixokra nézve, igy a ldncok hossza is azonos.
Jelolje m; a A sajatértékhez tartozo ¢ hosszusagu Jordan-lancok, illetve i nagysagu Jordan-

blokkok szémat. Az (A — AI') hatvanyainak rangjabdl azonnal lathaté, hogy megegyezik-e
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mar a nullmatrixszal és az m; szamok is kiszamithatok. Ezt a kovetkezoképpen irhatjuk
fel:
ms = 1((A— \)¥1)
Mme_1 + 2mg = r((A — X )*7?)

Mg o+ 2m_1 + 3m, = r((A — XI)*7?)

me +2ms + -+ (s — 1)mg = r(A — )
my+me+mg+ - +meg+mg=d—r(A— ).

Az egyenletrendszer jobb oldalan invarians értékek vannak a hasonlésigra nézve, mig a
baloldalon egy haromszogmatrix talalhato, melynek foatlobeli elemei egyesek, igy konnyen
kiszdmolhatok m; (i = 1....s) értékei. Ez a megoldds egyértelmii, és minden megoldasa
egész szam.

Nézziik most az altalanos esetet, azaz amikor nem feltétleniil azonos minden sajatértéke
az A matrixnak. Ekkor egy (1.7)-hez hasonl6 egyenletrendszert kapunk minden sajatértékre.
A kiilonbség abbdl adédik, hogy a A algebrai multiplicitdsat is figyelembe kell venniink,
jelolje ezt m(\). Ekkor (A — A\I) hatvanyainak rangjat minden A-t6l kiillonboz6 sor eggyel
noveli, igy az egyenletrendszerek jobb oldaldbdl (n — m(A))-t ki kell vonni. A legnagyobb
Jordan-blokk méretének megallapitasanal pedig annyi az eltérés, hogy az a legkisebb s
hatvany lesz, amelyre el6szor teljesiil, hogy (A — AI)® = n — m(\). Ezutan felirhaté az

altalanos
ms=m(\) —d+r((A— X))
M1+ 2my = m(A) —d +r((A— XI)*?)

Mg_g + 2m_y + 3my = m(\) —d +r((A— X)*7®)

mg+2mg+ -+ (s — L)mg =m(A) —d +r(A— )
m1+m2+m3+---—l—m5_1+ms:d—r(A—)J).

egyenletrendszer, melyre szintén teljestil, hogy a baloldalon taldlhaté egyiitthatomatrix

haromszogmatrix, melynek diagonalisaban csupa egyes all, igy megoldasa egyértelmii. [
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1.5.7. Példa. Az A € R'?*!2 métrix karakterisztikus polinomja (2 — X)3(5 — \)*(1 — \)3

alaku.
e Az (A — 2I) hatvanyai rendre: 10,9, 8, 7.
e Az (A —51) hatvanyai rendre: 10,9, 8.
e Az (A — 1) hatvéanyai rendre: 10, 9.

Adjuk meg az A métrix Jordan-normélformajat!

Megoldas.

Az A matrix mérete d = 12, a sajatértékek multiplicitdsai az m(2) = 5, m(5) = 4, m(1) =
3 értékek. Minden sajatértékre kiilon kiszamoljuk a blokkok (Jordan-lancok) szdmat, majd
a legnagyobb blokk (leghosszabb ldnc) hosszéat. Ezutan felirjuk a bizonyitasban is latott

egyenletrendszert.
e (i) A X\ =2 eset.

Ekkor a blokkok szama d —r(A—AI) = 12— 10 = 2, azaz 2 darabd Jordan-blokk tartozik
a A = 2 sajatértékhez. A leghosszabb lanc hossza az az s kitevd, amelyre r((A — 21)%) =
d—m(2) =12 -5 =17, tehat s = 4. fgy mar felirhatjuk az egyenletrendszert, amely a

kovetkezoképpen néz ki:

myg=5—124+8=1=my =1
ms+2my=5—124+9=2=—m3=0
me+2ms+3my=5—124+10=3 = my =0

mi+me+ms+my=12—-10=2 — m; = 1.

Tehat a A = 2 sajatértéket tartalmazo blokkokbdl van 1 darab 4-es, és 1 darab 1-es blokk.
Nézziik most a A = 5 sajatértékhez tartozé blokkokat.

20



e (ii) A A =5 eset
A blokkok szama d — r(A — AI) = 12 — 10 = 2, a leghosszabb ldnc pedig r((A — 51)%) =
12 — 4 =8, azaz s = 3. Ebbdl felirva az egyenletrendszert:

m3s=4—124+9=1=m3=1
My +2ms =4 —124+10 =2 = my = 0
mi+me+ms3=12—-10=2 = my = 1.

Vizsgaljuk meg a A = 1 sajatértéket.

e (iii)) A A =1 eset.
A blokkok szama itt is 2, mivel az (A — 11) els6 hatvanyanak rangja jelen esetben is 10.

A r((A—=51)°) = 12— 3 = 9, ami a masodik hatvanynak a rangja, azaz a leghosszabb

lanc hossza s = 2. Ekkor az egyenletrendszer:

me=3—-124+10=1=m3 =1

my+me=12-10=2 = m; = 1.

Tehat a Jordan-féle normalforma alakja:

21
Y lo 0o lololo
2 1
2
0 |2/ 0 0] o0lo0
5 1
0O |10} 51,0 010
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A Jordan-norméalformaban szereplo legnagyobb Jordan-blokk méretének kiszamitasahoz
egy masik mddszer az 1.3.1. Definiciéban meghatarozott minimalpolinom, illetve az 1.3.3.

Cayley—Hamilton tétel segitségével. A kovetkezo allitas ennek modjardl szél.

1.5.8. Tétel. Az A mdtriz minimdlpolinomjiban az (x — \) gyoktényezd kitevdje a leg-

nagyobb A-hoz tartozoé Jordan-blokk mérete.

A Jordan-féle normalforma alakjabdl sejthetd, hogy mint az (1.4) diagonélis métrixnal

is, itt is valamilyen ,,szép” matrixra szamithatunk az exponencialis fiiggvényét nézve.

1.5.9. Allitas. Tekintsik az (1.5) alaki Jordan-blokkot. Ennek exponencidlis fiigguénye

a kovetkezd:

At At t2 Nt ti—1 Nt
e te 57€ R AL
0 e)xt te/\t
It . 2
e = 0 0 et .. t2—!e/\t . (18)
te)\t
0 0 0 - eM

Bizonyitas. A bizonyitashoz eloszor ki kell mondanunk az alabbi lemmat.

1.5.10. Lemma. Legyen N € R¥ olyan mdtriz, melynek a diagondlisa folétti dtldjdban

csupa 1-es all, minden mds eleme pedig 0, azaz

010 ... 0
001

N=1000 0

1

000 0 O

alaki. Ekkor

Lt t2_2' (5:11)'

01 ¢ :

eMi=1100 1 £ (1.9)
t
00 0 1
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Bizonyitas. Be kell latnunk, hogy az

U'(t) = NU(t)
(1.10)
Uu)=1
egy korrekt kitlizési feladat, ekkor eleget kell tennie a késébbi 2.2.3. Tételben lathato

feltételeknek, azaz az U(t) = eV! egyértelmii megolddsa kell legyen. Ekkor a

/

2 d—1 2 d—1
1t 5 ... (2—1)! 1t 5 .. (3—1>!
01 ¢t . 01 ¢ :
o001 . & =N|loo 1 - &

t Do t
000 ... 1 000 ... 1

egyenldség teljestil, hiszen az U(t) méatrix egy d - d hosszu vektorré alakithaté. Ezt ta-
gonként tudjuk derivéalni, majd visszaalakitva pontosan a jobb oldalt kapjuk. Ellenérizniink
kell még, hogy az U(0) = I teljesiil-e. Ez trividlisan ldthatd, mivel a nullmétrixszal vald
szorzas eredménye is nullmatrix.
Most megnézziik az (1.10) kezdetiérték-feladatra alkalmazva a Lipschitz-feltételt. Esetiink-
ben a jobb oldal f(t,y(t)) = Ny(t), azaz

178 yn) = F(Ew2)ll = 1INy = Nyall = [N (1 = w2) [| =< [|N][[ly2 — 2]

igaz | N|| < L vélasztassal. O

Ezt beldtva ratérhetiink az 1.5.9. Allitds bizonyitasara. Ekkor Jy, = Al + N alakban
felirhat6, ebbol

It e)JH—Nt — e)\IteNt _ e/\t Nt

(& €

Y

ahol e a lemmaban szerepld (1.9)-es métrix. O
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2. fejezet

Differencialegyenletek alapfogalmai

Ebben a fejezetben ratériink a differencidlegyenletek elméletére. A differencidlegyenletek
olyan egyenletek, melyek kapcsolatot teremtenek egy ismeretlen fiiggvény és derivaltja
vagy derivaltjai kozott. Alapvetoen két nagy osztalyba soroljuk o6ket. Ha a differen-
cialegyenlet egyvaltozds, akkor kozonséges differencidlegyenletrol, ha pedig tobbvaltozos,
akkor parcdlis differencidlegyenletrol beszéliink. Mi az el6bbiekkel, azon beliil is azok sta-

bilitasaval fogunk foglalkozni a szakdolgozat elkovetkezo részeiben.

2.1. Kozonséges differencialegyenletek

Lassunk néhany alapdefiniciot a differencidlegyenletekre vonatkozdan.

2.1.1. Definicié (Kozonséges d-edrendii differencidlegyenlet). Legyen d € N, F : R¥+2 —
R folytonos figgvény, I C R intervallum ést € I ést € I. Ekkor azt mondjuk, hogy az
F(t,y(t),y'(t),y"(t),...,y%(t)) = 0 egy d-edrendii kézinséges differencidlegyenlet.

Nem minden esetben elegend6 szamunkra egy egyenlet megadésa, ilyenkor egyenlet-
rendszerekkel foglalkozunk. A kévetkezd definiciohoz sziikségiink van egy besorolasra asze-

rint, hogy hanyadik derivaltrél beszéliink, ezt a késébbiekben rendnek fogjuk nevezni.

2.1.2. Definicié (Elsérendii d-véltozds explicit kdzonséges differencidlegyenlet-rendszer).

Legyen f : R x RT — R? folytonos fiigguény és y : R — R Ekkor az y'(t) = f(t,y(t))
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egyenletet, melynek k-adik koordindtdja

V() = fi(t,91(), 92(0), - ya(t)),

ahol k = 1,...,d. Az ilyen tipusi egyenleteket elsérendi d vdltozos kézonséges differen-

cralegyenletnek nevezziik. Koordindtanként kiirva az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

yi(t) = fl(t7 yl(t)7 yQ(t>’ s 7yd<t))

Yo (t) = folt,91(1), a2(t), - -, ya(t))

Ya(t) = fa(t, y1(8),52(1), - ya(t)).
Erdemes megjegyezni, hogy a masodrendi differencidlegyenlet-rendszer is belefér a

fenti definicioba. Vegyiik az altaldnos méasodrendi

y'(t) = g(t,y(t), y' (1)) (2.1)

differencidlegyenletet. Bevezetve az y;(t) = y(t) és az yo(t) = ¥/ (t) 4 véltozdkat a (2.1)
egyenletbe behelyettesitve kapjuk az alabbi egyenleteket:

ys(t) = g(t, 11 (1), 2(2)).

Ez pedig belefér a 2.1.2. Definiciéban latott ¢'(t) = f(¢,y(t)) egyenletrendszerbe, hi-
szen f : R x R? — R? teljesiil, méghozzd d = 2 dimenziéban. Ekkor a jobb oldalak
fult,ya (1), 92(t)) = y2 6s fot, y1(t), y2(1)) = g(t, y1(t), (1))

A differencidlegyenletekhez megszabhatunk egy kezdeti értéket egy adott pontban.

2.1.3. Definicié. Legyen P C R x R? egy tartomdny, a (tg,y0) € P pedig egy adott pont
(to € Ryyo € RY), y : R — R? folytonos, differencidlhatd figgvény és f : P — R? egy
folytonos leképezés. Az

y(t) =ftyt), t>t

y(to) = wo
feladatot kezdetiérték-feladatnak vagy Cauchy-feladatnak nevezzik.

(2.2)
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2.2. Megoldas, egzisztencia és unicitas

Azt szeretnénk, hogy létezzen megoldasa a Cauchy-feladatnak és ez a megoldas egyértelmii

legyen.

2.2.1. Definicié. Legyen I C R egy nyilt intervallum. Az olyan y : I — RY folytonosan

differencidlhato figgvényt, amelyre
o {(t,y(t)):tel}CPéstyel,
o y(t) = ft,y(t)) Vi eI,
e y(to) = Yo
teljesil, a Cauchy-feladat megolddsanak nevezzik.

2.2.2. Definicié (Lipschitz-tulajdonsag). Legyen P C R xR tartomdny. Az f : P — R4
fugguény mdsodik valtozojaban Lipschitz-tulajdonsdgi, ha létezik £ > 0 gy, hogy minden
(t7 y1)> (ta y2> € P esetén

1f (1) = f(Ew2)ll < Lllyr — -
2.2.3. Tétel (Picard-Lindelof tétel). Legyen (to,yo) € R x RY pont, 0 < a, B < 00 és

H={(t,yt) e Rx R : ||t —to < a és

ly(t) — woll < 5}

zart halmaz. Tovabbad legyen f : H — R olyan folytonos fiigguény, amely masodik valtozdojaban

Lipschitz-tulajdonsagi. Legyen M = (m)a)% Wt y()|, ilyen létezik, mivel f folytonos a
t,y)e

zart H halmazon. Ekkor a (2.2) kezdetiérték-feladatnak létezik egyértelmi megolddsa a

[to — A, to + A] intervallumon, ahol A = min{«, % :

26



2.3. Stabilitas alapfogalmai

A gyakorlat szempontjabdl kiemelked fontossaggal birnak a (2.2) id6ben dllandé meg-

oldésal.

2.3.1. Definicié. Az y* € RY vektort a (2.2) kezdetiérték-feladat egyensilyi helyzetének
nevezziik, ha kielégiti a (2.2) feladatot és f(t,y*) =0 € R, minden t > 0 esetén.

Ez tehat azt jelenti, hogy ha y* vektorbdl inditjuk a rendszert, akkor az ott marad.
Felmeriil a kérdés, hogy mi torténik akkor, ha , kicsit” eltéré helyzetbol, kezdeti feltételbol
inditjuk a feladatot: a megoldas kozeledik vagy tavolodik y*-tél?

2.3.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (2.2) feladat y* € R? egyensiilyi helyzete stabil, ha
minden € > 0 szamhoz, létezik olyan § > 0, hogy ha ||yo — y*|| < 0, akkor ||y(t) — y*|| < e

telyesul minden t > 0 esetén.

2.3.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (2.2) feladat y* € R? egyensiilyi helyzete aszimp-
totikusan stabil, ha stabil és lim; . ||y(t) — y*|| = 0.

2.3.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (2.2) feladat y* € R? egyensiilyi helyzete instabil,

ha nem stabil.

A dolgozat f6 kérdése, hogy adott differencidlegyenlet esetén hogyan tudjuk meg-
vizsgalni, hogy annak y* egyensilyi helyzete stabil-e. Erre ad valaszt a dolgozat kovetkezo

fejezete.
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3. fejezet

Differencialegyenletek stabilitasanak

vizsgalata

Ebben a fejezetben a kiilonbozo tipusi differencidlegyenletek stabilitasat vizsgaljuk. A

fejezet felépitését tekintve négy f6 1épésbol fog allni:
e Skaldris eset: 3/(t) = Ay(t)
e Linedris eset: y/(t) = Ay(t)
e Szemilinedris eset: y'(t) = Ay(t) + g(t, y(t))
e Nemlinedris eset: y'(t) = f(t,y(t))

A stabilitas vizsgalata a négy rész egymasra épiilésén alapszik. Minden alfejezetben fel-
hasznaljuk az el6z6ekben kapott eredményeket, igy vezetve le a skalaris esettol az altaldnos
nemlinedris differencidlegyenletekig az egyensulyi helyzetek stabilitasat.

A késobbiekben a teljesség megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy tq = 0.
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3.1. Skalaris differencialegyenlet-rendszer

Vizsgaljuk meg a skalaris kezdetiérték-feladatot. Legyen y : R — R képez6 fiiggvény és
A € C adott.
(3.1)
y(0) = vo.
Ismerjiik a feladat megolddsat, ami az y(t) = e My, fiiggvény. Azt szeretnénk vizsgdlni,
hogy ha egy , kicsit” megvaltoztatjuk a kezdetiértéket, az milyen mértékben valtoztatja
meg a megolddst. Ehhez legyen most 7(0) = 7. Az ennek megfeleld megoldas () = e .

Nézziik most az eredeti és a perturbalt feladat megoldasanak eltérését:
y(t) = 9(t) = ¥ (yo — Bo)-
Ebbdl adédban
() = 5] = | (yo — Do)l = [e](yo — Fo)| = €™ *|(y0 — Fo).

Mivel tudjuk, hogy a 2.3.2. Definicié szerint |yo — 7o| < 0, illetve ¢ > 0, igy elegendd
vizsgalnunk a Re A el6jelét. Ekkor a megoldasok tavolsdga a kovetkez6 mddokon viselked-

het:

e ha Re A <0, az exponencidlis fliggvény viselkedése miatt a megoldas korlatos marad,

tehat stabil az egyenstlyi helyzet,

e ha Re ) < 0, a tavolsdg csokken (nulldhoz tart) ¢ — oo esetén, tehdt aszimptoti-

kusan stabil az egyensilyi helyzet,

e ha Re\ > 0, a tavolsag nd (végtelenhez tart) ¢ — oo esetén, tehat instabil az

egyensulyi helyzet.

Természetesen a fent megallapitott pontok a (3.1) feladat tetszélegesen megvélasztott
kezdetiértékekkel vett megoldasaira is teljesiil, mivel abban az esetben is a Re A-tdl fligg

a tavolsag.
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3.2. Linearis differencialegyenlet-rendszer
Legyen y : R — R? képez6 fiiggvény és A € R4 adott.

y() = Ay(t), >0 )

y(0) = yo.

A kezdetiérték-feladat megolddsa y(t) = e'yy, ahol et = Y77 (Ak—t!)k sor abszolut
konvergens. Két esetet fogunk vizsgalni: amikor az A matrix diagonalizalhaté, és amikor
nem diagonalizalhaté. Utébbiban fel fogjuk hasznalni az 1.5.4. Tételben szereplé Jordan-

féle normélalakot a stabilitas megallapitasahoz.

3.2.1. Diagonalizalhato eset

Tegyiik fel, hogy az A matrix diagonalizalhatd, sajatértékei pedig a \; € C szamok, ahol
t =1,...,d. Ekkor az 1.4.1. Definici6 alapjan létezik C' regularis matrix, hogy elvégezve

a hasonlosagi transzformaciot
CrAC = diag[Ay, ..., \g] =2 A

egyenléséget kapjuk. Vezessiink be egy 1j valtozot, legyen w(t) := C~ly(t). Ekkor az
egyenlet atirhaté tgy, hogy az egyiitthaté matrix a A diagondlis matrix legyen. fgy az

atirt egyenletrendszer:
w'(t) = Aw(t), t>0
(3.3)
w(O) = C_lyo,
melynek megoldasa w(t) = e*w(0). A kovetkezékben legyen wy := C~lyo. A megoldés az

1.4.10. Megjegyzés alapjan

eth 0 0 0
0 e 0 0
0 0 e .. 0 | =dage)w
0 0 0 etrd




alakui. Vegyiik a skaldris esethez hasonléan a (3.2) feladatot, megvaltoztatott yo kezde-
tiértékkel. Ekkor természetesen a (3.3) egyenletrendszer kezdetiértéke és megoldésa is
megvaltozik, legyenek ezek wy és w(t). A két megoldéds tavolsiga az aldbbiak szerint

becsiilheto:
lw(t) = @) = lle™wo — ewol| = [le™ (wo — @o) || < [le™ [[[[wo — wo. (3.4)
Visszahelyettesitve a wy = C 1ty értéket és folytatva az el6zbeket a

le*IIC™ (o = 5ol < le* 1IC~ Hllyo — Fol (3:5)

egyenlétlenséget kapjuk. Ezek utdan méar vizsgalhatjuk az eredeti (3.2) rendszert és annak

megvaltoztatott kezdetiértékkel rendelkezd megoldasdnak tavolsdgat, azaz

ly(t) =y = [|Cw(t) —w@)] < [|C][[[w(t) —w@)].

Felhaszndlva a (3.4) és a (3.5) egyenleteket, az aldbbi Osszefliggést kapjuk:

ly(®) = g1 < ICe™ IS yo — Foll

A 2.3.2. Definiciébdl tudjuk, hogy ||yo — 7o|| < 9, és numerikus analizis ismereteinkbél azt
is tudjuk, hogy cond,(T) = ||T||,[IT ||, > 1, ahol a cond,(T) a T métrix p-norméban
vett kondiciészamat jeloli. Az alkalmazasokban el6forduld A matrix altalaban egy parcialis
differencialegyenletben szereplo térbeli differencidloperator diszkretizacidjabol szarmaszik,
és szimmetrikus. Ekkor az 1.4.8. Tétel alapjan diagonalizalhatunk ortogondlisan. Vegyiik

a segédmatrixok kondiciészaméat kettes normaban, ekkor

condz(C) = [[Cll2C7 |2 = v/ Aaa(CC*) Y Anaa(C7HCT)),

ahol tudjuk, hogy C' ortogondlis, igy C* = CT = C~' és (C1)* = (C~HT. Ezért (C~1)* =
(CT)T'=C, gy

\//\max(l)\/)\max(]) = \/1 -1 =1.
A két megoldds tavolsaga minddssze az ||e|| normétél fiigg. Tehat tovabb alakitva az

egyenletet:

Re A\t

]| = max |eM| = max e
1<i<d 1<i<d
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Azt szeretnénk, hogy efert < 1 legyen, mivel a stabilitdsnak ez egy elégséges feltétele
minden ¢ > 0 és minden ¢ = 1, ..., d esetén. Tudjuk, hogy t pozitiv igy ez a feltétel akkor
és csak akkor teljesiil, ha Re A\; < 0. Ezek alapjan kimondhatjuk a kovetkezo tételt.

3.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy A € R4 diagonalizdlhaté mdtriz. Ekkor a (3.2) kez-
detiérték-feladat y(t) = eMyy megolddsa stabil, ha az A mdtriz minden X\; sajdtértékére

teljesil, hogy Re \; <0, minden v =1...d esetén.

3.2.2. Nem diagonalizalhato eset

Tegyiik fel, hogy az A méatrix nem diagonalizalhatd, sajatértékei pedig A; € C szamok,
aholi=1...d.

3.2.2. Lemma. Ha az A mdtriz kilonboz6 sajdtértékei My, ..., \q € C, akkor az et

mdtriz minden komponense

S eMip,(t)

alaki, ahol mindegyik p, komplex polinom. Ha valamely N, sajatértékhez csak 1 X 1-es

Jordan-blokk tartozik, akkor a hozzd tartozo p, polinom konstans.

Bizonyitas. Létezik olyan B,C € C%? matrixok, amelyre A = C~!BC és B Jordan-
alaku. Ha B egy blokkja

A1 0 . 0
0 N 1 0
00 XN ... 0 |ecdd
00 0 ... )

alaki, akkor eP! neki megfelel6 blokkja az 1.5.9. Allitasban latottak alapjan
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At et t2 Xt

e e e
2 (p—1)!
0 6)\t te/\t
0 0 M ... LZew | E€CY
t€>\t
0 0 0 M

Mivel e ilyen blokkokbdl &ll, tovabbé et = C~1eP!C' (ez utébbi matrix trividlisan
kielégiti a Cauchy-feladatot), ezért e’ minden komponense e fenti alaki blokkokban
eloforduld kifejezések linearis kombindcidja. Ez igazolja az allitas els6 felét. Legyen most
A olyan sajatérték, amelyhez csak 1 x 1-es Jordan-blokk tartozik (esetleg tobb is). Ek-

t métrixban az e*!-hez tartozé blokkok 1 x 1-esek, tehdt e*? mindeniitt csak

kor az eP
. £ . s . Y ’ 1, d it
konstans polinommal van megszorozva. Igy a linedris kombindciéval adédé >, e*'p;(t)

kifejezésekben a k indexti tag polinomialis tényezdje szintén konstans. [

3.2.3. Tétel. Ha A minden komplex sajatértékének valds része nempozitiv, ugyanakkor
létezik tisztan képzetes sajdtértéke, tovabbd az A minden tisztdn képzetes sajdatértékéhez
tartozd Jordan-blokk 1 x 1-es, akkor a (3.2) rendszernek az origd stabil, de nem aszimp-

totikusan stabil egyensulyi helyzete.

Bizonyitas.
A stabilitdshoz elegendd beldtnunk, hogy az e korlatos R -on. Tudjuk a 3.2.2. Lem-

4t minden komponensében egy Zizl eMip, () alaki kifejezés all,

ma alapjan, hogy az e
ahol Ay ... \g € C az A matrix sajtértékei, tovabba pq, ..., pg komplex egyiitthatds polino-
mok. Kivalasztva egy tetszoleges \; sajatértéket, az vagy negativ valds részii vagy tisztan
képzetes és a hozza tartozé Jordan-blokk 1x1-es. Amennyiben negativ valds részi, gy
tudjuk, hogy e*!p,(t) korldtos R -on, ahogy azt a diagonalis esetben mar beldttuk. Ha
pedig a masodik tipusba tartozik, akkor a p, konstans szintén a 3.2.2. Lemma alapjan, és

At minden kompo-

fgy e*tp,(t) szintén korlatos R, -on. Tébb lehetdségiink nincs, igy az e
nense, azaz minden 22:1 eMtp,(t) alaku kifejezés korldtos R -on, igy ||e?| is korlatos.

Ezzel belattuk a stabilitast.
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Ekkor még bizonyitanunk kell a tétel masodik részét, miszerint az origd nem aszimpto-
tikusan stabil egyensiilyi helyzete a rendszernek. Legyen i tisztan képzetes sajatértéke A-
nak, ahol € R és v € C? egy az i3-hoz tartozo sajatvektor. Ekkor éppen edtv = ey, s ez
utébbi norméja (nemnulla) konstans, igy e a pozitiv végtelenben nem tarthat nulldhoz,

tehat az origd stabilitdsa nem aszimptotikus. [

3.3. Szemilinearis differencialegyenlet-rendszer

Ebben a szakaszban azt az esetet fogjuk vizsgdlni, amikor az el6zdekben latott linearis
(3.2) egyenletrendszer jobb oldaldhoz hozzavesziink egy nemlinedris g(t, y(t)) ,kis” fiiggvényt.
Legyen y : R — RY képezé fiiggvény, A € R méatrix és g(t,y(t)) € R4 fiiggvény
adott. Tehat a differencidlegyenlet-rendszer a kovetkezo alaku:

y(t)=Ay+g(ty(t), >0
y(0) =wo

Vizsgaljuk meg a rendszer stabilitasat.

3.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy g(t,y(t)) folytonos figguény, t > 0 és

@ < o (> 0)

esetén. Tegyiik fel tovabbd, hogy g(t,0) =0 és

lg(t, y())l

im =0 3.7
ly@l—o  [ly(t)] (3.7)

teljestil eqyenletesen minden 0 < t < oo értékre. Legyen A € R™? olyan konstans mdtriz,
amelynek minden sajdtértékére Re \; < 0 teljesil. Ekkor a szemilinedris (3.6)-ds differen-

cialegyenlet y* = 0 megolddsa aszimptotikusan stabil.
Miel6tt bebizonyitjuk a tételt, ki kell mondanunk a kévetkezo segédallitast:

3.3.2. Lemma (Gronwall-lemma). Tegyiik fel, hogy ¢(t) egy folytonos figgvény az I =

[0, T] intervallumon és kielégiti a

t
o(t) < a—I—b/ o(s) ds
0
egyenlétienséget, ahol t € I és b > 0 konstans. Ekkor ¢(t) < ae®.
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Bizonyitas. Jelolje az egyenl6ség jobb oldalat ¢(t), azaz ¢(t) < ¢(t). Derivélva a 1)(t)
fiiggvényt kapjuk, hogy v/ (t) = bo(t), ekkor tehét ¥/ (t) < bip(t), vagy ekvivalens formaban

(e™"(1))" = —be " (t) + "Y' (t) = e (¢ (1) — bip()) < 0.

[gy az e~ bhi(t) fiiggvény monoton csokkend, amelybdl kévetkezik, hogy

e"P(t) < ¥(0) = a.

Atrendezve kapjuk, hogy
(t) < (t) < ae™,

tehat a Gronwall-lemma igaz. [J

Ezutan mar bizonyithato a 3.3.1. Tétel is.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ > 0 és § > 0 olyan konstansok, hogy Re A\; — /3, ahol
i=1,...,dés ||e]| < ce P teljesiil, minden ¢ > 0 esetén. Illetve létezik olyan 0 < § < «

konstans a tételben szerepl6 (3.7) feltétel miatt, hogy

oty < (o), (3.9

J
mikor |ly(¢)]| < 0 és t > 0. Most be kell latnunk, hogy az ||y| < ¢ < % feltételbol
c
kovetkezik, hogy
ly@)]| < cce™, 20 (3.9)

ami igazolja az aszimptotikus stabilitast, hiszen ¢ — oo esetén a negativ hatvanyon
szerepl6 exponencidlis fiiggvény 0-hoz tart. Az y(t) megolddsa a (3.6) feladatnak kielégiti

a
t
ma—¢%+/kw$mMm»w
0

konstans varidciés formuldt. Vegyiik az egyenlet normajat és helyettesitsiik be az [[e4?|| <

ce P! becslést az egyenletbe. Ekkor a haromszog egyenlStlenség miatt

t
Iyl < llyollce™ +/ e 7 lg(s,y(s))|| ds
0
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egyenletet kapjuk. Tovabba megszorozzuk az egyenl6tlenség mindkét oldaldt e’t-vel és

behelyettesitjiik a (3.8) egyenl6tlenséget is. Ekkor a kapott

t
s
ly@®)lle™ < HyoHCJr/ e’ ly(s)ll ds
0 C

egyenlet fennall, hogy ha |ly(t)|| < J teljesiil.
Tegyiik fel, hogy ||yl < & és legyen ¢(t) := ||y(t)||e”, azaz

6 t
ol1) < ce + 5 / o(t) ds,

ha ||y(t)]] < ¢. Ekkor a 3.3.2. Gronwall-lemma alapjén az a = ce és a b = g vélasztassal
megkapjuk, hogy

o(t) < cee’r |

Visszairva a ¢(t) = ||y(t)|le’" egyenléséget, majd beszorozva e~P'-vel, megkapjuk, hogy
ly@)ll < ce™®,

ahol tudjuk, hogy ¢ < %:, tehat

I R
ly(t)]| < cee = < 56% <5 <8

Ezzel belattuk, hogy a (3.9) egyenlStlenség teljesiil minden ¢ > 0 esetén, tehat a 3.3.1.
Tételt belattuk. [

3.4. Nemlinearis differencialegyenlet-rendszer

Az itt lathaté egyenletrendszer pontosan a 2.1.3. Definiciéban latott altalanosan vett
Cauchy-feladattal egyezik meg, erre is megvizsgaljuk a stabilitast. Legyen 3y : R — R¢
képez6 fiiggvény és f: R x R? — R? folytonos fiiggvény.

y(t)=ftyt) t>0

y(0) = yo

(3.10)

Legyen y* € R egyenstlyi helyzete a differencidlegyenletnek. Fejtsiik Taylor-sorba az
egyenlet jobb oldalat az y* pont koriil:
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fW) =)+ @)y —y)+rly—y),

ahol r(y — y*) a Lagrange-féle maradéktag. Ezt visszahelyettesitve a (3.10) egyenletbe:
v =)+ W)y —y)+rly—y)

valtozatlan kezdeti feltétellel. Az 1.2.2. Definiciébdl tudjuk, hogy y* egyensilyi helyzet
az id6ben konstans és f(y*) = 0, igy az egyenlet jobb oldalan ez a tag elhagyhatd, a bal
oldalra pedig y* beemelheto, igy

yt) =y =) y—y)+rly—y).

Vezessiik be az e(t) = y(t) — y* 0j valtozét, illetve jeldlje J(y*) az f fiiggvény y* helyén
vett Jacobi-matrixat, azaz azt a d X d matrixot, amelyben az i-edik sor j-edik eleme az
f fiuggvény i-edik komponensfiiggvényének a j-edik valtozo szerinti parcidlis derivaltjat,
ekkor az

e(t) = J(y e(t) + r(e(t)) (3.11)

egyenletbdl tisztén latszik, hogy egy (3.6) alaki kvazilinedris egyenletet kapunk, mivel az
r(e(t)) a Taylor-sor maradéktagjat jeloli, és teljesiil ra a (3.7) feltétel. Igy alkalmazhaté a

3.3.1. Tétel eredménye, ezért kimondhaté a nemlinearis esetre vonatkozo tétel.

3.4.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f fligguény kétszer folytonosan differencidlhato, és legyen
y* a (3.10) egyenlet eqy egyensilyi helyzete. Ha az f fiigguény J(y*) Jacobi-mdtrizdnak
mindegyik sajatértékének valos része negativ, akkor y* aszimptotikusan stabil egyensilyi

pont.

3.4.2. Tétel. Ha a J(y*) mdtriznak létezik pozitiv valds részi sajatértéke, akkor az y*

egyensilyi pont instabil.

A kovetkez6 fejezetben megmutatjuk, hogy példaul a 2 x 2-es esetben tobbet is mond-
hatunk.
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4. fejezet

A kétdimenzios eset

Az atlathatosag miatt sokszor hasznalunk fazisképeket. Ezek olyan abrak ahol trajektoriak
érzékeltetik az ido mulasat, ezzel lathatéva téve a rendszer viselkedését az ido telésével.
A gyakorlatban az egyik leggyakrabban latott tipus a kétdimenziés linearis differen-

cidlegyenlet-rendszer, ezért érdemes megvizsgélni az egyensulyi helyzeteik koriili fazisképeket.

4.1. Faziskép meghatarozas sajatértékekkel

Legyen az A € R?*? matrix, azaz

ailr aig

A:

ag1 A2

alaki. Tovdbbd legyen y : R — R? fiiggvény, ekkor a differencidlegyenlet a kovetkezo:

y'(t) = Ay(t) (4.1)
Tehat koordinatanként kiirva, a

y1(t) = anyi(t) + aray(t)

Yy (t) = a1y1(t) + azoys(t)

(4.2)

differencialegyenlet fazisképét keressiik.
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A (4.1) megolddsédnak szempontjabol hdrom eset létezik, ezek bemutatdsianak egy-
szeriisitéséhez bevezetiink egy 4j w := Py(t) valtozdt, t > 0, ahol P egy alkalmas in-
vertalhaté R?*2-beli métrix. Ekkor w'(t) = Py'(t) = PAy(t) = PAP 'w(t). Legyen
B := PAP™', tehat y/(t) = By(t), ahol A és B hasonl métrixok, ekkor az 1.4.3. Tétel
alapjan sajatértékeik is megegyeznek. Ezért elegendé megadni az y/(t) = By(t) egyenlet-
hez tartozé fazisképet, mivel az y(t) = P~1w(t) linedris transzformdciéval visszakaphaté
a (4.1) egyenlethez tartozo faziskép. Tudjuk, hogy az A matrix hasonlé a kovetkezé harom

Jordan-féle normélalakid matrix valamelyikéhez.

(I) A kovetkezé métrixban a A\, u € R az A matrix sajatértékei.

A0
0 g

Ebben az esetben a (4.2) egyenletrendszerben aj;; = A, ag = p, illetve ajp = ag = 0,
tehat az egyenlet

i (t) = A (t)

Ya(t) = pya(t)
alakt. Ennek megolddsa y;(t) = cieM,y2(t) = cpett, ahol t € R és ¢,¢co € R pedig
tetszolege konstansok.

[gy kénnyen adédik a trajektéridk képlete,
yi(t) = cre és Yo(t) = coe!

yi(t) =cleM s yp(t) = e

melyekbdl kifejezve az exponencidlis tagot és egyenlévé téve a két egyenletet,

w A
o v
woN
G &)

egy gorbe egyenletét kapjuk. Ebbol a A és p elgjelét, illetve egyméssal vald viszonyéat

vizsgalva kaphatjuk meg a gorbe alakjat és a trajektéridk iranyat.
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4.1.1. Definicié. Legyen a (4.1) egyenletben az A mdtriz nemszinguldris és hasonld az

(1) tipusi mdtrizhoz.
e Ha A >0 ésp >0, akkor az origdt instabil csomdonak nevezzik. (4.1. dbra)
e Ha A <0 éspu <0, akkor az origdt stabil csomonak nevezzik. (4.2. dbra)

e Hao A <0 ésp>0wagyX>0 éspu <0, akkor az origdt nyeregnek nevezzik.(4.3.
dbra)

el BE Ny
N

e
e e
— = e e

4.1. abra. Instabil csomd 4.2. abra. Stabil csomd 4.3. dbra. Nyereg

(IT) A kovetkezd matrixban a A az A métrix egyediili sajatértéke.

Al
0 A

A=

Ekkor a rendszer

i (t) = A (t)

Yo(t) = pya(t)
alaki és a masodik egyenlet megoldésa y»(t) = coe. Ezt behelyettesitve az els6 egyen-
letbe, egy inhomogén linedris differencidlegyenletet kapunk, melynek megoldasa y, (t) =
eM(c1 + tep). A masodik egyenletbdl fejezziik ki t-t, tehdt

t= iln <y22(t>>.
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Behelyettesitve az els6 egyenletbe a

C1 C

yi(t) = 592@) + 52

% In <y22(t) ) Y2(1)

c2

egyenldséget kapjuk, ahol legyen c3 := < és ¢y := %, azaz

1 t
y1(t) = caya(t) + cay In <y22( >>y2(t)-
Innen X eldjelét vizsgalva kaphatjuk meg a kovetkez6 alakzatokat.

4.1.2. Definicié. Legyen a (4.1) egyenletben az A mdtriz nemszinguldris és hasonld a

(II) tipusi mdtrizhoz.
e Ha A >0, akkor az origdt instabil elfajult csomdnak nevezzik. (4.4. dbra)

e Ha A <0, akkor az origdt stabil elfajult csomdonak nevezzik. (4.5. dbra)

4.4. &4bra. Instabil elfajult 4.5. abra. Stabil elfajult

csomo csomo

(III) Az kovetkezd matrixban az a4 az A matrix komplex sajatértékei, ahol o, 5 € R.

o —p
b «

A:
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Ebben az esetben is lathaté a differencidlegyenlet-rendszer alakja:

yi(t) = ayi(t) — Bya(t)

Ys(t) = By (t) + ays(t).

(4.3)

Erdemes bevezetni az r : R — R, ¢ : R — [0, 27] differencidlhaté fiiggvényeket, és

attérni a polarkoordinata-rendszerbe, ahol az (7, ¢) olyan koordindték, hogy
y1(t) = r(t) cos(p) (4.4)
y2 = r(t) sin(p) (4.5)

teljestil rajuk. Az alabbiakban a konnyebb atlathatésag kedvéért elhagyjuk annak a jelolését,
hogy r, ¢ fiigg t-t6l. Visszahelyettesitve a (4.4) jobboldaléat a (4.3) egyenletbe

r’ cos(p) — r¢’ sin(p) = ar cos(p) — frsin(p) (4.6)
r'sin(p) + ¢’ cos(p) = Prcos(p) + arsin(yp) (4.7)

kapjuk. Ezek explicit kozonséges differencidlegyenletekké alakithatok. Szorozzuk meg az

els6 egyenletet cos(y)-vel, a masodikat pedig sin(p)-vel:
'cos?(p) — r¢'sin(p)cos(p) = arcos*(p) — Brsin(p)cos(p)
r'sin?(¢) + r¢'cos(p)sin(p) = Breos(p)sin(p) + arsin®(p).

Osszeadva a kapott egyenleteket kapjuk az

7' (cos? () + sin®(p)) = ar’(cos?(p) + sin®(p))

egyenléséget. A (cos?(p) +sin?(p)) = 1, ezt felhasznalva megkaphatjuk az 7/-re vonatkozé
osszefiiggést, miszerint

r'(t) = ar(t) t>0.

Ennek megolddsa r(t) = e*rq, ahol ¢ > 0. Hasonléképpen a (4.6)-(4.7) egyenletrend-
szerbdl kaphatjuk a ¢-re vonatkozé Osszefliggést. Most az els6 egyenlet sin(y)-szeresébél

vonjuk ki a masodik egyenlet cos(p)-szeresét. A szorzas utan:

42



1’ cos(ip) sin(p) — r¢’ sin®(¢) = ar cos(p) sin(p) — Brsin(p)

7 sin(p) cos(p) + r¢’ cos* (@) = Brcos®(¢) + arsin(y) cos(p),
a kivondas utan:
¢/ (cos*(p) +sin’ (i) = Bcos* (i) + sin’(p))
egyenletbél kapjuk a ¢'-re vonatkozé Osszefliggést, azaz
Yt)y=p =0

melynek megoldasa ¢(t) = St + .
Tehat a palyak olyan gorbék, amelyek az origot csigavonalszeriien végtelen sokszor

megkeriilik. A 3.2.1. Tétel alapjan az origo stabilitasa az a valds résztol fiigg.

4.1.3. Definicié. Legyen a (4.1) egyenletben az A mdtriz nemszinguldris és hasonld a

(I1I) tipusi mdtrizhoz.
e Ha a >0, akkor az origdt instabil fokusznak nevezzik. (4.6. dbra)
e Ha a <0, akkor az origét stabil fokusznak nevezzik.(4.7. dbra)

e Ha a =0, akkor az origdt centrumnak nevezzik. (4.8. dbra)

4.6. 4bra. Instabil fékusz 4.7. dbra. Stabil fékusz 4.8. dbra. Centrum
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4.2. Faziskép meghatarozasa nyommal és determinanssal

Jelolje az A € R?*? matrix determindnsat D, a nyomét pedig 7. Ekkor a 1.2.2. De-

finicibban meghatéarozott karakterisztikus egyenlet megoldasa
1
Mg = §(T + VT2 —4D)

alaku. fgy a sajatértékek kortilményes meghatarozasa helyett elég mindossze a matrix
két konnyen meghatarozhaté tulajdonsidgat vizsgalni. Ezekbol a kovetkezoképpen lehet

kovetkeztetni a sajatértékek tulajdonsagaira.
e Ha D < 0, akkor a \; # Ay € R.
e Ha D >046sT?>4D, akkor \;, A\ € R és

* ha T > 0, akkor R 3 \j, Ay > 0;
* haT <0, akkor R 3 \j, \» < 0.

e Ha D > 0ésT? < 4D, akkor A\, Xy ¢ R és

* ha T > 0, akkor Re A > 0;
* ha T = 0, akkor Re A = 0;
* ha T < 0, akkor Re A < 0.

Stabil fékusz Instabil fokusz

PP R Y
T Y

\ m
Stabil csomo 2

/ Instabil csomé

T

Nyéreg

A fenti pontok alapjan az abrardl konnyedén leolvashatok a fazisképek alakjai.
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5. fejezet

A szivverés matematikai modellje

Az el6z6 fejezetekben latott eredmények alkalmazasara nézziink most egy biologiai példat,
amelyben kiszamitjuk egy differencidlegyenlet-rendszer egyensilyi helyzeteit és azok sta-
bilitasat.

A sziv a keringési rendszer kozponti szerve, mely ritmikus 6sszehtuzodasaival biztositja
a test vérellatasat. E komplex szerv miikodését leird legfontosabb jel a Willem Eint-
hoven holland fiziolgus nevéhez kothet6 EKG (elektrokardiografia) jel. Ez egy idében
valtozo jel, amely a szivben keletkezo elektromos hullamokat detektalja, melyeket a jobb
pitvarban talalhaté szinuszcsomé ugynevezett pacemaker sejtjei generalnak. Az EKG jel
periodikussaga a sziv 6sszehuzddasaira, illetve elernyedéseire utal.

Itt bevezetiink néhany alapfogalmat a késébbiekben hasznalt modell megértéséhez. A
szivciklus els6 szakasza, mikor a sziv nyugalomban van, az izmok ernyedtek, ezt ne-
vezzik diasztolés allapotnak. Ezt kovetden a fent emlitett pacemaker sejtek elektromos
hullamokat idéznek el6, ami az izomrostok Osszehuzdédasdhoz vezet, igy vért pumpalva
at a pitvarokbdl a kamrakba és onnan az artéridkba. Az Osszehuzott allapotot szisztolés
allapotnak hivjuk.

Célunk modellezni a szivverés folyamatat, azaz matematikailag leirni a szivciklust. A ma
is hasznalatos matematikai modellt el0szor Erik Christopher Zeeman brit matematikus
irta le.

A leirdshoz hasznélt legfontosabb mennyiségek a kovetkezok:
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e Az yy(t) az izomrost hossza a szivben a ¢t > 0 id6pillanatban,
e Az yy(t) az elektromos impulzus nagysédga a szivben a t > 0 idépillanatban.

A Zeeman altal bevezetett differencialegyenlet az alabbi

Vi(t) = —a(yi(t) — bys(t) + ya(t))

ya(t) = w(t) —c

(5.1)

ahol a pozitiv konstans, b az izomrostban 1évo fesziiltséget meghatarozo pozitiv kons-
tans és ¢ szintén pozitiv konstans az izomrost atlagos hosszat hatarozza meg diasztolés
allapotban. Ennek a nemlinedris rendszernek keressiik most az egyensulyi helyzeteit és
azok stabilitdsat.

Legyen

y(t) - ?Jl(t> ’
Ya(t)

amely y : Rt — R? képez6 folytonos, differencidlhaté fiiggvény. Illetve legyen

o o — RO 0 ) |
yi(t) — ¢

ahol f(y) : R* — R? képezd folytonos leképezés. Ekkor y* egyenstilyi helyzetet keressiik.
Tudjuk, hogy f(y*) = 0 € R?, ezért az y* kiszdmitasdhoz egyenl6vé kell tenniink az (5.1)
egyenletek jobb oldalat 0-val, azaz

—a(yi(t) = by (t) + (1)) = 0,
y1(t) —c=0.
A masodik egyenletbél kifejezett y; () = ¢ megoldést visszahelyettesitve az els6 egyenletbe

kapjuk a
—a(c’(t) —be+ya(t)) =0

egyenletet, ahonnan

Yy = — +be = c(b— 02).
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Tehat
. 1 c
vs c(b =)
az egyetlen egyensilyi helyzete a differencidlegyenlet-rendszernek. lathaté, hogy a diasz-
tolés (nyugalmi) allapot elnevezése nem véletlen, hiszen ez éppen a rendszeriink egyensiilyi
helyzetével egyezik meg.
Vizsgaljuk most az y* stabilitdsat. Ehhez ki kell szamitanunk az (5.1) rendszernek a (3.11)

1(t)
egyenletre definidlt J(y*) € R**? matrixat. Jelolje g az f fiiggvény az y(t 0
szerinti parcialis derivaltjat. A
of —3ay? +ab —a
0y 1 0

matrixba behelyettesitjiik az y* egyensilyi helyzetet

af( 5 = —3ac® +ab —a

J(y) =
Ay 1 0

Ezutén a 3.4.1. Tétel alapjan a Jacobi-matrix A, Ay sajatértékeire lesz sziikségiink. Ehhez
ki kell szamolunk a J(y*) karakterisztikus polinomjénak a gyokeit. Vegyiik a

—3ac?+ab— )\ —a
1 -

Jy") = Al =

determinansat és tegyiik egyenlévé 0-val, azaz
~ABac® +ab—A) +a= )\ + (3ac®> — ab)A +a =0

egyenletb6l megkapjuk a J(y*) sajatértékeit. Felirva a méasodfokid megolddképletet

—(3ac® — ab) + +/(3ac? — ab)? — 4a
Ma = ) \é( f-da (5.2)

Itt a rovidebb és szemléletesebb eredmény érdekében konkrét példaval fogunk tovabb
dolgozni. Legyenek a = 10, b = 1 és ¢ = 1.1 értékll konstansok. Beifrva a megadott

szamokat az egyensulyi helyzetbe
1.1

Y= (5.3)
0,231
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vektort kapjuk. Tovabbéd behelyettesitve az (5.2) egyenletbe a Ay = —51,828 és Ay =
—0,772 értékeket kapjuk.

Ebbél 1lathat6, hogy a J(y*) Jacobi-métrix minden sajétértékének valés része negativ,
igy a 3.4.1. Tétel értelmében az y* aszimptotikusan stabil egyensilyi helyzete az (5.1)

differencidlegyenlet-rendszernek. Ennek fézisképét a kovetkezd (5.1). dbra mutatja.

1.75

5.1. dbra. A szivverés fazisképe

Léthato, hogy barmely pontbdl kiindulva, mindig az (5.3) egyenstlyi helyzetbe jutunk.

Ezt az abran fekete kor jeloli.
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Most megvizsgéljuk az (5.1) egyenletrendszer explicit Euler-médszerrel vett numerikus

kozelitését. A kovetkezo abran lathaté az egyenstlyi helyzetekhez kozeli

1
—0,25

y(0) =

pontbdl inditott 0,05-0s 1épéstavolsaggal és 100 iteracids 1épéssel megadott mddszer ki-

rajzolt abréjat.

1.5

0.5

r-*“"' - |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 80 100

5.2. abra. Explicit Euler-moédszer
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(“)sszefoglalais

Lathattuk, hogy a matrixok spektrélis tulajdonsagai milyen jelentos részét képezik a dif-
ferencidlegyenletek stabilitasanak vizsgalatdanak, amely a szakdolgozat {6 célja volt.

Ismertettiik a matrixok sajatértékeinek fogalmat és az azokhoz kapcsold tulajdonsagokat.
Lattunk példat sajatérték és sajatvektor szamitasra, a nem diagonalizalhaté matrixok
Jordan-alakjanak meghatarozasara is. Ez utobbinak bizonyitottuk — a Jordan-blokkok
sorrendjétol eltekintve vett — egyértelmiiségét és kifejezetten hasznosnak bizonyult a két
dimenzidés fazisképek egyszerii megalkotasanal. Tapasztalhattuk, hogy az els6 fejezet-
ben latott fogalmak, mind a sajatértékek, sajatvektorok, mind a hasonlésag, a diago-
nalizalhatosag vizsgalata, fontos szerepet toltottek be a dolgozat tovabbi részeiben.

Ezt kovetoen definidltuk a kozonséges d-edrendii differencidlegyenletet és az elsorendii
d-valtozos explicit kozonséges differencidlegyenlet-rendszer, melynél megmutattuk egy
példéan keresztiil, hogy a magasabb rendl rendszerek is visszavezetheték alacsonyabb
rendtiekre. Ezutan attértiink a kezdetiérték-feladatokra, annak megoldasanak létezésére
és egyértelmiiségére. Majd bevezettiik az egyensilyi helyzet és annak stabilitasanak alap-
fogalmait.

A szakdolgozat f6 fejezetében 1épésrol 1épésre belattuk, hogy a kiilonboz6 differen-
cidlegyenlet-rendszerek nagymértékben fiiggenek a sajatértékektol. A linedris és a szemi-
linedris esetben az egyenletben szereplé A matrix sajatértékeinek valds részétol fliggott a
stabilitdas. A nemlinedris esetben a jobb oldali fiiggvény Jacobi-matrix sajatértékeinek
valos része adta a vélaszt a stabilitdas kérdésére. Megmutattuk, hogy ahhoz, hogy az
egyensilyi helyzet stabil legyen, mindegyik esetben teljesiilnie kellett, hogy minden sajatérték

valds része a negativ félsikba essen, esetleg 0 értéket vegyen fel. Ha ez nem teljestilt, akkor
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az egyensulyi helyzet instabil lett.

Ezt kovetoen levezettiik a gyakorlatban, mint azt a dolgozat végén vett példaban is
lattuk, gyakran hasznalt kétdimenziés differencidlegyenletek féazisképeinek alakjat, a ha-
sonlosag és a Jordan-normélforma felhasznéalasaval. Itt a kapott formakat és a sajatértékek
valos részének eléjelét figyelembe véve definidltuk a kiilonbozo stabil és instabil alakzato-
kat.

A differencidlegyenletek mas tudomanyagakban valé meghatarozé szerepiik, illetve
az eddigi eredményeink alkalmazasanak bemutatasahoz megvizsgaltuk a szivverés fo-
lyamatdanak matematikai modelljét. Kiszamoltuk annak egyensulyi helyzetét és konkrét
példan keresztiil vizsgaltuk a stabilitasat. Szemléltetés gyanant pedig kirajzoltuk fazisképét,
illetve a MATLAB matematikai programban megirt kéddal az explicit Euler-modszert
hasznalva megkaptuk a numerikus megoldasat a feladatnak, ezzel illusztralva a az egyenstlyi

helyzet stabilitdsat.
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