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Koszonetnyilvanitas

Els6sorban szeretném megkodszonni témavezetémnek, Fekete Imrének lelkiismere-
tes munkajat, végtelen tiirelmét és szakértelmét, amellyel végig segitette munkamat
dolgozatom elkészitésében.

Valamint szeretném megkoszonni csaladomnak és baratnémnek a tobb éves tiirel-
miiket és tamogatasukat, biztatdsuk sokat jelentett.
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1. fejezet

Bevezetés

Szamos természetben megjelend jelenséget, gazdasdgban és mérndki vilaghan els-
fordulo folyamatot parcialis differencidlegyenletek segitségével modellezhetiink. Az
egyenletek pontos (analitikus) megoldasa altalaban nem adhaté meg, ezért megol-
dasara numerikus modszereket dolgozunk ki. Az egyenletek megoldasat altalaban
az an. egyenesek modszerével kozelitjiik. Els6 lépésként térben diszkretizaljuk
a feladatot. A térbeli diszkretizacié utan az idében egy kozonséges differencial-
egyenlet rendszert nyeriink. Majd mésodik 1épésként erre alkalmazunk megfelelg
numerikus mddszert.

A dolgozat a kozonséges differencidlegyenletek egy specialis alosztalyat, az an. kez-
detiérték feladatokat tekinti. Fontos szempont, hogy a numerikus modszer altal
adott megoldéssorozat tartson az eredeti feladat megoldasahoz. Ennek egyik fon-
tos mindGségi (kvalitativ) tulajdonsaga az, hogy a numerikus megoldasok sorozata
milyen gyorsan tart az eredeti feladat megoldasdhoz. Célunk ennek a min&ségi tu-
lajdonsagnak a szisztematikus vizsgalata az in. Runge-Kutta modszerek esetén.

Onmagaban a modellezés egy komplex procediira, melynek harom f6 lépése van.
o Jelenség/folyamat felirasa matematikai/fizikai modell segitségével
¢ A numerikus modell megalkotésa
¢ Implementélas és ahhoz kapcsolodo kérdések

A teljes és komplex modellezési folyamatot a lenti sematikus 1.1 abran érzékeltet-
juk.

A dolgozat elsGsorban a matematikai modell(mathematical models) osztalyabol a
numerikus modell (scientific codes) osztalyaba tortéd atlépésre és ott egy elmé-
leti fogalom szisztematikus vizsgalatara fokuszal. Az abra alapjan nyilvanvalo,
hogy ez a teljes folyamat egy lépésének egy eleme. Ugyanakkor ez is hozzajarul
ahhoz, hogy a numerikus modell alapjan implementalt modszeriinket Gsszevessiik
tényleges kisérleti eredményekkel vagy més implementélt eredményekkel. Ha az
eredmények a varakozasainknak megfelelGek, akkor foglalkozhatunk az implemen-
talas minGségével. Ez a gyakorlatban szuperszamitogépekre alkalmas HPC (High
Performance Computing) implementaléast jelent.
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1.1. abra. A teljes modellezés sematikus dbrdja

Applied mathematics

High-

A dolgozat 2. fejezetében rekonstrualjuk Euler legelsé numerikus modszerét, majd
a [6] konyv 3.1.6. fejezetét kovetve bevezetjiik a numerikus analizis alapfogalmait.
A fejezet legvégén altalanos egylépéses modszer konvergencidjara vonatkozo tételt
mondunk ki, mely a 3. és 4. fejezeteket motivalja.

A 3. fejezet elsG két alfejezete a Runge—Kutta tipustt modszerek lehetséges felira-
sairol szolnak. Ezek megértését példak szemléltetik. A fejezet harmadik alfejezete
p-edrendtiség sziikséges feltételét adja meg. Trodalmi kitekintést adunk Albrecht
cikkei nyomén a sziikséges és elégséges feltételek eléréséhez. Innen ered a fejezet
cime is. A fejezet rendfeltételekre vonatkozo érdekességekkel zarul. A fejezet vaza
a [6] konyv 4.2.1. fejezetét koveti.

A 4. fejezet egy masik, a nyugat-europai szakirodalomban elterjedt megkozelités
lényegét ismerteti. Célunk ezen rendfeltételek szemléletes felirasa és ennek segit-
ségével a korabban levezetett p-edrendtiséghez sziikséges feltételek demonstréalasa.
A megkozelités Butcher nevéhez fliz6dik és az elmélet Butcher-fa elméletként is-
mert a szakirodalomban. A fejezet Butcher [4] konyvének 30. és 31. alfejezeteibol
meriti a legf6bb gondolatokat.



2. fejezet

Alapfogalmak és a legels6 numerikus
modszer

Ahogy emlitettiik, a szakdolgozat kézonséges differencidlegyenletek kezdetiérték
feladataival avagy Cauchy-feladataival foglalkozik. Az egyszertibb targyalas miatt
csak a skalaris esettel foglalkozunk. Ehhez legyen X C R x R egy Osszefiiggd nyilt
halmaz, (to,uo) C X egy adott pont, f : X — R egy folytonos leképezés. A
kezdetiérték feladat alakja

u'(t) = f(t,u(t)), ahol te (0,T], (2.1)

ahol ug € R az un. kezdeti érték. A feladat egyértlemii megoldasdhoz f olyan
fliggvény, mely els6 valtozojaban folytonos, mig masodik valtozojaban kielégiti a
Lipschitz-feltételt, azaz létezik olyan L > 0 allando, hogy az

[F(t,ur) = [t ug)| < Lfuy — uy

osszefiiggés tetszoleges (t,uq), (t,uy) CX-re teljesiil. Ilyen feltételek mellett igaz,
hogy a (2.1)-(2.2) kezdetiérték feladat egyertelmtien megoldhato és a teljes megol-
dés hatartol hatarig terjed ( [10], 2.6.tétel).

Fontos azonban kiemelni, hogy csak bizonyos tipusi jobboldalakra tudunk anali-
tikus megoldasokat adni. Ugyanakkor az adott jelenséget leir6 modelljeink ered-
ményeire kivancsiak vagyunk, ezért esetleges analitikus megoldas hianyaban sziik-
ségiink van az (2.1)-(2.2) feladat kozelité avagy numerikus megoldasaira.

2.1. Euler modszere

Az els6 numerikus modszert Leonhard Euler porosz matematikus alkotta meg
1768-ban [5]. Ezt a modszert szeretnénk most megkonstrualni. Els6 lépésként
osszuk fel a [0, T] idGintervallumot egymastol egyenld tavolsagra 1évs (N 4 1) racs-
pont segitségével, azaz

wp :={t,=nh, n=0,1,....N, h=T/N}. (2.3)

Az wy, (2.3) egyenkozd racshalot szokds még ekvidisztdns racshélonak is nevez-
ni. Masodik lépésként a kezdetiérték feladatban szerepld «'(t) fiiggvényre adunk
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kozelitést. Definicid szerint

A fenti Osszefiiggésben a hatértéket elhagyva nyilvanvalo modon az u/(t) fiiggvény
kozelitését nyerjiik. Ekkor az wy-n értelmezett y racsfiiggvény n-edik racspontjara
vonatkozoan a

i W) —ulte) . ulten) —ults) | y(ten) — y(ta)
h—0 h h—0 h h

osszefiiggést nyerjiik. A célunk az, hogy y(t,) minél jobban kozelitse u(t,) értékét
minden ¢, € wy, esetén. Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban y(t,) = v, jelo-
lést hasznéljuk. Analog modon a jobboldali fiiggvény esetében pedig az f(t,, y,)
jelolést. Ekkor pedig a konstrualt numerikus modszeriink alakja

Yn+1 — Yn

. = f(tn,yn), n=0,1,...,N—1

Yo = u(0).
Az els6 egyenletet y,,,1-re rendezve az

Yns1 = Yn + hf(tn,yn), n=0,1,...,N—1 (2.4)

Yo = u(0). (2.5)

numerikus modszert nyerjiik. A (2.4)-(2.5) modszer Euler eredeti modszere. Ez az
ugynevezett explicit Euler moédszer. Tudniillik a moédszer explicit, hiszen a jobb-
oldali kiértékelés soran az n-edik idérétegen mindent ismeriink, s igy léptetjiik a

megoldasunkat az n + 1-edik idérétegre. Ebbdl az észrevételbd rogvest észrevehet-
jiik, hogy az explicit Euler médszer egy egylépéses numerikus modszer.

2.1.1. Példa. Alkalmazzuk az explicit Euler modszert az alabbi

u'(t) = —u(t)+t+1, ahol te€ (0,10,

differencialegyenletre. A feladat pontos megoldasa u(t) = e™* + ¢. A lenti ab-
ran lathato, hogy finomodo racsfelosztas esetén a modszer egyre jobban kozeliti a
feladat pontos megoldasat.

2.1. Listing. Fzplicit Fuler maodszer

function [t,y] = expeuler(t0, yO, T, N)
t=zeros (N+1,1);

x = zeros (N+1,1);

t(1) = t0;

x(1) = yO0;

h = (T-t0)/N

for i=1:N

t(i+1) = t(i) + h;

x(i+1) = x(i) + h * £(t(i),x(i));

end




% Pontos megoldas

u=exp(-t)+t;

plot(t,u,'b',t,x,'r+')

xlabel ('t ")

ylabel('y ")

title('Explicit Euler mdédszer N=100 esetben')

legend ('Pontos megoldas','Numerikus megoldas')
end

function dydt = f(t,y)

dydt = -y+t+1;

end

1 Explicit Euler médszer N=10 esetben 1 Explicit Euler médszer N=100 esetben
T T T T T T T T T T T T T T T
Pontos megoldas
+  Numerikus megoldas L

Pontos megoldas

0r +  Numerikus megoldas 0r

[
[

N R B NI
[N R - B UG B SN
T T T T T T

2.2. Altalanos egylépéses modszerek

Az el6z6 alfejezetben megismert explicit Euler modszer segitségével motivaltuk
az egylépéses modszerek alkalmazasat a (2.1)-(2.2) megoldasara. Ebbdl kiindulva
tekintsiik az

Ynt+1l = Yn + hq)(ha tn7 Yn, yn+1) (26)

egylépéses modszert, ahol & egy el6re megadott fiiggvény, amely a numerikus
modszeriinket hatarozza meg.

2.2.1. Megjegyzés. Azokat a modszereket amelyekre & = ®(h,t,,y,) alakq,
explicit modszereknek nevezziik. Ha ® = ®(h, t,,, yn, ynr1) alaki, akkor a modszer
implicit.
2.2.1. Példa. Az explicit Euler modszer esetében ® alakja
(R, Ly Yns Ynt1) = S (s Yn)-
&

A ®-modszer lokalis viselkedését jol jellemzi az a kozelités, amelyet a modszerrel
a pontos megoldasbol indulva egy 1épés utan nyertink. Azaz

gn-i-l = u(tn) +h® (ha tn, u(tn)7 @n-f—l)

egyenletben definidlt ¢, numerikus érték milyen kozel van az w(t,. 1) pontos
értékhez.




2.2.1. Definicié. Az l,,(h) = Jny1 — u(tni1) figguényt a (2.6) alakd ®-numerikus
modszer lokdlis diszkretizacios hibafigguényének nevezzik.

Tekintsiik a

gn(h> = _u(tn—‘rl) + u(tn) + h® (h7 tm u(tn>7 u(tn+1))
fiiggvényt. Rendje sorfejtéssel a megoldas meghatarozasa nélkiil is szamolhato.

2.2.2. Definicié. A g,(h) figguényt a (2.6) alaki ®-numerikus mddszer t, € wy,
pontbeli lokdlis approximdcids hibafiigguényének (képlethibdjinak) nevezziik. Azt
mondjuk, hogy a ®-numerikus maodszer p-edrendben konzisztens, ha

gn(h> — O(hP—H)
valamely v > 0 dllanddval tetszdleges t,, € wy, rdcspontban.

2.2.2. Példa. Az explicit Euler modszer esetén

gn(h) = —ultnyr) + ul(tn) + 0f (o, ultn))

— (u(tn) + ha! (t,) + %u”(tn) + O(h3)) + u(ty) + ht/(t,)

2

= () + O (),

azaz a modszer elsGrendben konzisztens. &

A g,(h) fiiggvény kiszamitasa helyett gyakran a

u(tn—H) - u(tn)
h

d,(h) = — h®(h, t,, u(ty,), u(tns1))
fiiggvényt szamoljuk. Erre fennall a d,(h) = g,(h)/h Gsszefiiggés. Ekkor a nume-
rikus modszer p-edrendben konzisztens, ha

d,(h) = O(hP).

Ahogy mér a bevezets fejezetben is emlitettiik természetes elvaras, hogy a nume-
rikus megoldas konvergéljon a feladat pontos megoldésahoz.

2.2.3. Definicio. Az e, (h) = y, — u(ts), (nh = t.) figgvényt a O figguény t.
pontbeli globdlis diszkreticdcios hibafigguényének nevezziik.

2.2.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ® numerikus mddszer konvergens a t,
pontban, ha

lim e, (t,) = 0.

h—0
Ha a ® numerikus mddszer konvergens a [0,T] minden pontjiban, akkor a nume-
rikus modszert konvergens mddszernek nevezzik. Ha e, = O(hP) alaki, akkor a
numerikus modszer p-redrendben konvergens.



Tegyiik fel, hogy az (2.6) egyenlet ® fiiggvénye harmadik és negyedik valtozojaban
lipschitzes, azaz léteznek olyan L3z > 0 és Ly > 0 allandok, amelyekre tetszéleges
S1, S2, p1, P2 szamok esetén

| (R, 2, s1,p1) — PRy th, 52, p2)| < La|sy — so| + Lalpr — p2 (2.7)

tetszGleges t,, € wy, esetén. Ekkor az alabbi tétel bizonyithato.
2.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (2.6) ®-numerikus mddszer

i, p-edrendben konzisztens,

i1, a mddszert definidld ® figguény folytonos és érvényes ra a (2.7) feltétel.
Ekkor a numerikus mddszer p-edrendben konvergens a [0, T] intervallumon.
Proof. Lasd a [6] 3.24 tételhez kapcsolodo levezetést. |
A fenti 2.2.1 tétel eredményét szokas a numerikus analizis alaptételének is nevezni.

A tételben szerepls ii, pont a numerikus modszer stabilitasat garantalja. Ekkor
formalisan a numerikus analizis alaptétele

Konzisztencia + Stabilitas = Konvergencia.

A tétel alapjan garantidlhatd, hogy a konzisztencia rendje megegyezik a konver-
gencia rendjével. Ezért a hatékony (és stabilitas mellett gyorsan konvergald) ko-
zelit6 megoldéasok érdekében szisztematikus modon kivanjuk meghatarozni a p-
edrendiiség rendfeltételeit egy, a legelterjedtebb egylépéses numerikus csalad ese-
tében. Ezek lesznek az Gn. Runge-Kutta tipust modszerek. A kovetkezs két
fejezetben két nagy megkozelitést fogunk tekinteni erre a problémaéra.



3. fejezet

Runge-Kutta modszerek
rendfeltételei: az Albrecht
megkozelités

1895-ben Runge német matematikus megkisérelt egy masodrendii modszert konst-
rualni abbol a gondolatbdl kiindulva, hogy a jobboldali f fiiggvényt kéztes pontban
értékeljiik ki [9]. Legyen ez a koztes pont ¢,,11/2 és a numerikus modszeriink ekkor

Yni1 = Yo + hf (tn%,yn%), n=01,. .. N—1

A problémét ekkor még az okozta, hogy a fenti modszer implicit az y,, 1 tag jelen-

lete miatt. Ezért otlete abban allt, hogy ezt a tagot kozelitsiik egy h/2 lépéskozii
explicit Euler modszer segitségével. Ezért szokas a modszert javitott, modositott
Euler médszernek, vagy RK2 modszernek nevezni. Ennek alakja

h
yn+1:yn+hf (tn+éayn+§f(tnayn)>v TLZO,L...,N—l

yo = u(0).

Tobbdimenzios Taylor-sorfejtés segitségével konnyen igazolhato, hogy a fenti méar
explicit tipusa javitott Euler médszer masodrendben konzisztens. Tovabba ez az
Otlet teremtette meg a lehet&séget modszerek szisztematikus felirasara is. Tudni-
illik a fenti modszer témoren az alabbi alakban frhato fel:

kl - f(tn—la yn—l)
1 1
ko= f{ta1+ shyyn1+ 5hk
2 2
Yn = Yn—1 + hk?
3.0.1. Példa. Alkalmazzuk a javitott Euler-modszert a lenti differencidlegyenlet

kozelitésére és hasonlitsuk 6ssze az explicit Euler médszerrel.
u'(t) = —u(t)+t+1, ahol te (0,10,
u(0) = 1.



A feladat pontos megoldasa tovabbra is az u(t) = e™* +¢. A lenti abran lathato,
hogy finomodoé racsfelosztas esetén a modszer egyre jobban kozeliti a feladat pontos
megoldasat. A moédszer MATLAB kodja a kovetkezd:

3.1. Listing. Javitott Fuler-mddszer

function [t,y] = javeuler (t0,yO0,T,N)
t=zeros (N+1,1);
y=zeros (N+1,1);
x=zeros (N+1,1) ;

t(1)=t0;
y(1)=y0;
x(1)=y0;

h=(T-t0)/N;
hfel = 0.5%h;
for 1i=1:N
t(i+1)=t (i) +h;
y(i+1) = y(i) + h*xf(t(i)+hfel,y(i)+hfelx*f(t(i),y(i))
)5
x(i+1) = x(i) + h x £(t(i),x(i));
end
% Pontos megoldas
u=exp(-t)+t;
plot(t,u,'b',t,x,'r',t,y,'g")
xlabel ('t")
ylabel ('y ')
title ('N=6")

legend ('Pontos megoldas', 'Numerikus megoldas','Javitott

numerikus megoldéas')
end
function dydt = f(t,y)
dydt = -y+t+1;
end

N=6 N=10
11 T T T T T T T T T 11 T T T T T
— Pontos megoldas Pontos megoldas
0r —— Numerikus megoldas A 0r —— Numerikus megoldas
R Javitott numerikus megoldas ] ol Javitott numerikus megoldas

[
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Lathato, hogy a javitott Euler médszer mar joval kevesebb lépés utan kozeliti a

feladat pontos megoldasit szemben az explicit Euler modszerrel. &




3.1. Elso6 felirasi mod

Heun 1900-ban harmadrendd, mig Kutta 1901-ben negyedrendi explicit mddszert
konstrualt. A rendre vonatkozd hosszadalmas szamitasokat most megsporoljuk,
ugyanis a célunk tovabbra is a rendfeltételek szisztematikus szarmaztatasa.

Mivel matematikatorténeti szempontbol a fenti két modszer jelentss, ezért ezek
javitott Euler modszer esetében latott tomor k;-s alakjat megadjuk.

3.1.1. Példa (Heun avagy RK3 modszer).
kl = f(tnfly Z/n71)

1 1
ko = tno1+ =h, yn_ —hk
2 f( 1+3 Y 1+3 1)

2 2
ks = tno1+ =h, yn_ —hk
3 f( 1+3 Y 1+3 2>

1 3
Yn = Yn—1 + hzkl + hzkz
&
3.1.2. Példa (Kutta avagy RK4 modszer).
kl - f(tn—la yn—l)
ko= f(th_1+ 1h + 1hk
2 — n—1 92 y Yn—1 9 1
1 1
ks = f (tn—l + Ih’ Yn—1 t+ Ihk‘z)
ky=f(tn-1+h Yn1 + hks)
= —I—hlk: —l—hlk —l—hlk +h1/~<:
YUn = Yn—1 61 32 33 64
&

Vegylik észre, hogy az eddig megadott példak mindegyike explicit tipusd, hiszen
a k; fiiggvény jobboldalaban legfeljebb k;_; szerepel. Mindegyik esetben az alap-
otletet az adta, hogy a [t,_1,t,] részintervallumban koztes értékeket adtunk meg
(ki-k szama) és ezek linearis kombinaciojaval kozelitettiik a kezdetiértéek feladat
jobboldalat. A koztes értékek szamat lépcsdszamnak nevezziik.

Ezek az explicit, magasabbrendd példak vezetnek el minket az &ltalanos, implicit
modszereket tartalmazo felirasi modhoz. Az altalanos felirasi mod Kutta 1901-
es cikkéhez kapcsolodik [8]. Ugyanakkor Runge és Kutta munkassiga nyomén
ezeket a modszereket Runge-Kutta tipusi modszereknek nevezziik. Egy s-1épcsds
Runge-Kutta modszer alakja

ki:f(tn—l+Cih,yn—1+hzaijk’j), = 1,...,8 (31)

Jj=1

i=1



ahol s a lépcs@szam és s > 1 adott egész szdm, mig a;;, ¢;, b; értékek adott
valos szamok. Butcher 4j-zélandi matematikus ezeket a méddszerek szemnek kelle-
mes formaban tablazatos alakban irta fel, s 1964-es cikke Ota ezt a reprezentaciot
Butcher-tablazatnak vagy Butcher-tablonak szokas hivni [3]. Az s-1épcsds Runge—
Kutta modszer Butcher tabloja

Ci a1 G2 ... PN ay s
Co | 21 0 PN NN az s
3 | asi1 das2 ... e as s
Cs | Qg1 Qg2 ... Qs s—1 Ass

by by b3 . bs

Azaz az egylépéses numerikus médszeriink egy A € R**® matrixszal és ¢,b € R”

vektorokkal reprezentalhato.
c| A
bT

3.1.3. Példa. Az eddig megismert négy modszeriink Butcher tablojat a lenti pél-
daban adjuk meg.

Explicit Euler

Javitott Euler

RK3
o]0 0 0
1/311/3 0 0
2/31 0 2/3 0
[1/4 0 3/4
RK4
o/ 0 0 0
05/05 0 0
05/ 0 05 0

0
0

0

1o o 1 0
1/6 1/3 1/3 1/6

&

A fenti példa alapjan is kdnnyen lathatjuk, hogy explicit Runge—Kutta modszerek
esetében az A egyiitthaté matrix szigort alsé haromszog matrix lesz. Implicit
modszer esetében ez a kedvez6 és sokszor elényos struktira elvész.



3.2. Masodik felirasi mod

Ebben a fejezetben egy maésik lehetséges paraméteres felirdsi moédot ismertetiink

s-l1épesés Runge-Kutta modszerekre. Ennek a

lakja

Y;:yn—l+hzaijf(tn—l+cjh7y;)a Z: 17"-73

J=1

yn:ynfl‘Fthjf(tn,l—i-th,Y}), 1=1,...,s

J=1

(3.3)

(3.4)

A fenti reprezenticié segitségével a méar koradbban vizsgalt négy modszert is fel

tudjuk irni.

3.2.1. Példa. A négy modszer alakja ebben a felirasban:

Explicit Euler

Yi = Yn—1

Yn = Yn—1 + hf(tn—h }/1>

Javitott Euler

}/1 = Yn—-1

Yo = yn_1+ 0.5hf (t,_1,Y7)
Yn = Yn—1 + hf(tn—1 + 0.5h,Y3)

RK3
le = Yn-1
1
Yé = Yn—1 + §hf(tnfl7}/1)
2 1
Y:% =Yn—1+ _hf b1+ _h‘y Yé
3 3
1 3
Yn = Yn—1 + h {Zf(tn—la Yi) + Zf (tn—l
RK4
Yi = Yn—1

Yé = Yn—-1 + 0-5hf(tn—1> }/1>
YE’J = Yn-1+ 05hf(tn,1 + 05h, }/2)
Yy = Y1 + 0.5hf (s + 0.5k, 3)

h h
Yn = Yn—1 + 6 {f(tn_l,Yl) +2f (tn_l + 57}/2

)

2
—h, Y
+3 3 3>:|

h
t’n—l + 57}/})

> + f(tn—l + h,Y;L)

L



Az el6z6 és a mostani alfejezetben két felirdsi moédot mutattunk be. Ttt meg-
emlitjiik, hogy a (3.1)-(3.2) és (3.3)-(3.4) modszerek Butcher-tabloi és pontossagi
feltételei megegyeznek. Ezért ezeket a modszereket ekvivalensnek tekintjiik. A két
felirasi mod kiilonbsége abban all, hogy a (3.1)-(3.2) modszer a feladat jobboldali
f(t,u(t)) fiiggvényét, avagy a feladatbol adodoéan az ' (t) megoldasfiiggvény deri-
valtjat approximalja koztes értékekkel a ¢,_1 + c;h pontokban. KEzzel szemben a
masodik (3.3)-(3.4) feliras az u(t) megoldasfiiggvényt approximalja.

3.3. Rendfeltételek

Az eddig bemutatott klasszikus modszerek Butcher-tabloinak kozos jellemzdje,
hogy az A matrix tetszGleges i-edik soranak 6sszege minden esetben megegyezik a
c vektor i-edik komponensével. Természetesen ez nem a véletlen miive. Ennek oka
abban leledzik, hogy a (3.3)-(3.4) modszerek esetén a kiszamolt Y; értéket az u(t)
megoldasfiiggvényt legalabb elsérendben approximéljik a t,_; + ¢;h pontokban.
Ezért ha u(t) = ¢, ¢ € R vagy u(t) = at + b, a, b € R alaku, akkor a modszer
pontos.

Tekintsiik az
u'(t)=1, t € (0,T] (3.5)
u(0) =0 (3.6)
feladatot. A feladat pontos megoldasa u(t) = ¢, ezért a fenti érvelés mentén az
Y =u(tn_1 +ch) =t,_1 + cih

egyenlGségnek teljesiilnie kell. Szamoljuk ki az els6 lépést, azaz n = 1, tg = 0,
Yn—1 = Yo = 0. Ekkor

Yi=gnr +h Y ayf(ter +¢hY;) =hYy ay.
j=1 J=1

Egyrészt igy Y; = ¢;h, s a (3.5)-(3.6) feladatra a fenti feltételbsl minden i-re a
C; = Z CLl'j
j=1

osszefiiggés adodik. Bevezetve az e = (1,...,1)T € R® vektort ez a ¢ = Ae alakot
jelenti. Ekkor a Butcher-tabléd alakja

Ae | A
bT

3.3.1. A p-edrendtiség sziikséges feltétele
Tekintsiik az

u'(t) =u(t)+1, t € (0,7]
u(0) =0



feladatot. A feladat pontos megoldasa az u(t) = e' — 1 fiiggvény. A ¢t = h pontban
a lokalis approximaciés hibara az

1 |
u(h) =" —1 :h+5h2+...+ﬁh”+0(h”“) (3.7)

Osszefiiggés adodik. Az el6z6 szamolashoz hasonloan az elsé 1épés utan a koztes
értékekre

Yi=h) a;(Y;+1), i=1...,s. (3.8)
j=1

Az Y = (V)i , € R® jelolest hasznélva a fenti (3.8) felirhato
Y = hA(Y +e) = hAY + hAe
alakban. Ekkor az [ egységmatrix jelolést hasznalva kapjuk, hogy
(I — hA)Y = hAe. (3.9)

KellGen kis h mellett az I — hA matrix invertalhato, mely az in. Neumann-sor
segitségével allithato eld.

(I —hA) ' =T+hA+h*A*+ ...+ hPAP + ... (3.10)
A (3.9)-(3.10) egyenletek alapjan

Y = (I — hA) 'hAe = (I + hA+ h2A% + ...+ hPAP + .. )hAe (3.11)
= (hA+R*A* + ...+ hPAP + . e.

A fenti (3.11) egyenletdsl méar felirhato y; végleges alakja, amelyre

yi=hY bi(Yi+1)=h"(Y +e)
i=1
= W' [((hA+h*A% + ...+ hPAP + . e+ €] (3.12)
= hbT[I 4+ hA +h*A% 4+ ..+ hPAP + . e
= hb"e + h*b" Ae + IPbT Ae + ... + WPVT AP e + ..
A (3.7) és (3.12) kifejezések Osszevetésébdl adodi a modszer p-ed rendiségének
sziikséges feltétele, amely

1
o A le, kE=1,...,p. (3.13)

Az eddigi szamitasainkbol az alabbi tétel adodik.

3.3.1. Tétel. Adott Butcher-tdbldju Runge-Kutta tipusi mddszer pontosan akkor
konzisztens, amikor teljestilnek az

Ae=c és ble=1

feltételek, azaz

s
E i = Gy, izl,...,s €s E bk:1
k=1



A fenti 3.3.1 Tétel csupan a konzisztencia sziikséges és elégséges feltételét adja meg.
Nem kapunk teljes valaszt p-edrendiiség esetén. Levezetésiink eredményeképpen
a (3.13) egyenlet sziikséges, de nem elégséges feltételt biztosit. A Runge-Kutta
tipust modszerek p-edrendtiségének sziikséges és elégséges feltételeinek kiszadmita-
sahoz hosszadalmas 0t vezet. Itt csak a {6 lépéseket érzékeltettiik. Ugyanakkor
Albrecht [1] és [2] cikkeiben vezeti le és foglalja Ossze a sziikséges és elégséges
feltételeket.

Ezen cikkek eredményeit figyelembe véve a negyedrendiiség feltételeit az alabbi 3.1
tablazatban foglaltuk 6ssze. Megjegyezziik, hogy a tablazatban igaz a C' = diag(c)
Osszefiiggés.

rend(p) feltétel
1 ble =1
2 0Te=1/2
3 b2 =1/3,b" Ac =1/6
1 0T =1/4,6TCAc = 1/8,0TAZ = 1/12, 67 A% = 1/24

3.1. tablazat. A negyedrendi feltételek

3.3.1. Példa. Ebben a példaban a fenti tablazathoz tartoz6 MATLAB kodot
adjuk meg. Ezek alapjan az eddig megismert négy modszer konzisztencia rendjeit
adhatjuk meg negyedrenddel bezarolag.

3.2. Listing. Legfeljebb negyedrendiiséget elenndrzd kod

function order (A,b)
e=ones (size(A,1) ,1);
c=sum (A ,2);
pl=[b*e-1]1;
p2=[bxc-1/2];
p3=[b*c.~2-1/3, bx*xAxc-1/6];
p4=[ b*c."3-1/4, bxdiag(c)*A*xc-1/8, b*xAxc.~2-1/12, bx*A
~2%c-1/247;

if any(abs(p4)>eps)==

disp('A médszer negyedrendd')
elseif any(abs(p3)>eps)==

disp('A mdédszer harmadrendd')
elseif any(abs(p2)>eps)==

disp('A mdédszer masodrendd')
elseif any(abs(pl)>eps)==

disp('A mdédszer elsdrendid')
end
end

A futéas eredménye az alabbi:

>> order ([1],1)
A moédszer elsdrendi




>> order ([0 0; 1/2 0.0]1,[0 11)

A médszer masodrendi

>> order ([0 O 0;1/3 0 0;0 2/3 01,[1/4 0 3/4])

A médszer harmadrendd

>> order ([0 O 0 0;1/2 0 0 0;0 1/2 0 0;0 0 1 0]1,[1/6 1/3
1/3 1/61)

A médszer negyedrendi

3.3.2. Erdekességek

A fejezet hatralévs részében a [6] konyv 4.2.1. és a [7] konyv 11.2. fejezeteinek
rendfeltételhez kapcsolodo érdekességeit foglaljuk Ossze. Explicit Runge-Kutta
modszerek esetén p = s pontossig biztosithato, ha s = 1,2,3,4. Sajnos s > 5
esetén mar nem érhetd el a p = s pontossag. Ezt a lenti 3.2 tablazatban foglaltuk
Ossze.

s [[1][2[3[4[5[6]7[8[9]10
ps) [1]2[3[4[4[5(6|6]|7] 7

3.2. tablazat. Fzplicit Runge—Kutta modszerek rendjer adott lépcsdszam mellett

Megjegyezendd, hogy implicit Runge-Kutta modszerek esetében specialis (Gauss)
alappontok valasztasa mellett p = 2s rend is elérhetd.

Az explicit Runge-Kutta tipusi modszer esetén egyelére csak p = 8 értékig ismert,
hogy egy tetszéleges p rend eléréséhez hany 1épcsé sziikséges. A 3.3 tabldzatban
ezt foglaltuk Gssze.

| rend(p) [1]2[3[4] [5[6] [7] [8 |
feltételek szama 112141 8 17 | 37 85 200
lépesk szama (s) |12 (3| 4 |56 | 78 |9 10| 11
paraméterek szama || 1 |3 |6 | 10| 15 |21 | 28 | 36 | 45 | 55 | 66

3.3. tablazat. Ezplicit Runge-Kutta modszerekre vonatkozo Gsszefiiggések




4. fejezet

Runge-Kutta modszerek
rendfeltételer: a Butcher-fa
megkozelités

Ahogy azt mar a bevezetében is emlitettiik, ebben a fejezetben a nyugat-eurépai
szakirodalomban elterjedt Butcher-fa megkdzelités 1ényegét kivanjuk ismertetni.
A preciz és szakszerid targyalast Butcher [4] konyvének 30. és 31. alfejezeteiben
talalhatjuk meg.

Az egyszertiség kedvéért (2.1)-(2.2) helyett tekintsiink autonom kezdetiérték fel-
adatot, azaz

ul(t> = f(u(t))v te [OvT]7
u(0) = up.

A pontos megoldas Taylor-sorba fejtéséhez vezessiink be néhany jelolést. Ezek
rendre az alabbiak:

f=fu))
fr=f'(u(t))
f7=f"(u(®)).
Ezen jelolések segitségével felirjuk az u(t) fiiggvény teljes els6, masodik és harmadik
derivaltjat és azok komponensenkénti alakjait is.

u'() = flu(t)) = f
(ui)/ — fz

doov_d o
E(u) = %JC _fjf
u”(t) = f(u(t)) = (f (u(@®)) f(u@)
= ["(u(®))(f (u(t)), f(u®)) + £ (u)(f (u) f ()
=f"(LH+ 1S
G i g
ﬁu = jkf fk—l_f]fkfk

17



A grafelméletbdl ismert gydkeres fa struktirat alkalmazva a teljes els§, masodik és
harmadik derivaltak esetében mintat fedezhetiink fel. Nevezetesen az f(u(t)) érté-
ket tarsitjuk egy levélhez a faban, az f'(u(t)) értéket egy olyan csiicshoz amelybdl
egy darab €l fut ki, az f”(u(t)) értéket pedig egy olyan cstcshoz amelybdl mar két
él fut ki. Az igy megalkotott gyokeres fainkat az elemi differencidlokra vonatkozo-
an a lenti 4.1.tablazatban szemléltetjiik. Természetesen magasabbrendii derivalt
esetén a fenti gondolatot terjesztjiik ki.

fa egzakt megoldas | komponensenként
® f fz
: f'f fif?

N S 1) finf? "

} I'f'f S

4.1. tablazat. A harmadrendi feltételek reprezentdcidja

A 4.1.t4blazatban az u els6 harom derivaltjanak tenzor alakos reprezenticidiban
az f', f7, f* tagok fels§ indexeit egy cstcshalmaz tagjainak tekintjiik. Az élek
halmazaban adott (i, j) parok szerepelnek mint példaul az f; és f;k tagok esetén.
A jobb megértést a lenti 4.2.tablazat segiti eld.

fa f-fa egzakt felirds jelolt fa | komp. feliras
° °f f(y(z)) oi f

! /
- ff’f Fy()) fy(x)) L fif!
NN sence@nieen | | e
i f
# | Pu@) e fe@) | | e

4.2. tablazat. A harmadrendi feltételek teljes reprezentdcidja

A negyedrendiiségre vonatkozo feltételeket grafos alakban az egyszeri de hossza-
dalmas szamitasok nélkiil a lenti 4.3.tablazatban foglaljuk ssze.

Ha a fenti 4.3.tablazat mésodik elemi differencialjat tekintjiik, akkor annak
elviekben két ekvivalens reprezentalésa is lehetne. Ezt szemléltetjiik a 4.1.abran.

4.0.1. Definicié. Legyen V, V' csicsok halmaza, E, E' élek halmaza és a (V, E),
(V' E") az ezekbdl alkotott gyikérrel rendelkezd fak. Ha létezik eqy ¢ : V — V'
bijekcio gy, hogy [z,y] € E akkor és csak akkor, ha [p(x), p(y)] € E', akkor a két
fdat ekvivalensnek tekintjiik.



fa | egzakt megoldas | komponensenként
RN NN s
\) (£, 1) Find fE !
Y Ff(f ) fifu I !

% e FLRLIET

4.3. tablazat. A negyedrendi feltételek reprezentdicidja

4.1. abra. Két ekvivalens dllapot

Az egyértelmiisités kedvéért mindig balrél jobbra torténd cimkézés szerint irjuk
fel a gyokeres fainkat. A fak kormentesek és a csiucsok szama alapjan adhatjuk
meg a rendet. Altalanosan ez azt jelenti, hogy egy p cstcsbol 4llo fa adja meg a
p-edrendiiség sziikséges és elégséges feltételeit.

4.0.1. Példa. Par esetben szemléltetjiik a feljebb irtakat.

levél
L ]
levél levél levél
levél levél levél levél levél
[ ]
levél level levél

[ ]

[ ]
quikér qyokér gydkér quyokér qyokér gyokér
rend — 2 rend — 3 rend — 4 rend — 5 rend — 8 rend — 5

Minden féara fel lehet irni a Butcher-tablo segitségével egy ®(t) polinomot, mely az
aktualis fara vonatkozik (a preciz és bonyolult sszefiiggések felirasa nélkiil kozol-
jiik ezt az allitast, mert ez a szakdolgozat szintjét és terjedelmét is meghaladna).



O(t) esetében eldszor tarsitsunk a fa minden cstcsdhoz, a leveleket kivéve egy
1,7, ... indexet, ahol a gyokér indexe lesz 7. Ekkor a gyokér legyen minden esetben
b;, majd minden csticshoz, amely nem egy levél, rendeljiink hozza egy a; értéket,
ahol j a beérkezé él kiindul6 pontjdnak indexe, k pedig az adott csics indexe. Vé-
giil mikor egy adott élsorozat beér egy levélbe, ott a levélhez rendeljiik hozza a c;
értéket, ahol j a levélbe érkezG él méasik végében levd cstics indexe. Miutan minden
csticshoz hozzarendeltiink egy b;, a;i, ¢; értéket, Osszegezziik ezen értékeket.

4.0.2. Példa. Nézziik meg lépésenként, hogy ez hogyan is néz ki egy konkrét példa
esetén.

)

Egy maésik fontos mérdszam ~(t) értéke lesz. A t-edik fa esetén kivalasztunk egy
csiicsot, majd megszdmoljuk, hogy hany csiicsot szarmaztattunk ebbdl a kivalasz-
tott csucsbol onmagéaval egyiitt. Ekkor () ezen szamok szorzata lesz.

4.0.3. Példa. Az el6z6 példat folytatva megadhatjuk ®(t), v(t) alakjat és hogy
ez melyik Albrecht feltételnek felelne meg. Ekkor

O(t) = Z biciaijciazicy,
yit)=6-1-4-1-2-1=48.

Az adott Albrecht-féle megkdzelitésbol

1
V'CACAc = —
‘TR



feltételt nyernénk, ahol C' = diag(c). Azaz a ®(t) és y(t) kozotti Osszefiiggésre a
sejtésiink

[ )

Az a sejtés, hogy a fenti Osszefiiggés valoban a p-edrendiiség sziikséges és elégséges
feltételeit adja. Ehhez el6szor vezessiink be egy 1j jelolést. Legyen t;; az i-edik
rendhez tartozo j-edik rendfeltétel. A fak halmazat jeloljiik T-vel. Azaz

T = {ti,t2,t31,t32,... }
és

T:{.,:,\/,L,,, ).

Tovabba hasznaljuk [4] Definition 312A-ban szerepld elemi sulyu P(t) kifejezést,
mely kapcsolatot teremt a fas felirdsi mod és a Butcher-tablo kozott. Ekkor a
technikai feltételek tovabbi részletezése nélkiil kozoljiik Butcher eredményét.

4.0.1. Tétel ( [4], Theorem 315A). Egy ® : T — R elemi silyi Runge-Kutta
maodszer pontosan akkor p-edrendi, ha

B(t) = %t)

minden t € T esetén, hogy r(t) < p, ahol r(t) a csicsok szdma.

4.1. Osszehasonlitas

A fejezet hatralévs részében Osszevetjiik a két lehetséges megkozelitési modot ne-
gyedrenddel bezarolag. Els¢ lépésként Butcher-fa megkozelitéssel adjuk meg és
foglaljuk 0ssze a negyedrendd rendfeltételeket a 4.4.tablazatban.



p | fa szama fa Butcher feltétel egzakt megoldas | komponensenként
1 tl ® Zb] - 1 f fl
SR \/ > bje; =1/3 f' ) fiwif? f*

132 { > bjajrcy = 1/6 f'f'f f;féf’“
f o |V Sed=1a | LD ST

la2 \) > biciae, =1/8 ff 1) YEbiva

tas Y dobjagrc; = 1/12 1) fifrer

27! % > bjaramc = 1/24 1 f;f,ifﬁfl

4.4. tablazat. A Butcher-fa megkozelités negyedrenddel bezdrdlag

A 3.1.tablazat Albrecht-féle rendfeltételeit is megadjuk a Butcher-fa megkozelitést
felir6 4.5.tablazatban az egyszertiség kedvéért.

p | fa szdma fa Butcher feltétel Albrecht feltétel

1 tl ® Zb] =1 bTe =1

2|ty : S bic; = 1/2 bTe=1/2

3 t31 \/ dobici=1/3 bTe? =1/3
t32 } Z bjajkck = 1/6 bTAC = 1/6

4 t41 \I/ ZbJszl/Zl bT63:1/4
t42 \) Z bjCjCijCk = 1/8 bTCAC = 1/8
t43 Y Z bjajkci = 1/12 bTAC2 = 1/12
t44 I Z bjajkaklcl = 1/24 bTA2C = 1/24

4.5. tablazat. A Butcher-fa és Albrecht megkézelitések negyedrenddel bezdrdlag

A 3.fejezet egy alfejezete a p-edrendiiség sziikséges feltételének levezetésérdl szolt.
Ennek végss alakja a (3.13) egyenlet volt. A fenti 4.5. tablazatbol konnyen lathato,
hogy ezek a feltételek negyedrenddel bezardlag a ty, to, t3o és tyy fakat jelentik.
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