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Koszonetnyilvanitas

Eziton is szeretném megkoszonni témavezetémnek, Pfeil Tamdasnak lelkiismeretes munkdjat,
a konzultdcios lehetGségeket, tanicsait, végtelen tiirelmét és tdmogatdsat, melyek nélkiil ez a
dolgozat nem johetett volna létre.

Halas vagyok csaldidomnak €s barataimnak, akik tanulmanyaim sordn mindvégig tdmogattak.



1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatom témdjaként a Taylor-formuldt és annak alkalmazdsait valasztottam. Az elsé
részben a témdhoz kapcsolddé legfontosabb tételeket, definicidkat ismertetem, majd bemutatom
a Taylor-formula maradéktagjdnak kiilonféle alakjait. A dolgozatban szerepel néhdny nevezetes
fliggvény Taylor-sorfejtése, ahol igazolom a maradéktagok valamely alakjdnak 0-hoz tartdsat,
ezutan példdkon keresztiil mutatom be a formula alkalmazésait.



2. fejezet

Sziikséges eloismeretek

Ebben a fejezetben azokat a definicidkat és tételeket foglalom 6ssze, melyeket a dolgozatomban
felhasznalok.

2.1. Differencialszamitas

2.1.1. Definicio. Az a valds szam kornyezeteinek nevezziik az (a—6, a+§) alaki intervallumokat,
ahol ¢ tetszSleges pozitiv valds szam.

2.1.2. Definicié. Az a valds szam pontozott kdrnyezeteinek nevezziik az (a — 6, a+6) \ {a} alaki
intervallumokat, ahol ¢ tetszSleges pozitiv valds szam.

2.1.3. Definici6. Legyen az f fliggvény értelmezve az a pont egy kornyezetében. Azt mondjuk,
hogy az f fiiggvény az a pontban differencidlhatd, ha a

lim L&)~ f(@)
m ——-—--
x—a X—a

hatdrérték 1étezik és véges. A fenti hatarértéket az f fiiggvény a pontbeli differencidlhdnyadosa-
nak vagy derivéltjdnak nevezziik.

2.1.4. Definicié. Az f fiiggvény az a pontban jobbrol differencialhatd, ha a
i f0 - f@
im ————
x—a+0 X —a

hatdrérték 1étezik és véges.
2.1.5. Definici6é. Az f fiiggvény az a pontban balrdl differencidlhatd, ha a
e S0 f@

x—a-0 X—a

hatéarérték 1étezik €s véges.



2.1.6. Definici6. Legyen a < b. Az f fliggvény differencidlhaté az (a, b) intervallumban, ha
differencidlhat6 (a, b) minden pontjaban. Azt mondjuk, hogy f differencialhaté [a, b]-ben, ha
differencidlhaté az (a, b) intervallumban, tovabbd a-ban jobbr6l, b-ben balrdl differencidlhatd.

2.1.7. Definicié. Az f fliggvény derivaltfiiggvényének nevezzziik azt a fliggvényt, amely értel-
mezve van minden x helyen, ahol f differencidlhato, és ott az értéke f’(x).

2.1.8. Definici6. Legyen az f fiiggvény (k — 1)-szer differencialhaté az a pont egy kornyezetében.
Jeloljiik az f figgvény (k — 1)-edik derivaltfiiggvényét f*~V-gyel. Haaz &~V fiiggvény a-beli
derivaltja 1étezik, akkor azt az f fliggvény a-beli k-adik derivéltjdnak nevezziik. Amennyiben ez
a derivalt véges, akkor azt mondjuk, hogy f a-ban k-szor differencidlhatd. Az f fiiggvény k-adik
derivaltfiiggvénye az a fiiggvény, amely azokban az x pontokban van értelmezve, ahol f k-szor
differencidlhato, €s az értéke f*¥)(x).

2.1.9. Tétel (Rolle-tétel). Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos az |a, b] intervallumban és
differencidlhato az (a, b) intervallumban. Ha f(a) = f(b), akkor létezik olyan ¢ € (a, b) szdm,
amelyre f'(c) = 0.

2.1.10. Tétel (Lagrange-kozépértéktétel). Legyen az f fiiggvény folytonos az [a, b] interval-
lumban és differencidlhato az (a, b) intervallumban. Ekkor létezik olyan ¢ € (a, b) szdm, amelyre

, f(b) - f(a)

fie = 2228

2.1.11. Tétel (Cauchy-kozépértéktétel). Ha az [ és g fiiggvények folytonosak az [a, b] interval-
lumban, differencialhatéak az (a, b) intervallumban, és minden x € (a, b) esetén g’(x) # 0, akkor
létezik olyan ¢ € (a, b) szam, amelyre

f'(e) _ f(b) - f(a)
g'(c)  gb)-gla)
2.1.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban lokdlis maximuma van,

ha a-nak van olyan U kdrnyezete, amelyben f értelmezve van, és minden x € U-ra f(x) < f(a).
Ekkor az a pontot f lokélis maximumhelyének nevezziik.

Ha minden x € U\ {a}-ra f(x) < f(a), akkor f-nek szigort lokdlis maxima van a-ban és ekkor
a-t szigoru lokdlis maximumhelynek nevezziik.

2.1.13. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban lokalis minimuma van,
ha a-nak van olyan U kornyezete, amelyben f értelmezve van, és minden x € U-ra f(x) > f(a).
Ekkor az a pontot az f fiiggvény lokélis minimumhelyének nevezziik.

Amennyiben x € U\ {a}-ra f(x) > f(a), akkor szigorid lokdlis minimumrél és minimumhelyrdl
beszéliink.

2.1.14. Tétel. Legyen az f fiiggvény differencidlhaté az a pontban. Ekkor ha f-nek lokdlis
szélsdértékhelye van a-ban, akkor f’(a) = 0.

2.1.15. Tétel. Tegyiik fel, hogy f kétszer differencidlhaté a-ban. Ha f’(a) = 0 és f"'(a) > O,
akkor f-nek a-ban szigoru lokdlis minimuma van. Ha f’(a) = 0 és f"(a) < O, akkor f-nek
a-ban szigori lokdlis maximuma van.



2.1.16. Tétel (L’Hospital-szabaly). Jelentsen a egy a valos szamot vagy az a + 0, a — 0, oo,
—oo szimbolumok valamelyikét, B pedig egy b valos szdmot, co-t vagy —co-t. Legyen f és g
differencidlhaté a egy pontozott kornyezetében, tovabba itt g + 0 és g’ # 0. Tegyiik fel, hogy
vagy

lim f(x) = lim g(x) =0,

X—a X—a

vagy pedig
lim | £(x)] = lim [g(x)] = co.
Ha f/( )
X
im =p,
x—a g'(x) A
akkor
lim S =B.
x—a g(x)

2.1.17. Tétel (Bolzano-tétel). Legyen f az [a, b] zdrt intervallumon értelmezett folytonos fiigg-
vény. Ha a k szam f(a) és f(b) kozotti, akkor létezik olyan ¢ € (a, b), melyre f(c) = k.

2.1.18. Tétel (Az integralszamitas els6 kozépértéktétele). Ha az f fiiggvény folytonos az [a, b]
intervallumban, akkor létezik olyan c € [a, b], amelyre

b
/ F)dx = £0) - (b a).

2.2. Végtelen sorok, hatvanysorok

[>9)
2.2.1. Definici6. Legyen (a,) egy végtelen szdmsorozat. A Y, a, végtelen sor részletosszegeinek
n=1
sorozata az az (s,) sorozat, melynek tagjai

S1 = 4ay

S =a) +ap
n

Sp = Zak
k=1

[
2.2.2. Definicié. A ), a, végtelen sor konvergens és az Osszege A valds szdm, ha a részlet-

n=1
[s6]

Osszegek (s;) sorozata konvergens és hatarértéke A, vagyis lim s, = A. A Y, a, végtelen sor
n—oo n=1
divergens, ha a részletosszegek (s,,) sorozata divergens.



[se]
2.2.3. Definicié. Legyen g € R adott. Ekkor a )} ¢" végtelen sort mértani sornak nevezziik. A
n=0
g szam a mértani sor kvéciense.

2.2.4. Tétel. A . ¢" mértani sor akkor és csak akkor konvergens, ha |q| < 1, és ekkor Y, q" =
n=0 n=0

l-g¢q

2.2.5. Tétel. Legyenek ), a, és ), b, konvergens végtelen sorok, és ), a, = A, Y, b, = B.

n=1 n=1 n=1 n=1
()
Ekkor minden c € R esetén ), c - a, is konvergens, és az 6sszege ¢ - A, tovabbad
n=1

(o]
>, (an + by) sor is konvergens, és az 0sszege A + B.
n=1

2.2.6. Definicié. A ), a, végtelen sort abszolit konvergensnek nevezziik, haa )’ |a,| végtelen
n=0 n=0
sor konvergens.

2.2.7. Tétel. Minden abszolit konvergen sor konvergens.

2.2.8. Tétel (HanyadosKritérium). Tegyiik fel, hogy minden n indexre a,, # 0.

. an+1 < p .
Ha lim ! = | < 1, akkor a Y, a, végtelen sor abszoliit konvergens.
n—eot dy n=0
. an+l S P .
Ha lim ! | > 1, akkor a Y, a, végtelen sor divergens.
n—eot dp n=0

n

2.2.9. Definicié. Legyen (a,) egy végtelen sorozat. Ekkor a ) a,x
n=0

sort O ponthoz tartozé
hatvanysornak nevezziik.
2.2.10. Definicié. A ), a,x" hatvanysor konvergenciatartomdnya azon x € R szdmok halmaza,

n=0
amelyekre a végtelen sor konvergens.

2.2.11. Tétel. Minden hatvanysor konvergenciatartomdnya intervallum, amely (esetleg a vég-
pontoktol eltekintve) 0-ra szimmetrikus.

2.2.12. Definicié. Egy hatvanysor konvergenciasugara a konvergencia intervallum sugara.

2.2.13. Tétel. Legyen R a ), a,x" hatvanysor konvergenciasugara.
n=0

Ha R = 0, akkor a sor konvergenciatartomanya a {0} halmaz.

Ha 0 < R < oo, akkor a sor konvergenciatartomdnya a [-R,R], [-R,R), (-R,R], (-R, R)
intervallumok valamelyike.

Ha R = oo, akkor a sor konvergenciatartomdnya a valos szamok halmaza.



2.2.14. Tétel. Minden hatvanysor a konvergenciatartomanydanak barmely belsd pontjaban ab-
szolut konvergens.

2.2.15. Tétel (Abel-tétel). Minden hatvinysor dsszegfiiggvénye folytonos a konvergencia inter-
vallumon.

2.2.16. Tétel. Tegyiik fel, hogy a Y, a,x™ hatvinysor R konvergenciasugara nem 0. Legyen
n=0

f(x) = 2 a,x" minden x € R-re. Ekkor az f fiiggvény akdrhdnyszor differencidlhaté a (—R, R)
n=0
intervallumban, és

(o)

FR(x) = Z nn—1)(n—k+ Dayx",

n=k

minden x € (—R, R)-re.

2.3. Taylor-polinomok, Taylor-sorok

2.3.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény n-szer differencidlhat6 az a pontban. A

n)
1,00 = @)+ @ -a s+ I gy

polinomot az f fliggvény a kdzépponti (masnéven a-hoz tartozd) n-edik Taylor-polinomjanak
nevezziik.

2.3.2. Megjegyzés. A 0-adik Taylor-polinom az f(a) konstans fiiggvény, az els§ Taylor-polinom
az f(a)+ f’(a) - (x — a) linedris fiiggvény.

2.3.3. Definicio. Legyen f akarhanyszor differencidlhat6 az a pontban. Ekkor a

Z f (k)(a) o)t

végtelen sort az f fiiggvény a kdzépponti Taylor-soranak nevezziik.

2.3.4. Megjegyzés. A 0 kozépponti Taylor-sort és Taylor-polinomot Maclaurin-sornak illetve
Maclaurin-polinomnak is nevezziik.

2.3.5. Megjegyzés. A Taylor-polinomok a Taylor-sor részletosszegei. Ha a Taylor-sor egy x
pontban konvergens és sszege f(x), akkor azt mondjuk, hogy a Taylor-sor elGallitja f-et az x
pontban.



3. fejezet

Taylor-formula kiilonféle
maradéktagokkal

3.0.1. Tétel (Altalanos Taylor-formula). Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény az I nyilt intervallum-
ban (n+1)-szer differencidlhato, a ¢ fiiggvény pedig differencidlhaté az I intervallumban. Legyen
tovdabba a € 1. Minden x € I szamhoz, melyre ¢ # 0 az a és x végpontii nyilt intervallumon,
létezik olyan c szdm a és x kozott, amelyre

(n) (n+1)
F) = 1 f1( a) —aytes L '(a)(x_a),“r 90(x), o(a) f 1(6)( — o,
n @'(c) n!
Bizonyitds. Tekintsiik az I intervallumban értelmezett
()
F) = )+ Ly L0 e
fliggvényt! Ekkor F differencidlhat6 az [ intervallumban és
P = 7o)+ (200 - L) 4 (0 yp - LW )iy
SO 0(y) n S0 n- f("“)(y) n
g = = ) = R e

Tudjuk, hogy ¢(a) # ¢(x), hiszen ellenkez§ esetben Rolle tétele szerint ¢ derivaltja a és x kozott
valamelyik pontban O lenne, ami ellentmondana a feltevésiinknek. Legyen

_f&)-F(a)
@(x) = p(a)”

Ekkor az

10



ye F(y)+ Clo(x) =), yel

fiiggvény a helyen felvett értéke f(x), x helyen felvett értéke F(x), amely F definici6jabdl
ad6ddan szintén f(x). Mivel ez a fiiggvény folytonos az a és x végpontud zart intervallumban és
differencidlhat6 az intervallum belsejében, ezért a Rolle-tétel szerint létezik olyan ¢ szdm a és x
kozott, amelyre

(n+1)
[FO) + Clot) s = T ey et =
A tétel feltétele szerint ¢’(c) # 0, igy
(n+1)
10y
C = !
¢'(c)

Felhaszndlva C definicidjat kovetkezik, hogy

o(x) = ¢(a) fD(c)
¢'(c) n!

J(x) = F(a) + (x =)™

O

3.0.2. Tétel (Schlomilch-féle maradéktag). Legyen f (n + 1)-szer differencidalhato fiiggvény az
I nyilt intervallumban, a, x € I és legyen p pozitiv egész szam. Ekkor létezik olyan ¢ szdm a és x
kozott, amelyre

(n+1) _ _ \n—-p+l
f()_Zf (a) S (x —a)P(x — o

+
n! p

Bizonyitds. Alkalmazzuk a3.0.1. Tételt o(y) = (x—y)P, y € R fiiggvénnyel. Ekkor ¢(x)—¢(a) =
—(x —a)P,és ¢'(y) = —p(x — y)’~1, y € R. A 3.0.1. Tétel szerint

o) - Zf @ s LGP e

+
n! p
[}

3.0.3. Tétel (Lagrange-féle maradéktag). Legyen az f fiiggvény az I nyilt intervallumban
(n + 1)-szer differencidlhato és a, x € 1. Ekkor van olyan ¢ szam a és x kozott, melyre

(n+1)
flx )_Zf (a)( _ )k ]Zn+1()cg)(x_a)n+l'

11



Bizonyitds. Legyen
noei) (s ,
Roy= 3 001y po e
Py i!

Ekkor R differencidlhaté az I intervallumban, és

RO =70+ (L0 L) (L0 Oy
() A0 ne () n
+( PG s SIS 1): P C

Legyen h(t) = (x —t)"*!, t € R. Ekkor R(x) = 0 és h(x) = 0, tehdt a Cauchy-féle kozépértéktétel
szerint 1étezik olyan ¢ szdm a és x kozott, amelyre
R(@) _ R(a)-R(x) R'(c) _ R'(c) _
(x —a)y*!  h(a)—h(x) W) (+Dx-cnr

%(x _ C)" f(n+l)(c)
T+ Dx—or  (nr D

Ebbol kapjuk, hogy R(a) = ~L &) . (x — ay™*!. Ezzel az dllitdst beldtuk. 0

3.0.4. Tétel (Cauchy-féle maradéktag). Legyen az f valos fiiggvény az I nyilt intervallumban
(n + 1)-szer differencialhato és a, x € 1. Ekkor van olyan ¢ szam a és x kozott, melyre

(n+1)
f = Z L@ ap e L opa—a,

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt a 3.0.3. Tétel bizonyitdsaban definiélt
R(r) fiiggvényre! Ebbdl kovetkezik, hogy 1étezik olyan ¢ szam a és x kozott, amelyre

R(a) — R(x) 7 (c)
n!

a—Xx

=R'(c) = (x—=0o)".

Mivel R(x) = 0, ezért R(a) = —%(x — ¢)"(x — a) adédik, amivel az allitast belattuk. O

3.0.5. Megjegyzés. A Lagrange-féle és a Cauchy-féle maradéktag a Schlomilch-féle maradéktag
specidlis esetei. A Schlomilch-féle maradéktag képletében a p = n + 1 esetben a Lagrange-féle
maradéktagot kapjuk, mig p = 1 esetén a Cauchy-féle maradéktagot.

3.0.6. Tétel (Integral alakd maradéktag). Legyen az f valds fiiggvény (n + 1)-szer diffe-
rencidlhaté az I nyilt intervallumban és f"*V) Riemann-integrdlhaté I minden korldtos, zdrt
részintervalluman, valamint legyen a € 1. Ekkor

L f(i)(a) | y: - .,
f(x):; - (x —a) +E/f( D) (x—1)y"ds, x € I.

12



Elsd bizonyitas. Legyen

n (i) )
R.(x) = f(x) - Z f i‘(a)(x —a), xel.
i=0

Ekkor a bizonyitand6 dllitds: R, (x) = & [~ f"*D(r) - (x —1y"dt, x € .

A tételt n szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. A parcidlis integrdlds szabdlydt alkalmazva
megkapjuk a bizonyitandé allitast az n = 1 esetben.

j 7= = -0 o) - [Enroa-

=0-(x-a)f'(a)+ f(x) - f(a) = Ri(x).

Tegyiik fel, hogy n = k esetén az allitds igaz. Belatjuk, hogy

Ri41(x) =

(k+1)‘/f(k+2)(t) (x—0)*'ds,x e I

Parcidlis integrélést alkalmazva a kovetkezd egyenl&séget kapjuk:

(k " 1)‘ /f(k+2>(t) (X Z)k+1 dr =

1
(k+1)!

(X _ t)k+1f(k+1)(t)] — / %(X - t)kf(k+1)([) dr =

a

1 + + 1 [ +
=0 @ 1)(a)+E/(x—t)"f(k D@y dr.

Az indukci6s feltevés szerint % fa “(x =)k f**1(t)dr = Ri(x), x € I. Ez alapjan

%)
(k+1)!

1 /f(k+2)(f) . ()C _ t)k+l dr = Rk(X) _ ( — )k+1 =

(k+1)!

k£ ) (k+1)
— 1=y B oy - L - = R
2,7 |

Ezzel az allitast belattuk.

13



Masodik bizonyitds. Tekintsiik a 3.0.3. Tétel bizonyitdsdban definidlt R(z) fiiggvényt. Ekkor
R(x)=0é&s R'(t) = f(n;#(x — 1), ezért a Newton-Leibniz-formula alapjan

R@ = R@) - Rx) = - [ 1700 = oar == [ 000 (- o

amivel megkaptuk az allitast.
3.0.7. Megjegyzés. A Cauchy-féle maradéktagot megkaphatjuk az integral alaki maradéktagbol

is, ha f**1 folytonos. Ekkor az integralszamitds elsé kozépértéktétele alkalmazhat6, és ennek
értelmében 1étezik olyan ¢ szdm a és x kozott, hogy

r (n+1)
L a2 o a
n. n.

a

14



4. fejezet

Nevezetes fiiggvények Taylor-sorfejtése

4.0.1. Tétel. Ha f akdrhanyszor differencialhato az I intervallumban, és létezik olyan K szdm,
hogy | f™(x)| < K minden x € I-re és minden n € N-re, akkor

fx )—Zf D -

minden a, x € I-re.

Bizonyitds. A Taylor-formula Lagrange-féle maradéktagos alakjdbol (3.0.3. Tétel) és az | f*+1)] <
K feltételbdl adédik, hogy

f(k)(a) |f" ()| n+
F) = Z O =T e < o

| _ |n+1

Tudjuk, hogy |x —a|"/n! — 0, igy az egyenlStlenség jobb oldala n — oo esetén 0-hoz konvergil,
vagyis a Taylor-polinomok sorozata tart f(x)-hez minden x € I esetén. Ez éppen azt jelenti,
hogy a tételben szerepl§ végtelen sor konvergens és dsszege f(x). O

4.0.2. Példa. Legyen f(x) = sinx, D(f) = R. Ekkor | f"(x)] < 1,hax € Résn € N. A szinusz
fiiggvény 0 ponthoz tartozo6 (2n + 1)-edik Taylor-polinomja

(-1)F 2+
Z(2k+1)‘ , x €R.

Igy a 4.0.1. Tételbdl kovetkezik, hogy
; _ N D" 2n+1
SIn x = HZ mx
minden valds x-re.

15



4.0.3. Példa. Ha f(x) = cos x, D(f) = R, akkor | f"(x)| < 1 szintén fennéll minden val6s x-re.
A koszinusz fliggvény 0 ponthoz tartozé 2n-edik Taylor-polinomja

tehat

minden valés x-re.

4.0.4. Példa. Legyen f(x) = €%, D(f) = R. Ekkor |f™(x)| = ¢* minden x € Résn € N
esetén. Tehat a 4.0.1 tétel alkalmazhat6é minden korlétos intervallumon, és a természetes alapu
exponencidlis fliggvény O ponthoz tartozd n-edik Taylor-polinomja

igy

minden korlatos intervallumon, és ebbdl kovetkezGen minden x € R esetén.

4.0.5. Példa. Legyena > 0és f(x) = a*, D(f) =

A természetes alapt exponencidlis fiiggvény (¢*) 0 ponthoz tartoz6 Taylor-soraban (4.0.4. Példa)
x helyére x In a-t helyettesitve megkapjuk az a alapt exponencidlis fiiggvény O ponthoz tartoz6
Taylor-sorét:

In" a
ax=exm“=z —x", x eR.
n
n=0

4.0.6. Példa. Legyen f(x) = (1 + x)*, D(f) = (-1,1), ahol @ € R\ {0}.
Megmutatjuk, hogy

=Y (Z)x xe(-L1)

n=0

ahol (oz): al@—=1)---(@—-n+1)
n

. ,hanzl,és(g)zl.

Elsé megoldas. Jeldlje T, az f fiiggvény 0 ponthoz tartozé n-edik Taylor-polinomjat, és legyen
Ru(x) = (1 + x)* =T, (x), |x| < 1.

Lassuk be, hogy minden x € (-1, 1) esetén R,(x) 0-hoz tart n — oo esetén, ehhez irjuk fel
integrél alakd maradéktagként:
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Rp(x) = /f“’*”(t)% dr = /a(a —1)-(@=-n+D@-n)1+ z)“—"”%
0

0

dr =

X
= (a)(a/ - n) /(1 +0)@ " N (x — )" dr.
n
0
Alkalmazzuk a t = x7, 7 € [0, 1] helyettesitést. Azt kapjuk, hogy dr = xdr,

1 1
R.(x) = (:)(a—n) /(1 +x7) " N (x=x7)'xdr = ((:l)(af—n)x'“rl /(1 +x7)" N (1= 1) dr.
0 0

Legyen

1+ xt

L(x) = j(l +x7)* N1 - 1)t dr = j(l + XT)‘FI( -7 )ndT.
0 0

-7
1+xt —

It0 <7< 16 |x| <l,ezért0 < 1-171 <1+ x7. EbbdI kdvetkezik, hogy 0 <

Ezek alapjan
1

0<L,(x) < /(1 +x7)* Ndr.

0

1
Legyen I(x) = f(l + x7)* 1 dr, akkor
0

0<|R,(x)| < x| (x), |x| < 1.

(:) (@ —n)

Adott x € (-1, 1) esetén legyen

oe|ffe-n
n

Ha x # 0 akkor az (a,) sorozatra

x|, ne N

—1)--(a=n+1)(a—
ot _ [P o= 0]

Qn

a—-n-1
= REEE

n!

(Y((I—l)"'((l—n+1) . (a _ n)| . |x|n+1

[ee)
Mivel |x| < 1, és a, > 0 minden n-re, a hdnyadoskritérium szerint az ), a, végtelen sor abszolut

n=
konvergens, amibdl kovetkezik a,, — 0. A rendGrelv szerint |R,(x)| is tart 0-hoz n — oo esetén
minden rogzitett x # 0 mellett. Végiil x = 0 esetén R,(0) = 0 — 0 nyilvanvalé.
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Masodik megoldds. Els6 1épésként beldtjuk, hogy a Z ( ) x™ sor konvergens minden |x| < 1-re.

Ha x # 0, akkor a sor (n + 1)-edik és n-edik tag]anak hanyadosa

(e x(a—n)

(@) xm n+1

’

aminek abszolitértéke n — oo esetén |x|-hez tart, vagyis a hdnyadoskritérium szerint a sor
abszolit konvergens |x| < 1 esetén.

Jel6lje g(x) a sor Osszegét. A (—1, 1) konvergenciaintervallumon g differencidlhatd, és ott

gl(X) — Zna(a - 1) 'r;'(a —-n+ 1)xn—l

n=0

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat (1 + x)-szel:

i ale=1)---(a—n+1)
n

' X1 +x) =
n!

g/(x)(1+x) =

n=0

Z ale—-1)-- (a n+1) i ale=1)---(a-n+1) ,
= "+ Y n X

n!
n=0

A konvergenciaintervallum bels§ pontjaiban az utébbi két hatvanysor abszolit konvergens, és az
osszegekben x" egyiitthatdja:

al@=1)---(@a-n) al@a-1)--(@-n+1) _
(n+1)! n! B

(n+1)

_a(a—l)---(a—n}+a(a—1)---(af—n+1) _

n! n!

=a/(a/—1)---(a/—n+1)a_n—n'+n=a/(a).

Igy az alabbi differencidlegyenletet kapjuk:
gx)(1+x)= az (a)x" =ag(x), |x] < 1.
n=0 n

Ennek keressiik a megoldését. Mivel
(g - (1+x)™) =g’ (x) - (1+x) " —ag(x) - (1+x)*" =

=(1+x)™ " (1 +x)g'(x) - ag(x)) =0,

ebbdl kovetkezik, hogy g(x)/(1 + x)%, |x| < 1 konstans. Ez a hdnyados O helyen 1, ezért
g(x) = (1 + x)?* adddik.
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4.0.7. Megjegyzés. Az el6z6 példaban definialt (Z) szamokat dltalanositott binomidlis egyiitt-

hatéknak, a (‘;)x” hatvanysort binomidlis sornak nevezziik.
n=0

4.0.8. Példa. Legyen f(x) =In(1+x), -1 <x < 1.
Megmutatjuk, hogy

ﬂ@=g@wH%JEGM}

Teljes indukciéval igazolhat6, hogy

(n—1)!

, -1
1+ x)" x>

F @) = (="

minden n € N*-ra. Ebbdl kévetkezik, hogy
F70) = (=1)"(n = D)L

ezért f 0 ponthoz tartozé Taylor-sora

o
;@nlz.

Az integrdl alakd maradéktagos Taylor-formula szerint
1 X
10 =T+ = [ 000 (- o,
n.
0

Tehat

1 r n+ n! n
f(x) =Tu(x) + E /(_1) lm(x —1)"dr.
0

Ezutan megmutatjuk, hogy a maradaktag 0-hoz tart n — oo esetén.

Ru(x) = (=1) G+W”m

Alkalmazzuk a t = x7, T € [0, 1] helyettesitést. Ekkor df = x dr, és

1 1
(r = xr)” xdr = (1)t (="

R,(x) = (-1 [ ==— 2 —~ 7 _dr.
®) =D (1 + x7)n+l (1 + x7)nt! T
0 0
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Mivel itt 0 < 7 < 1, ezért 0 <

< 1, tovabba

T > 0. Vagyis a maradéktag a
XT
kovetkezGképpen becsiilhetd:

1 1

-1 \n 1 1
R — n+l1 /( ) . d < n+l/ d
[Ra()] = || 1+x7 T+xr " 1+l T+xr "

0 0

A jobb oldalon az integrandus pozitiv és folytonos a [0, 1] intervallumon, ezért ott Riemann in-
tegralhat6. Mivel |x|"*! 0-hoz tart n — oo esetén, ezért |R,,(x)| is 0-hoz tart, és ezt kellett belétni.
Abel-tétele miatt a hatvanysor Osszegfiiggvénye folytonos a (—1, 1] konvergencia intervallumon.
Az f fiiggvény is folytonos (—1, 1]-en, ezért az 1 helyen is egyenlGk.
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5. fejezet

A Taylor-formula néhany alkalmazasa

5.0.1. Példa. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény (n+1)-szer differencialhaté az I nyilt intervallumon
ésott f*1) £ 0. Legyen x, x + h € I és

/ Dy M ) "

fx+h)=f)+ f'(Dh+---+f (X)m"‘f (X+9(h))g,

ahol 6(h) alkalmas szam 0 és h kozott.

Bizonyitsuk be, hogy

. 6(h) 1
lim — = .
h—0 h n+1

Irjuk fel az f(x + h) fiiggvényértéket az x pontbeli (n + 1)-edik Taylor-polinom és a maradéktag
Lagrange-féle alakja segitségével:

(n) (n+1)

Ot ) = f0)+ /(O +-- o4 o,

ahol lim olh) =0.
h—0 hn+1

A feladat egyenletét dtrendezve ad6dik

(n) n! ’ f(n_l)(x) n-1

fPx+0(h) = - (fCx+h) = f(x) = f/()h = = T——=2h").
h (n—1)!
Helyettesitsiik be f(x + h) helyére a Taylor-fomulaval kapott kozelitést:
! (n) (n+1)
e+ oy = 2o | LD S )

hn n! (n+ 1)
Elvégezve az egyszerisitéseket és £ (x)-et kivonva kovetkezik, hogy
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ﬂ”u+9m»—fwuo=h(fmm“)+“m)

n+l il

A Lagrange-féle maradéktagban a kozbiils§ érték szigortan kozbiilss, mert a fiiggvény nem
konstans, ezért 8(h) # 0, igy azzal bGvithetiink. Ekkor

o(h)

£ (x + 0(h)) - f<">(x)_h FO(e) ok
o(h) S\ T T

Ezt az egyenletet dtrendezve az aldbbi Osszefiiggést kapjuk:

@) olh)

6(h) _ n+1 hntl
he f+6h) - f7)
0(h)

Mivel & — 0 esetén 6(h) 0-hoz tart, ezért ekkor a jobb oldali nevezd hatdrértéke éppen f*+1)(x).

h
Tudjuk, hogy lim Zfﬁz = 0, ezért

70
i 00D _ S

h—0 h f(n+1)(x) - n+1l’

5.0.2. Példa. Legyen f kétszer differencidlhato fiiggvény és
My = sup| f¥)] € R,
R
ahol k = 0, 1, 2. Megmutatjuk, hogy

M} < 2MoM,.

Hérom eset lehetséges.
1. eset: f(x) > 0 minden x valés szamra.

Legyen x, y € R tetsz6leges. Ekkor a Taylor formula Lagrange-féle maradéktagos alakja szerint
létezik olyan ¢ valds szdm x és y kozott, melyre

1
0. F0) = F()+ F/(0 =)+ 377 = x < Mo+ f/ ()0 =) + 3 My =

Legyen x rogzitett, y tetszéleges. Ekkor z = y — x tetsz6leges valds szdm lehet €s

1
0< M+ f'(x)z+ EMzzz.
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Ekkor a jobb oldalon szerepld mésodfoki polinomnak legfeljebb egy gyoke van, ezért a diszkri-
mindnsra teljesiil, hogy

D=(f"(x)*-4- %MzMo <0.
Ezt az egyenlGtlenséget atrendezve
(f"(x))* < 2MoM;
minden x € R-re, ezért

M? = sup(f’(x))* < 2MoMs.
R

2. eset: f(x) < 0 minden x valés szamra.

Legyen g = —f > 0 R-n. Ekkor sup|gX| = sup|f*|, (k = 0, 1, 2), g-re pedig mdr az elsS esetben
belattuk, hogy teljesiil az egyenlc’i]{Rlenség. :

3. eset: f pozitiv és negativ értéket is felvesz R-n.

Ekkor a Bolzano-tétel szerint f-nek van zérushelye, ezért feltehetjiikk, hogy f(y) = 0. Itt is
tetszbleges x € R esetén létezik ¢ € R x és y kozott, hogy

0= /() = F() + /0 = x) 4 37 = )

Ezt atrendezve: ]
=)y = x) = f(x) + 5/ "(e)(y = x)%.

Abszoldtértéket véve és a hdromszog-egyenlStlenséggel becsiilve:
’ 1 44 1
@by = x] < [f)l+ 517l (v = x)? < Mo + My - x)?%.
Legyen z; = —|y — x|. Ekkor z; < O tetszSleges és

) 1
|f ()] - (=z1) < Mo + EMzzf-

Rendezziik 4t az egyenlGtlenséget:

1
0< My+|f'(x)|z +5 h2), 21 €R, 71 < 0.

Legyen z = |y — x|. Ekkor

1 1
0 < IfE+1F - Iy =2+ 517 -1y = < Mo+ |f/(x)lz2 + §M2Z§, 2€R 2 20.

Tehat |
0< M+ |f(x)|z+ EMzzz, z€R

ezért D < 0 minden z € R-re, amibdl kovetkezik, hogy M 12 < 2MoM,.
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5.0.3. Példa. Tegyiik fel, hogy f kétszer folytonosan differencidlhaté a [0, 1] intervallumon,
f(0) = f(1) = 0, tovabba minden x € (0, 1) esetén |f"'(x)| < A. Bizonyitsuk be, hogy minden

A
0 <x < lesetén|f'(x)| < 5

Kozelitsiik f(0)-t és f(1)-et az x € [0, 1] ponthoz tartozé masodrenddi Taylor-polinomokkal.
Haszndljuk ehhez a Lagrange-féle maradéktagos Taylor-formuldt, mely szerint 1étezik olyan
¢ € (0, x) és olyan d € (x, 1), melyekre:

0= £(0) = f(x) + f(x)(0 - x>+f()(0— x),

N( )

0= f(1) = f(x) + f/(x)(1 = x) + E2(1 = x)2.

Az elsG egyenletbdl a masodikat kivonva, majd f’(x)-re rendezve kapjuk, hogy

f "(C) 2@

> (1-x)>%

f'(x) =

A haromszog-egyenl6tlenség és az | f”/(x)| < A, x € (0, 1) feltétel szerint

If”(C)I 24 @

) < )

A A A
(1-x)?< Exz + 5(1 -x)? < 7 I[l(ﬁ)]( (x* +(1-x)?).

A
Mivel az x> + (1 — x)> maximuma a [0, 1] intervallumban 1, ezért | f'(x)| < 5 teljesiil minden
€ [0, 1]-re

5.0.4. Példa. Szamitsuk ki a

hatarértéket.

A koszinuszfiiggvényt a 0 ponthoz tartozé negyedik Taylor-polinomja segitségével adjuk meg:

2 4

X X
cosx—1—5+ﬁ+01(x)
minden x € R esetén, és fennall lim 01(x) =0.

x>0 x4

Az exponencidlis fiiggvényt a 0 ponthoz tartozé mésodik Taylor-polinomjét felhaszndlva adjuk
meg:

2

ey—1+y+%+02(y) yeR,
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02(y) _

5 0.

és teljestil lim
y—0 y

Py

Ha az el6z6 egyenletben y helyére —x—;— t helyettesitiink, akkor a kovetkezd egyenletet kapjuk:

2 2 4
E_TZI—%ﬂ‘ﬁ-f‘O’j(X),XER,
2
x*y o 03(x)
lyb —on(- ) és1 - 0.
melyben 03(x) = oa( 2)esx1£)% = 0

Helyettesitsiik be ezeket az egyenleteket a feladatban szerepl§ fiiggvénybe:

(;osx—.g_xT2 1—’5—?+i—?+01(x)—(1—"72+%+03(x))_
! !
(ﬁ - %)XA' + 01(x) — 03(x) 1 1 o01(x) o03(x)
- x4 T4 8T T T A
%2
cosx—e_? 1 1 1

Mivel itt az utolsé két tag 0-hoz tart, ha x tart 0-hoz, ezért lm —— = — — - = ——.

g -0 xt 2478712
5.0.5. Megjegyzés. Az el6z8 példaban a szamlalé és a nevezd hatdrértéke is 0 a O pontban és
mind a szdmldlé, mind a nevezd négyszer differencidlhatd, tovabbd a harmadik derivéltig az
0sszes magasabb rendd derivalt O helyen vett hatarértéke 0, ezért a L'Hospital-szabdly négyszeri
alkalmazdsdval is megkaphatjuk ugyanezt az eredményt.

5.0.6. Példa. Legyen a > 0. Hatdrozzuk meg a
oa¥+a -2
lim ————
x—0 _x2

hatarértéket.

Irjuk fel a*, x € R és a™*, x € R fiiggvényeket a 0 ponthoz tartozé Taylor-formula szerint
a mésodik Taylor-polinomjaik segitségével. Ehhez kihasznaljuk, hogy a* = ¢¥"%, x € R és
a™* = e ¥4 x € R. A 5.0.4. Példdban szerepl exponenciilis fiiggvény 0 ponthoz tartozé
Taylor-sorfejtésében helyettesitsiink y = x In a-t, illetve y = —x In a-t. Igy kapjuk, hogy

2112
a* =1 +xlna+T+01(x),

21n2
a*=1-xlna+ X + 03(x),
ahol lim o (%) =0és lim 02(x) = (. Ebbdl a két egyenletbdl kovetkezik, hogy
x—0 x2 x—0 x2

a)‘+a‘x—2_2+)c21n2a+01(x)+02(x)—2_1 ) 01(x)  02(x)
> = > =In"a+—; 5
X X X X
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o1(x 0y(x a*+a*-2
1(x) és 2(%) 0-hoz tart x — O esetén, ezért im ——— = In? a.

Mivel
X2 X2 x—0 x2

5.0.7. Példa. Hatarozzuk meg a

lim [x - n(1+ l)]

X—00 X
hatarértéket.
A 4.0.8. Példdban megmutattuk, hogy

2 3
y y
ln(l+y):y—?+?—-~-

teljesiil —1 < y < 1 esetén. Ez alapjan {rjuk fel az In(1 + y) fiiggvényértéket a 0 ponthoz tartozé

mdsodik Taylor-polinom segitségével, majd helyettesitsiink y helyére %—et (x > 1):

2
Yy
ln(1+y)=y—?+0(y), Iyl <1,
ahollim@:O,
y—0 y2
12
YA P AR
X X 2 X
g
0 —
X
ahol lim—2=0

e

Az egyenlet mindkét oldalat x2-tel szorozva kovetkezik, hogy

Ezutdn rendezziik az egyenletet (x —x%In (1 + ;))—re:

1
x—len(1+l) ! M
X 2

1 1
=0, ezért lim [x—len(l + —)] =—.

Tudjuk, hogy lim 3
X—00 (1 X—00
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6. fejezet

A lokalis szélsoérték magasabb rendi
feltétele

Ebben a fejezetben az 2.1.15. Tétel dltalanositasat fogom bemutatni, mellyel a magasabb rendd

//////

pontban van-e lokélis sz€lsGérték. A tétel bizonyitdsa utdn néhany példan keresztiil bemutatom
annak alkalmazdsat.

6.0.1. Tétel. Legyen az f fiiggvény 2k-szor folytonosan differencidlhaté az a helyen. Ha
flla)=f"@) =...= f%*Da) =0, >0,

akkor f-nek a-ban szigorii lokalis minimuma van. Ha
fla) = f"(a)=...= fP* D) =0, 0 <,

akkor f-nek a-ban szigorii lokalis maximuma van.

Bizonyitds. Irjuk fel a Taylor-formuldt a Lagrange-féle maradéktaggal a egy kornyezetében:

FO) = (@) + f@0—a) 4o s T 2@ et fé’:;c)

2k
2k —1)! (x=a)™,

ahol ¢ az x és a szdmok kozé esG alkalmas érték. Itt az elsS €s az utolsé tag kivételével minden

tag 0, tehét

S ()
(2k)!

Ha x # a, akkor az egyenletet dtrendezve kapjuk, hogy

f@) - f@ _ )
(x—a* — QK7

(x —a)*k.

f(x) = fla) +
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Ha x — a, akkor ¢ = c(x) — a, és mivel a feltétel szerint f (2k) folytonos a-ban, ezért

S - fl@) _ )
x—>a (x—a)Zk h (2]()‘ ’

Tekintsiik el6szor az fX)(a) > 0 esetet. Ekkor az el6z6 egyenlet alapjan

I RIC)

x_m G apk > 0.

Itt anevezdrdl tudjuk, hogy pozitiv, ha x # 0, ezért a egy pontozott kornyezetében f(x)—f(a) > 0,
tehat f-nek a-ban szigord lokdlis minimuma van.

Amennyiben ) (a) < 0, akkor a hatdrérték negativ, igy a egy pontozott kornyezetében f(x) —
f(a) < 0, ekkor f-nek szigord lokdlis maximuma van a-ban. |

Ennél a tételnél egy erGsebb dllitds is igaz. Ha ahelyett, hogy f 2k-szor folytonosan differenci-
alhato, csak a 2k-szori differencidlhatésagot tessziik fel, akkor is ugyanigy kovetkeztethetiink a

7z

szélséértékhelyekre. Ennek bizonyitdsdhoz felhaszndljuk a kovetkezd tételt.

6.0.2. Tétel. Ha az f fiiggvény az a helyen n-szer differencidalhato és

f@=r"@=...=f"Ya=0
akkor
f(X) fla) _ f™a)
o (x—ayn — n!
Bizonyitds. Legyen
) = £~ LD~ ay, Dig) = DU,

Ekkor a g fliggvény n-szer dlfferen01alhat0 és
g'(a) = f'(a) =0,
g"(a) = f"(a) =0,

g" ey = f" V@) =0,

f"(a) (a)

g"(a) = f"(a) - n! = 0.

Alkalmazzuk a Taylor-formula Lagrange-féle maradektagos alakjat a g fliggvényre az a ponthoz
tartozo (n — 2)-edik Taylor polinommal a egy kornyezetében:

g" ()
(n-2)!

(n=1)
(x —a)"2 + B ) (x —a)",

800 = g(@ + g (@)(r—a) + -+ + (1= 1)
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ahol ¢ = ¢(x) alkalmas szdm x és a kozott. Mivel g’(a) = g”(a) = ... = g™(a) = 0, ezért

g —g(@) _g" V() _
(x=—ay1  (n-1)!

_e" N0 -g" V) 1 ") -g" ) -
- (n—1)! T (n-1)! c—a x-

Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat (x — a)-val, ezutdn vizsgdljuk a hatarértéket x — a esetén.
Mivel ¢ x és a a kozotti, ezért ekkor ¢ — a, igy

" (e) - g Va) _

a(x —a).
a

lim ¢"™(a) = 0.
Xx—a c—a
Tovabbd 0 < <~ < 1, tehat
X —da
lim $® —8@ _

c—a (x — a)n

Ebbe az eredménybe g definicidjat beirva kapjuk, hogy

@) = TG 0y~ f@) -0
im =0

x—a (x — a)"

Ez felirhat6 gy, mint
i SO f@ @
im - =0

x—a (x—a)? n!

Ebbdl mér adédik a bizonyitando tétel:

i fO =@ _ f7@)

x—a (x—a) n!

6.0.3. Tétel. Legyen az f fiiggvény 2k-szor differencidlhato az a helyen. Ha
fi@)=...= %) =0, f*a) >0,

akkor f-nek a-ban szigori lokalis minimuma van. Ha
flay=...= f& @) =0, ) <0,

akkor f-nek a-ban szigori lokalis maximuma van.

Bizonyitds. Az el6zd tétel szerint

0~ f@) )
x—a (x — a)Zk (2]()!

#0.
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J(x) - f(a)
(x —a)*
elGjeld. Mivel ott (x — a)?* pozitiv, ezért f%¥)(a) > 0 esetén f(x) — f(a) > 0 a egy pontozott
kornyezetében, f2)(a) < 0 esetén f(x) — f(a) < 0. Az elsS esetben f-nek szigortd lokalis
minimuma van a-ban, a masodik esetben szigoru lokélis maximuma. O

Ez azt jelenti, hogy az a egy pontozott kornyezetében fK)(a)-val megegyezd

6.0.4. Tétel. Legyen az f fiiggvény 2k + 1)-szer differencidlhaté az a helyen. Ha
fla)=...= f®%a) =0, f**D@) %0,

akkor f-nek a-ban nincs lokalis szélsdértéke.

Bizonyitds. A 6.0.2. Tétel alapjan
i L0 = f@) _ f20(a)

% - @k 7

f&x)—f(a)

(x—a)Zk+1
elGjelet valt, hiszen ha x < a, akkor (x — a)2k+1 negativ, x > a esetén
> 0. Az x > a esetben a nevezd pozitiv, ezért a szdmlalo szintén pozitiv,

Ebbdl kovetkezik, hogy 1étezik a-nak olyan pontozott kdrnyezete, ahol allandé elgjeld,

_ a)2k+1
fx)-f(a)
(x—a)2k+l
vagyis f(x) > f(a) a pontozott kdrnyezet jobb oldalan, ha pedig x < a, akkor a nevezd negativ,
igy a szamlalé is negativ, ami azt jelenti, hogy f(x) < f(a) a pontozott kornyezet bal oldalan.
Tehat f-nek ebben az esetben nincs lokélis sz€lsGértéke a-ban. Hasonldan az {)f’_‘)a_){,ff,) <0
esetben is f(x) — f(a) a-ban elGjelet valt, ezért ekkor sem lehet f-nek szélsGértéke a-ban. O

ugyanakkor (x
pozitiv. Legyen

6.0.5. Példa. Legyen f(x) = coshx — cos x, D(f) = R. Mutassuk meg, hogy f-nek a 0 helyen
lokélis minimuma van!

Elsd megoldas. Lassuk be, hogy f'(0) = 0és f"’(a) # 0, majd hasznéljuk a 6.0.3. Tételt. Mivel
a derivaltak
f'(x) = sinh x + sin x,

f"(x) = coshx + cos x,

ezért f'(0) = 0 és f/(0) = 2 > 0. Igy a tétel értelmében f-nek lokdlis minimuma van az a
helyen. Ez j6l latszik f grafikonjin, melyet a 6.1. dbra szemléltet.

Madsodik megoldds. A feladat megoldhaté a L'Hospital-szabdly segitségével is. Tekintsiik az

alabbi hatarértéket:

. coshx —cosx
lim ——.
x—0 _x2
Itt a L’Hospital-szabdly kétszer alkalmazhat6, mert mindkét esetben a szdmlald és a nevezd
hatarértéke is O és
cosh x — cos x sinh x + sin x cosh +cos x

fi S i SRS < S <10

Ebbdl az kovetkezik, hogy C"Sh’)‘cw pozitiv a 0 egy pontozott kornyezetében, azaz ebben a
pontozott kornyezetben cosh x — cos x > 0 = f(0). Tehat f-nek O-ban szigorud lokélis minimuma
van.
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6.1. dbra. f(x) = coshx — cos x

6.0.6. Példa. Mutassuk meg, hogy az f(x) = x(e* + 1) — 2(e* — 1), D(f) = R fiiggvénynek a
0-ban nincs lokélis szélsGértéke.

Szamitsuk ki a derivéltakat a harmadik derivaltig, azutdn nézziik ezeket a O helyen:
fl(x)=e*+1+xe* —2e* =xe* —e* +1,
f(x)=¢e" +xe* — e = xe,
f(x) =" + xe”.

Ekkor f/(0) = f”(0) = 0és f”’(0) = 1 # 0, ezért a 6.0.4. Tétel alapjan f-nek nincs lokalis
szélsGértéke O-ban. Ez jol latszik a 6.2. dbran is.

6.0.7. Példa. Legyen f(x) = arcsin2x — 2 arcsin x, D(f) = [—%, %].
Mutassuk meg, hogy f-nek 0-ban nincs lokdlis széls&értéke.

Megint a 6.0.4. Tételt fogjuk alkalmazni. Ha x € (—%, %), akkor

1 1 1 1
*) = ———2-2—=2" - ,
7 V1 - 4x2 V1 -2 («/1 —4x2 V1 —xZ)
f(x)=2- l(1 —4x2)_% -8x + l(1 —xz)_% 2x| =
2 2
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6.2. dbra. f(x) =x(e*+1)=2(e*-1)

[S]Io8)

.x,

=2. ((1—4x2)3 dxt (1-22)

_3
2

[S1[9%

f(x)=2- (%(1 ~a) 73 gx A+ (1-dad) P 4q %(1 —x%) 7220 x4+ (1-x%)72,

igy f/(0) = f7(0) = 0 és f"/(0) = 10 # 0. Tehat f-nek O-ban nincs lokalis szélsGértéke. Ezt
lathatjuk az f fliggvény grafikonjdn, a 6.3. abran is.

6.0.8. Példa. Adott a > 0 esetén legyen f(x) = a* — a*™*, D(f) = R. Vizsgiljuk meg, milyen

7 2

a esetén van f-nek 0-ban lokdlis sz&ls&értéke.

Nézziik elGszor az a = 1 esetet. Ekkor f a O konstans fliggvény R-en, lokdlis minimuma és
lok4lis maximuma is van O-ban.

Most tegyiik fel, hogy a # 1. Az f fiiggvény els6 harom derivéltja tetszSleges valds x-re:
f'(x)=a*Ina—a*™* Inacos x,
f(x) = a*In*a - a®™* In? acos® x + a*™ Inasinx = a* In? a — a*"* In a(In a cos® x — sin x),

2

£"(x) = a* In® a — a*™* In” a cos x(In a cos? x — sin x) — @™~ In a(2 In a cos x(— sin x) — cos x).

Ekkor f(0) = f’(0) = f”(0) = 0és f"’(0) = Ina. Az a # 1 feltétel miatt —Ina # 0, vagyis
f-nek 6.0.4. Tétel alapjan nincs lokalis sz€élsGértéke 0-ban.

Specidlisan az a = 5 esetet szemlélteti a 6.4. dbra.
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05

0.4

03

0.2

0.1

6.3. dbra. f(x) = arcsin2x — 2 arcsin x

0.5

-0.5

-1

6.4. dbra. f(x) = 5% — 5¥inx

6.0.9.Példa. Legyen f(x) = cos(sin x)—cos x, D(f) = R. Mutassuk meg, hogy az f fiiggvénynek
lokélis minimuma van a O helyen.
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25

0.5

-2

6.5. dbra. f(x) = cos(sin x) — cos x

Ekkor minden valds x-re
f’(x) = —sin(sin x) - cos x + sin x,

F"(x) = —cos(sin x) - cos? x + sin(sin x) - sin x + cos x,
F""(x) = sin(sin x)-cos® x+cos(sin x)-2 cos x-sin x+cos(sin x)-cos x-sin x+sin(sin x)-cos x—sin x =
= sin(sin x) - (cos® x + cos x) + 3 cos(sin x) - cos x - sin x — sin x,
F""(x) = cos(sin x) - cos x(cos® x + cos x) + sin(sin x)(=3 cos® x - sin x — sin x)+
+3 - (- sin x(sin x) cos? x — cos(sin x) - sin x) sin x + 3 cos(sin x) cos® x — cos x,

ezért f'(0) = f(0) = f"/(0) =0és f"7(0) =2+ 3 -1 =4 > 0. Tehat f-nek lokdlis minimuma
van 0-ban. Ezt mutatja a 6.5. 4bra is.
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