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Bevezetés

Mar kisiskolas korunkban is sokszor hallhattuk azt az allitast, hogy a matematika
nem csak szép, de hasznos is. Szamos olyan mindennapi, bonyolult probléma léphet fel
a kiilonbo6z6 tudoményteriileteken, ahol az a célunk, hogy egy jovébeli id6pontra adjunk
valamilyen elGrejelzést bizonyos feltételek mellett, matematikai modellek segitségével. Ide
tartozik példaul két kézetlemez iitkozésének-, a szivverés folyamatanak modellezése, illetve
az id6jaras elGrejelzése is.

A j6 megoldashoz azonban nem elég, ha megoldjuk a feladatot, bizonyos feltéteknek is
kell teljesiilnie, hogy valos értékeket kapjunk. Igy a dolgozatomban a numerikus modsze-
rekkel megoldott differencidlegyenletek stabilitasat vizsgalom, azaz hogy mikor lesz stabil
a megoldéas, és mik annak a feltételei. A torténelmi példank is bizonyiték arra, hogy ha ez
a fontos feltétel nem teljesiil, akkor bizony a megoldés teljesen torz eredményt is adhat.

A Bevezetés megirasahoz felhasznaltam a [6] konyvet.

Vilhelm Bjeknes norvég tudos volt az, aki az idGjaras elGrejelzésének problémajat

,‘(‘

1. 4bra. Lewis Fry Richardson
forras: Wikipédia



tudomanyos modon szemlélte. Megallapitasai szerint a valos el6rejelzésnek két sziikséges
feltétele volt: a légkori allapotok kell6 pontosségi ismerete egy adott kezdeti idépontban,
illetve hattértudas, hogy a légkori folyamatok hogyan is alakulnak egymasbol. Az igazi
attorést azonban Lewis Fry Richardson (aki az 1. dbran lathato), fizikus-matematikus érte
el, akiben elGszor 1911-ben meriilt fel az idGjaras el6rejelzésének probléméja. Rajott, hogy
a légkori aramlatok folyamatait a matematika segitségével modellezni tudja, majd teljes
kortien ki is dolgozta azt. Noha els6é probalkozéasa teljesen torz eredményekkel zarult,
mégis § alapozta meg, hogy egyaltalan az idGjaras el6re jelzése létrejohessen. Konyve,
mely 1922-ben jelent meg Weather Prediction by Numerical Process cimen, mai napig a
meteorologia egyik legismertebb miive. Ugy vélte, hogy hatvanezer emberre lenne sziikség,
hogy logarlécen végzett szamitasok segitségével képesek legyenek prediktalni a masnapi
idgjarast. Végiil hat hetébe telt, mire sikeriilt elkésziilnie a kovetkezd hat érara vonatkozo
idGjaras-elérejelzéssel, persze igy sem volt til pontos. KésGbb remélte, hogy az idGjaras
elérejelzése szamitogépek segitségével mar egyszertibben kivitelezhetd lesz, és még megélte
az erre iranyulé probalkozasokat az 1950-es évek elején. Alma, mely szerint egy napon
a szamitasok gyorsabban elvégezhetSek lesznek, mint ahogy az idGjaras valtozna, valora
valt.

Felmeriil a kérdés, hogy miért nem volt pontos az elérejelzése, hiszen az adott ter-
mészeti viszonyoknak megfelel§ adatokat hasznélta, az el6z6 napok idGjarasabol akart
josolni, szamitasai jok voltak, mégsem kapott valds értékeket. Mi lehetett hat a problé-
ma? A vélasz egyszerii: a megoldas matematikailag ugyan pontos volt, de bizonyos, addig
még ismeretlen numerikus tulajdonsagokat figyelmen kiviil hagyott, vagyis a val6sagban
tortént kis eltérés kovetkeztében a modellje mashogy viselkedett. Az tgynevezett stabili-
tés feltétele 1928-ban valt ismertté és Courant, Friedrichs és Lewy nevéhez fiizddik, roluk
is kapta a nevét: CFL-kritérium.

A dolgozatom célja ennek a feltételnek a vizsgalata lenne, az elss fejezetben az tugy-
nevezett kozonséges differencidlegyenletek stabilitasaval, még a masodikban a parciélis

differencidlegyenletek stabilitaséval szeretnék foglalkozni.



1. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek

kezdetiérték-feladatainak megoldasa

A differencialegyenlet, mint fogalom a sebesség fogalmabol sziiletett (derivalt), és egy
fiiggvény és annak derivaltjai kozotti kapcsolatot irja le. Ha ez a fliggvény egyvaltozos,
kozonséges differencidlegyenletrsl, ha pedig tobbvaltozds, akkor parcidlis differencidlegyen-
letr6l beszéliink.

A fejezet megirasahoz felhasznaltam az [1],[3],]5] és |9] konyveket.

A kozonséges differencidlegyenlet alatt tehat a kovetkezdket értjiik.

Legyen egy T C R x RY tartomény, és a (t, ug) € T egy adott pont. Tovabba legyen
f: T — R? folytonos leképezés.

1.0.1. Definicié. Cauchy-, vagy kezdetiérték-feladatnak nevezziik azokat a feladatokat,
ahol keressiik azt az u: Rf — R fiigguényt, amelyre uw € C*(I) (I C Rty kezddponttal) és

Jult) = f(tu(), t > tg (1.1)
u(to) = ug

teljestil.

1.0.2. Definicié. Az olyan u: I — R? (I C R egy nyilt intervallum) folytonosan diffe-
rencidlhato fiigguényt, amelyre teljestilnek az aldbbi feltételek, a kezdetiérték-feladat meg-

olddsdnak nevezzik:

o {(tu(t)):tel}CT,tyel



o Lu(t)= f(t,u(t)), Vtel
o u(ty) = up.

Bizonyos feltételek mellett a Cauchy-feladat megoldasa egyértelmi adott kezdeti fel-
tétel esetén. Azaz egyértelmiségen azt értjiikk, amikor az w(t) fiiggvény egy adott tg
kiindulasi pontjahoz pontosan egy olyan p pont létezik, amelyre u(ty) = p. Errdl szol a

Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvényekre vonatkozo tétel is.

1.0.3. Definicié. Egy f: R — R fiigguényt Lipschitz-tulajdonsdginak neveziink, ha léte-
zik olyan L >0, hogy |f(x) — f(y)| < L - |x — y|, minden x,y € R esetén.

1.0.4. Allitas. Ha f: R — R a mdsodik vdltozdjdban Lipschitz-tulajdonsdgi, akkor a
kézonséges differencidlegyenlet megolddsa eqyértelmd minden kezdeti feltétel mellett, azaz

adott ty és p € R esetén legfeljebb eqy olyan megoldds van, amire u(ty) = p.

Ha a megoldast nem tudjuk pontosan meghatérozni, akkor valamilyen numerikus mod-
szer segitségével keressiik azt. Ekkor a megoldés sorén az egyéb teriiletrél érkezd modellre
egy matematikai modellt allitunk fel, a nem matematikai feltételek ismeretében. Egy jo
modelltdl elvarjuk, hogy korrekt kitiizési legyen, azaz teljesiiljon ra az egzisztencia (a
megoldas egyértelmii legyen adott feltételek mellett), az unicitas (a modszer megoldasa
folyamatosan fiiggjon a feladatot leiro adatoktol és paraméterektdl), illetve a stabilitas.

Egy modellnél a legfontosabb a stabilitas igazolasa, hiszen a numerikus séma megol-
désa sordn az észrevehets, ha a masik két feltétel koziil valamelyik sériil.

Dolgozatomban ezért is szeretnénk a differencidlegyenletek numerikus megoldasdnak
stabilitasaval foglalkozni.

A kovetkezs fejezetben bevezetjiik a stabilitas fogalméat, megadjuk a pontos megoldast,

majd feltételt adunk a numerikus megoldasok stabilitasara is.

1.1. Stabilitas

Ahhoz, hogy egy matematikai modell j6l miikodjon, elengedhetetlen, hogy a megoldasa

stabil legyen, de mit is jelent ez pontosan?



1.1.1. Definici6. A kezdetiérték-feladat u(t,uy) megolddsa stabil, ha minden ¢ > 0 szdm-
hoz létezik olyan 6 > 0 szdm, hogy minden uy € Resetén, melyre ||ug — uo|| < §, akkor
lu(t,up) — u(t, )| < € teljesil. Ennek igaznak kell minden t > to szdm esetén, és
megkdveteljik az u(t,ug) létezését is a [tg,00) intervallumon. Ezt mdsképpen abszolit

stabilitdsnak is szokds nevezni.

A stabilitasnak egy specialis valtozata, amikor a megoldés nem csak hogy stabil, hanem
aszimptotikusan is az, ugyanakkor taldlkozhatunk olyan példakkal is, amely esetekben a

megoldas nem stabil. Az ilyen eseteket instabilnak nevezziik.

1.1.2. Definicié. A megoldds aszimptotikusan stabil, ha stabil és

lim ||u(t, uo) — u(t, uo)|| = 0.
t—o0
1.1.3. Definicié. A megoldds instabil, ha nem stabil.

Az 1.1. Definici6 alapjan lathato tehat, hogy a megoldas egy intervallumon beliil lesz

stabil. Ezt az intervallum a stabilitési tartomany.

1.2. Pontos megoldas el6allitasa

Els6ként azt a Cauchy-feladatot vizsgaljuk, amikor A € C és minden ¢ > 0 feltételek

mellett az (1.1) egyenletrendszerben
Flt,u(t)) = X-u(t). (1.2)
A kezdetiérték-feladat pontos megoldasa ekkor az alabbi modon all elé:
u(t) = M .

Ha az (1.2) példa esetében mas kezdeti értéket adunk meg, vagyis az u(ty) = wg

feltételt modositjuk u(ty) = wp-re, akkor a megoldas a kovetkez6képpen néz ki:
u(t) = e - .

Az 1.1. Definicié kimondja, hogy a feladat megoldésa stabil lesz, ha mas kezdeti érték
esetén a megoldas csak ,bizonyos hibahataron beliil tér el”, azaz kis ug és ug kiilonbség

esetén a megoldasok is egy adott intervallumon beliill maradnak.
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Megoldasok eltérése mas-més kezdeti értékek esetében:

M . At Re \)-t

ug — e ug| = |e“ (up — ug)| = |e“| .

|U0—ﬂ0| :e( : |’LLO—170|.

A fenti kifejezésnek a stabilitds meglétéhez korlatosnak kell lennie, és ez pontosan

(ReA)t| korlatos. Erre a korlatossagra adhato egy gyenge feltétel, ha

akkor teljesiil, ha |e
feltessziik, hogy |e®*V?| < 1. Ez minden ¢ > 0 esetén igaz, ha Re A < 0. Vagyis ha

t — 00, akkor e®eNt

1.2.1. Allitas. Tehdt a Cauchy-feladat pontos megolddsa az (1.2) példa esetében stabil,

ha a \-k valos részei nem pozitivak.

A fenti levezetéssel pedig pontosan ezt bizonyitottuk be.

1.3. Véges differencias modszerekkel valé megoldas sta-
bilitasa

Mivel a pontos megoldéds nem minden esetben hatarozhat6é meg, a legegyszertibb, ha
valamilyen véges differencias modszert alkalmazunk annak elgallitdsara. Felmeriil azonban
a kérdés, hogy egy kozelit§ séma is hasonldéan fog-e viselkedni, mint a pontos megoldas,
vagy teljesen mas becslést kapunk a megoldasra. Ilyen szamitasok elvégzéséhez definidlni
kell a véges differencids modszert.

Az ilyen sémaknal vessziik az id6 intervallumét, azokon felvesziink diszkrét pontokat,
majd ezek segitségével valamilyen numerikus moédon joslast adunk a tébbi idGpontban

1évé értékre. Dolgozatomban az egylépéses séméak stabilitasara fokuszaltam.

Egyszertibb lesz a szamolés, ha az intervallumot egyenlGen osztjuk fel, azaz ekvidisz-

téns felosztast vesziink.

1.3.1. Definicié. Az egyenkizd rdcshdls az w, == {t, = n-7,n =0,1,... ésT > 0}
felosztas.

A cél az, hogy ezekben a pontokban egy olyan, igynevezett racsfiiggvényt hatarozzunk

meg, amely az w, pontjaiban jol kozeliti az (1.1) egyenletrendszer megoldasat, azaz véges

differencids modszerrel is stabil megoldast kapunk.



1.3.2. Definicié. Rdcsfiiggvény alatt azt az u;: w, — R fligguényt értyik, melyre

Ur(ty) = Up.

A kiilonb6z6 sémékra ezek a racsfiiggvények mas-més iteraciokkal hatarozhatéak meg.
Az egylépéses véges differencidk modszerénél az iteracio célja, hogy a racshalod racs-
pontjaiban a récshalo el6z6 pontjaban felvett értékébdl, iterativ moédon hatarozzuk meg

az u, fiiggvény értékeit.
Késébb latni fogjuk, hogy minden numerikus séma
Unt1 = R(2) - up, (1.3)
alakban &ll el6, ugy, hogy bizonyos tulajdonségot teljesitenie kell az R(z) fiiggvénynek.

1.3.3. Definicié. A numerikus séma stabil, ha az iterdcio elemeire teljestil a

sl < |lunl|| feltétel minden n természetes szam esetén.

1.3.4. Definici6é. A o = {z € C: |R(2)| < 1} intervallumot a megoldds abszolit stabili-

tasi tartomdnydnak nevezzik.
1.3.5. Definicido. A fenti definicidban lévé R(z) figguény a séma stabilitdsi fiigguénye.

A sémak kozotti hatékonyséig eldontésére alkalmasak a specidlis stabilitasi fogalmak, me-
lyek tjabb és Gjabb felmeriil problémak esetén képesek orvosolni mas sémék hidnyossa-
gait. Ilyen az A-stabilitas, az A(«)-stabilitas, vagy az L-stabilitas fogalma.

Ezek a definiciok az alabbiak:

1.3.6. Definici6. Egy (1.3) numerikus mddszert A-stabilnak nevezink, ha a stabilitdsi

tartomdnya tartalmazza o C~ félsikot.

A problémék nagy részénél azonban elég, ha a séma stabilitasi tartoméanya csak a bal félsik

egy részét, ugynevezett szektorat tartalmazza, amelyet a kovetkez&képpen hatarozunk

meg: —y . ={z€C:|arg(z)| < a}.

A — jelenti azt, hogy a bal félsikon vessziik ezt a szektort.

1.3.7. Definicio. A numerikus mddszert, A(a)-stabilnak nevezzik, ha a stabilitdsi tar-

tomdnya tartalmazza a — ), szektort.
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1.3.8. Definici6. Az A-stabil mddszert L-stabilnak nevezzik, ha lim R(z) = 0 tulaj-

zZ——00

donsdg teljestil.

Az L-stabilitds az A-stabilitasnak egy specidlis esete, vagyis csak A-stabil moddszerek

lehetnek L-stabilak.

1.3.1. Az explicit Euler-médszer

Legegyszeriibb véges differencids modszer az explicit Euler-modszer. Ha az (1.1) fel-
adathoz a t, = n -7, n € N és u(t,) = u, jeloléseket vessziik, akkor a séma rogzitett 7

érték esetén az aldbbi modon allitja el a megoldast:

Unt1 — Un _ F(tn, ) (1.4)
T

1.3.9. Definici6. Az (1.4) egyenletet explicit Euler-mddszernek nevezzik.

Az (1.2)-et behelyettesitve az (1.4) képletbe kapjuk:

Upi1 = T« [(tn, Un) + Uy, ami
Upt1 =T A+ Uy + Uy
Uy =T X Up 1+ U1 = (LT X)) Uy =
=(1+7-N)-1+7-X) tUpo=1+7-2)% Up_o.

Az iteraciot folytatva: az u, = (1 + 7 - \)" - uy eredményt kapjuk.

Adott ug kezdeti érték mellett a séma stabil, ha [(1 + 7 - A)"| < 1. Ennek elégséges
feltétele, hogy |1 +7-A| < 1.

Az abszolutértékes egyenlGtlenséget megoldva azt kapjuk, hogy az 1 + 7 - A a kétdi-
menzio6s sikon felrajzolva az origéd koriili, 1 sugart korbe esik.

Vagyis a 7- A a (—1,0) kozepii, 1 sugart koron beliil van, mint ahogy az a 1.1. abran
is lathato. Mivel a 7 > 0, igy a pontos megoldassal dsszehasonlitva a stabilitashoz annak

kell teljesiilnie, hogy a Re(A-7) a [—2, 0] tartomanyon beliilre essen, azaz a Re A € [_72, O] )

1.3.10. Allitas. Mivel az explicit Euler-mddszer stabilitdsi tartomdnya nem tartalmazza

a teljes bal oldali komplex félsikot, nem A-stabil.
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Az expligit Euler-moédszer stabilitasi tartomanya

1.1. abra. Az explicit Euler-mddszer stabilitasi tartoméanya

1.3.11. Példa. Tekintsik azt a példdt, amikor az u'(t) = —2 - u(t)!

Ekkor a pontos megoldés a kiovetkezs alakban all els: u(t) = e~2*. Kozelitsiik a megoldast
tovabba az explicit Euler-modszer segitségével, 7 értékének valasszunk 7 = 0.2-et.
Ekkor az 1.2. abran lathato, hogy az ilyen médon vett numerikus kozelités milyen

kapcsolatban 4ll a pontos megoldassal.

1Explicit Euler modszer, Lambda= -2, Tau=0.2 esetben

T T
Pontos megoldas
—Kozelitd megoldas
0.8 *
0.6 1
0.4 1
0.2 3

1.2. abra. Az explicit Euler-mddszer és a pontos megoldas

Azonban ha a 7 és a A nem teljesitik a stabilitas feltételét, vagyis valos résziiknek a
szorzata a stabilitasi tartomanyon kiviilre esik, akkor a séma nem tart a pontos megol-

déashoz.
1.3.12. Példa. Legyen most a feladat u'(t) = —9 - u(t).
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Explicit Euler médszer, Lambda= -9, Tau=0.2 esetben

1 T T
Pontos megoldas
——Kozelité megoldas
0.5 N
ok
0.5 §
I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

1.3. 4bra. Ha a séma nem stabil

Ekkor a pontos megoldés a fentihez hasonléan: u(t) = e *. A kozelitésnél 7 = 0.2 értéket
valasszunk ismét, ekkor az 1.3. abra alapjan lathato, hogy a séma nem teljesiti a stabilitas

feltételét, nem kozeliti jol a pontos megoldast.

A jo kozelitéshez azonban nem elég, hogy a stabilitas feltétele teljesiiljon, azt is meg-
koveteljiik ugyanis a modelltél, hogy a lehetd legpontosabb legyen. Ezt az explicit Euler-
modszer esetében azzal érhetjiik el, ha a 7-t a lehetd legkisebb értéknek valasztjuk meg.
Ez az érték a 0 lenne, igy valamilyen hatart kell szabnunk a 7 értékeire, hiszen nagyon kicsi
T értékek esetén sok szamitast kell elvégezni, a megoldas szamitasa igy sokiig tart. E két
kovetelmény (pontossag és gyorsasag) egyiittesébdl nyerhets 7 optimalis értéke egy-egy
konkrét probléma esetén.

A modszer jonak tiinik, viszont a gyakorlatban mutathat pontossagi, konvergenciabe-
li probléméakat. Példaul az tgynevezett merev feladatok esetében, amikor a numerikus

megoldés adott lépéstavolsag esetén nem konvergal a pontos megoldéshoz.

1.3.2. Az implicit Euler-médszer

A modszer azért lesz implicit, mert az iteracié minden egyes lépésében egy-egy algebrai

egyenletet kell megoldani, tehat tobb miiveletet kell elvégezniink, mint az explicit esetben.

1.3.13. Definici6. Az

Uty — U
—HT = f(tns1, uns) (1.5)

iterdcioval kapott megolddst implicit Euler-modszernek nevezzik.
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Az impli?it Euler-mddszer stabilitasi tartomanya

1.4. abra. Az implicit Euler-moédszer stabilitasi tartomanya

Az (1.4) médszerhez hasonloan ezzel az iteracioval is megoldhato az (1.2) példa:

U1 =T [(tngt1, Ung1) + Uy
Upg1 =T A Upy1 + Uy
Up =T A Up + Up_1
Tovabbi rendezésekkel:
U1 =1 =7T-X)-u,
Upo=(1 =7 Xty =(1—=7-2)% u,
Végiil az alabbi képletet kapjuk: ug = (1 — 7+ A)"™ - uy,.

1

Ezt u,-re rendezve: u, = Ug

Vagyis az implicit Euler-séma stabil, ha

— | < 1 teljesiil. Ez pontosan akkor
l—7-A
igaz, ha 1 < |1 —7- Al

Az egyenl6tlenséget megoldva azt kapjuk, hogy a Re(r - A) a (0,1) kozéppontu, 1
sugart koron kiviilre esik, mint ahogy az az 1.4. dbran is lathato.

Az implicit Euler-mdédszer tehat nem csak ott stabil, ahol a pontos megoldas, hanem
a jobb félsikon is a (0, 1) kozéppontu, 1 sugara koron kiviil.

Igy az 1.3.6. Definicié alapjan elmondhat6, hogy mig az explicit Euler-médszer nem,

addig az Implicit valtozata mar A-stabil.
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1Az implicit Euler-médszer kiilébnbdzé r értékek esetén

Pontos megoldas
\ —Kozelitté megoldas Tau1=0.45 értékre
08k % —Kdzelité megoldas Tau2=0.15 értékre| |
06 1
0.4 a
0.2 3
0 |
0 05 1 1.5 2

1.5. abra. Az implicit Euler-modszer és a pontossag

A séméara nem csak az A-stabilitds, hanem az L-stabilitas is teljesiil, ugyanis teljesiil

a lim R(z) =0 konvergencia.

Z——00
Az implicit Euler-modszer esetében R(z) = [, ML z=1" A
— 7— .
Tehat
lim = 0.

z——o00 1 — 2
Az explicit moédszerhez képest az impliciti jobb megoldast adhat, azonban nagy 7
értékek esetén a pontossag itt is csokken. Tekintsiik ismét az (1.3.1) példafeladatot.
A pontos megoldasat mar ismerjiik, de kozelitsilk most azt az implicit Euler-médszer
segitségével, méghozza két kiilonb6z6 7 értékkel.
Legyen 7 = 0.45 és legyen 75 = 0.15. Ekkor az 1.5. abra alapjan lathato, hogy kisebb
T érték jobban kozeliti a pontos megoldast, azaz pontosabb az a séma, amelyben a 7

értéke kisebb.

1.3.3. A Crank—Nicolson-modszer

Ujabb gyakori séma a Trapéz-, vagy mas néven a Crank-Nicolson-modszer. Itt az

Otlet az, hogy az explicit és implicit modszerek atlagat vessziik.

1.3.14. Definicio. Az

Upt1 — Up 1

T - 5 : (f(tmun) + f(tn+17un+l)) (16)

iterdcioval kapott megolddst Crank—Nicolson-mddszernek nevezziik.
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A Crank-Ni&hoIson-médszer stabilitasi tartomanya

1.6. 4bra. A Crank—Nicolson-mddszer stabilitasi tartoméanya

Az eddigiekhez hasonléan az (1.4) és az (1.5) egyenletek segitségével itt is kifejezhetd

rendezésekkel az u, 11 az ug segitségével:

1
Un+1:7-'§‘()\‘Un+)\‘un+1))+un
un-i-l:%')\'un_{'%')\'un—l—l_"un

_ _ (1.7)
un+1:<1+_'>\)'un+_')\'un+1

2 2

T T
(1435 A) -y

Az u,.1-t kifejezve igy azt kapjuk, hogy: u,11 =

I1—3-A
Vagyis
(T+Z- )",
(1 — % . /\)n+1

Uy =
. e 14+3-A
Tehét a Crank—Nicolson-modszer stabilitéasi fiiggvénye: R(z) = T3l
—I.
A séma stabilitasdhoz teljesiilnie kell a fenti fiiggvényre az |R(z)| < 1 feltételnek.
Az abszolutértékes egyenlGtlenség megoldhato:

1
[T

A nevezével vald szorzas miatt ki kell kétniink, hogy ‘1 — g . )\‘ # 0, azaz T # %

Ezutan beszorozhatunk az

1-— % . )\’—Vel, majd esetszétvalasztassal megoldjuk az

‘1 + % . )\‘ < )1 — g . )\) abszolutértékes egyenlGtlenséget.
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Ezt megoldva kapjuk azt a feltételt, hogy 7 - A < O-nak kell teljesiilnie ahhoz, hogy a
Crank—Nicolson séma stabil legyen. Ez azt jelenti, hogy a modszer az egész C~ félsikon
stabil, mint ahogy az 1.6. abran is lathato. Azaz az 1.3.6. Definici6 alapjan a Crank—
Nicolson-médszer A-stabil.

Az L-stabilitds ugyanakkor mar nem érvényes ra. A Crank—Nicolson-modszer stabili-

tasi fliggvénye R(z) = 143
2
Tehat
142 (1-2)-(=1 2
lim 2 ( 2)Z< )+ —=-14+0=-1#0.
someo =3 1=3 =3

1.3.4. Altalanos ©-modszer

A fenti modszerekhez hasonloan széamos egylépéses modszert alkothatunk még, at-
tol fiiggden, hogy az iteracioban milyen ardnyban vessziik az f(t,,u,) és az , illetve az
f(tni1, uns1) tagokat.

Ezek alapjan definialhato egy altalanosabb egylépéses modszer:

1.3.15. Definici6. Az u,i1 = uy + 7 (1 — O) - f(tn, un) + O+ f(tns1, Uns1)) mddon

definidlt numerikus mddszert ©-mddszernek nevezziik, ahol © € [0, 1].

1.3.16. Kovetkezmény. A fent részletezett hdarom iterdcids eljdrds is ©-maddszer: az exp-
licit Fuler-modszer © = 0, az implicit Euler-mddszer © = 1, a Crank—Nicolson-mddszer

pedig © = % megudlasztdssal.

1.3.5. Egylépéses Runge—Kutta modszerek

A ©-modszercsaladon kiviil mésképpen is iterdlhatunk egylépéses sémakat, az tgy-
nevezett Runga-Kutta modszereket. A modszercsaladot Carl Runge és Martin Kutta
dolgozta ki, innen ered a neviik is.

Ezekben az esetekben szintén egy pontbol kozelitjiik a becsiilni kivant pontot, azonban
sok kis koztes értékkel szamolva, matematikai nyelven s-lépesében. Igy nyilvan nagyobb
lesz a miveletigényiik, mint a ©-mddszerek esetében, ugyanakkor ezekkel a modszerekkel
magasabb rendet is el tudunk érni.

Itt is beszélhetiink explicit, illetve implicit Runge—Kutta iteraciokrol.
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Az explicit Runge-Kutta- modszerek stabilitasi tartomanyanak abrazolasahoz a [7]

forrasban taldlhato Matlab kodot hasznaltam fel.

Explicit Runge-Kutta-médszerek

1.3.17. Definici6é. Az explicit Runge-Kutta iterdciok a kévetkezdképpen dllnak eld:

Upt1 = Uy + T - Zbi - k;,  ahol
=1
kl - f(tna un)
kz:f(tn+02-7,un+a21-r-k1) (18)

kng(tn+03-7,un+a31-T-k‘1+a32-7-k2)

ks=f(tn+cs Tyup+as-T-ki+as-T kot ...+ ass-1-T ks_1),
és ahol az a;;, b; €s c; egyiitthatok egyeldre tetszdlegesek, dm az & kapcsolatuk adja a

konzisztencia és a rend feltételét.

A fenti a;;, b; és ¢; egyiitthatokat tablazatba is rendezhetjiik, ezt nevezziik Butcher-

tablanak.

1.3.18. Megjegyzés. A legelsd explicit Runge—Kutta mddszer maga az Explicit Euler-

mdodszer.

Megmutathatd, hogy az (1.2) tesztfeladatra az s-lépcsds, p-ed rendben pontos Explicit
Runge—Kutta-modszer stabilitasi fiiggvénye a kovetkezs alakban 4ll el6, ahol a z = 7 - A,
A matrix az (1.3.17)-ben szerepls a;; elemekbdl all, a b vektor a b; szamokbol, az & vektor

pedig egy csupa 1-esbdl allo vektor. Ekkor
R(z)=1+z-b"-(I—z-A")y".¢&

Ez az R(z) fliggvény |z| — oo esetén a végtelenhez tart, vagyis teljesiil a
lim |R(z)| = oo konvergencia. A stabilitasi tartoméany tehat nem tartalmazza a C~ fél-
sikot. Az 1.7. &bran lathato az els6-, masod-, harmad- és negyedrendii Runge-Kutta-
modszerek stabilitasi tartoménya, amik a rendnek megfelel6 tartomanyon beliil lesznek

stabilak.
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Explicit Rungg-Kutta-médszerek stabilitasi tartomanya

A \-Tképzetes része
o N

1
N

-4 -2 0 2 4
A M- valds része

1.7. abra. Az explicit Runge-Kutta modszerek stabilitasi tartomanya

Tehat a Runge-Kutta-modszerek stabilitasara kimondhat6 az alabbi tétel:

1.3.19. Tétel. Az Explicit Runge—Kutta-mddszerek nem A-stabilak.

Implicit Runge-Kutta-mo6dszerek

Mivel az explicit Runge-Kutta tipusi modszerek nem A-stabilak, érdemes megvizsgal-
ni az implicit valtozatokat is. Hasonléan képezziik 6ket, mint explicit esetben, az eltérés

a Butcher-tdbla A maéatrixdban van.

1.3.20. Definicié. Fgy Runge—Kutta tipusi modszer implicit, ha a Butcher-tdbla dltal

definidlt A mdtriz nem szigorian alsd hdromszdg mdtriz.

1.3.21. Definicié. Ha az A mdtriz alsé hdromszég mdtriz, de nem szigorian, akkor a

sémdt diagondlisan implicit Runge—Kutta-mddszernek nevezziik.

Megmutathato, hogy az implicit Runge-Kutta-mddszerek stabilitasi fiiggvénye a ko-
vetkez6 alakban all els, ahol Py(z) és @, (2) racionélis tortfiiggvények és Q,,(2) # 0:
Qm(2)

A k és m indexek azt jelentik, hogy az adott polinomban mi a maximalis fokszam.

Tovabba vezessiik be erre a fiiggvényre az Ry,,(z) jelolést, ahol az indexek annyit
jelentenek, hogy fiigg az adott szamoktol.
Ekkor igaz lesz az alabbi tétel.
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m/k 0 1 2 3
0 1 1 1 22 1 42 43
+z +z+ o) +z+ 5 -+ 5
1 1 1432 14224522 143 2412245528
_ 1 41 T
1—2 1—5-2z 1-32 1-32
1 1 1,2 3 3 .,2,1..3
2 1 1+§~z 1+§-z+§-z 1+3-z+%-z +@-z
R T o ETR T ST
3 1 111 12t o e e
T 22 .3 3 T T 3 3 T 1 1 1
172%»277% 1*1'24’1'22*%'23 1*5-24*%-227%-23 17§-Z+E-z271—20-z3

1.1. tablazat. Runge-Kutta modszerek stabilitasi fliggvényei k, m=0, 1,2, 3 értékekre

1.3.22. Tétel. Azimplicit Runge—Kutta-mddszerek pontosan akkor A-stabilak, ha az Ry (%)
raciondlis tortfiigguvényben lévd polinomok fokdra a fenti jelolés mellett teljesil az

m — 2 < k <m egyenldtlenség.

1.3.23. K6vetkezmény. A tétel miatt az A-stabil implicit Runge—Kutta-mddszerek tab-

lazatba, majd modszercsalddokba rendezhetdek.

Tekintsiik azt a tabladzatot, ahol a k és m értékekre felirjuk az egyes Runge-Kutta-
modszerek stabilitasi fiiggvényeit.

Az 1.1. tablazatban szereplé modszerek kozott Osszefiiggés figyelheté meg. Ha azokat
a celldkat beszinezziik, amelyek fokszamaira teljesiil az 1.3.5. Tételben szerepls egyenlét-
lenség, akkor lathato, hogy a f6atloban, az alatta és az az alatt 1év6 atloban lesznek az
A-stabil, implicit Runge-Kutta-modszerek. A tablazat persze nagyobb k és m értékekre
is felirhat6, azonban akarmekkora értékeket is vesziink, minden esetben legfeljebb csak

harom modszercsalad lesz A-stabil.

1.3.24. Definicié. Az 1.1. tdbldzat fédtlojaban szerepld stabilitdsi fliigguényd mdodszereket
Gauss—Legendre-maodszereknek nevezziik.
A sdrgdval beszinezett mdodszereket Radau-modszereknek nevezzik.

A zolddel beszinezett mddszereket Lobatto-modszereknek nevezzik.

1.3.25. K6vetkezmény. A Crank—Nicolson-mdédszer a Gauss—Legendre mddszercsalddba

tartozik, az implicit Fuler-modszer pedig a Radau maodszercsalddba tartozik.

20



A fentebb definalt modszercsaladokra igy kimondhat6 az alabbi tétel:
1.3.26. Tétel. A Gauss—Legendre-, a Radau- és a Lobatto-mddszerek A-stabilak.

A tételt Ehle sejtette meg 1976-ban. Ugyan nehéz a bizonyités, mégis néhany évvel ké-
s6bb, 1979-ben keriilt sor ra és Hairer—-Ngrsett—Wanner nevéhez fiiz6dik. A bizonyitast
az ugynevezett rendcsillagok segitségével sikeriilt elvégezniiik, kiilén modszert épitettek

ki ra (1d. [4]. konyv).

1.4. Cauchy-feladatok megoldasa allandé egyiitthatos li-
nearis esetekben

Az (1.0.1) Cauchy-feladatot nem csak a skalaris esetekre tudjuk megoldani, hanem

akkor is, ha az (1.1) egyenletrendszerben definiélt

flt,u(t)) = A-ul(t), (1.9)

ahol A € R%™ matrix, és t € [tg, 00).
Ekkor két esetre bonthatjuk a megoldéast: ha az A matrix diagonalizalhato, illetve ha

nem az.

Ha az A diagonalizalhaté métrix, akkor létezik olyan invertalhatd T métrix, amelynek
segitségével felirhato az alabbi egyenlet: 771 - A-T = A, ahol. A = diag )\;, és ahol a \;
szamok az A métrix sajatértékei ési=1,...,d.

Vezessiik be a w(t) jelolést, amely w(t) = T~' - u(t) alakban all el6.

Ekkor a Cauchy-feladat a kovetkezéképpen irhato fel:

d
w(t) = A -w(t), ahol t > to, masképpen

gt (1.10)
Ez pedig visszavezethets a tesztfeladatra, vagyis w(t) i-edik koordinatajahoz tartozo

t=t0) A . qp;(to) alakban allnak els, minden i = 1,...,d esetén.

megoldasai a w;(t) = e
Mivel tudjuk, hogy a megoldas visszavezethetd a skalaris esetre, az allando linearis
egyiitthatos eset is hasonlo feltételek mellett lesz stabil. Ebben az esetben a feladat

stabilitasara kimondhat6 az alabbi tétel:
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(t—to)-A

1.4.1. Tétel. Ha a fent értelmezett A mdtriz diagonalizdlhatd, az u(t) = e - Ug

kezdetiérték-feladat megolddsa

o stabil, ha az A mdtriz sajdtértékeinek valds része nem pozitiv, vagyis Re\; < 0

minden 1 =1,...,d esetén,

o aszimptotikusan stabil, amikor az A mdtrix sajdtértékeinek valds része negativ, vagy-

1s Re\; <0 mindeni=1,...,d esetén,

e instabil, hogy ha az A mdtriznak létezik olyan sajdtértéke, amelynek valds része

pozitiv, azaz Re \; > 0 valamely 1 =1,...,d eselén.

1.4.1. Megoldas explicit Euler-médszerrel

Hasonloan az (1.2) tesztfeladathoz, az allando egyiitthatos linearis feladat is megold-
haté numerikus modszerek segitségével, persze tovabbra is tegyiik fel, hogy A diagonali-
zalhaté matrix.

Az explicit Euler-moédszerrel az iteracio a kovetkez6képpen néz ki:

Unt1 — Un _ A~ f(tn,un)
T

un—l—l:T'A'un—l—’_un—l:(I+T'A)'u7z—1:
=147 A -1+7-A) upyo=04+7-2)* u, o

Vigyazni kell azonban arra, hogy az uj;, j = 1,2,...,n -7 értékek vektorok. Ezért van az,
hogy egy vektorbol énmagat kapjuk, ha megszorozzuk az egységmatrixszal.

Az iteraciot folytatva kapjuk, hogy u, = (I + 7 - A)"™ - u.

A kozonséges differencidlegyenletek esetében mar lathattuk, hogy a megoldas létezé-
sének és a stabilitasnak is sziikséges feltétele, ha az |[I +7- A| < 1.

Mivel matrixrol van szo, abszolutérték helyett normaban szamolunk, tovabba az (1.4)
egyenletek soran lathattuk, hogy a megoldas visszavezethets az (1.2) tesztfeladatra. Ezt
ebben az esetben is megtehetjiik.

Azaz ||(I 4+ 71-A)||2 < 1 feladatot megoldhato, az |14 7 - ;| < 1 feltételre valo vissza-

vezetéssel, ez pedig a korabbiakban is segitett a stabilitas feltételének meghatarozasahoz.
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1.4.2. Megoldas implicit Euler-moédszerrel

Az explicit Euler-mo6dszerhez hasonléan az implicit valtozattal is megoldhatunk &l-
land6 egyiitthatos linearis feladatokat. Az iterdcio is hasonloképpen levezethets, némi

modositassal:
Up41 — U

t=A f(tn-i-la un+1)
-

un+1:un+T'A'un+1
Uy =T =7 A) Upi1.

Azaz tovabbi rendezésekkel
Up1=(1—7-A)- (1 —7-A) tUpo = (1+T-)\)2-un+2.

Az iteraciot folytatva kapjuk, hogy ug = (I — 7+ A)™ - uy,.
Mivel méatrixszal nem végezhetiink osztast, igy az inverzét vessziik, hogy azonos ered-

ményt kapjunk. Ekkor az iteraciot u,-re rendezve

Uy = ([ —7-A)7"u.

Az 1.4. Tétel nem diagondlis métrixokra is kiterjeszthets, ekkor a matrixok sajatér-
tékeit a Jordan-blokkok segitségével hatarozzuk meg, a stabilitas pedig szintén a sajatér-
tékek elGjelétdl és a hozzajuk tartozd Jordan-blokkok méretétsl fiigg.

A megoldés ebben az esetben akkor

e stabil, ha ugyanigy a Re\; > 0 feltétel teljesiil a sajatértékekre mindeni-re vagy
Re \; = 0 teljesiilése esetén a \; egyszeres sajatérték, vagyis a hozza tartozd Jordan-

blokkok mérete 1,
e aszimptotikusan stabil, ha Re \; < 0, minden ¢ esetén.

e [gyéb esetekben instabil megoldast kapunk.

Eddig megmutattuk, hogy az egyvaltozos fiiggvények esetében mik a stabilités feltételei
az egyes numerikus modszerekkel vald kozelitésnél.

A tovabbiakban a parcialis differencidlegyenletek korét fogjuk vizsgalni, ahol latni
fogjuk, hogy azok is visszavezethetGek a kozonséges differencidlegyenletek stabilitasi fel-

tételeire.
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2. fejezet

Parcialis differencidlegyenletek

stabilitasa

Felmeriil a kérdés, hogy a sémék hasznélhatdak-e tobbvaltozos fiiggvényekre felirt, par-
cidlis differencidlegyenletek megoldasara is. Illetve képesek-e stabil megoldast elGallitani.
Tovabba ha igen, akkor mik lehetnek a stabilitas feltételei?

Kétféle modszert is mutatunk a stabilitas feltételének meghatarozasara: a hévezetési
egyenlet megoldasa soran visszavezetjiik a megoldast az allando lineéris egyiitthatos eset-
re, mig az advekcids egyenlet megoldasanal a Von Neumann stabilitdsvizsgalattal adunk
feltételt.

Ebben a fejezetben ezeket a kérdéseket vizsgaljuk, melynek megirasdhoz felhasznaltam

a [1], [3], [5], [8] és [10] konyveket.

2.1. Az egydimenzios hévezetési egyenlet

Els6ként az egydimenzids hévezetési-, vagy méas néven diffuzios egyenletet vizsgaljuk.
Ennek soran a modell segitségével azt akarjuk becsiilni, hogy a térben egy adott hely
hémeérséklete hogyan valtozik az id6 mulasaval, adott kezdeti feltételek mellett.

Az abréakat 6nallo fejlesztést program segitségével készitettem.

2.1.1. Definicié. Egydimenzios diffizids vagy hdvezetési parcidlis differencidlegyenletnek

nevezziik azt a feladatot, ahol keressiik azt az u: R x Rf — R fiigguényt, amelyre
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uw e CH(I) (I CR?), t >0 valds szam, v € R, D > 0 adott szdm és
Ou(t, x) _ D O*u(t, )

ot Ox? (2.1)

u(to, x) = uo(x),

ahol ug(z) adott figgvény.

Itt is érvényesek a kozonséges differencidlegyenletek véges differencias modszereinél
hasznalt definiciok, igy itt is beszélhetiink a A > 0 térbeli tavolsagrol.

Hogyan lehetne jol kozeliteni a parcialis derivaltakat?

Els¢ otletként a 0 koriili Taylor-sorba fejtéssel.

Fejezziik ki el6szor az u(t, z + h) tagot:

B ou(t, )
u(t,x+h)—u(t,x)+7~h+w~ 5

oud(t,z) h®  oul(t,z) n

B Sk /A i ik A A hP).
0x3 6 Ox? 24 + o)
Ezutan fejezziik ki az u(t,z — h) tagot is:

ou*(t,x) h?

ou(t, x ou*(t,x) h®> Oou(t,x) h3
u(t,x —h) = ult,z) - éx Lo a(xa )'7_ agcs_)?
out(t,z) Rt 5
ey O(h°).

Mivel masodik derivaltat szeretnénk kozeliteni, igy a kézépponti modszer alkalmas ra:
uw(t,z +h) —2-u(t,x) +u(t,z — h)

D 2 =
9. Ou?(t,) . h_2 +9. Oul(t,x) . h_4 82u(t ZE)
—D. Oz2 2 oz? 24%D'—’ Oh2
h? Ox? +O()
Az u(t,j-h), j=1,2,... értékek ekkor egy vektorba rendezhetdek:
u(t, h)
u(t,2-h
u(t,b—h)

Ekkor az x szerinti masodik parcidlis derivalt a kovetkezGképpen néz ki:
Uy — 2 - U + Ua

Pu(t,z) D up — 2 ug + ug )
%zﬁ , ahol ug =0 és ug = 0.

Ug—o — 2 - Ug—1 + Uq
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AD- % matrixanak egyiitthatoibol és az kapjuk az A € R%*? matrixot:

-2 1 0 0 0
1 -2 1 0 0
D 0 1 -2 1 0
0 0 1 -2 1
0 0 0 1 =2

Ennek segitségével szeretnénk az eléz8 fejezetben emlitett Euler-modszerekkel koze-
liteni a difftzids egyenlet megoldasat, illetve feltételt adni a stabilitdsara. A kozonséges
differencidlegyenletek esetében mar lattuk a megoldast az allandé egyilitthatos linearis
esetben, most itt is hasonl6an szeretnénk szamolni.

Ahhoz, hogy ez lehetséges legyen, ki kell szamolnunk az A matrix sajatértékeit. Ehhez

jo lenne, ha tudnank, hogy az A diagonalizalhato. Ismert algebrabol a kovetkezd tétel.

2.1.2. Tétel. Egy valdos A mdtriz pontosan akkor diagonalizdlhatd ortogondlis mdtrizszal,

ha szimmetrikus.

Esetiinkben a A = 3 -tridiag[1, —2, 1] tridiagonalis métrix, tehat szimmetrikus. Az alland6

egyiitthatos linearis esetben lattuk, hogy létezik olyan 7" matrix, melyre
T'.A-T=A.

Az A diagonalizalhatosagahoz be kell latnunk, hogy a T' ortogonalis métrix.

Ismeretes, hogy ha T' egy ortogonalis matrix, akkor inverze a transzponaltja, azaz
T-' =TT Az A =T71-A-T egyenletben A-t a pontos megoldassal helyettesitve az
alabbi becslést kapjuk:

le™ [ < T - fle™ - 17 < 1.
Felmeriil a kérdés azonban, hogy melyik normaban érdemes szamolnunk, hogy a meg-

oldéshoz ne legyen sziikség a pontos T" matrixra? ElGzetes tanulmanyok alapjan ez belat-

hato: kettes normaban szamoljunk.

2.1.3. Definicié. Fuklideszi vagy kettes normdnak nevezzik a ||z| = /|22 + . .. + |z

képlettel kiszamolt normdt.
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A matrix kondiciészama a matrix normajanak és az inverze normajanak vett szorzata,
azaz ||T|| - ||T7Y. A fenti becslésben meg is jelenik ez a kondiciészam, tehat ||e™|| -
cond(T) < 1. Ahhoz, hogy kénnyen tudjuk becsiilni ||e*||-t, a kondiciészamra adjunk
szép feltételt. Ez pontosan a kettes norméban fog teljesiilni, hiszen ekkor a cond(7T') értéke

1 lesz.

Ugyanis

condy(T') = || T2 - ||T_1||2 = \/)‘maac(T_l (T-HT) - \//\ma:c(T -TT),

a kettes norma definici6ja miatt.
A T ortogonalitasa miatt igy conds(T) = \/Amax(I) + v/ Amaz(I), azaz conds(T) = 1.
Ekkor végiil az ||e™*||s < 1 becslést kapjuk.

Az Euler modszerek ekkor ugyanigy hasznalhatoak, mint az (1.0.1) Cauchy-feladat
esetében, vigyazva arra, hogy itt nem A\ értékekkel szamolunk, hanem az
A= % - tridiag[1l, —2, 1] méatrixszal, tovabba a stabilitasi feltételt a kettes norméban
kifejezve adjuk meg. Tehat a feladatot visszavezettiik az (1.4) egyenletre, vagyis hasonloak

lesznek a stabilitas feltételei.

2.1.1. Az explicit Euler-moédszer a hévezetési egyenletre

Az 1.4.1. fejezetben latottak, és a fenti levezetés segitségével belattuk, hogy az egydi-

menzids hévezetési egyenlet esetében az explicit Euler-moédszer az
IT+7-Alx <1

feltételt adja a stabilitésra.

A normaéban 1év6 matrix a kovetkezSképpen néz ki:

1-2.-71 T 0 0 0
T 1-2-71 T 0 0
D 0 T 1-2.-7 7 0
0 0 T 1—-2-71 T
0 0 0 T 1-2-71
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A kettes norma hasznalata miatt tudjuk, hogy ||/ 4 7 - Al|o-ben 1év6 A matrix helyett
szamolhatunk a legnagyobb sajatértékével, vagyis a || 4+ 7 - A\jaz||2 szammal.

Az A matrix k-adik sajatértéke a
4-D ok-m-T

- sin

A = —
k h2 9

alakban 4ll el§. Ez alapjan a maximalis sajatérték

4-D d-m-
e == L2 e T

A d-7 =1— h miatt tovabb
4-D  ,(m—m-h) 4-D G T h

Mnaz = 2 sin = - Ccos” ——.

2 h? 2
Ekkor mér tudunk becslést adni akir az id6kozre, akar a megfelels tavolsag megva-
lasztasara.

Ugyanis |1 + 7 - Apaz|l2 < 1 szamolhato a kovetkezdképpen:

" 4.D 27T~h
. + COS
T e 2

A stabilitasi feltételeket megkapjuk az abszolutértékes egyenlGtlenség megoldasa utén.

2 4-D ,m-h

hz 2

2)1—1-7'

Esetszétvalasztéassal oldhato meg, nézziik elGszor azt, amikor negativ az abszoliutérték jelen

beliili kifejezés, azaz

4-D -h

—‘1—1—7' % ~00827TT < 1.
Ekkor

4-D - h

—1—7- % -COS27r2 <1,
mindkét oldalhoz egyet adva
4-D -h
-7 - % 'COSQWQ <2

A % tagot szeretnénk becsiilni, igy kapjuk a

T < 1
h? 2~D-C082ﬂ—éh

feltételt. Mivel feliilrél kivanjuk becsiilni, egy, a lehetd legkisebb fels§ korlatjat kellene

meghataroznunk. Ezt pontosan akkor érhetjiik el, ha az 2 xh fliiggvényre a lehetd

2-D-co 5

legnagyobb alsé korlatot adjuk.
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A koszinusz periodikus fiiggvény, értékeit a [—1, 1] intervallumon veszi fel. Mivel a
nevezGben szerepel, és a legnagyobb als6 korlatjara vagyunk kivancsiak, ezt pontosan
akkor veheti fel, ha a koszinuszos kifejezés értéke 1. Ekkor a tort % lesz, vagyis a stabilitas

feltétele ebben az esetben

(2.2)

—— kezdeti allapot|

2.1. 4bra. Az explicit Euler-médszer alkalmazasa a hGévezetési egyenletre

15510255 Az explicit Euler-méd ahé ési egyenl, nagy Tau esetén

0.5

; AVAVAVAVAVA AUAV AVAVAVAV/\V/\VAVAVAV

0.5

2.2. dbra. Explicit Euler-modszer rossz 7 érték esetén

A 2.1. abra jol szemlélteti a hévezetési egyenlet megoldasanak idébeli fejlédését, ha
teljesiilnek a stabilitas feltételei, azaz megfelel6 7 értéket valasztunk. A 2.1.4bra szem-

léltetéséhez hasznalt 7 = 5- 1075, Az a-tengely mentén az x értékek, mig az y-tengely
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mentén az u(t, z) fliggvény értékei vannak.
Nem megfelel, nagy 7 valasztasa esetén azonban a fiiggvény teljesen elszall, meg sem

kozeliti a pontos megoldast, mint ahogy az a 2.2. abran is lathato. Itt 7 =5 1073,

2.1.2. Az implicit Euler-médszer a hévezetési egyenletre

Az explicit Euler-moédszerre megmutattuk, hogy hasonléan kellett szamolnunk, mint
a kozonséges differencidlegyenletek esetén. Az implicit esetben ez némileg mddosul, és itt
is egy tetszéleges D valos szammal szorzunk.
Az A matrix sajatértékei ugyanazok, a kozelitési modszeren sem valtoztatunk. Itt
tehat a stabilitas feltételét az
(7 —7-A) 2 <1

egyenlGtlenség adja, ugyanis ebben az esetben is visszavezethetjiik a megoldast az allando
egyilitthatos linearis feladat implicit Euler-moédszerrel val6 megoldasara, amit lathattunk
az 1.4.1. fejezetben.

Ebben az esetben a matrix, amelyre a stabilitasi feltételt szeretnénk adni:

1+2.-7 —T 0 0 0
—T 1+2-71 —T 0 0
7 D 0 —T 1+2-7 —71 0
([_T'A>1:ﬁ'
0 0 -7 1+2.-7 —T
0 0 0 -7 1+2-7

Ez visszavezethet$ Cauchy-feladat implicit Euler stabilitasanak feltételére, ami az

D
1—7-X;

’ < 1 volt, vagyis most azt szeretnénk, hogy

1

1—

T-Aj ’

< 1 teljesiiljon.
2

Ez pontosan akkor lesz igaz, ha |1 — 7 - Ail|2 > 1.
A )\, helyére a \,,., értéke beirhatd, ezutan mar csak az abszoliutértékes egyenlGtlen-
séget kell megoldani:
4 o T h

l1—7.-—-cos

h2

1
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Az implicit Euler-mod: ahd ési egyenletre

—— kezdeti allapot|

2.3. dbra. Az implicit Euler-modszer a hGvezetési egyenletre

Els6 eset, amikor valtoznak az elGjelek:

4 -h
1—T-ﬁ-cos2%>1.

Mindkét oldalhoz 1-et hozzaadva, majd rendezve az egyenlGtlenséget #—re:

4 - h
—T~p~c082% > 2
amibdl ellentmondast kapunk.
Tehat az
4 -h
1+7 ﬁ-cosﬂTT>1

eset vezet megoldasra.

Ekkor rendezések utan a ;753 > 0 feltételt kapjuk, vagyis az implicit Euler-modszerrel
megoldva az egydimenzids hGvezetési egyenlet stabil lesz a megoldés.

Az implicit Euler-mo6dszer a 2.3. abran lathato idébeli fejlédése kellgen kicsi 7 =
5-1073 értékekre. Az explicit Euler-modszerrel ellentétben azonban stabil maradt a
megoldas, de a pontossaghoz tovabbra is fontos, hogy a 7 és h értéke viszonylag kicsi

legyen.

A fejezetben tehat megmutattuk, hogy a parcialis differencidlegyenletek stabilitasanak
feltételei visszavezethetGek a kozonséges differencidlegyenletek sordn kiszamolt feltételek-

re.
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2.2. Az egydimenzios advekcios egyenlet stabilitasa

A tovabbiakban vizsgaljuk az egydimenzios advekcios egyenletet. Fz tulajdonképpen
azt mutatja meg nekiink, hogy szél esetén egy adott helyen lévé anyag koncentricidja
(tegyiik fel, hogy olyan anyagrol van sz6, amit a szél szallitani tud) hogyan valtozik az
id6 miulaséval, illetve hogyan oszlik el a térben.

A szél sebessége sok tényezGtdl fiigghet, de az egyszertiség kedvéért egy ¢ valds szammal
jeloljiik. Az elGjele azt jelenti, hogy melyik iranybdl fij. Ha ¢ > 0, akkor balrél, ha ¢ < 0,
akkor pedig jobbrol.

2.2.1. Definicié. Egydimenzids advekcios eqyenletnek nevezziik azt a parcidlis differen-
cidlegyenletet, amely sordn keressiik azt az u: Ry x R — R fiiggvényt, amelyre v € C(I)

(I CR?), t >0 és x valds szdmok, ¢ adott valds szdm tovdbbd

ou(t, ) e ou(t, ) _ 0 és
ot Ox (2.3)

u(to, x) = uo(x) adott figgvény.

Vegyiink olyan 7 és h pozitiv valos szamokat, ahol a 7 jelenti az id6 1épéskozét, h pedig
a lépés tavolsagat.

Az advekcios egyenlet esetében is alkalmazhatoak a véges differencids modszerrel valo
kozelitések, azonban itt elég az elsGrendi séma haszndalata, hiszen csak elsG derivaltakat

akarunk kozeliteni.
Qu(t,z) _u(t+r7,7)—ul(t )
ot T

A masik valtozo szerinti kozelitést kétféleképpen is megtehetjiik, egyrészt a baloldali

o ulta) el x) —ult e —h) e sobboldali

or h
c- aug’ 7) ~c- u(t, z + h}i —ult, ) approximaéacioval.
x

A jobb- és baloldali kozelités soran lényegében ugyanazt az eredményt fogjuk kapni a
stabilitas feltételére, persze a c elGjelének figyelembe vételével, vagyis nem mindegy, hogy
milyen ¢ értékre melyik oldali kozelitést alkalmazzuk.

Elészor a bal oldali,

L Oultw) o ult,z) —u(t,x — h) (2.4)
Ox T
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kozelitéssel foglalkozunk. Ennek vizsgélata utan mar kénnyen kimondhatoak az allitasok
a jobb oldali,
Ju(t, x) u(t,z + h) — u(t, z)
. ~ C-
ox T

Cc

modszerre is.

Itt is 0 koriili Taylor-sorba fejtéssel érdemes kozeliteni, azaz hasznalhat6 a

Oul(t, O%ult, h?
u(t,z) -h+ ult, 2) - — approximacio.

u(t,z —h) = u(t,x) — 5 e 5

A sorba fejtést felhasznélva:

u(t,r) —u(t,x —h) u(t,:lc)—u(t,x)—l—%ﬁc’”)-h—%-’g—2

h B h

Ennek eredményeképpen az

Ou(t,z)
ou(t, x) ~ Oz h
ox h
Vezessiink be 1] jeloléseket, hogy atlathatobb legyen a séma.

+O(h).

Jelolés: Legyen u} az u(t,z) fiiggvény approximacitja az n-edik idépontbeli j-edik
lépésben, ahol j =1,....,b—hésn e N.
A hévezetési egyenlethez hasonloan ekkor itt is egy vektorba rendezhetéek az u(t,,, j-h)

értékek. Ezekkel a derivalt kozelitésére az alabbi vektort kapjuk:

n n
Uy — Uy
n n
8u(t 1’) - Uy — Uy
—(t, ~
ox "
n n
Up, — Up_q

Igy a fenti ?(tm x) vektorbol és a sorba fejtés egyiitthatoibol kapjuk a bal oldali séma
x

alkalmazésa esetén az alabbi A € R4 matrixot:

10 0 O 0
-1 1 0 O 0
4 C 0 -1 1 O 0
0 0 -1 1 0
0 0 0 -1 1
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A fentiek alapjan a jobb oldali kdzelités méatrixa pedig az

-1 0 0 O 0
1 -1 0 0 0
a-c 0 1 -1 0 0
0 0 1 -1 0
0 0 0o 1 -1

Ha az advekcios egyenlet mindkét oldalat sorba fejtéssel fejezziik ki, akkor a bal oldali
kozelitésre az
u(t+72) —u(t,x)  u(t,x)—ult,z—h)
T B h

(2.5)

egyenletet kapjuk.
Az 4j jelolést hasznalva a (2.2) egyenlet atirhato a kiovetkezs formaba:

e
te- LI

T h

u
= 0.

Ebbdl szeretnénk kifejezni az u?“—et, amit egyenletrendezéssel konnyen meg lehet tenni:

U;-H_l _ u? = —C- % . (u? _ u?_l) (2 6)
u?‘“ =uj —c % (U —ujy)

Az u?“, uy és uj (vagy a jobb oldali kozelités esetében U?H) pontokat tartalmazo

sémat upwind séménak nevezziik.

A név eredete a c elGjelébdl, és az x valtozd kozelitésébdl szarmaztathato; ha a ¢ > 0,

akkor Out, z) kozelitésére az % formulat hasznaljuk, ha pedig ¢ < 0, akkor

. Ox
W formulaval kozelitiink.
2.2.2. Definicié. A (2.2) egyenletben szerepld v = c - % szamot Courant-szamnak nevez-

Szeretnénk becslést adni a séma stabilitasara, és ezt a Von Neumann-féle (vagy Fo-
urier) stabilitasvizsgalat segitségével az A méatrix sajatértékeinek kiszamitésa nélkiil is

megtehetjiik.
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Dolgozatomban csak a témahoz kapcsolodban elemeztem a modszert.

Egy linearis hullimmegoldas altaldnos alakja a Fourier-térben a kdvetkezGképpen all
elé:

a(t,z) = A(w, k) - e ke=et),

ahol A(w, k) € C az amplitado, k € Z a hullamszadm és w € C a frekvencia.

Az u(t,, z;) tovabbra is jel6lje az n id6pontban és j helyen vett megoldast, ahol
t, = n -7 és 7 a séma id6beli lépéskoze, illetve x; = j - h, ahol h a lépés tavolsaga,
jg=1... }% Ennek a numerikus kozelitését jeloljik roviden uj-nel.

Az uf = Aw, k) - el (bih—wnt) egven]gséget kapjuk, ha ezt behelyettesitjiilk a séma

altalanos alakjaba.

2.2.3. Megjegyzés. A stabilitds feltételét elég megmutaini csak az upwind séma egyik

esetére, mivel a mdsik esetben a feltétel csak c eldjelében tér el.

Ekkor a (2.2) egyenletrendszer els§ egyenletébe valo behelyettesitéssel kapjuk:

A(OJ k’) i-(kj-h—w-(n+1)-t) A(w ]ﬁ) i(kjh—wnt) _

(A(w k) i-(kj-h—wn-t) A(w ]{) {(j—1)-h— wnt))

I
o

m\\

Mivel az A(w, k) - e Fih=wnt) £ (0 {oy az egyenlet mindkét oldalat leoszthatjuk vele.

Tovabba hasznaljuk a v = ¢ - % jelélést. Ekkor marad:

e T 1= —v-(1—e"*M) vagyis
‘ ‘ (2.7)
e W — 1 _ . (1 . el-k‘-h)'

Az w € C komplex mivolta miatt felirhaté w = w, 4+ i - w; alakban is, ahol w,,w; € R

és i a képzetes egység. Ekkor

e—i~w~T _ e—i(-wr—‘riwi)-r

—iwp —iidwgT

—iw-T

=

—lwpT eWi'T

Az egyszertisitések utan lathato, hogy e , ahol €*'™ € R az amplitido
és e @™ € C jelenti a fazist. Algebrabol ismert, hogy egy z € C komplex szam felirhato
ilyen alakban is: z = r-e"?, ahol r és ¢ € R. A komplex sikon ez felrajzolva egy r sugari

kor, a ¢ szog pedig az origdbol a z pontba htzott szakasz és az x-tengely kézbezart szoge.
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Ha ezt a fajta felirast alkalmazzuk az e "7 szamra is, akkor e jelenti az r szamot,
az e "@r pedig az e? kifejezést, azaz ¢ = —w, - 7. Jogosan felmeriilhet a kérdés, hogy
valdjaban mit is jelentenek ezek a tagok, miért van ra sziikségiink. Az e“'7 fejezi ki a
hullam amplitidojanak megvéltozasat 7 id6 alatt, az e (“r7 pedig a hullam fazisanak a
megvaltozasat 7 id6 alatt.

Vezessiink be az €7 € R szadmra 1j jelolést, legyen ez u. Vagyis e“'7 = pu. Ezt

visszairva a numerikus séméba
eTWT — 1 _ . (1 o el-k-h)’ (28)

ahol e—i~w-7— =/ e—iwwﬂr‘

Tehat ekkor a hullammegoldas altalanos alakja atirhato
u(t,z) = Alw, k) - gl (Fa—w)

alakba. Ez tovabb bonthato az A(w, k) - e . e~ szorzatra, az azonos alapt hatvanyok

kitevGinek Osszeaddsa miatt. Ekkor behelyettesithetiink az uf kifejezésbe is, az
an-7,5-h) = A(w, k) - eFih . giwnT

eredményt kapva. Azonban e "7 4tirhato (e )" alakra, ugyanis hatvény hatvanya
a kitevék szorzata.

A fenti p jelolést hasznalva
(efi.w.r)n — ,LL . (efi-wr-f)n — /Ln . efi-wT.n.T.

Tehét
i(n-7,j-h) = Alw, k) - kit giwrnT m (2.9)

ahol A(w, k) maradt az eredeti amplitiado, eI .e=1wrn7 4 fazist valtoztatja, a u” pedig
az amplitadot valtoztatja.

Az a(n - 7,7 - h) fiiggvény eredeti felirdsa annyiban valtozott, hogy e ™7 helyére
e wrnT L n keriilt a szorzatba.

Mivel célunk a Von Neumann-analizissel az, hogy valamilyen médon becslést kapjunk
a séma stabilitasra, igy tudjuk, hogy az 1.3. Definicé alapjan ||u,i1]| < ||u, | egyenlstlen-

ségnek kell teljesiilnie minden n € N esetén.
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Tehat ez igaz [[u*'| < ||u?|| esetén is, minden n természetes szamra és minden
j=1,2,...,dszamra. Azaz minden n € N és minden j =1,2,...,d € N esetén:

Mivel |a(n - 7,7 - h)| # 0, igy leoszthatunk vele. Ekkor

ja((n+1)-7,j-h)|
|a(n 7,5 h)]

<1

A megfelel6 modon beirva a (2.2) képletet

[i((n+1) 7,5 h)| _ [A(w, k) - eFahemiwrntyn)
|1l(n T, h)| ‘A(w, /{,‘) . eirkj-h, efi-w-n-t’

_ |A<w, ]{])‘ . |ei-k:-j-h’ . |e—i-wr-n-t‘ . |,un’ _
|A(w, k)| - |ei®dh| . [e-iwnt]

n

L

egyenletet kapjuk.
Mivel tudjuk, hogy egy z komplex szam felirhaté z = a +i- § alakban, és

2l = |2 2| = Va2 + 52,

ezért

e"?| = | cos ¢ + sin ¢| = \/cos2¢+sin2gz5 =V1=1.
Igy igaz a pu"-re vonatkozo fenti egyenldség.

A stabilitas egy elégséges feltétele tehat:

@((n+1) 7,5 -h)] < la(n-7,7-h)|, vagyis

ja((n+1)-7,5 - h)]
|a(n -7, - h)|

<1,

ahol a tort értéke |p”| < 1.

Ennek egy elégséges feltétele |u| < 1, hiszen |u"| < |u|™.

2.2.4. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy a Neumann-féle stabilitisvizsgdlat csak
linedris eqyenletek esetén alkalmazhato a Fourier-soros megkdzelités miatt, dolgozatomban

pedig pontosan ilyen példdkkal foglalkoztam.

Mi azonban azt szeretnénk, hogy a p segitségével adhassunk egy feltételt a stabilitasra,
az id6 1épéskozétol és a lépés tavolsagatol fiiggben. Az el6bb belattuk, hogy a stabilitas

elégséges feltétele a |p] < 1.
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2.2.5. Allitas. Az upwind séma c > 0 esetén akkor lesz stabil, ha teljesiil a feltétel.

1
< -
c

=

Bizonyitas. Tekintsiik most a (2.2) egyenletet. Ha p esetében teljesiil a fenti feltétel,
akkor \e*i‘”'f\ < 1 is igaz lesz.
Vagyis

1—v-(1—eFh) <1,
A zarojelet kibontva az egyenltlenség jobb oldala
1 —v+vethh
Az Euler-formula, vagyis e®ti# — o2 . (cosf +1- sin3) miatt
e =1—v+v-cos(k-h)—v-sin(k-h).
Tekintsiik az [e™“ 7| négyzetét:

le T2 = (1 —v+wv-cos(k-h))?+ (v-sin(k-h))>.

A zarojeleket kibontva, a hatvanyozasokat elvégezve és a cos’x + sin?x = 1 trigonomet-

rikus egyenlet miatt 0sszevonas utan az
le TP =1—-2-v4+2-v*+2-v-cos(k-h) —2-v* cos(k - h)
egyenldséget kapjuk. Kiemelhetiink el6bb 2 - v-t, majd 1 — v-t is. Ekkor az
e TP =1-2-v-(1—v)-(1—cos(k-h)).

A fenti egyenletre adhatunk fels6 korlatot, célszerii a legkisebbet valasztani.

Ekkor
. 1
‘efl-w-7‘2:1_4_y_(1_y>, (1—5’”12 <§kh>)

A szinusz fiiggvény periodikus, értéke —1 és 1 kdzdtt mozog, igy a négyzetéé is. Vagyis
Ezt feliilr6l becsiilhetjiik 1-gyel.
Mivel a p értékére a von Neumann-levezetés végén adtunk feltételt, igy itt is kimond-

hatjuk, hogy e "7 < 1 is teljesiil, hiszen ez u tobbszordse. Irjuk vissza a v helyére a
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Courant-szamot, vagyis a ¢ - 7 szamot. Ekkor az advekcios egyenlet stabilitdsanak felté-

teléhez elégséges feltétel, ha teljesiil, hogy

T T
1—4-c-—-<1—c-—) <1, azaz

h h
1—4-0-%+4-<c-%>2§1.

Rendezziik nullara az egyenl6tlenséget, majd osszuk le mindkét oldalt 4-gyel. Ekkor

—c-%+(c-%)2§0.

A —c-7 tagot adjuk hozzé, és mivel T és h pozitiv egészek, tovabbd azt az esetet vizsgaljuk,

ahol ¢ > 0, igy oszthatunk a c- ; taggal. Ebben az esetben

c-—<1.

=~

Mivel ¢ tovabbra is pozitiv konstans, osszunk vele. Ekkor az

<

% (2.10)

e

eredményt kapjuk. [

2.2.6. Allitas. Ha a c konstans értéke negativ, akkor a jobb oldali sémdval kézelitjik a

megolddast, hogy teljesilion a stabilitds feltétele, azaz

Ou _u(t,x+h)—u(t z)
or T

modon szamoljunk, és tudjuk, hogy ¢ < 0 wvalds szdm., tovdbbd a stabilitds feltétele ekkor

a
1
—c

< (2.11)

=

egyenldtlenség lesz.

Bizonyitas. Hasonl6an bizonyithato, mint a bal oldali esetben. [
Osszességében tehat az upwind séma két kozelitésébdl kapjuk a CFL-kritérium felté-
telét, vagyis ahhoz, hogy a megoldas stabil legyen, a

1
< =

e

feltételnek kell teljesiilnie.
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Richardson pedig nem ismerte ezt a feltételt, igy ezért fordulhatott el6, hogy modellje
matematikailag megfelel6 volt, mégsem kapott valos eredményeket.
A dolgozat soran tehat lathattuk, hogy miért van sziikség differencidlegyenletek meg-

oldasa soran a stabilitasi feltételekre.
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Osszefoglalas

A dolgozatban kiindultunk abbol a problémabdl, hogy Richardsonnak miért nem sike-
riilt jo idGjaras-elérejelzést adnia egy jol felépitett matematikai modell mellett. A valasz
tobbek kozott az volt, hogy nem valosult meg a stabilitashoz sziikséges feltétel.

Elgszor a kozonséges differencidlegyenletek esetében, a Cauchy-feladaton vizsgaltuk a
stabilitast. Lattuk a kovetelményeket a pontos megoldéasra, az explicit- és implicit Fuler-
modszerre és a Crank-Nicolson-moédszerre. Vizsgdlodtunk az egy lépéses Runge-Kutta
sémak esetében is.

Az alland6 egyiitthatos linearis esetet is vizsgaltuk, aminél lathattuk, hogy visszave-
zethets a fenti esetre.

Ezutan a parcialis differencidlegyenletek korében végeztiink szamitasokat, ahol szintén
azt lattuk, hogy a hévezetési egyenletnél is alkalmazhatoak a véges differencias modszerek,
ebben az esetben nem abszolitértékkel, hanem kettes normaban szamoltunk.

Az advekcids egyenlet stabilitdsanak feltételét a Von Neumann-analizis segitségével

adtuk meg, és végiil pontosan a CFL-kritérium feltételét kaptuk meg.

Ugyanakkor a matematikdnak ezen teriilete még szamos felfedezni valét rejt magaban,
igy Erdds Pal, magyar matematikus szavaival zarnam a dolgozatomat:
,Bizonyos szempontbo6l a matematika az egyetlen hatartalan emberi cselekvés. Elképzelhe-
t6, hogy az emberiség el6bb vagy utobb mindent megismer a fizikdban vagy a bioldgiaban,

a matematika azonban végtelen, ezért kimerithetetlen.”
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A. fuggelék

Programozasi kodok

A dolgozatban talalhatd példafeladatokat abrézolo fiiggvényeket a Matlab program

segitségével készitettem el, a programkoédok alabb talalhatoak.

Az explicit Euler-médszer

function [t,u]l=expeuler_kezdetiert(lam, tO, u0, tau, T)
N=(T-t0)/tau;

t=zeros(N+1,1);

u=zeros (N+1,1);

t(1)=t0;

u(1)=u0;

for i=1:N

t(i+1)=t(i)+tau;

u(i+1)=u0*((1+tauxlam)~(i+1));

end

pmo=exp(lam*t) % pontos megoldas
plot(t,pmo,’g’,t,u,’r’,’linewidth’,3)

cim = title(’Explicit Euler médszer, Lambda= -2, Tau=0.2 esetben’)
%A cim attol fiiggben valtoztathatd, hogy mik a megfeleld értékek.
legend (’Pontos megoldas’, ’Kézelitd megoldas’)

set(cim,’FontSize’,30)
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set(gca, ’Fontsize’,20)

Az implicit Euler-moédszer

function [t, u, t2, u2]=impeuler_osszhas(lam, tO, u0, taul, tau2, T)
N=(T-t0) /taul;

t=zeros (N+1,1);

u=zeros (N+1,1);

N2=(T-t0) /tau2;

t2=zeros(N2+1,1);

u2=zeros(N2+1,1);

t(1)=t0;

t2(1)=t0;

u(1)=u0;

u2(1)=u0;

for i=1:N

t(i+1)=t(i)+taul;

u(i+1)=u0*(1/((1-taul*lam)~(i+1)));

end

for i=1:N2

t2(i+1)=t2(i)+tau2;

u2(i+1)=u0*(1/((1-tau2*lam) ~(i+1)));

end

tt=0:0.02:2

pmo=exp(lam*tt) % a feladat pontos megoldasa

plot(tt, pmo,’g’, t, u,’r’,t2, u2, ’b’,’linewidth’,3)

axis([0 2.25 0 11)

cim = title(’Implicit Euler-médszer, lambda= -2, Taul=0.45 és Tau2=0.05
megvalasztasa esetén’)

legend(’Pontos megoldas’,’Kozelit8 megoldds Taul=0.45 értékre’,’Kozelitd

megoldas Tau2=0.15 értékre’)
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set(cim, ’FontSize’,30)

set(gca,’Fontsize’,20)

A hévezetési egyenlet

Az explicit és implicit Euler-mdédszer kddja kozott egy ,,if” fiiggvény jelenti a kiilénb-

séget.

fuction [t, x, ul=ael_eset(t0, tau, T, nx, modszer)
kirajzol = 40

% azt adja meg, hogy hanyadik gorbéket rajzolja ki, az atlathatébb abra
kedvéért

N=(T-t0)/tau;

t=zeros (N+1,1);

u=zeros (nx,N+1) ;

t(1)=t0;

x=linspace(0,1,nx).”;

h=x(2)-x(1);

u=exp (-200%(x-0.5) .*(x-0.5)); % ez a példafeladat
A=gallery(’tridiag’,nx,1,-2,1);

A = A/(hx*h);

if modszer==1, M= eye(nx,nx)+tauxl; end

hekkor az explicit Euler-médszerral szamol

if modszer==2, M= inv(eye(nx,nx)-tau*A); end

hekkor az implicit Euler-médszerral szamol

hold on

plot(x,u,’b’,’linewidth’,3)

legend (’ElsS gorbe’)

title(’Az xplicit Euler-mdédszer a hdvezetési egyenletre’)
% cim valtoztathatd attdl filiggden, hogy melyik mdédszert alkalmazzuk
for i=1:N

t(i+1)=t(i)+tau;
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u=Mx*u;

if mod(i,kirajzol)==0, plot(x,u,’r’,’linewidth’,3); end
end

hold off

end

Stabilitasi tartomanyok abrai

A kod maga a megfelel§ rendii explicit Runge-Kutta-modszerek stabilitasi tartomé-
nyait rajzolja ki. A programot a [7] forras alatt talalhato linken 1évé jegyzet alapjan

készitettem.

Nx = 300;

% racshald:

xv = linspace(-4,4,Nx);

yv = linspace(-4,4,Nx);

[x, y] = meshgrid(xv,yv);

z =x +y * sqrt(-1); %z egy komplex szam

% elsdrendl (explicit Euler) Runge-Kutta-mddszer
f = abs(1+z)

% masodrendd Runge-Kutta-moédszer

g = abs(l + z + 0.5%z.72);

% harmadrendd Runge-Kutta-médszer

h=abs (1 +2z+ 0.5%¥z.72 + 1/6*z.73);

% negyedrendl Runge-Kutta-médszer

j=abs (1 +z + 0.5%z.72 + 1/6*z.73 + 1/24%z.74);
% alabb kirajzoltatjuk a fenti fiiggvények koérvonalait, ezek
belseje a stabilitdsi tartomany

contour(x,y,f,[1 1],°k-’,’b?,’1linewidth’,3);

hold on

contour(x,y,g,[1 1],°k-?,’r’,’linewidth’,3);

hold on
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contour(x,y,h,[1 1],°k-’,%g’,’linewidth’,3);
hold on

contour(x,y,j,[1 11,°k-?,’y’,’linewidth’,3);
axis([-4 4 -4 4]);

hold on

axis(’square’);

cim = title(’Explicit Runge-Kutta-mdédszerek stabilitadsi tartoménya’)
xlabel (’A \lambda\cdot\tau valds része’);
ylabel (’A \lambda\cdot\tau képzetes része’);
set(cim, ’FontSize’,30)
set(gca,’Fontsize’,20)

grid on;

A t6bbi modszer stabilitasi tartoményat a Matlab rajzol6é programja segitségével ab-

razoltam.
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