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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Préhle Tamésnak a
végtelen tiirelemért, rengeteg segitségért, konzultacids idépontért, ctletért és
tudasért, amit megosztott velem.

Szeretném még megkoszondnni csalddomnak, baratnémnek és barataimnak
a folyamatos tamogatast, biztatast, nagyon sokat jelentett.



1. Bevezetés

A varianciaanalizist a 20. szédzadban kezdték el hasznalni, de f6bb alkotoele-
meinek alkalmazésa, mint példaul a hipotézisvizsgalaté- méar joval régebbre
tehetS. A legkisebb négyzetes modszerek tovabbfejlesztése (Gauss és Laplace,
1800 koriil) altal lehetdség nyilt arra, hogy a megfigyelések kombinéalaséanak
modszerei magasabb szintre emelkedjenek. Ugyanakkor a négyzetosszegek
tovabbi tanulmanyozasa utan Laplace rajott, hogyan becsiilhet szoérast re-
ziduélis négyzetosszeghdl. 1827-re pedig a legkisebb négyzetes modszereket
Laplace ANOVA-problémak megoldasara hasznalta.

Az ANOVA és a MANOVA a statisztikdiban nagyon gyakran hasznalt
modszerek, melyek a mindennapi ember szamara is érthets feladatok megol-
désara ugyanugy hasznalhato, mint egy bonyolultabb problémaéra.

A szakdolgozatom elsé részében egy modszert mutatok be, mely alkalmas
korrelacié matrixok generalaséara, ennek a modszernek egy kismértékben egy-
szertisitett valtozatat fogom hasznalni a dolgozat végén szerepls egyik példa-
ban. A méasodik részben két becslési eljarast irok le, a variancia-kovariancia
maéatrixokra vonatkozoan, melyek széles korben elterjedtek a valoszintségi
vektorvaltozok analizisének teriiletén. A harmadik részben bemutatom az
ANOVA és MANOVA modszereket, a negyedikben pedig az ezek egy speci-
alis esetére hasznalt véletlenitett probakat, a bootstrap és jackknife becslési
eljarasokat. Az utolso részben szemléltets példak szerepelnek.

2. Korrelacié matrix generalas

2.1. Bevezetés

Ebben a részben pozitiv szemidefinit korrelacié matrixok generédlasara mu-
tatok egy modszert. Ehhez elGszor néhany sziikséges alapdefiniciot irok le,
ezek utan kovetkezik a generalé modszer. A valoszintiségi valtozo, illetve va-
l6szintiségi vektorvaltozo itt nem keriil definidlasra, alapfogalomnak tekintjiik
6ket, csakugy, mint a varhato érték és a szoras fogalméat. Az X valoszintiségi
valtozo varhato értékét EX-el, szorasat D X-el jeloljiik.

2.1. Definicié. Kovariancia: Legyen X és Y két valoszintiségi valtozo, ekkor
X és Y kovariancidja: Cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY))

2.2. Definici6. Korrelacio: Legyen X és Y két valoszintiségi valtozo, ekkor

X és Y korrelacidja: p(X,Y) = CE&?)& )




Most térjlink &t valoszintiségi vektorvaltozokra. Itt a varhato érték helyett
varhato érték vektort vesziink, jele: EX, a szoras tobbdimenzios megfele-
16je a variancia-kovariancia matrix, amit X-val fogunk jelolni, a korrelacio
matrix jele pedig legyen P. Legyen most X egy n-dimenziés valoszintiségi
vektorvaltozo, X . komponensét jeloljik X,-vel:

e A varhato érték vektor i. komponense a valészintiségi vektorvaltozo i.
komponensének varhato értékével lesz egyenls, azaz: EX, = FX;

e A variancia-kovariancia matrix ¢. sordnak j. oszlopdban 1év§ elem
egyenl6 lesz X 1. és j. komponensének kovariancidjaval,
azaz: ¥;; = Cov(X;, Xj).

e A korrelacié métrix i. sordnak j. oszlopaban 1év6 elem egyenld lesz X
i. és j. komponensének korrelaciojaval, azaz: P;; = p(X;, X;).

A fentiekbdl latszik, a variancia-kovariancia matrix harom legfontosabb tu-
lajdonsaga:

1. A variancia-kovariancia matrix diagonalisaban a komponensek szoras-

négyzetei szerepelnek, azaz: ¥; = D?X;, ez nyilvanvalo, hiszen:

E(X?—2EX? + E?X,) = EX? — 2EX2 + E?X; = E?X, — EX? = DX,

2. A variancia-kovariancia matrix szimmetrikus, ez a kovariancia tulaj-
donségaibol kovetkezik:

Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

3. A tapasztalati és elméleti variancia-kovariancia matrix pozitiv szemi-
definit.

e ElGszor nézziik a 3. tulajdonsig bizonyitasat az elméleti esetre:

- Az n X n-es ¥ matrix pozitiv szemidefinit, ha minden nem nulla,
n x l-es u vektorra v Xu > 0

- Mivel az X = (X1, Xo, X3, ..., X,,)T valoszintiségi vektorvéltozo vari-

ancia kovariancia matrixa kiszamolhato, mint:
¥ = B[(X — EX)(X — EX)7], innen:



w'Yu=u"E[(X - EX)(X — EX)"]u
= B[u” (X - EX)(X — EX)"4]
- Bz

_ 2
=0y,

ahol a centrélas miatt Z egy nulla varhato értéki, o2 szorasnégyze-
tld valoszintségi valtozo. Mivel tudjuk, hogy egy valoszintiségi valtozo
szorasnégyzete nemnegativ, készen vagyunk a bizonyitassal.

u'Su=0%>0

Bizonyités a tapasztalati esetre:

- Legyen az X n-dimenzids vektorvaltozo i. megfigyelése i = 1...n-re:

n
T; = (T4, Tio, T3, - - -, Tin) T . Ekkor a mintadtlag vektor: T = % E Z;.
i=1

- A mintdhoz tartozo tapasztalati variancia-kovariancia matrixot a ko-
n

vetkezSképp szamoljuk: Y., = %Z(wz —7)(z; —7)"

i=1
- Innen az elméleti esethez hasonlboan, legyen u egy tetszdéleges, nem
nulla, n x 1-es vektor, ekkor:

WU — T (% (2= )i — f>T> u
_ % : (s — ) (21 — )
::%ffufﬂﬂwfuﬁ—ffm
=%‘n«@—ffw2>0

Belattuk tehat, hogy a tapasztalati variancia-kovariancia matrix is po-
zitiv szemidefinit.



A variancia-kovariancia matrixhoz hasonléan a korrelacié matrix is rendelke-
zik négy 6 tulajdonsaggal:

1.A korrelacié métrix diagonalisaban csupa egyes szerepel.

2.A korrelaci6 métrix nem diagonéalisbeli elemei mind valés szamok a
[—1, 1] intervallumbol.

3.A korrelaci6é matrix szimmetrikus.

4.A tapasztalati és elméleti korrelaciéo matrix pozitiv szemidefinit.

2.2. Korrelacié matrixok generalasa
Az algoritmus alapjai

Egy minden fent emlitett kovetelménynek megfelelg korrelacio matrix (P)
konstrualhaté trigonometrikus fliggvények segitségével. A korrelacié méatrix
ekkor szogek (v, ;) egy fliggvényévé valik, ami egy hatasos modszert ad a
hatarok kiszamitasara. A fenti kdvetelményeket kielégité korrelacios méatrix
leirhat6, mint:

P =BBT, (1)
ahol
COS(ﬁi,j>a j = 1l-re
bij = cos(Viy) [Ty sin(Vin), 2 < j < n— lre (2)
Hk: 1 8277,( )7 ] = n-re

B egy n-dimenzids, négyzetes méatrix, aminek elemei a (2)-ben meghata-
rozott b;;-k. |7] alapjan (2)-t egyszertsithetjik, ha minden i-re ¥;;-t 0-nak
vessziik, ekkor B egy als6 haromszog méatrixéa redukalodik:

(

1, 1=1,7 =1-re
cos(V; ;), i > 2-t6l, j = 1-re
bi; =< [T ism(ﬁzk) i=17,2<1,j<nre (3)
cos(0; ;) TTi_y sin(¥ig), 2 < j <i— l-re
0, 14+1< 7 <n-re

\



Ekkor a B matrix az alabbi médon fog kinézni:

1 0 0 e 0
cos(Va1) sin(Va1) 0 . 0
cos(U31) cos(Vs2)sin(Vsq) sin(Vs2)sin(vs 1) . 0

n—1
cos(Un1) cos(Vy2)sin(V,1) cos(Vy,3)sin(Vy,2)sin(V,1) ... H sin(d, )
k=1

(4)

Innen lathato, hogy a B matrix erésen fligg v; ;-t6l, ezt a szoget korrelativ
szognek nevezziik. A korrelativ szogek négyzetes méatrixat () a kovetkezo-
képp definialjuk:

0 0 0 0 0 0
vo1 0 0 0 0 0
U1 Use 0 0 0 0
(el TR P 0 0 0 ®)
ﬁn,l ﬁn,Z ﬁn,S s ﬁn,nf2 ﬂn,nfl 0

Tehéat egy minden feltételt kielégité korrelacid6 matrixot szamolhatunk, ha
ismerjik a korrelativ szogek métrixat.

1. Példa. Most nézziink egy példat az eddig leirt szamoléasi modszerre: El6-
szor is tegyik fel, hogy adott a korrelativ szogek métrixa, ami ebben az
esetben négy dimenzios:

0 0
19271 0
Uz Usp
Vg1 Uap 0

s o oo
oo oo
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A B matrix pedig kifejezhets, mint:

1 0 0 0
ba1 bap O O
B = |2 % _ 7
b1 bza b3z O (7)
bii bio byz bya

1 0 0 0

_ | cos(¥2,1) sin(92,1) 0 0

T\ cos(¥3,1) cos(U3,2)sin(V3,1) sin(93,2)sin(93,1) 0
cos(94,1) cos(Va,2)sin(V4,1) cos(¥4,3)sin(04,2)sin(V4,1) sin(94,3)sin(V4,2)sin(V4,1)

Végiil a korrelacié méatrix:

1 C21 C31 C4;1

p—pBRT— | I 30 cap (8)
C31 C32 1 C4,3

Ca1 C42 C43 1

Ahol,

Co1 = b2,1
C31 = bg,1
Cq1 = b4,1

c32 = ba1bg 1 4 b2 2bs o
ca2 = ba1bs1 + b2 2bs o
ca3 = b3 1041 + b3 2049 + 033043 9)

Ezek az elemek, viszont leirhatok a korrelativ szogek fliggvényében is:

ca3 = cos(VUs1)cos(Vq1) + cos(V32)sin(Vs1)cos(Vq2)sin(Vs 1) (10)

9



A korrelacios egyiitthatok hatarai

Ahogy azt (6)-t6l (10)-ig lattuk, egy minden feltételt teljesits korrelacio méat-
rixot konstrualhatunk a B métrix segitségével, B elemeit pedig a korrelativ
szogek hatarozzak meg, ahogy azt szintén fent lathattuk. Pontosan ezért
meghatarozhatjuk, hogy B mely elemeire van hatéassal a korrelativ szogek
megvaltoztatisa a 9 matrixban, amibgl két fontos kivetkeztetés vonhato le:

1:Az els6 oszlopbeli korrelacios egyiitthatok (c; 1) erdsen fiiggenek ©J; 1-t6l.

2:A tobbi korrelacios egytitthato (c;;, ha j > 2) is szamolhato, ha 9, ,
adott, p <1 és ¢ < j < i-re.

Mivel minden ¥; ; a [0, 7| zart intervallumon van értelmezve, a sinus fiigg-
vény nemnegativ értékeket fog adni ezekre a szogekre, mig a cosinus fiiggvény
a [—1,1] intervallumon vehet fel értékeket. Példanak hasznélva a (10)-ben
kapott korrelacios egyiitthatokat, tisztan latszik, hogy barmely korrelécios
egylitthato (¢; ;) hatarait ki tudjuk szamolni, ha a cos(?; ;)-t (—1)-re, vagy
1-re rogzitjiik. Tovabba lathato az is, hogy a hatarok szdmolasédhoz csak ¥, ,-
ra van sziikség, az p < 1 és ¢ < j < 1 esetekben, kivéve a p =i és ¢ = J
esetekben. Fontos hozzétenni azt is, hogy a korrelacios egyiitthaté hatara-
inak szamolasa sordn nem feltétleniil hasznaljuk fel az osszes ¥, 4-t, ahogy
az a korabbi, négy dimenzios példankra vonatkozé hatarok tablazatédban is
latszik:

Ci,j als6 hatar fels6 hatar sziikséges 1; ;
c2,1 -1 1 egyik sem
3,1 -1 1 egyik sem
c4,1 -1 1 egyik sem
c3,2 008(192,1)008(193,1) — Sin(ﬂgl)sin(’ﬂ&l) 608(192,1)608(193,1) + Sin(ﬁg&)sin(ﬁg,l) ¥2.1,93,1
c4.2 608(79271)608(79471) — 8in(’t924)8in(’l94,1) 608(19271)608(194,1) — Sin(ﬁ2,1)sin(194,1) ¥2,1,94,1
c4,3 cos(V2,1)cos(V4,1) + cos(V3,2) cos(V¥2,1)cos(V4,1) + cos(¥3,2) 921,931
sin(93,1c08(94,25tn(94,1) — sin(93,2) sin(93,1c08(94,25tn(94,1) + sin(93,2) ¥4,1,93,2
Sin(’l93,1)Sin(ﬁ4,2)sin(194,1) Sin(ﬂg,l)Sin(ﬂ472)sin(19471) V4,2

Ezek eredményeképp, ha a ¢; ; a szamolt hatarain beliil helyezkedik el és a
szamolashoz sziikséges U, ,-k adottak, akkor ¢; ;-t ki tudjuk szamolni (11)
alapjéan.
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Vo1 = arccos(ca)
V31 = arccos(cs )
Vg1 = arccos(cyq)

C32 — b2,153,1
U39 = arccos | ————~——+
b272 51n(19371)
Cq2 — 52,154,1
V49 = arccos | —————=
b2’2 5111(194’1)

ca3 — (b31bgq + 53,254,2))

- - 11
b3’3 5111(194,2) Sln(?94’1) ( >

V43 = arccos (

Ugyanezt a modszert konnyen lehet alkalmazni magasabb dimenzios korrela-
ci6 matrixok esetén is, habar ez hosszabb formulékra vezet és tobb szamolast
igényel.

Az algoritmus

Ebben a részben egy algoritmust ismertetek a korrelaciéo matrix konstrualasé-
ra, ugy, hogy egymas utan szamoljuk minden korrelacios egyiitthato hatarait
a bevezets részben leirtak alapjan, és véletlen valtozokat generdlunk egyen-
letes eloszlasbol, ezeken a hatarokon beliil.

Legyen U szigoruan als6 haromszog méatrixa a véletlen, egyenletes valtozok-
nak amik a [0, 1] intervallumon vesznek fel valamilyen értéket, legyen ¥ a
korrelativ szogek szigortian als6 haromszog métrixa, és Y és Z a korrelécios
egyiitthatok also és felsd hatarainak szigorian alsé haromszog matrixai.

Az alabbiakban ismertetem azt a négylépéses algoritmust, ami egy n X n
korrelacié matrixot general:

1.1épés: Szamoljuk ki az els6 oszlopbeli korrelacios egytitthatokat a ko-
vetkezd modon:
t=1...nre, legyen ¢;1 = =142 X u;;1 , b1 = ¢;1 és szamoljuk ki v; 1-et
i=2...nre, legyen b; ; = sin(;1),ha j =1...1.

2.1épés: Szamoljuk ki a maradék korrelacios egytitthatokat a harmadik
sortol az utolso sorig (i = 3,...,n) és a masodik oszloptdl az utolsd oszlopig
(j=2,...,i— 1), minden sorban.

11



Ezutan szamoljuk ki minden korrelacios egytitthato also (y; ;) és fels6 (z; ;)
hatérait. A hatarok kiszamolasara az el6z6 részben ismertetett modszert
hasznéljuk, az els6 tabldzatban lathatd példa a hatarok kiszamolasara egy
négydimenziés korrelacié matrix esetén.

- Ha z;,; —y;; < K, akkor legyen ¢;; = v;; + (zi; — yij)/2, egyébként
legyen ¢; ; = yij + (2ij — vi;) X u; ;. Itt a K egy kiiszobérték, ami segit az in-
stabilitas csokkentésében, oly moédon, hogy minden korrelacios egyiitthatot,
amire az also és fels hatar altal meghatéarozott [y; ;, z; ;] intervallum hossza
kisebb, mint K bekényszerit a [y; ;, z; ;| intervallum felez6pontjaba. Nagyobb
K érték stabilabb rendszert fog eredményezni, de ezzel csokken a véletlen
hatas a ¢; ; egyiitthatokban.

- Szamoljuk ki ¥; ;-t a (11)-ben bemutatotthoz hasonléan.

- Konstrualjuk meg a szimmetrikus korrelécié matrixunkat az el6zGekben
generalt korrelacios egyiitthatok segitségével, a f6atloban csupa 1-es szere-
peljen.

3.1épés: Véletlenszertien rendezziik tjra a korrelacié matrixot. Erre azért
van sziikség, hogy megbizonyosodhassunk arrél, hogy minden korrelacios
egyiitthato azonos eloszlasu.

4.1épés: Ellendrizziik, hogy az igy kapott korrelacié métrixunk minden
kovetelménynek megfelel-e. Habéar elméletileg a fent leirt lépések egy min-
den kovetelménynek megfelel§ korrelacié matrixot adnak, néhany esetben az
instabilités felttinése miatt eléfordulhat, hogy rossz korreldcié métrixot ka-
punk. Az instabilitasnak két {6 oka lehet:

- K tul kicsi a matrix dimenziéjahoz viszonyitva

- a generalt korrelacios egyiitthatok tal kozel helyezkednek el az alsoé , vagy
fels6 korlatukhoz
Bar annak a valoszintisége, hogy rossz korrelacié matrixot kapunk nagyon
kicsi, azért mégsem 0. Ez a lépés azért fontos, mert igy bizonyosodhatunk
meg afel6l, hogy nem fogunk rossz korrelacié matrixot hasznalni tovabbi vizs-
galodésaink soran. Tehét az utolsod 1épésiink két alapvetd allépésbdl tevidik
Ossze:

1. Keressiik meg a legkisebb sajatértéket, ha ez negativ, a generalt korrelacios
méatrixunk rossz, egyébként jo lesz.

2. Ha rossz a generalt korrelacié matrixunk, térjiink vissza az els6 1épéshez
és generaljunk tujat.
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2. Példa. Most krealjunk egy 6tdimenzios korrelacié matrixot, tgy, hogy az
algoritmus elsg 1épésében szerepld egyenletes, véletlen méatrix (U) a kovetke-
zGképp néz ki:

0 0 0

0.6220 0 0

U=10.0751 0.8576 0
0.9668 0.6035 0.4107
0.6100 0.8478 0.7324 0.7

o O O O

0
0
0
0
0

(@)

71

Miel6tt még véletlenszertien tjrarendeznénk dket, az alsé korlat matrix (Y),
a felsg korlat matrix (Z), és a korrelacié matrix (X) a kovetkez6képpen ge-
neralhato:

0 0 0 0 0

-1 0 0 0 0
Y=1]-1 —-0.7185 0 0 0
-1 —0.1197 —0.8946 0 0

0

-1 —0.8923 -0.1893 0.0213

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
Z = |1 0.3038 0 0 0
1 0.5753 —0.6363 0 0
1 0.8478 0.7324 0.7571 0

1 0.2440 —0.8498 0.9336 0.2200
0.2440 1 0.1582  0.2997 0.7117
X =]0.—-8498 0.1582 1 —0.7885 0.1889
0.9336  0.2997 —0.7885 1 0.3454
0.2200 0.7117 0.1889  0.3454 1

Mivel a kapott korrelacié matrix legkisebb sajatértéke 0.00510, a korrelacio
méatrix pozitiv szemidefinit, ami igazolja, hogy X minden koévetelménynek
megfelel.
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3. Vektorvaltoz6 variancia-kovariancia matrixa-
nak becslése

3.1. Bevezetés

A gyakorlatban nagyon ritkdn tudjuk meghatarozni egy, vagy két valoszintisé-
gi vektorvaltozo valodi (elméleti) variancia-kovariancia métrixat, de valahogy
szeretnénk becsiilni azt. Ebben a részben két ilyen becslési modszert fogok
ismertetni. A becsiilt variancia-kovariancia matrixot -val jeloljiik.

3.2. Az XTX-modszer

Ez a legaltalanosabb modszer a variancia-kovariancia matrix becslésére. A
kovetkezd modszerrel ellentétben itt nem tesziink fel semmit a vizsgalt vek-
torvaltozo eloszlasarol.

Tegyiik fel, hogy az X egy n x k-s matrix, ami az X k-dimenzi6s valo-
szintiségi vektorvaltozoéra vonatkozoan tartalmaz n darab megfigyelést. X 7.
komponensének 7. megfigyelését X;;-vel jeloljiik, ekkor a matrixunk:

Xll X12 X13 ... Xlk
X _ )(.21 )(.22 )('23 L )('216
an Xn2 Xn3 s Xnk:

Az XT X-modszer a fent emlitett X matrixbol késziti el a variancia-kovariancia
matrix becslését.

1.1épés: Készitsiik el az x matrixot ax = X —1- 1T-X-% képlettel (ez lesz az
ugynevezett eltérésmatrix), ahol az 1 egy n x 1-es oszlopvektor, aminek elemei
csak egyesek, az x az n X k-s eltérésmatrix és a X az adatokat tartalmazo
matrix. Az x matrix kiilonbségeket fog tartalmazni: az X matrix minden
elemébdl kivonjuk az adott elem oszlopanak atlagat. Ez a kovetkezé modon
fog kinézni:
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2.1épés: Kiszamoljuk a k x k-s eltérés-négyzetdsszeg méatrixot: z = z’x

3.1épés: A z matrix Osszes elemét elosztjuk n-el, igy hozzuk létre a k x k-s
variancia-kovariancia méatrix becslését: ¥ = 2 - %

3. Példa. Becsiiljiik meg az X7 X-modszerrel az alabbi megfigyelések alap-
jan a variancia-kovariancia matrixot! Az alabbi métrixban 4 tanulé dolgoza-
tainak pontszamait latjuk, 3 kiilonb6z6 targybol:

90 67
83 73
83 &0
24 32

81
67
92
60

ebbslazz =X —1-17. X . % képlettel készitsiik el az x matrixot:

20 4
13 10
T 13oar

46 —31

15

6
-8
17
—15



az r-matrixbol szamoljuk az eltérés-négyzetosszeg matrixot, a z = a7 x kép-
lettel:

2854 1857 927
z = | 1857 1366 698 |,
927 698 614

z minden elemét leosztva 4-el (n = 4) kapjuk a variancia-kovariancia matrix
becslését:

X 713.50 464.25 231.75
Y= |464.25 341.50 174.50
231.75 174.50 153.50

Itt S-n latszik, hogy szimmetrikus, legkisebb sajatértéke pedig: 22.82108,
tehat pozitiv definit is, ebbdl tudjuk, hogy ez egy minden kovetelménynek
megfelel§ variancia-kovariancia matrix becslés.
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3.3. Maximum likelihood becslés tobbdimenziés norma-
lis eloszlas esetén

A maximum likelihood becslés abszolat folytonos eloszlas esetén

Ha egy adott valoszintiségi valtozora, vagy vektorvaltozora vonatkozoan bir-
tokdban vagyunk tobbszori megfigyelésnek, viszont valamelyik paraméterét
nem ismerjiik, akkor hasznéljuk a maximum likelihood becslést. A becslés
soran azt a paramétert fogjuk keresni ami mellett a legnagyobb az adott
mintarealizacié valoszintisége. Az ismeretlen paramétert -val, becslését V-
val jeloljiik.

Legyen adott egy X valoszintiségi valtozo f stirtségfiiggvénnyel, ami fligg
a 1 paramétertsl. Tegyitik fel, hogy rendelkezésiinkre all n-darab megfigyelés
az X-re vonatkozoan. Ha ez az n-elemd minta fliggetlen, azonos eloszlasi, az
egyiittes strtségfiiggvény a kivetkezSképp fejezhets ki:

n

fz1, 29, ..., 20;0) = foi(xi;ﬁ) = L(09),

i=1

ezt nevezziik a mintahoz tartozo likelihood-fiiggvénynek. A maximum likeli-
hood becslés a likelihood-fliggvény maximuma az adott paraméter szerint. A
szamitasok egyszerisitése végett altalabban a likelihood-fiiggvény természe-
tes alapt logaritmusét vessziik, ezt nevezziik log-likelihood fiiggvénynek:

[(9) = log (H in(Ii;ﬁ)) = Zlog (fx:(2s;9)),

ezt szeretnénk maximalizalni ¢ szerint, ennek maximuma lesz V. Ezt azért
tehetjiilk meg, mert a log - fliggvény szigoriian monoton névekvs fiiggvény,
ennélfogva : argmax(L(1))) = argmax(((1))).

A variancia-kovariancia matrix maximume-likelihood becslése

Ebben az esetben feltételezziik a vizsgalt vektorvaltozorol, hogy tobbdimenzi-
6s normalis eloszlasi, ebbdl a feltételezésbdl kiindulva készitjiik el a variancia-
kovariancia matrixanak becslését. Tegyiik fel az X € RP*1-es vektorvaltozo-
r6l, hogy p-dimenzids normaélis eloszlasu, ¥ € RP*P-g; pozitiv szemidefinit
variancia-kovariancia matrixszal, X sirtiségfiiggvénye pedig a kovetkezs:
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Fo) = @m)°F det(S)F eap (—1 )" S (o m) ,

ahol a p € RP*! az X varhato érték vektora.

- Tegyiik fel, hogy az X, X,,..., X, -ek fliggetlen, azonos eloszlast minték
a fenti eloszlasbol. Az ebbdl a mintdbdl szarmazd z,,z,,...,x, megfigyelt
értékeket tartalmazo vektorokkal szeretnénk becsiilni Y-t.

- A likelihood-fiiggvény a kovetkezsképp fog kinézni:

£,%) = (o) % [[det(s) eap (—% (=) 5 (s - m)

- Tudjuk, hogy a p varhato érték vektor maximum likeklihood becslése a
p X l-es mintaétlag vektor lesz:

n

T =

- Mivel  nem fiigg >-tol, beirhatjuk a p helyére a maximum likelihood
fiiggvényben:

és most azt a Y-t keressiik, ami maximalizédlja a likelihood fiiggvényt.

- Ertelmezziik a (z; — 7)T 7! (2; — 7) skalart,mint egy 1 x l-es matrix
nyomat. Ez lehet6vé teszi, hogy hasznaljuk a tr(AB) = tr(BA) azonossagot,
ha A és B olyan matrixok, melyekre létezik az AB és BA szorzat is, ekkor:
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= det(X)7% exp —% Ztr (2 —=Z)(z; — )" T 1))
- d€t<2)7% exrp _% tr (Z(ﬁfz —7)(z; — )" El>>

ahol S = >"" (z; — 7)(z; — T)T € RP*P, az igynevezett szordsmatrix, ami
pozitiv definit. A linearis algebrabol jol ismert spektralfelbontasbol kovet-
kezik, hogy egy pozitiv definit, szimmetrikus matrix (ebben az esetben S)
egy sajatos, pozitiv definit, szimmetrikus négyzetgyokkel rendelkezik (S %).
A nyom fent emlitett tulajdonsagat ajra felhasznalva kapjuk:

n 1 1 1
L(Z,X) = det(X)"2 exp (—5 tr <S22_1S2>)

Most legyen B = S2%152, ekkor:

LES) = det(S)F det(B) exp (—% r (B))

A B matrix pozitiv definit méatrix, tehat diagonalizalhato, igy a problémank
modosul arra, hogy azt a B-t taldljuk meg, ami maximalizalja az alabbi
kifejezést:

det(B)3 eap (—% r (B))
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Mivel egy négyzetes matrix nyoma egyenls a sajatértékeinek Gsszegével, azo-
kat a A1, Ag, ..., Ap-ket szeretnénk megtalalni amik maximalizaljak az alabbi
kifejezést:

)\? exp (—%)

Ha ezt a kifejezést derivaljuk A szerint, \; = n-et kapunk, minden i-re. Tegyiik
fel, hogy @) a sajatvektorok matrixa, a p X p-s egységmétrixot pedig I,-vel
jeloljiik, ekkor:

B =Q(nl,)Q " =nl,

Végiil a X € RP*P-g variancia-kovariancia matrixot az alabbi moédon kapjuk:

=23 - -

Megmutathato a véletlen S matrixr6l, hogy Wishart eloszlasti n — 1 szabad-
sagi fokkal.
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4. Varianciaanalizis

4.1. ANOVA-MANOVA

Bevezetés

A varianciaanalizis egy statisztikan beliil nagyon sokszor és sokféle moédon
hasznalt moédszer, ami egy diszkrét és egy abszolut folytonos valoszintiségi
valtozo, vagy vektorvaltozo kozotti kapesolatot mutatja ki. Az abszolit foly-
tonos valtozot kategorizaljuk a diszkrét valtozo felvett értékei szerint, igy
osztalyokat kapunk. Ezeknek az osztalyoknak a varhato értékeinek kiilénbo-
z0ségérdl, vagy egyenlGségérdl szeretnénk donteni, hipotézisvizsgalat segitsé-
gével. A hipotézisvizsgalat soran a szoérasokat fogjuk elemezni, hogy informa-
ciot kapjunk a varhato értékek egyenlGségérdl. A varhatod értékek eltérésébsl
eredd "folos" szoras tesztelése ad lehetGséget a dontésre.

Az otlet, hogy kétféleképp becsiiljiikk meg a szorast:

- A teljes mintabol, az osztalyonkénti szorasbecslések atlagaként

- Az osztélyok atlagainak szorasaként (ezt még fel kell szoroznunk az elem-

szammal, hogy 6ssze tudjuk hasonlitani az el6zével)

Ha a varhato értékek kozott nincs szignifikans eltérés, a kétféle becslésnek

szinte ugyanazt kellene adnia, eltérésiik nem lehet szignifikins. A két becslés

egyezését fiiggetlen, normalis eloszlasti minta esetén, a Fisher-Cohran tételbdl

kovetkezGen F-proba segitségével ellendrizhetjiik:

Fisher-Cohran tétel: Ha X;, Xo, X3,..., X, fliggetlen, azonos eloszlasu
n n

minta, X = %ZX,-, azaz X a mintaatlag, és S*2 = ﬁ Z(Xz - X)? a
i=1 i=1

korrigalt tapasztalati szorasnégyzet, akkor: X és S*? pontosan akkor fiigget-

lenek, ha (X7, Xo, X3, ..., X,) normélis eloszlasu.

Ez esetiinkben azt jelenti, hogy a teljes mintabol szamolt széras becslése
fiiggetlen az atlagoktol, tehat az atlagokbol szamolt szoras becslésétdl is. Két
fiiggetlen becslésiink van normalis eloszlast mintabol, igy az Osszes feltétel
adott az F-proba elvégzéséhez.

One-way ANOVA

A modell felirasa: A One-way ANOVA esetén adott két valoszintségi
valtozo, az abszolut folytonos Y, f(Y) striiségfiiggvénnyel és a diszkrét X
ami k-féle értéket vehet fel, ezek kapcsolatat szeretnénk tanulmanyozni.
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Jeloljiik Y egy realizaciojat y-al. Az Y-ra vonatkozd n x k megfigyelés esetén
az adatmatrix az alabbi médon fog kinézni:

l.osztaly 2.osztaly 3.osztaly ... k.osztaly

N(:ula 02) N(/“L% U2> N(:U’37 02) s N(:uk? 02)
Y11 Y1,2 Y1,3 . Y1,k
Y21 Y2,2 Y2,3 e Y2,k
Y31 Y32 Ys3,3 e Y3,k
Ynq,1 Yno,2 Yns,3 cee Yny k

Legyen Zle n; = N. Az N darab megfigyelést vehetjiik egy véletlen minté-
nak, ami az X szerinti osztédlyozas utan, végiil az 1.,2.,3.,..., k. osztalyokra
rendre ny, Ny, ng, ..., ng megfigyelésszamokat eredményez. Az osztélyokban
jelolje Y varhato értékét : pq, po, ps, ..., ux. Minden osztadlyban Y eloszla-
sat normalisnak tekintjiik azonos o? szérasnégyzettel, legfeljebb az osztélyok
varhato értéke kiillonbozhet. Az ANOVA célja, hogy informaciot nyerjen a
varhato értékek egyenlGségérsl, ezt hipotézisvizsgalat segitségével viszi vég-

hez:

Hy:py = po=p3=-+=
Hy:34,7, hogy i # j—re: i # py

A j. osztaly i. megfigyelését jeloljiik y;;-vel, ahol i = 1, 2, 3,..., n; és
g=1, 2, 3,..., k. Most nézziik a sziikséges képleteket:

g
e A j. osztaly mintadtlaga: 7,; = E Yij
n.
i=1

kK nj
e Az N megfigyelés mintaatlaga, azaz a teljes atlag: y,, = Z Yi
=1 o1 Y
. . 2 (yig — Tag)?
e A j. osztaly mintabol szamolt szorasa: s? = Z —1]
n; —

i=1
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- A megfigyelt Y értékek visekedését leird modellt a kdévetkezd formaban
fejezhetjiik ki:

yij:Mj+5ij7 i:1,2,3,...,7’bj, j:1,2,3,...,]€,

ahol az ¢;; egy véletlen valoszintségi valtozo 0 varhato értékkel és o2 szoréds-
négyzettel. Feltételezziik, hogy az ¢;;-k fiiggetlenek. Homogén szoras feltéte-
lezése mellett a p; legjobb torzitatlan becslése 7, ;, gy a modell a kovezkezs
alakban irhato fel:

ylj:yo]+(yl]_y.j)7 2.2172737"'7”]'7 j:172737"‘7k7

ahol 7,;-vel becsiiltiik p1;-t és (yi; — 7,;) = eij-vel becsiiltiik e;;-t. Ebbdl a
modellb6l y;; becstlt értékeit az y;; = v,; egyenletekkel kapjuk meg.

Négyzetosszegek és a kétfajta szorasnégyzet becslés: A négyzet-
Osszegekbdl készitjiik el a kétfajta szorasbecslést. Y teljes szorasat a mintan
az SST-vel (sum of squares total) jelolt négyzetosszeg adja meg:

SST =) i}yzj -7..)°

j=1 i=1

Ezzel Y-nak a nagy atlag kortili szérasat kapjuk meg.
Az osztalyok atlagainak szorasabol késziilt szorasbecslést M S A-val jeloljiik és
az SSA-val (sum of squares among) jelolt négyzetosszeghdl fogjuk szamolni:

k. nj k

SSA="%"0;—79.) =D _n @ —7.)

j=1 i=1 j=1
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Innen az atlagok szorasnégyzetének becslése:

SSA
E—1

2

MSA =

=0

Az osztalyonkénti szorasbecslések atlagaként megkapott szorasnégyzet becs-
lest M SW-vel fogjuk jelolni és az SSW-vel (sum of squares within) jelolt
négyzetosszeg segitségével fogjuk kiszamolni.

ko ny
SSW = ZZ@U - @,,)2

=1 i=1

Innen kapjuk a masodik szérésnégyzet becslésiink:

MSW =

i S — Ba)® X i — T SSW 5
i=1 n—1 k(n —1) N —k ‘

A négyzetosszegek szamitasi modjabol kovetkezik a kovetkezs azonossag is:

SST = SSW + SSA

F-proba és az ANOVA-tabla: A szorasbecslések egyezését F-probaval
ellendrizziik. A probastatisztikank ekkor:

b MSA _ MSA/(k-1)
T MSW T MSW/(N—k) R
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A proba elutasit, ha F' > Fj,.;. Adott « szignifikancia szint mellett, Fy,.;; az
F eloszlas 1 — a-s kvantilisét jelenti. Az ehhez a modellhez tartoz6 ANOVA-
tabla az alabbi médon fog kinézni:

ANOVA-tabla
Szoérasbecslés tipusa Szabadsagi fok A megfelels Becslések F-préoba
négyzetosszeg | szorasnégyzetre
osztalyok atlagainak szoérasa k-1 SSA MSA J\]Z[ g‘?/
osztalyok szérasbecsléseinek atlaga N-k SSW MSW
teljes széras a mintan N-1 SST

4. Példa. Nézziink egy példat a fent leirtakra: Egy piaci kutaté cég tobb
varosban is figyeli szdmos csaldd tejtermékek vaséarléasara forditott pénzét. A
csaladok minden héten leadnak egy jelentést, amiben tobbek kozott a héten
tejtermékekre koltott pénzosszeg is szerepel. Egy tanulmanyt szeretnénk ké-
sziteni, ami négy tejtermék vasarlasara 0sztonzd reklam hatékonységéat vizs-
gélja. A négy reklamot helyi TV-csatornakon, tobb kiilonb6z6 varosban, 6t
foldrajzi teriileten sugaroztdk. Mind az 6t foldrajzi teriileten négy varost va-
lasztottak ki, mind a négy varos a tobbiekétsl kiillonbozé reklamot kapott és
mind a négy varosbol hat csalad adatait valasztotték ki. Miutan a reklamokat
két honapig adtak, a hat csalad tejtermékfogyasztasat lejegyezték dollarban,
ez lathato a 21. oldalon talalhato tablazatban. A megfelel6 szamolasok elvég-
zése utan az ANOVA-tabla a kovetkezGképpen fog kinézni:

ANOVA-tabla
Szorasbecslés tipusa Szabadsagi fok A megfelels Becslések F-préba
négyzetosszeg | szérasnégyzetre
osztalyok atlagainak szérasa 3 4585.680 1528.56 3.16
osztalyok szérasbecsléseinek atlaga 116 56187.444 484.375
teljes szords a mintan 119 60773.124

A 3.16 értékd, 3 és 116 szabadsagi fokokkal rendelkezé F-statisztikahoz tarto-
70 p-érték: 0.0275. Ha a szignifikancia szintet 5%-nak véalasztjuk, akkor mivel
p < 0.05 elvethetjiik a nullhipotézist, azaz elfogadjuk, hogy van valamekkora
kiilonbség az atlagok kozott.
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Régio 1l.reklam 2.reklam 3.reklam 4.reklam Csalad mérete

12.35 21.86 14.43 21.44
20.52 42.17 22.26 31.21
30.85 49.61 23.99 40.09
39.35 63.65 36.98 95.68
48.87 73.75 42.13 65.81
98.01 85.95 54.19 76.61
28.26 13.76 14.44 30.78
37.67 24.59 29.63 45.75
44.70 37.30 38.27 26.37
57.54 49.53 51.59 70.19
67.57 99.25 99.09 79.81
77.70 67.68 71.69 94.23
10.97 0.000 2.900 6.460
26.70 2.410 17.28 18.61
36.81 16.10 19.62 30.14
01.34 22.71 29.53 39.12
62.69 30.19 38.57 51.15
72.68 41.64 48.20 59.11
0.000 11.90 4.480 27.62
4.520 27.75 18.01 42.63
13.71 42.22 21.96 99.20
27.91 56.06 34.42 74.92
38.57 66.16 40.14 92.37
42.71 78.71 57.06 98.02
13.11 8.000 10.90 14.36
16.89 18.27 28.22 26.37
27.99 27.72 38.62 34.15
36.35 42.04 48.31 04.02
48.85 48.50 60.23 99.90
61.97 99.92 71.39 74.79

—_
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One-way MANOVA

A One-way MANOVA esetén minden mefigyelés adatok egy vektora lesz.
Példaul a megfigyelt vektor komponensei lehetnek a levegét alkoté gézok
szazalékos aranyai. A levegs Osszetételét k kiilonb6z6 varosban vizsgaljuk (k
darab osztaly), n napon keresztiil (esetek). Az adatelemzés hasonloan zajlik,
mint a One-way ANOVA esetén, csak most vektorokkal kell dolgoznunk.
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A kovetkez6 adatmatrixban minden osztély megfigyelésszama ugyanannyi,
de a szamolast ugy irjuk le, hogy kiilonb6z6 elemszémra is mitikodjon.
Az adatmatrix az alabbi médon néz ki:

l.osztaly 2.osztaly 3.osztaly k.osztaly

N(p, %) Np, %) Nlpy, %) N %)
Y1 Y10 Y13 T Y1k
You Y Yo3 e Yo
Y34 Y30 Y33 o Y3k
Yo Y2 Yns3 e Yok

Minden osztalyban Y eloszlasat normélisnak tekintjiik azonos X variancia-
kovariancia matrixszal, legfeljebb a osztalyok varhaté érték vektora kiilon-
bozhet. Ha az i. varhato érték vektor k. komponensét (p )x-val jeldljiik, a
hipotézisek az alabbi moédon alakulnak:

HO:E1:H2:H3:.“:EI@
Hlalvjakv hOgy@%j—Te(El)k% (E])k

A hipotézisvizsgalat menete: Egydimenzioban a szoréast becsiiltiik két-
féleképp, itt a variancia-kovariancia méatrixal tessziik ugyanezt. Az elsé be-
csiilt matrixot hibamétrixnak, a masodikat hipotézismatrixnak nevezziik és
rendre E-vel és H-val jeloljik 6ket. Tegyiik fel, hogy a j.osztily megfigye-
lésszama n;. A hibamatrix becslése (ez az egydimenzios esetbeli M .SW-nek
megfeleld becslés):

SPw,l,l SPw,l,Q SPw,l,CS Spw,l,k
SPw,Q,l SPw,2,2 SPw,2,3 SPw,2,k
E=|SPy31 SPy32 SPu3ss SPy3k
SPw,n,l SPw,n,? SPw,n,S SPw,n,k
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g = zk: .njl K%,j)p - @J)p] Rgi’j)q . @j)J

J:]_ 1=

Jelolések: y az Osszes megfigyelt vektor dtlagvektora, gj a j. osztaly vektora-
inak atlagvektora.

A hipotézisméatrix becslése (ez az egydimenzios esetbeli M S A-nak megfelels
becslés):

SPa,l,l SPa,l,Q SPa,l,?) cee SPa,l,k
SPa,Q,l S-Pa,2,2 S-Pa,2,3 e SPa,Q,k
H = Spa,3,1 SPa,3,2 SPa,3,3 e Spa,3,k ,
SPa,n,l SPa,n,Q SPa,n,S s SPa,n,k
k
SPupq= j;nj [(%)p - (g)p} {(g])q o (g)q‘| :

Wilks probaja a variancia-kovariancia matrixok egyenlGségére: A
tobbdimenzids probastatisztikink, Wilks-féle A eloszlasu lesz, ez felel meg
az egydimenzios F-probanak. Ebben az esetben, mivel két matrix hanyadosa
nem definialt, az egyik becsiilt métrix inverzét vessziik és megszorozzuk a
maésikkal. Tudjuk, hogy H, igaz volta esetén a két becsiilt matrix nem térhet
el szignifikdnsan, ezért ennek a szorzatnak nem szabad nagyon eltérnie az
egységmatrixtol. A probastatisztika az alabbi modon szamolhato:

_det(E) 1
Cdet(E+H) I+ E'H

~ N1 Nk

Itt I az egységmatrix, és ha £~'H rangja r, sajatértékeit pedig \i-vel jelljiik,
akkor:

o1
A:ZHl1+/\,~

Ebben az esetben, viszont akkor utasitunk el, ha A < Ay,;;, tehat, ha a kapott
probastatisztika értékiink kicsi.
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Roy teszt: A tesztstatisztika, ha E~'H legnagyobb sajatértékét \i-vel je-
161jiik:

A1
14+ N

9 =
Ezt mar 9 > 9,.;-re utasitjuk el.

Pillai-Bartlett teszt: Ha s az F~'H rangja:

s Ai
V():Zlqt)\i

=1

Itt is V© > V% ra utasitjuk el a nullhipotézist, ahol VA* a Pillai eloszlas
1 — a-s kvantilise.

Lawley-Hotelling teszt: Ha s az E~!H rangja:

U = Z Ai
=1

A nullhipotézist elutasitjuk, ha U® > U,

5. Példa. Nézziink egy példat a MANOVA-ra is. Az R programnyelv beépi-
tett skulls adatszettjét hasznaltuk. Ebben az adathalmazban 150 koponya
adatai szerepelnek, melyeket a kovetkezd korszakok szerint 6t osztalyba so-
roltak: Kr.e. 4000, Kr.e. 3300, Kr.e. 1850, Kr.e. 200 és Kr.u. 150 (a k6dban
a kor valtozo neve: epoch). Minden koponyahoz tartozik négy mérési adat,
ezek kiilonbo6z6 hosszmértékek. A programban az adathalmazt data-val, a
hosszakat mb, bh, bl, nh-vel jelljiik. Azt szeretnénk megtudni, hogy az évek
soran valtozott-e a koponya mérete. Tehat nullhipotézisiink az lesz, hogy a
koponya mérete nem valtozott a fent emlitett korokban, mig az alternativ hi-
potézis, hogy a koponya mérete valtozott. Az aldbbiakban a MANOVA R-beli
végrehajtasat mutatjuk meg a fent ismertetett feladatra:

Y1=cbind(data$mb,data$bh,data$bl,data$nh)

skull .manova=manova(Yl ~ data$epoch, data)
summary (skull.manova)
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Az igy kapott eredmény:

Df Pillai approx F num Df den Df Pr(>F)
data$epoch 4 0.35331 3.512 16 580 4.675e-06
Residuals 145

Az F-statisztikdhoz tartozo P-érték nagyon Kkicsi, ezért elvethetjiik Hy-t,
vagyis mondhatjuk, hogy a koponya mérete kiilonbozoétt az emlitett korok-
ban. A kimeneten lathato, hogy a Pillai-Bartlett tesztet hasznalja alapér-
telmezettként az R. Az aldbbiakban lathato, hogy a tobbi teszt hasznélata
esetén sem kapunk més eredményt, minden teszt elutasitja a nullhipotézist.

vek=c("Wilks", "Roy", "Hotelling-Lawley")
for(i in 1:length(vek))
{print (summary(skull.manova, test=vek[i]))}

A masik harom teszt eredményeit tablazatba foglaltuk, a szabadségi fokok
minden teszt esetén 4 és 145.

tesztstatisztika | approx F | num Df | den Df | Pr(>F)
érték
Wilks 0.66359 3.9009 16 434.45 7.01e-07
Roy 0.4251 15.41 4 145 1.588e-10
Hotelling-Lawley 0.48182 4.231 16 562 8.278e-08

A tablazatbol lathato, hogy a P-értékek minden esetben nullahoz nagyon
kozeliek, tehat minden teszt elutasitja a nullhipotézist.
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5. Véletlenitett tesztek

Az eddig leirtakban feltettiik, hogy az osztalyok homogén széréassal rendelkez-
nek és normalis eloszlastak. Ez a két feltevés azonban sok esetben nem telje-
siil. Ilyen esetekre is léteznek nem parametrikus alternativéi az F-probanak,
tovabba léteznek modszerek, melyekkel elkészithetjiik a kovariancia méatrixok
becsléseit osztalyonként és ezeknek a becsléseknek kiilonb6z6 tulajdonsagait
is megkaphatjuk (pl. szoras, ferdeség).

5.1. Jackknife
Bevezetés:

A jackknife modszer egy tgynevezett tjramintavételezési technika, amivel
nem parametrikus becsléseket kaphatunk egy paraméterre, vagy a paraméter-
becslés szoraséra és torzitasara. Egy paraméterbecslés szorasanak jackknife
becslését tgy kapjuk, hogy szisztematikusan mindig kihagyunk egy megfigye-
lést az adatinkbol és igy szamoljuk az adott paraméter becslését, majd miu-
tan ezt az Osszes lehetséges modon megtettiik (példaul n megfigyelés esetén
n db becslést szamolunk)atlagoljuk ezeket a becsléseket, és innen szamoljuk
az atlagtol vett atlagos eltérést.

A moébdszer:

Legyenek X, X5, X3,..., X, fliggetlen, azonos eloszlési valoszintiségi valto-
z0k. Tegytik fel, hogy p(Xi, Xo, Xs,...,X,) a statisztika, melynek szorasat
szeretnénk vizsgalni. Legyen p; = p(X1,..., X; 1, Xit1, ..., X,), ez a statisz-
tikdnk értéke, ha X;-t kihagyjuk a mintabol. Jeloljiik p-al és p;-al a valoszini-
ségi valtozok megfigyelt értékeibsl szamolt becslését a fenti statisztikaknak.
A statisztikara is tudunk jackknife becslést szdmolni, ezt p,-vel jeloljiik és az
alabbi modon szamoljuk:

Ll
P.ZE;M

A statisztika szorasanak jackknife becslését 6, j-vel jeloljiik és a kévetkezo-
képpen fogjuk szédmolni:




Ertelemszerten, ha a fenti kifejezésbél gyokst vonunk, megkapjuk a sta-
tisztika standard hibajanak jackknife becslését. A jackknife modszerrel lehet
egy becstilt paraméter (p) torzitasat is becsiilni a kévetkezé modon:

—
~

biasp.s = (n—1)(p. — §)

5.2. Bootstrap
Bevezetés

A bootstrap, a jackknife-hoz hasonléan egy olyan tjramintavételezési eljaras,
melynek soran egy paraméterbecslés kiilonb6zs tulajdonsagait (példaul a szo-
rasat) tudjuk becsiilni, ugy , hogy ezeket a tulajdonsédgokat egy, az eredetit
kozelits eloszlasbol vett mintan mérjiik. Az egyik leggyakrabban hasznalt ko-
zelits eloszlas, a megfigyelt értékekhez tartozod tapasztalati eloszlasfiiggvény.

Nézziink egy gyors példat, hogy jobban értelmezhessiik az eljarast: Te-
gyiik fel, hogy szeretnénk megtudni az Osszes ember atlagtomegét. Nyilvanva-
l6an ehhez nem tudunk tobb millidrd mérést végezni, ezért valami mas otletre
van sziikségiink. Ha ennyi mérés nem is all rendelkezésiinkre, azért tudunk
méréseket végezni, csak kisebb nagysagrendben (szaz mérést példaul). Eb-
bél a szézas mintabol csak egy becslését kapjuk az atlagtomegnek, ami még
mindig nem elegendd. Ahhoz, hogy a Fold egész népességére mondhassunk
valamit, sziikségiink van az el6bb szamolt atlag szorodasanak mértékére.

A legegyszeriibb bootstrap modszer veszi a szaz megfigyelt tomegértéket
és visszatevéses mintavétellel ezekbdl az adatokbol j szazelemi mintat ké-
szit. Ez ugyanaz, mintha a szaz megfigyelt érték altal meghatarozott tapasz-
talati eloszlasfiiggvény alapjan generdlna egy véletlen mintat, ahol minden
megfigyelt értéket ugyanannyi, 0.01-os valészintiséggel valasztana ki.

Az igy késziilt j mintat bootstrap mintanak nevezziik. Ezt a folyamatot
sokszor elvégezve (itt a sok alatt tobb ezret értiink) minden tjonnan kapott
bootstrap mintéara kiszdmoljuk az atlagot, amit itt bootstrap becslésnek ne-
veziink. A rendelkezésre all6 bootsrap becslésekbdl mar tudunk egy szoras-
becslést, vagy egyéb statisztika jellemzdket (pl. ferdeség, lapultsag) adni az
atlagra.

Fontos még hozzatenni, hogy ez az eljaras barmilyen statisztikara alkal-
mazhatd, nem csak a szorésra és az atlagra.

32



A modszer:

Legyen az adatunk az el6bbihez hasonloan egy n elemi véletlen minta egy
ismeretlen F' eloszlasbol:

X17X27X37"‘7XnNF

A bootstrap modszer, tehat a kovetkezs négy 1épésbdl tevidik Gssze:

1.16pés: Az X; megfigyelt értékét jeloljiik z;-vel. Legyen F, a megfigyelt
értékekhez tartozo tapasztalati eloszlas, mely minden x;-hez (i = 1,2,...,n)
azonos, 1/n-es valoszintiséget rendel. A megfigyelt értékekbsl konstrualjuk
meg az E, tapasztalati eloszléast.

2.1épés: Legyen X7, X, X3, ..., X egy véletlen minta Fn—b(’)’l, azaz:
X5, X3, X5, X~ F,

Az F, tapasztalati eloszlasbol visszatevéses mintavétellel készitsiik el az
X7, X5, X5, ..., X bootstrap mintat. Ez azt jelenti, hogy n darab vélet-
len, egymastol fiiggetlen hizéast végziink visszatevéssel az x1, 29, 23, ..., 2,
halmazbol, gy, hogy minden x; kihuzasi valoszintisége 1/n. Ezutan kiszé-
moljuk a benniinket érdekl§ paraméter bootstrap becslését az el6bb kapott
bootstrap mintabol:

pp = p(X7, X5, X5, ..., X)),
3.1épés: Végezziik el a masodik 1épést N-szer, ahol az N egy tobbezres
nagysagrendi szam. Ily médon kapni fogunk N darab fiiggetlen bootstrap-

becslést: ppa,pB2, PB3-- - P.N- Ezek atlagaként szamolhato a szoban forgd
paraméter bootstrap becslése, amit pp ,-el jeloltiink:

N
E PB,i
i=1

A p szorasanak bootstrap becslése (65 ) innen:

0pB = (Z(ﬁB,i - ﬁB,.)Q/(N - 1)> :

=1

2|=

PB,e =
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6. Példak

6.1. Korrelacié matrix generalasa

Az els6 példankban generélni fogunk egy négydimenzios korrelacié matrixot
az els6 részben leirtak alapjan. A folyamatot 1épésenként fogjuk ismertetni,
a szamitasokat az R programnyelvben végezziik. Miutan a generalés kész,
ellendrizni fogjuk, hogy a kapott korrelacié6 métrix minden kovetelménynek
megfelel-e.

Els6ként a korrelativ szogek négydimenzios, szigortian alsdé haromszog matri-
xat generaljuk. Ezt a matrixot ¥-val jeloljiik, elemei 0 és 7 kozé es6 korrelativ
szogek:

theta=matrix(nrow = 4, ncol=4)
k=lower.tri(theta)
for (i in 1:4)
{for(j in 1:4)
if (k[i,j]==TRUE) {thetali,j] <- runif(1,0,pi)}
else{thetali,j]=0}}

Az ebbdl kapott ¢ matrix:

0.0000000 0.000000 0.000000
0.3147156 0.000000 0.000000
1.5447925 3.089837 0.000000
2.6889302 2.360183 1.374924

o O OO

Ebben a matrixban a vektorok komponenseinek korrelativ szogeit lathatjuk
radianban.
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Most a korrelativ szogek matrixabol kiszamoljuk a 4 x 4-es, alsé haromszog
B métrixot, a (3)-ban ismertetett modon:

B=matrix(nrow=4,ncol = 4)
dbl <- db2 <- 1
for (i in 1:4)
{for (j in 1:4)
{if(i==1 & j==1){BI[i,j] <- 1}
if(i>=2 & j==1){B[i,j] <- cos(thetali,j1)}
if(i==j & 1>=2 & j<=4)
{for(k in 1:(j-1)){dbil=dbl*sin(thetali,k])?}
B[i,j] <- dbl}
if(2<=j & j<=i-1)
{for(k in 1:(j-1)){db2=db2*sin(thetali,k])}
B[i,j] <- cos(thetali,j])*db2}
if (i+1<=j & j<=4){BI[i,j] <- 0}}}

Ekkor a B métrix az alabbi moédon fog kinézni:

1.00000000  0.0000000  0.00000000 0.00000000
0.95088447  0.3095460  0.00000000 0.00000000
0.02600093  —0.9983233 0.01600832 0.00000000
—0.89928583 —0.3103871 0.02621032 0.00483668

B —

Innen a korrelacié matrix f6atlobeli elemeit 1-re rogzitve, majd a tobbi elemre
a P = BB képlet hasznélataval megkapjuk a generalt korrelacié matrixun-
kat:

1.0000000  0.9508845  0.0260009  —0.8992858

0.9508845  1.0000000 —0.2843032 —0.9511961

0.0260009  —0.2843032  1.0000000  0.2869042
—0.8992858 —0.9511961 0.2869042  1.0000000

P =

A matrixrol ranézésre latszik, hogy szimmetrikus, a fatlojaban egyesek van-
nak, és a f6atlon kiviili elemei mind a [—1, 1] intervallumrol vesznek fel érté-
keket. A pozitiv definit tulajdonsagot az R-beli eigen paranccsal ellendriztiik.
A legkisebb sajatértéket vizsgaltuk, ami ebben az esetben: 0.0001272446, mi-
vel ez pozitiv = a méatrix pozitiv szemidefinit, tehat sikeriilt generalnunk egy
minden kévetelménynek megfelels korrelacié matrixot.
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6.2. Jackknife modszer alkalmazasa

A mar ismert skulls adatszettel fogunk dolgozni. A koponyék becsiilt kora
szerint alakitjuk ki az ot osztalyt, és az egyes osztélyokban a megfigyelt vek-
toraink négydimenziosak lesznek. Ezek szerint a becsiilt variancia-kovariancia
matrixok 4 x 4-esek lesznek minden osztalyban. Az egyes osztalyokhoz tar-
tozo variancia-kovariancia matrixok becslését gy készitjiik el, hogy az adott
osztalyban egyesével kihagyjuk a megfigyelt vektorokat és igy szdmolunk
egy becslést a variancia-kovariancia matrixra. Mivel minden osztalyban har-
minc megfigyelés all rendelkezésre, osztalyonként harminc becsiilt variancia-
kovariancia méatrixunk lesz. Ezt a harminc becslést atlagolva kapjuk az osz-
talyokhoz tartozo variancia-kovariancia matrixok jackknife becslését:

pr.list<-function(L) lapply(L,function(x,d=2)round(x,d))
jVlist<-1list()
csoport<-names (table(datal,1]))

for(idx in csoport)
{ A <- datal[datal,1]==1idx,]
n <- nrow(A)
V <- matrix(0,4,4)
for(i in 1:n)
V <- V+cov(A[-i,-1])*(n-1)/n
V <- V/n
jVlist<-c(jVlist,list(V))
}
names (jV1list)<-csoport
pr.list(jVlist)

A kimenetben szereplé 6t matrixbol a Kr.e.1850-es és a Kr.e.4000-es osztaly
variancia-kovariancia matrixainak becsléseit lathatjuk alabb:

Kr.e.1850: Kr.e.4000:

11.72 0.76 —-0.75 0.87 25.43 4.01 0.44 7.00
0.76 2396 347 —0.09 4.01 19.31 -0.77 0.38
—0.75 347 20.03 1.61 0.44 —-0.77 33.47 —-1.86
087 —0.09 161 12.18 700 038 —1.8 7.38

36



Ezutan kovetkezik a lényegi rész. Mivel ez a ketts csak egy-egy becslése a
variancia-kovariancia métrixokra és minden becslés mas eredményeket fog
adni, jo lenne tudni mekkora a becsiilt kovariancia matrix elemeinek szo6-
rasainak becslései. A kovetkezd R-kod segitségével megkaphatjuk ezeket a
szorasbecsléseket:

jVVlist<-1list )
csoport<-names (table(datal,1]))

for(idx in csoport)
{
A <- dataldatal,1]==idx,]
n <- nrow(A)
Vm <- matrix(0,0,16)
for(i in 1:n)
Vm <- rbind(Vm,as.numeric(cov(A[-i,-1])*(n-1)/n))
mVV <- matrix(apply(Vm,2,sd),4,4)
jVV1ist<-c(jVVlist,list(mVV))
}
names (jVV1ist)<-csoport
pr.list(jVVlist)

A két fent bemutatott variancia-kovariancia matrixbecslés szorasainak becs-
lései:

Kr.e.1850: Kr.e.4000:
0.53 047 0.55 0.44 1.20 0.73 0.95 0.66
0.47 1.22 0.77 0.77 0.73 1.24 0.85 0.42
0.55 0.77 0.87 0.58 0.95 0.85 1.68 0.63
0.44 0.77 0.58 0.63 0.66 0.42 0.63 0.35
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6.3. Bootstrap alkalmazasa

Ebben az esetben is az R-beli skulls adatszettel fogunk dolgozni. Az osz-
talyok szétvalasztasa utan elkészitjiik a kovariancai matrixok hagyomanyos
becslését. Ezt kovetSen elkészitjiik az egyes osztalyokhoz tartozé kovarian-
cia matrixok bootstrap becslését oly moédon, hogy az adott osztaly 30 darab
négydimenzios megfigyelt vektorabol huzunk 30-at, visszatevéssel (ez lesz a
bootstrap mintank), majd a bootstrap mintabol kiszamoljuk az osztaly kova-
riancia matrixadnak becslését. Ezt az Gjramintavételezést végrehajtjuk 1000-
szer, majd az 1000 darab kovariancia matrixbecslést atlagoljuk. Igy minden
osztaly kovariancia méatrixara kapunk egy bootstrap becslést.

Ezt kovetGen kiszédmoljuk a bootstrap modszerrel becsiilt kovariancia
matrixok elemenkénti szorasat.

Végiil kiszamoljuk a bootstrap-el becsiilt kovariancia matrixok relativ hi-
bajat a szoras mértékében (elemenként) gy, hogy vessziik a hagyoményos és
bootstrap becslés abszolut értékben vett eltérését és ezt az eltérést elosztjuk
az el6z6ekben kiszédmolt elemenkénti szorassal.

Az osztalyokat a kovetkezsképp valasztottuk szét:

p <-4
m<- 5
n <- 30

skulls.list <- 1list()

for(k in levels(skulls[,1]))

skulls.list <- c(skulls.list,list(skulls[skulls[,1]==k,(1:p)+1]))
names (skulls.list) <- levels(skulls[,1])

skulls.list ,

ahol p a minta dimenzidja, m az osztalyok szama, n az osztalyok mérete.
Ezutan elkészitettiik a kovariancia métrixok hagyomanyos becslését, amit a
cov.est nevi listaban taroltunk:

cov.est<-lapply(skulls.list,cov)
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A Kr.e 4000 és a Kr.e 1850-es osztalyok kovariancia matrixanak hagyomanyos
becslései:

Kr.e.1850: Kr.e.4000:

12.12  0.79 -=0.77 0.90 26.31 4.15 0.45 7.25
0.79 24.79 359 —0.09 4.15 19.97 -0.79 0.39
—0.77 3.59 20.72 1.67 0.45 —-0.79 34.63 —-1.92
0.90 —-0.09 1.67 12.6 725 039 -—-192 7.64

Ezt kovetGen definidltunk egy fiiggvényt boot.cov néven, melynek beme-
nete megfigyelt vektorok egy halmaza. Erre a vektorhalmazra kiszamolja a
kovariancia matrix bootstrap becslését és a becsiilt matrixok elemenkénti
szorédsanak becslését is.

N<-1000

boot.cov<-function(x)
{
work <- list()
for(k in 1:N)
{ y <- x[sample(nrow(x),rep=TRUE),]
work <- c(work,list(cov(y))) }
M <- matrix(unlist(work),p~2)
return(list(b.est=matrix(apply(M,1,mean),p),
b.sd=matrix(apply(M,1,sd),p) )P

ahol N adja meg, hogy hanyszor végezziink tjramintavételezést.
Most, hogy az adatszettiink szét van bontva osztalyokra és kész a sziikséges
fiiggvény is, alkalmazzuk a fiiggvényt az adatainkra:

set.seed(123)
cov.boot<-lapply(skulls.list,boot.cov)

39



A Kr.e 4000 és a Kr.e 1850-es osztalyok kovariancia matrixanak bootstrap
becslései, két tizedesjegyre kerekitve:

Kr.e.1850: Kr.e.4000:

11.84 0.75 -=0.79 0.74 25.67 4.19 0.51 7.02
0.75 2355 321 —0.04 419 19.64 —-0.87 0.39
—-0.79 3.21 19.96 1.58 0.51 —-0.87 33.37 —-1.75
0.74 —-0.04 158 12.07 702 039 -—-1.75 7.33

A fenti két becslés elemenkénti szorasbecslései, ugyanigy a bootstrap mod-
szerrel, szintén két tizedesjegyre kerekitve:

Kr.e.1850: Kr.e.4000:
2.74 248 2.82 2.29 6.03 3.79 492 3.39
248 6.35 3.70 3.94 3.79 6.21 450 2.20
2.82 3.70 4.42 3.02 4.92 450 8.67 3.09
2.29 3.94 3.02 3.20 3.39 220 3.09 1.81

Most kovetkezik az elemenkénti relativ hiba szdmolasa, a kévetkezd modon:

rel.err <- list()
for(k in 1:m)
{
H <- cov.est[[k]]
B <- cov.boot[[k]]
rel.err<-c(rel.err, list(abs(H-B[[1]]1)/B[[2]]1))
}

names(rel.err) <- levels(skulls([,1])

Ez utan a kovetkezs fliggvénnyel kerekitjiik hdrom tizedesjegyre a relativ
hiba méatrixokat:

pr.list <- function(L,ts) lapply(L,function(x,d=ts)round(x,d))
pr.list(rel.err,3)
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A Kr.e 4000 és a Kr.e 1850-es osztalyok elemenkénti relativ hibajanak becs-
lései, harom tizedesjegyre kerekitve:

Kr.e.1850: Kr.e.4000:
0.1027 0.0168 0.0067 0.0704 0.1058 0.0088 0.0117 0.0669
0.0168 0.1940 0.1035 0.0126 0.0088 0.0532 0.0167 0.0001
0.0067 0.1035 0.1736 0.0314 0.0117 0.0167 0.1446 0.0565
0.0704 0.0126 0.0314 0.1641 0.0669 0.0001 0.0565 0.1678

Ezeken a méatrixokon azt lathatjuk, hogy a bootstrap becslések elemenkénti
relativ hibaja a legtobb esetben nem haladja meg a 10%-ot.
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