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Koszonetnyilvanitas

Eziiton is szeretném hadldmat kifejezni témavezetdmnek, Halasi Zoltdnnak, aki tandcsaival, konst-
ruktiv javaslataival és szakértelmével hozzdjarult a szakdolgozatom elkésziiléséhez. K6szonom a
konzultdcidkat, a végtelen tiirelmet és rugalmassdgot. H4lds vagyok a Csalddomnak, akik minden
pillanatban tdmogattak és segitettek. Szeretném megkoszonni a sok segitséget, egyiittérzést és
biztatast a barataimnak. Végiil koszonet illeti a legjobb baratomat, amiért végig feltétel nélkiil
bizott bennem.
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1. Bevezeto

A dolgozatban halmazrendszerekkel fogunk foglalkozni. A halmazrendszerek vizsgdlatdhoz sok
hires matematikus neve flizodik (koztiik Erdds Pélé is). AlapvetSen olyan problémak keriil-
nek elStérbe, amelyek halmazrendszerek szdmossdgardl szélnak. Az esetek dontS tobbségében,
bizonyos feltételek figyelembe vétele mellett, halmazrendszerek elemszdmaira fogunk fels§ és
esetenként alsé becslést adni. Lesz azonban olyan is, amikor bizonyos konfiguraciok 1étezé-
sét fogjuk bizonyitani. Az els§ fejezetben az alapfogalmakat ismertetjiik. Ezek részben linedris
algebrai jellegli fogalmak, de itt definidljuk formalisan a halmazrendszerek fogalmat is. Ezek
utdn a kovetkez§ fejezetben a pdros és pdratlanvédros tételkort ismertetjiik. Kitériink a legfébb
eredményekre, majd a tételek altaldnosabb formadira és néhany lehetséges varidnsra is a teljesség
igénye nélkiil. Ezekben a tételekben halmazrendszerek elemszdmadra kapunk majd fels§ becs-
végig linedris algebrai jellegli mdodszerekkel fogunk dolgozni. Itt érdemes megjegyezni, hogy a
halmazrendszerek ilyen tipusu vizsgdlata esetén a linedris algebra hasznalatdnak gyiimolcs6zd
volta megkérdd@jelezhetetlen. Nagyon sokszor igy lehet szép eredményeket felmutatni, noha nem
ez az egyetlen eszkoz a kutatdsban. A kovetkezd fejezet a hires Ray-Chauduri-Wilson tételekrdl
fog sz6lni. Mind az uniform, mind pedig a nem uniform esetet részletesen targyaljuk. Akarcsak
az el6z§ fejezetben itt is halmazrendszerek elemszdmara fogunk fels§ korlatot adni. Bér a té-
makor eleje hosszabb alapozast kivan, mivel bonyolultabb fogalmak bevezetésére keriil sor, a
végén ez a megeldz4 alapozas kifizet6ddnek bizonyul. A dolgozat utolsé fejezete tovabbi érdekes
eredményeket tartalmaz a halmazrendszerekre vonatkozdan. ElGszor a linedris kiiszob tétel keriil
teritékre. Ez a tétel bizonyos uniform halmazrendszerek maximadlis elemszdmdanak a novekedési
iitemével foglalkozik az alaphalmaz novekedése mellett. Erdekes és hasznos megallapitdsokat
tartalmaz a tétel. Tovabb4 foglalkozni fogunk az Erdds-Ko-Rado tétellel és a napraforgé tétel-
lel. Ez ut6bbi bizonyos konstrukciok 1étezésérdl szol, mig az elébbi uniform halmazrendszerek
elemszdmardl. Targyalni fogjuk a Fisher-egyenl6tlenséget, amely ugyancsak halmazrendszerek
elemszdmara ad fels§ becslést. Végiil a Sperner-rendszerekrdl lesz sz, amelyekre vontakoz6
tételek egészen masfajta feltételeket tdmasztanak a halmazrendszerekre. Két hires eredmény
is kapcsolddik ide. A Sperner-tétel és az dltaldnosabb LYM-egyenlGtlenség. Ebben a fejezet-
ben az el6zbekkel ellentétben f6ként kombinatorikai bizonyitdsokat kozliink. Ezek mindegyike
tanulsdgos €s matematikailag elegins.



2. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben az eredmények bemutatdsdhoz sziikséges alapfogalmak jatszak a fGszere-
pet. Gyakran ezen eredmények leirdsdhoz lindris algebrat haszndlunk, azonban sok esetben a
bizonyitdsok kombinatorikai jellegliek. E18sz0r is tisztdzzuk a halmazrendszerek fogalmét, majd
bevezetiink egy fontos tulajdonsagot, amely sok tételben kdzponti szerepet jatszik. Ez a tulajdon-
sag a halmazrendszerek uniformitasa.

2.1. Definicié (Halmazrendszer). Legyen H = {y{, ..., y,} véges halmazés F = {Ay,..., A;},
ahol A; C H Vi esetén és Ay, ... A; mind kiilonb6z8 részhalmazok. Ekkor a H halmazt alaphal-
maznak nevezziik és azt mondjuk, hogy F halmazrendszer H-n.

2.2. Definicié (k-uniform halmazrendszer). Legyen H = {yi, ..., y,} véges halmaz és F' =
{A4, ..., A;} halmazrendszer H-n. Ha |A;| = k Vi-re, akkor az F halmazrendszert k-uniformnak
nevezziik. Ha az F halmazrendszer a H alaphalmaz 0sszes k elemd részhalmazabdl 4ll, akkor az
F halmazrendszert teljes k-uniform halmazrendszernek nevezziik.

Ez az egyszer( tulajdonsag sokszor dramai véltozdsokat tud okozni egy-egy tétel bizonyitasa-
ban. Természetesen ilyen esetekben erdsebb eredményeket is tudunk k6zolni, feltéve a vizsgélt
halmazrendszer uniformitasat (példaul a Ray-Chauduri-Wilson tételek esetében). A kovetkezd
alapvet$ fogalmak az illeszkedési vektor és az illeszkedési matrix. Ezen fogalmakra alapul a
halmazrendszerek linedris algebrai jelleg(i vizsgalata. Segitségiikkel képesek vagyunk kombina-
torikai problémadkat visszavezetni linedris algebrai problémadkra.

2.3. Definicié (Illeszkedési vektor). Legyen H = {yi,...,y,} véges halmaz és A C H. A
va € {0, 1} vektort az A halmaz illeszkedési vektoranak nevezziik, amennyiben teljesiil, hogy:

* y; € A, akkor v4-nak az i-edik koordindta 1

* y; ¢ A, akkor v4-nak az i-edik koordinéta O.

A bizonyit4sok sordn sokszor olyan jelenségeket vizsgdlunk, hogy egy adott illeszkedési vektor
benne van-e egy altérben vagy mekkora dimenzi6ja lehet az illeszkedési vektorok dltal generalt
altérnek. Néha azonban célszeriibb az tgynevezett illeszkedési matrixot és az ebbdl szirmazd
metszetmatrixot szemiigyre venni.

2.4. Definicié (Illeszkedési matrix). Legyen H = {yy, ..., y,} végeshalmazés F = {A},..., A;}
halmazrendszer H-n. Legyen az M € R mitrix olyan, hogy

® m,-j=1hayj€Ai

e m;; = 0 kiilonben.
Ekkor az M matrixot az F' halmazrendszer illeszkedési matrixnak nevezziik.

Az aldbbiakban bevezetjiik a metszet matrix fogalmat, amely hasznos informdcidkat tartalmaz
egy adott halmazrendszerben 1év6 halmazok metszeteit illetGen.



2.5. Definicié (Metszet matrix). Legyen A = MM, ahol M az F = {Ay, ..., A,} halmazrend-
szer illeszkedési matrixa.

Ekkor ajj = |A; N Aj

és a;; = |A;.
Az A matrixot az F halmazrendszer metszet matrixnak nevezziik.

A metszet matrix determindnsdnak, rangjanak és egyéb tulajdonsidgainak meghatdrozasa haté-
kony eszkoznek bizonyul a halmazrendszerekre kimondott tételek bizonyitdsa sordn. A dolgozat
sordn sok esetben a vektortér az F), feletti oszlopvektorok F; tere lesz, melyen értelmezett a

n
szokdsos (x, y) := X, x;y; nem elfajuld, szimmetrikus bilinedris fiiggvény. Ezéltal pedig szamos
i=1

1=
alkalommal taldlkozunk az al4bbi fontos tulajdonsdgut vektorokkal.

2.6. Definicié (Izotrép vektor). Legyen V vektortér. Ha x,y € V, akkor az x L y kifejezésen
azt értjiik, hogy (x,y) = 0. A v € V vektort izotrép vektornak nevezziik, ha v L v teljesiil.

Az izotrép vektorok vizsgilata elvezet benniinket még egy fontos fogalomhoz, ami szintén
kulcsfontosségii szerepet kap néhdny tétel bizonyitdsa soran. Ha X C V, akkor az X+ = {v €
V|v L x,Vx € X-re} halmaz elemei alteret alkotnak V-ben és (X+)* = (X).

2.7. Allitas. Legyen U altér egy F,, feletti V vektortérben.
Ekkor dimU + dimU+ = dimV,
ahol U* az U altér merdleges alterét jeloli.

Bizonyitds. Egy v € V vektor akkor és csak akkor merSleges az U altérre, ha U egy bazisanak
minden elemére merdleges. Ez a feltétel egy olyan homogén egyenletrendszert jelent, amely
egyiitthatématrixdnak sorai rendre a bazis elemeinek felelnek meg. Ennek az egyenletrendszernek
dimU sora van, hiszen ennyi elemi a bazis és ezek fiiggetlenek, igy a kotott paramétek szdma
dimU. Tehat a szabad paraméterek szama

dimV — dimU = dimU+,

hiszen az egyenletrendszer megolddsai pontosan U+ elemei. O

2.8. Definicié (Teljesen izotrép altér). Legyen U altér a V vektortérben. Azt mondjuk, hogy az
U altér teljesen izotrép ha U < U+.

Ezzel az alapvetd fogalmak ismertetését lezdrtuk és ezek segitségével elkezdhetjiik néhény, az
extremadlis halmazrendszerekre vonatkoz6 eredmény targyaldsat.



3. A paros és paratlanvaros tételkor

3.1. Paratlanvaros és Parosvaros

Az elsé témakor a paros és a paratlanvaros tételkor. Az aldbb kovetkez§ tételek halmazrendsze-
rekrdl és azok metszeteirdl mondanak ki dllitdsokat. Ezeket a legegyszertibb egy mese keretében
megérteni. Tegyiik fel, hogy egy varos lakéi megegyeznek abban, hogy klubokat alapitanak. Mi-
vel azonban a klubok nyilvantardsa é€s dokumentdldsa idGbe és pénzbe keriil, hamar raébrednek,
hogy érdemes szabdlyokat bevezetni. A szabdlyok a kovetkez6k. Minden klubnak pératlan sok
tagja lehet és barmely két klubnak péaros sok kozos tagja lehet. A mesében 1€v6 klubok 6sszessége
természetesen egy halmazrendszernek, a klubok pedig a halmazoknak feleltethetSk meg. Ki fog
deriilni, hogy ilyen szabalyok mellett nem alapithaté tobb klub, mint amennyi varoslaké van.
Lassuk most formélisan a pératlanvéros tételt.

3.1. Tétel (Paratlanvaros tétel). Legyen H = {y|,..., yn} véges halmaz és F = {Ay,..., A}
halmazrendszer H-n. Tovabba tegyiik fel, hogy a kévetkezdk teljesiilnek:

1. |A;| paratlan Vi esetén és

2. |A; N Aj| pdros Vi # j esetén.
Ekkort < n.

Bizonyitds. Nyilvan n darab ilyen halmaz megadhat6. Vegyiik ugyanis az egyelemi halmazokat.
Ezekbdl n db van és megfelelnek a tétel feltételeinek. Belatjuk, hogy ennél tobb nem adhat6
meg. Tekintsiik a Ay, ..., A; halmazok illeszkedési vektorait, va,, . . ., v4,-t. Megmutatjuk, hogy
ezek, mint F7-beli vektorok linedrisan fiiggetlenek. EbbSl mar kovetkezik az allités, hiszen ezen
vektorok egy n-dimenziés V vektortér elemei, igy

t < dimV =n.
Vegyiink egy A1va, + ...+ 4;v4, = 0 linedris kombinéciot. Szorozzuk meg mindkét oldalt ska-
larisan v, -vel. Ha a v4, vektorokra igy gondolunk, mint R" elemeire, akkor 6;; = (v AV Aj> =

|A; NAj| minden i, j-re. Ezt modulo 2 tekintve 6;; = 1 hai = j és 6;; = 0 egyébként, felhaszndlva
a tétel feltételeit. Tehdt ha a vektorokat az Fj vektortér elemeinek tekintjiik, akkor

0= <Z /liVAi, VAj> = Z/li <VA,~’ VAj>-
i i

A fentiekbdl pedig azonnal kovetkezik, hogy 4; = 0, mert (v ApV Aj> = 1. Ez minden j-re igaz,
tehdt valéban a va,, ..., va, vektorok linedrisan fiiggetlenek, azaz t < n. O

Lathatjuk, hogy a linedris algebrai vizsgdlédds eredményre vezetett. Ebben a tételkdrben az
eredmények f6ként ilyen jellegd vizsgalatokbdl szarmaznak. Visszatérve a varosokra. Egy masik



véros lakoi is kovetik az el6z6 véros példéjat és engedélyezik a klubok 1étrehozdsat, azonban més
szabdlyok szerint. Ebben az 4j vdrosban minden klubnak pdros sok tagja lehet és barmely két
klub k6z0s tagjainak a szdma is paros kell, hogy legyen. Ez az apr6 véltoztatds drasztikusan hat a
lehetséges klubok szamét illetSen. Az tapasztalhatd, hogy ilyen feltételek mellett sokkal tobb klub
alapithat6. Ebben a varosban a varoslakék szdmanak novelése mellett a klubok szaméara vonatkozé
felsd korldt exponencidlis novekedése figyelhetd meg. Most pedig kovetkezzen formadlisan is a
parosvaros tétel.

3.2. Tétel (Parosvaros tétel). Legyen H = {yi,...,yn} véges halmaz és F = {Ay,..., As}
halmazrendszer H-n. Tovabba tegyiik fel, hogy a kivetkezdk teljesiilnek:

1. |A;| pdros Vi esetén és

2. |A; N Aj| pdaros Vi # j esetén.
Ekkort <2131,

Bizonyitds. ElGszor belatjuk, hogy 2131 darab halmaz megadhato. Vegyiink el6szor [%J darab
diszjunkt elempart H-bdl, majd tekintsiik az dsszes olyan részhalmazat H-nak, amely el§éll
néhdny ilyen elempér unidjaként. Ilyen részhalmazokbdl pontosan 20121 darab van. Ezek elem-
szama mind pdros, tovdbba a metszetek is mind paros elemszdmuak, hiszen ha egy elem benne
van egy metszetben, akkor annak a pdrja is automatikusan benne van. Most megmutatjuk, hogy

ennél tobb nem adhat6 meg. Tegyiik fel, hogy az Ay, . .., A; halmazok megfelelnek a tétel felté-
teleinek és tekintsiik ezek illeszkedési vektorait, v4,,...,v4a,-t. A tétel feltételeibdl kovetkezik,

hogy modulo 2 tekintve
(vAi, vAj> = 0, mivel |A; N Aj| pdros.
Legyen U a va,,...,va, vektorok dltal generdlt altér IF}-ben. Tekintsiink egy tetszlleges u =

A1va, + ...+ A;v4, vektort ebbdl az altérbdl. Bebizonyitjuk, hogy ez az u vektor meréleges az
egész U altérre. TetszGleges v4; generdtorelemre

<M,VA}-> = <Z/liVAwVA,-> = Z/ll <VAi,VAj> =0.

Tehat u merSleges U minden generatorelemére, azaz az egész U altérre is. Mivel ez tetszGleges
u vektorra igaz, igy U C U*. Ebbdl kovetkezik, hogy dimU < dimU~*. Tovabba

2dimU = dimU + dimU < dimU + dimU* = dimV
és igy

dimt) < | 43] = |3



Abbdl kiindulva, hogy va,, ..., va, generdtorrendszer U-ban kapjuk, hogy
t <|U| =24mU <2l
ami a tétel allitdsa. O

Felvet6dik a kérdés mindkét varos esetén, hogy ha mar 1éteznek klubok és ezek szdma nem éri el
a fels§ korlatot, lehetséges-e még dj klubokat alapitani. Formalisan arrél van sz6, hogy ha van egy
halmazrendszer, ami mdr teljesiti a parosvaros tétel vagy a pératlanvéros tétel feltételeit, lehet-e
még hozzavenni halmazokat gy, hogy az 1j halmazrendszer tovdbbra is teljesitse a megadott
feltételeket. A vdlasz itt is, akdrcsak magukndl a tételeknél fiigg attdl, hogy melyik varos klubjait
vizsgéljuk. Az deriil ki ugyanis, hogy paratlanvarosban lehet igy alapitani klubokat, hogy azok
szdma ne érje el a tételbeli felsd korlatot és tobb klub sehogyan se férjen el. Parosvdrosban viszont
barhogyan is alapitjdk a klubokat mindig lesz hely 4j kluboknak, amig a klubok szdma el nem éri

a parosvaros tételben 1€v§ felsd korldtot. Ezen kérdések mindegyike feladatként szerepel [1]-ben
(1.1.10).

3.3. Allitas. Van olyan F = {A,, ..., A;} halmazrendszer, amely kielégiti a pdratlanviros tétel

s

feltételeit, |F| < n és F nem bdvithetd tovabb 1igy, hogy megfeleljen a paratlanvdros feltételeinek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a H = {y1,...,va} és F = {{y1}, {y2, 3, y4}}. Ekkor csak 1 vagy
3 elemi halmazt adhatunk a rendszerhez, hiszen ez a pdratlanvaros tétel feltétele. Egyelemd
halmazt nem tudunk hozzaadni, hiszen akkor a rendszerben 1évé haromelem halmazzal csak 1
koz0s elemiik lenne. Hiromelem( halmazt sem tudunk hozz4adni, mert akkor a rendszerben 1évé
egyelem( halmazzal lenne csak 1 kozos elemiik. Igy nem tudunk pératlan elemszdmi halmazt a
rendszerhez adni anélkiil, hogy megsértenénk a paratlanvéros feltételeit, vagyis a rendszer nem

)

bdvithetd. m]

Lassuk most parosvéros helyzetét. Ahogyan azt fentebb jeleztiik itt mindig lehet djabb halmazokat
a rendszerhez adni az adott feltételek mellett. Ennek bizonyitdsdban segitségilinkre lesznek az
izotrép vektorok és az izotrép alterek.

3.4. Allitas. Tegyiik fel, hogy az F = {Ay, ..., A;} halmazrendszer kielégiti a pdrosvdros tétel

feltételeit és kevesebb eleme van mint 2L51. Ekkor lehet még boviteni a halmazrendszert gy,
hogy az megfeleljen a pdrosvdros feltételeinek.

Bizonyitas. Tekintsiik el6szor az A; halmazok illeszkedési vektorai dltal generdlt U < FF} alteret.
Ez az altér teljesen izotrép, azaz minden U-beli vektor merGleges U-ra. Ez azt jelenti, hogy
U< U+ HalF| < 2L5] ¢s dimU = [%J, akkor vegyiik hozza a halmazrendszerhez az osszes
U-beli vektorhoz, mint illeszkedési vektorhoz tartozé halmazt, ami még nem eleme F-nek. Ekkor
a mdr eleve F-ben 1év§ halmazokkal egyiitt 20131 darab halmazt kapunk(6sszesen ennyi vektor
van U-ban) és elérjiik a fels§ korlatot. Mivel U teljesen izotrdp, ezért a halmazok teljesitik a

pérosvaros feltételeit. Tegyiik fel, hogy dimU < @ Ebbdl



dimU* = dimV — dimU > dimV - 52 = p - 02 = 8D 5 gipy 42,

Azt kell belatnunk, hogy U tovédbb bdvithets. Elég bizonyitani, hogy 1étezik olyan w € Ut és
w ¢ U izotrép vektor, amely merSleges az U altérre. Ehhez a w-hez, mint illeszkedési vektorhoz
tartoz6 halmaz tjabb megfelel§ elem az F halmazrendszerben. Legyenek vy, v, € U™ olyan
fliggetlen vektorok, amelyeknek csak a trividlis linedris kombinaciéja van U-ban. Ilyen v; és v,
létezik. Vegyiik ugyanis U egy tetszGleges bazisat. Kiindulva abbél, hogy U < U+ egészitsiik
ki ezt a bazist U+ bazisavd. Ekkor még legaldbb 2 vektort( legyenek ezek vy és v;) hozzé kell
venniink az eddigi bdzishoz a fenti becslés miatt. Ezek olyanok, hogy csak a trividlis linedris
kombindcidjuk van U-ban. Valéban v; ¢ U és v, ¢ U, tovabba ha v; + v, € U lenne, akkor U
bézisa és v; egyiitt generdlnak v-t( (vi + v2) + vi = 1), ami lehetetlen hiszen v, fiiggetlen v;-t6l
és U bazisvektoraitol. Tehdt vi,v, € U™ olyan vektorok, amelyeknek csak a trividlis linearis
kombindciéja van U-ban. Ha v| vagy v, izotrép akkor készen vagyunk. Ha egyik sem izotrép
akkor (vi,v1) = 1 és {vy, v») = 1. Ekkor viszont

((vi+ ), (v + ) =Lv) +{(v,)=1+1=0.

Tehat vi + v, ¢ U izotr6p vektor. Mivel ez a vektor nem eleme U-nak a hozza, mint illeszkedési

vektorhoz tartozé halmaz nincs benne F-ben. Ezzel az 4j halmazzal kibvitve F-et egy 1j a
pérosvaros tételnek megfeleld halmazrendszert kapunk. |

Most, hogy megvizsgéltuk paratlanvaros és parosvaros helyzetét természetesen felvetGdnek djabb
kérdések. Koziilik egy, hogy mi térténne ha kicserélnénk a halmazokra és a metszeteikre vo-
natkozé feltételeket a pdratlanvaros tételben. A mese szerint ez egy olyan varost jelent, ahol a
klubok 1étszdma péros és tetszSleges két klubnak pératlan sok kozos tagja lehet. Ezen uj felté-
telek a pdratlanvaros tételbeli bizonyitdst alkalmatlannd teszik erre az esetre. Azonban kideriil,
hogy bizonyos esetben a kérdés visszavezethet§ a pdratlanvdros tételre. A tobbi esetben pedig a

halmazrendszer metszet matrix4nak vizsgalata a célravezetS. Erdekes, hogy az el6zd tételekkel
ellentétben itt a felsg korlat fiigg az alaphalmaz elemszamanak paritasatol.

3.5. Tétel (Antiparatlanvaros tétel). Legyen H = {y1, ..., y,} véges halmazés F = {Ay, ..., A}
halmazrendszer H-n. Tovabba tegyiik fel, hogy F elemei kiilonbizok és a kdvetkezdk teljesiilnek:

1. |A;| paros Vi esetén és

2. |A; N Aj| paratlan Vi # j esetén.
Ekkor

1. t < n ha n paratlan és

2. t <n—1 han paros.
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Bizonyitds. Vegyiik el8szor azt az esetet, amikor # pératlan. A becslés éles, ugyanis a tétel fel-
tételeinek eleget tesznek a H halmaz n — 1 elemd részhalmazai, amikbdl n darab van. Ezeknek
elemszdma pdaros és barmely kett§ metszete n — 2 elem(, ami pdratlan. Tekintsiik az A; halmazok
H-ra vonatkoz6 komplementereit. Azaz legyen B; = H \ A; Vi-re. Mivel az A; halmazok elem-
szdma pdros, ezért | B;| pdratlan lesz minden i-re és |B; N Bj| pdros tetsz6leges i # j esetén. Ez
utébbi azért igaz, mert

|B;NBj| = (H\A;)N(H\A;) = H\(A;UAj)ésigy |B;NB;| = n—(|A;| +|A;| - |A;NAj]),

azaz pdratlan - pdros + pdratlan = pdros. Ez azt jelenti, hogy a B; halmazok kielégitik a paratlan-
varos feltételeit. Ebbd] pedig kovetkezik, hogy ¢ < n.

Legyen most n pdros. A becslés ekkor is éles. Vegyiik H azon kételemi részhalmazait, amelyek
tartalmazzak yi-et. Ezekbdl n — 1 darab van és barmely kett§ metszete egy elemd. Tegyiik fel
indirekt, hogy létezik tobb mint n — 1 ilyen halmaz. Vélasszunk ki ezek koziil tetszSlegesen n
darabot és tekintsiik ezen halmazok A metszetmdtrixat modulo 2. Ez egy olyan métrix melynek
fGatlgjaban csupa 0 4all, mindenhol méashol pedig 1-esek. Tovabbd A determindnsa nem nulla.
Ha ugyanis minden sort hozzdadunk az els§ sorhoz, akkor egy csupa 1 sort kapunk, mivel egy
oszlopban pdratlan sok 1-es van. Ezutdn az elsd sort vonjuk ki a tobbi sorbdl és kapunk egy olyan
matrixot, ami egy fels§ haromszégmatrix és a fGatldjaban csupa egyes van. Tehat det(A) = 1.
Most tekintsiik a kivélasztott halmazok M illeszkedési matrixat. Ezen M matrix determindnsa
0, hiszen az oszlopokat 6sszeadva 0-t kapunk. Tehét ellentmoddsra jutottunk a determindnsok
szorzdstételével, hiszen

A=MMT és 1 =det(A) + det(M) - det(M") =0-0.
A fentiekbdl pedig t < n — 1 kovetkezik. O

Mind az Antiparatlanvaros tétel, mind pedig az alabb kozolt dltalanositdsok feladatként szere-
pelnek valamennyien [1]-ben és [2]-ben is.

3.2. Modulo-varosok

A kovetkezd kérdés, hogy dltaldnosithat6-e a paratlanvaros eredménye tetszleges s egész szamra.
Egy ilyen varosban a klubok alapitdsanak a feltétele, hogy a klubok tagjainak a szdma ne legyen
oszthato s-el, badrmely két klub k6z0s tagjainak a szdma viszont igen. A helyzet az, hogy bizonyos
esetekben a paratlanvaros tétel bizonyitdsdban bemutatott médszer adaptalhaté. Vannak azonban
olyan esetek, ahol 4j mdédszerre van sziikségiink és olyanok is, ahol csak gyengébb eredményeket
tudunk kozolni. A pdratlanvaros bizonyitdsdban alkalmazott eljards konnyen dtmenthet§ olyan
esetekre, amikor az s szdm valamilyen p primszdmmal egyenlS. Ennek megfelelden a kovetkezd
tételt Mod p-vdros tétel-nek nevezziik.

3.6. Tétel (Mod p-varos tétel). Legyen H = {yi,..., v} véges halmaz és F = {Ay,..., A}
halmazrendszer H-n. Tovabba tegyiik fel, hogy F elemei kiilonbozok és a kovetkezok teljesiilnek:
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1. |A;| # 0 (mod p) Vi esetén és

2. |A;n A;| =0 (mod p) Vi # j esetén.
Ekkort < n.

Bizonyitds. A becslés most is éles és az egyelemd halmazok ismét megfelelnek. Ennél tobb itt
sem adhat6é meg. Tekintsiik a Ay, ..., A; halmazok illeszkedési vektorait v4,,...,va,-t. Ezek,
mint F-beli vektorok linedrisan fliggetlenek €s igy # < n. Vegyiink egy linedris kombinéciot,
amelyre Ajv4, +...+4;v4, = 0. Szorozzuk meg mindkét oldalt skaldrisan VA, -vel. <VA,-’ VA, > =0
minden i # j esetén és (vA VA j> # 0 modulo p. Tehat

<Z Aiva;, VAj> =2 <VA,~’VAJ~> =4 <vAj’VAj> =0.
I3 13

A fentiekbdl pedig azonnal kovetkezik, hogy 4; = 0, mert (vA VA J.> # 0. Ez minden j-re igaz,
tehat valéban a vy, ..., va, vektorok linedrisan fiiggetlenek, azaz ¢t < n. O

Ezek utdn érdemes megvizsgalni kozelebbrdl azt az esetet is, amikor az s egész szam primhatvany.
Ekkor a fenti bizonyit4s nyilvdn nem m{ikodik, hiszen ekkor mér lehetséges, hogy a bizonyitdsban
szerepld A; <vAj, vAj> kifejezés oszthaté s-sel 1igy, hogy egyik tényez8 sem oszthat6 vele. Ez
jelentdsen megneheziti a helyzetet. Itt is taldlhat6 azonban olyan eljards, amellyel sikerrel lehet
bizonyitani a tétel megfelel§ valtozatat, azonban a médszer valamivel bonyolultabb mint az
el6z6 esetekben. Segitséglinkre lesznek a szdmelmélet fogalmai és a raciondlis test felett fogunk
dolgozni. Igy célravezet§ gondolatmenetet nyeriink. Lassuk tehat a Mod p*-viros tételt.

3.7. Tétel (Mod p*-varos tétel). Legyen H = {y1, ..., y,} véges halmaz és F = {Ay,..., A}
halmazrendszer H-n. Tovabba tegyiik fel, hogy F elemei kiilonbozok és a kovetkezok teljesiilnek:

1. |A;| # 0 (mod p*) Vi esetén és

2. |A; N Aj| =0 (mod p*) Vi # j esetén.
Ekkort < n.

Bizonyitds. Vegyiik az A; halmazok illeszkedési vektorait. Ha belatjuk, hogy ezek fiiggetlen Q
folott, akkor a tétel 4llitdsa is adodni fog, hiszen egy n dimenzids vektortérben legfeljebb n darab
fliggetlen vektort tudunk adni. Tekintsiik tehat az illeszkedési vektorok egy raciondlis egyiitthatés
linedris kombindcidjat Ajva, +...+4,v4, = 0. Tegyiik fel indirekt, hogy nem minden egylitthaté
0. Szorozzuk be mindkét oldalt a A; szamok nevezdinek a legkisebb kozos tobbszordsével. Ekkor
egy egész egyiitthatds linedris kombindcidt nyeriink. Most osszuk el mind két oldalt az djonnan
kapott egész szamok legnagyobb k6z0s osztéjaval. Ezutdn a kapott egyiitthaték legnagyobb
koz0s osztdja 1. Most skaldrisan szorozzuk meg mindkét oldalt v, -vel. Ekkor
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<Z /liVApVAj> =24 (va;va,;) =0.
13 13

Mivel itt minden i # j-re (vA,., VA j> oszthatd pk—al és (vA_,., vAj> nem oszthaté pk—al a tételbeli
feltételek miatt, ezért A; oszthat6 kell legyen p-vel. Tovdbba ez minden j-re teljesiil, tehdt az
egyiitthaték mindegyike oszthaté p-vel. Ez ellentmondds hiszen ezen egyiitthatok legnagyobb
koz0s osztdja 1. Ebbd] azt kapjuk, hogy a vektorok fiiggetlenek és igy ¢ < n. O

Végiil megvizsgaljuk azt az esetet, amikor s egy tetszGleges egész szam. Ekkor még a primhatvany
esetben ismertetett bizonyitds sem mikodik, hogy elérjiik a kivint fels§ becslést. Azonban itt is
le lehet vonni kovetkeztetéseket, noha az eredmény gyengébb mint az el§z6 esetekben. A felsd
becslés ebben az esetben C(s)n, ahol C(s) az s szdm primosztdinak a szdma. Legjobb tudomasunk
szerint ennél jobb eredmény még nem ismert. Annyi biztos, hogy n darab adott tulajdonsdgi
halmazt mindig meg lehet adni, mégpedig az egyelemteket. Tovdbba az is igaz, hogy még
nem taldltak n-nél tobb ilyen halmazt, ami azt sejteti, hogy éltaldban is igaz lehet a specidlisabb
esetekben bemutatott fels§ korlat. Kovetkezzen tehat az paratlanvaros tétel legdltalanosabb alakja

a Mod s-varos tétel.

3.8. Tétel (Mod s-varos tétel). Legyen H = {yi,...,y,} véges halmaz és F = {Ay,..., A}
halmazrendszer H-n. Tovabba tegyiik fel, hogy F elemei kiilonbozok és a kovetkezok teljesiilnek:

1. |A;| # 0 (mod s) Vi esetén és

2. |A;nA;| =0 (mod s) Vi # j esetén.

Ekkort < C(s)n, ahol C(s) az s primosztoinak a szama.

Bizonyitds. Legyen s = H pkk Tegyiik fel indirekt, hogy megadhaté C(s)n + 1 = [n + 1 darab

halmaz. Minden A; halmazra igaz, hogy |A; N A;| oszthat6 s-sel valamint |A;| nem oszthat6 s-sel,
azaz |A;| nem oszthat6 a pk szdmok Valamelylkevel. Ez azt jelenti, hogy ha létezik In + 1 darab
ilyen halmaz, akkor a skatulyaelv miatt van benne n + 1 darab olyan halmaz, amely valamely k-ra
kielégiti a mod p;:"’ -véros feltételeit, ez pedig ellentmondas. |

3.3. Varians varosok

A fent emlitett tételeknek sokféle lehetséges varidnsa van. Rengeteg hasonlé kérdést meg lehet
fogalmazni a halmazrendszerek vizsgalata soran. Ezen kérdésekre sokszor ugyancsak szép vala-
szokat lehet kapni. Olykor a pdratlanvaros tételbeli bizonyitdséhoz hasonlé gondolkoddsmdéd a
kifizet6d8, maskor tjfajta modszerekre lehet sziikség. Két, egymastdl lényegesen eltérS varidnst
mutatunk be az aldbbiakban. Lissuk elGszor is a Szines Paratlanvéros tételt. Ez a tétel abban
tér el a Pdratlanvarostdl, hogy itt most két halmazrendszernek az egymdshoz valé viszonydra

tesziink megkotéseket.
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3.9. Tétel (Szines Paratlanvaros tétel). Legyen H = {yy, ..., y,} végeshalmaz, F = {Ay, ..., A;}
és G ={By,...,B;} halmazrendszerek H-n. Tovdbba tegyiik fel, hogy a kovetkezdk teljesiilnek:

1. |A; N B;| pdratlan Vi esetén és

2. |A; N Bj| paros Vi # j esetén.
Ekkort < n.

Bizonyitds. Ha mindkét halmazrendszer elemeinek az egyelemd halmazokat valasztjuk, akkor
t = n és teljesiilnek a tétel feltételei. Most is azt fogjuk megmutatni, hogy az F halmazrendszer
elemeihez tartozo illeszkedési vektorok, mint F}-beli vektorok linedrisan fiiggetlenek. Ehhez
vegyiink egy linedris kombindciot, amelyre Ajv4, + ... + A4;v4, = 0. Szorozzuk meg ennek
mindkét oldalat skaldrisan v, -vel. Ekkor a kovetkezS kapjuk modulo 2

<Z /liVAiaVBj> = Z/ll <vAi’VBj> = /1J <vAj’VBj> =0
l l

a tétel feltételeibdl adédoéan. EbbGl A; = 0 kovetkezik. Mivel ez minden A;-re igaz igy a tdrgyalt
vektorok linedrisan fiiggetlenek, azaz ¢ < n. O

Az utolsé tétel ebben a fejezetben egy érdekes varidnsa a Mod 3-véros tételnek. Ebben a tételben
a feltételek megvaltoznak €s igy a bizonyitasban ismertetett eljards is mas. Természetesen ehhez
hasonlé varidnsokat meg lehet fogalmazni tetszleges s egész szdmra is.

3.10. Tétel (Varians Mod 3-varos tétel). Legyen H = {yi,...,yn} véges halmaz és F =
{Ay, ..., At} halmazrendszer H-n. Tovabbd tegyiik fel, hogy F elemei kiilonbozdk és a kovetkezdk
teljesiilnek:

1. |A;| =2 (mod 3) Vi esetén és

2. |A;NAj| =1 (mod 3) Vi # j esetén.
Ekkor igaz, hogy

1. t<nha3|nés

2. t<nha3fn

Bizonyitds. A bizonyitas soran végig modulo 3 fogunk szdmolni. Amennyiben 3 | n, akkor
megadhat6 n darab ilyen halmaz. Vegyiik azokat a halmazokat, amelyek tartalmazzak y,-et és
még 1 elemet az alaphalmazbdl. Ezekbdl van n — 1 darab. Az utolsé A,, halmaz pedig az, amelyik
minden elemet tartalmaz kivéve y;-et. Erre igaz, hogy |A,| = 2 (mod 3), mert 3 | n és csak 1
kozos eleme van a tobbi halmazzal. Tegyiik fel, hogy 3 | n és indirekt tegyiik fel azt is, hogy
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megadhat6 egy n + 1 elem( F halmazrendszer H-n, amely kielégiti a tétel feltételeit. Tekintsiik
az F halmazrendszerhez tartozé A metszetmatrixot modulo 3. Ez egy olyan mdtrix, amely
diagonélisdban csupa 2 4ll és mindenhol mdshol csupa 1. Ennek a métrixnak a determindnsa nem
nulla. Adjunk hozzd minden oszlopot az els§ oszlophoz. Mivel 3 | n, ez azt jelenti, hogy n darab
1-est adunk Ossze és 1 darab 2-est, azaz az els§ oszlop csupa 2-es lesz. Ezutdn ezt a oszlopot a
tobbihez hozzdadva elérjiik, hogy egy alsé hdromszogmatrixot kapjunk, melynek f6atléjaban az
elsd elem 2 a tobbi 1. Igy det(A) # 0. Ekkor M-mel jelolve a halmazok illeszkedési matrixat a
kovetkez6t kapjuk n + 1 = r(A) = r(MM ™) < r(M) < n, ami ellentmondés. Tehdt ¢ < n.

A 3 f nesetben is éles a becslés és a fent megadott halmazok most is megfelelnek kivéve az utolsé6t
és igy megvan az n — 1 darab halmaz. Tegyiik most fel, hogy 3 1 n és tegylik fel indirekt, hogy
megadhat6 n darab tételbeli halmaz. Most megmutajuk, hogy a halmazok illeszkedési vektorai
és az v, csupa 1-esbdl 4ll6 vektor linedrisan fliggetlenek. Ez n + 1 darab fiiggetlen vektort jelent
egy n dimenzids vektortérben, ami ellentmondas. Tegyiik fel, hogy ezen vektorok egy linedris
kombindcidjara Ajva, +...+A;v4a, +Aeve = 0. Szorozzuk meg mindkét oldalt skaldrisan el6szor
ve-vel majd Vi-re v4,-vel. Ekkor a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk az egylitthatékra

2+ ... +24, +nl, =0
21+ ...+, +24., =0

Al+...+24,+24, =0

Az utols6 egyenletbdl levonva az utolsé el6ttit, majd az utolsé el6ttibSl levonva az az eléttit és
igy tovabb adddik, hogy 41 = A, = ... = 4,. Ekkor a rendszer a kdvetkezd alakra egyszertisodik

2ndy +nd, =0
(n+ 1A +22. =0

Ezeket egymdsbdl kivonva adddik, hogy
(n—1DA+(n-2)2. =0.

Itt (n — 1) és (n — 2) koziil az egyik oszthaté 3-mal a masik pedig nem. Tehat vagy A; = 0 vagy
Ao = 0. Els6 esetben nd, = 0 és mivel 3 ¢ n, ezért 1, = 0. Masodik esetben 2n1; = 0és 3 1 n,

igy 41 = 0. Tehdt va,,...,va,,, Ve linedrisan fiiggetlenek és igy n + 1 < n, ami ellentmondas.
Végiil azt kaptuk, hogy csak ¢ < n — 1 fordulhat elg. O

Ezzel a paratlanvéros és parosvaros témakor targyaldsat lezartuk.
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4. A Ray-Chaudhuri-Wilson féle tételek

Ebben a témakorben is f6ként linedris algebrai mdédszerekkel fogunk dolgozni, azonban az
itt megjelend fogalmak bonyolultabbak, a bizonyitdsok pedig joval komplikéltabbak lesznek.
Ugyanakkor hasznos érdekes eredmények ismertetésére keriil majd sor. A fejezet sordn gyakran
sok apro allitas egyiittes alkalmazasa teszi lehetdvé az altaldnos tételek kimond4sat.

4.1. A nemuniform RCW tétel

Els6ként a nem uniform Ray-Chauduri-Wilson tételt fogjuk bizonyitani. Ehhez azonban el8szor
egy sor definiciét és allitast kell kimondanunk. Késébb ezek segitségével tudjuk bizonyitani a
tételt. Az els6 fogalom, amely fontos szerepet fog jatszani az egész témakdr bemutatdsa sordn,
az L-metsz6 halmazrendszer. Ilyen tulajdonsdgd halmazrendszerekrSl sz6lnak a Ray-Chauduri-
Wilson féle tételek.

4.1. Definicié. Legyen L = {I}, ..., [} nemnegativ egész szamokbdl dll6 halmaz, H = {y1, ..., yu}
és F ={Ay,...,A;} halmazrendszer H-n.

Ekkor az F' halmazrendszert L-metsz8 nevezziik, ha |[A; N Aj| € L Vi # j esetén.

A kovetkezd fogalom, amelyre sziikségiink lesz az illeszkedési métrixok dltaldnositdsaként jelenik
meg. Ezen matrixok a tartalmazasi matrixok. Ezek a matrixok alapvet§ fontossagiak a fejezet
egésze sordn.

4.2. Definicié (Tartalmazasi matrix). Legyen H = {yy, ..., y, } végeshalmaz, F = {A, ..., A;}
ésT = {By,..., B,} két halmazrendszer H-n. Legyen az I(F,T)e {0, 1}"** madtrix olyan, hogy

. I(F,T)ij =1 haBj C A;

* I(F,T)ij = OhaB]- ;(_ Ai.

Ekkor az I(F,T) matrixot az F' és T halmazrendszerekhez tartozo tartalmazasi matrixnak nevez-
ziik.

Kiilonosen fontosak lesznek szdmunkra az olyan tartalmazdsi métrixok, amelyeknél az egyik
halmazrendszer pontosan a H alaphalmaz s elemd részhalmazaibdl 4ll valamilyen s-re. Ezen
matrixokbdl ugyanis tovabbi kulcsfontossdgi fogalmak szdrmaznak.

4.3. Definicié (s-ed rendid tartalmazasi matrix). Legyen H = {y,...,y,} véges halmaz,
F ={Ay,...,A}é T = {S C H: |S| = s} halmazrendszer H-n. Ekkor az I(F, s):= I(F,T)
matrixot az F halmazrendszer s-ed rendd tartalmazasi matrixdnak nevezziik. Specidlisan jelolje
L,(k,s) a H-n értelmezett legbSvebb k-uniform halmazrendszer, vagyis az {X C H||X| = k}
halmazrendszer, s-ed rend( tartalmazasi matrixat.
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4.4. Megjegyzés. A 0-ad rendd tartalmazasi matrix I(F,0) egy |F| hosszi azonosan 1 oszlop-
vektor. Az elsd rendi tartalmazasi matrix I(F, 1) az F halmazrendszer illeszkedési matrixa.

A kovetkezd fogalom egy halmazrendszer s-fiiggetlensége. Ez a fogalom az els§ olyan fogalom,
amely szerves részét képezi a Ray-Chauduri-Wilson féle tételek bizonyitdsdnak. A fejezet tovabbi
részében kideriil, hogy uniform halmazrendszerek esetén kulcsfontossagi szerephez jut az a
tulajdonsag, hogy egy halmazrendszer s-fiiggetlen.

4.5. Definicié (s-fiiggetlenség). Legyen H = {yi,...,y,} véges halmaz és F = {A;,..., A;}
halmazrendszer H-n. Ekkor az F halmazrendszert s-filiggetlennek nevezziik, ha az I(F, s) matrix
sorai linedrisan fiiggetlenek.

Lassunk most egy 4llit4st az s-fiiggetlen halmazrendszerekrdl.
4.6. Allitas. Legyen H = {y\,...,yu} és F = {Ay, ..., A;} halmazrendszer H-n. Tegyiik fel,
hogy F egy s-fiiggetlen halmazrendszer.
Ekkor |F| < (7).
Bizonyitds. Mivel az I(F, s) matrixnak | F| darab sora van, tovabbi (") darab oszlopa van, igy
IF| < (),

mert a matrix rangja |F|, hiszen a sorai linedrisan fiiggetlenek. |

Ahogyan az illeszkedési métrixok esetében, Ggy a tartalmazdsi matrixokbdl is lehet metszetmét-
rixokat szdrmaztatni. Ezek ismételten nagyon fontosak a tovdbbi vizsgdlatokat illetGen. Alaposan
elemezve Gket sok kovetkeztetést le tudunk vonni a halmazrendszerekrSl. Mivel a tartalmazasi
matrixok egy éaltaldnosabb fogalomkorbe tartoznak, mint az illeszkedési maétrixok, a belSliik
szarmazd metszetmatrixokkal is nehezebb dolgozni. Azonban a nehezebb munka szebb eredmé-
nyekkel is jar, mint azt kés6bb létni is fogjuk.

4.7. Definici6 (s-ed rendid metszetmatrix). Legyen H = {yy,...,y,} véges halmaz és F =
{Ay, ..., A;} halmazrendszer H-n. Ekkor az F' halmazrendszer s-edrendd metszetmatrixdn a

kovetkezd maétrixot értjiik:
Ag(F)=I(F,s)I(F,s)".

Az aldbbi allitas arra szolgdl, hogy megadja egy metszetmatrix elemeit. Ez az egyszerd allitas a
vizsgélataink sordn nagyon hasznos. Kés@bbi tételek és dllitdsok sordn szinte kizdrdlag az aldbbi
formaban gondolunk a metszetmétrixokra, mivel igy sokkal kezelhet6bbé valnak.

4.8. Allitas. Az F halmazrendszer s-edrendii metszetmdtrixdnak elemeit a kovetkezd médon
kapjuk meg:
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As(F)ij = (49%1) ahol A;, A;j € F.

Bizonyitas. Ag(F);j-t Ggy kapjuk, hogy a definicioban szerepld matrixok i-edik sordt és j-edik
oszlopét 0sszeszorozzuk. Ez pedig a definicié miatt azt szdmolja meg, hogy hdny olyan s-elemd
halmaz van, ami benne van A;-ben és A;-ben is. Az ilyen halmazok szdma pedig

As(F)yy = (MO,
m}

Sziikségiink lesz a binomidlis egyiitthatok éltaldnos definicidjara is. Elég azonban csak racio-
ndls szdmokra kimondanunk. Természetesen ebbdl a definiciébdl azonnal adédik a binomialis
egyiitthatok egész szdmokra vonatkozé alakja.

4.9. Definicié. Barmely x raciondlis szamra:

() =3 =1 r=s+ s (5) = 1.

N

4.10. Megjegyzés. A (3), (7). - - -» (}) polinomok bézist alkotnak a legfeljebb s-edfokid polinomok
Q feletti vektorterében. Tehat barmely legfeljebb s-edfoku raciondlis egyiitthatds f polinom el&4ll
az al4bbi alakban:

f)=ao(y) + ai(]) + ... + a(}), ahol @; € Q minden i-re.

A tény, hogy a fenti polinomok bdzsist alkotnak legfeljebb s-edfokid polinomok Q feletti vektor-
terében nagyon fontos eszkoz lesz a késébbiek sordn. Most bevezetiink a s-ed rendd kiterjesztett
tartalmazdsi matrix fogalmdt, amely rokon az s-ed rendd tartalmazdsi matrix-szal. A kiterjesz-
tett matrixbdl is lényeges, a bizonyitdsok szempontjabdl alapvetd jelentGségil tjabb eszkdzok
kovetkeznek.

4.11. Definicio (s-ed rendd Kiterjesztett tartalmazasi matrix). Az F halmazrendszer s-ed
rendd kiterjesztett tartalmazdsi matrixdnak nevezziik a kdvetkezd matrixot:

I*(F,s):= [I(F,s) | I(F,s — 1) | -+ | I(F,0)] € {0, 1}<(()+-+(©),

A kovetkez§ definici6 bevezeti a halmazrendszerek s*-fliggetlenségét. Mivel s-fiiggetlenségrél
mdr esett sz0, nem meglepetés, hogy a két fajta fiiggetlenség meghatdrozdsa nagyon hasonl6
egymdshoz. Az is igaz tovabbd, hogy a két fogalom kozott kapesolat van. Ez a megfigyelés olyan
lényeges momentum, amely meghatdrozd jelent§ségli a Ray-Chauduri-Wilson tételek szempont-
jabol. Az uniformitédssal egyiitt alkalmazva, pedig kulcsfontossdgu kovetkeztetések vonhatok le
a halmazrendszerekrdl.

4.12. Definicié (s*-fiiggetlenség). Legyen H = {yy,..., y,} véges halmaz és F = {A},..., A}
halmazrendszer H-n. Ekkor az F halmazrendszert s*-fliggetlennek nevezziik, ha az I*(F, s)
matrix sorai linedrisan fiiggetlenek.
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4.13. Megjegyzés. Egy s-fiiggetlen halmazrendszer s*-fiiggetlen is.

Akdrcsak az el§z6ekben, most is kdvetkezzen egy allitds az s*-fiiggetlen halmazrendszerekrdl.
A bizonyitds teljesen analég médon torténik az s-fliggetlen halmazrendszerekkel kapcsolatban
kozolt bizonyitdssal.

4.14. Allitas. Legyen H = {y\,...,yn} és F = {Ay,..., A} halmazrendszer H-n. Tegyiik fel,
hogy F egy s*-fiiggetlen halmazrendszer.

Ekkor |[F| < () + (") + .-+ (p)

Bizonyitas. Mivel az I*(F,s) métrixnak |F| darab sora van és ezek linedrisan fiiggetlenek,

tovabba (7) + (,",) + ... + () darab oszlopa van, igy

IFl<(0)+ (") +...+ ()

s—1
(m}

4.15. Megjegyzés. Az s*-fiiggetlen halmazrendszerek elemszamara adott fenti becslés éles. Az
F = {X C H||X] < s} halmazrendszerre egyenlGséggel teljesiil.

Definidlhatunk egy halmazrendszerhez tartozé f-metszet matrixot, ahol f egy polinom. Ez a
fogalom a késSbbiekben hasznosnak bizonyul majd.

4.16. Definicid ( f-metszet matrix). Legyen f(x) egy s-edfokd polinom, H = {yy, ..., y,} véges
halmaz és F = {Ay, ..., A, } halmazrendszer H-n. Tekintsiik az A(F, f)e Q"' métrixot, amelyre:

A(F, f)ij = f(lAi 0 Aj)).
Ekkor az A(F, f) matrixot az F' halmazrendszerhez tartozé f-metszet matrixnak nevezziik.

Lassunk most egy éllitdst az f-metszet métrixokrdl. Ez az allitds részét képezi egy késdbbi
bonyolultabb tétel bizonyitasanak, tovdbba jol kezelhetS formdba Onti az f-metszet matrixokat.

4.17. Allitas. Amennyiben f(x)= aq (o) + a1 (]) + ...+ a(5), akkor
N S
A(F, f)= Y axAx(F) = Y, axI(F,k)I(F,k)".
k=0 k=0
Bizonyitds. A bizonyités algebrai tton torténik.

A, iy = FQAA D= ao( VTV ) rar (M) e (B0 = B an (P =
S

g Ar(F);j.
k=0

19



Itt az utols6 egyenldségnél kihaszndltuk a 4.8-as 4llitdsbdl adédoé tulajdonsdgot. Tehdt A(F, f)=
S S

% arAr(F) = X axl(F, )I(F, k)" m

k=0 k=0

Kulcsfontossagu allitds kovetkezik. Ugyanis az allitds bizonyitdsdban fellelhetd elemek lehet&sé-
get adnak az 4ltaldnositdsra. Amint az varhatd, az dltaldnositds komoly haszonnal jir. Gyakorla-
tilag az 4llitas dltalanositdsa kozvetleniil teremti meg a nem uniform Ray-Chauduri-Wilson tétel
bizonyitdsdnak az alapjét. Itt mar lehet érezni, hogy a bonyolultabb fogalmakkal valé6 munka
kifizet6dd, azonban még tobb haszonra szamithatunk a folytatas sordn.

4.18. Allitas. Legyen f(x) egy legfeljebb s-ed fokii raciondlis egyiitthatés polinom. Ekkor:
o [*(F,s) matrix oszlopai dltal generdlt altér tartalmazza az A(F, f) mdtrix oszlopai dltal
generdlt alteret
* r(A(F, f)) < r(I*(F,s))
e Amennyiben A(F, f) nem szinguldris, akkor az F halmazrendszer s*-fiiggetlen.

X

Bizonyitds. Legyen f(x) = ao(y) + a1 (}) + ... + a5 (}). A 4.17-es dllitasbol tudjuk, hogy
A(F, f)I a’()A()(F) + a/1A1(F) + ...+ aSAS(F).

Minden 0 < j < s-re az I*(F,s) matrix oszlopai dltal generdlt altér tartalmazza az I(F, j)
matrix oszlopai dltal generdlt alteret I*(F,s) definicidja szerint. Mivel azonban az A;(F)=
I(F, ))I(F, j)", ezért az I(F, j) oszlopai 4ltal generdlt altér tartalmazza az A;(F) oszlopai dltal
generdlt alteret. Igy tehét az I*(F, s) oszlopai 4ltal generdlt altér tartalmazza az A j(F) oszlopai
altal generalt alteret minden j-re. Ez azt jelenti, hogy az I*(F,s) oszlopai altal generdlt altér
tartalmazza az agAg(F) + a1A1(F) + ... + asAs(F) = A(F, ) matrix oszlopai altal generalt
alteret. Innen mar kovetkezik az is, hogy

1(A(F, f)) < t(I*(F, 5)).
Specidlisan, ha A(F, f) nem szinguldris, akkor

r(A(F. ) = |F| = r(I"(F. s))
és igy az F halmazrendszer s*-fiiggetlen. O
Amint azt fentebb jeleztiik, az f-metszet métrixoknak 1étezik 4ltaldnositdsa, melyeket alkalmazni
fogunk a f6bb tételek bizonyitdsdban. Ez az dltaldnosabb matrix szinte ugyanazokkal a tulajdon-
sdgokkal rendelkezik, mint a specidlisabb, ugyanakkor az dltaldnositds alkalmass4 teszi ezeket a

matrixokat arra, hogy betoltsék a nekik szdnt helyet a nem uniform Ray-Chauduri-Wilson tétel
bizonyitdsdban.
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4.19. Definicié ((fi,..., f;)-metszet matrix). Legyenek fi(x),..., f;(x) legfeljebb s-edfoku
racionalis egyiitthatés polinomok, H = {yy, ..., y,} véges halmaz és F = {Ay, ..., A;} halmaz-
rendszer H-n. Tekintsiik az A(F,(f1, ..., f;))€ Q"' métrixot, amelyre:

AF(fis- -, f)ij = fi(1Ai 0 Aj).

Ekkor az A(F,(fi, . .., f;)) méatrixot az F' halmazrendszerhez tartozo (fi, . . ., f;)-metszet matrix-
nak nevezziik.

Természetesen ezekhez a métrixokhoz is tartozik egy, az f-metszet matrixokhoz tartoz6 4llitassal
anal6g allitds. Ahogyan azt fentebb emlitettiik, ez az allitds lesz az alapja az egyik f6 eredmény
bizonyitdsdnak. A bizonyitds nagyon hasonlé az el6z§ éllitds igazoldsdhoz, viszont itt timasz-
kodni fogunk a specidlisabb esetre vonatkoz6 eredményekre. Ezek teszik ugyanis lehetévé, hogy
az altalanosabb megdllapitasokat bizonyitsuk. Lényegében emiatt kellett elGszor az f-metszet
matrixokkal foglalkoznunk és ezért nem kezdhettiik rogton a bonyolultabb fogalmak ismertetését.

4.20. Allitas. Legyenek fi(x), ..., fi(x) legfeliebb s-edfokii raciondlis egyiitthatés polinomok.
Ekkor:

e [*(F,s) oszlopai dltal generdlt altér tartalmazza az A(F,(fi, . . ., f;)) matrix oszlopai altal
generdalt alteret

* (A(F\(f1,- .., J1) < H(I*(F,5))

e Amennyiben A(F,(fi, ..., fi)) nem szinguldris, akkor az F halmazrendszer s*-fiiggetlen.

Bizonyitds. Akarcsak az 4.18-os allitds esetében, most is azt kell megmutatni, hogy az I*(F, s)
matrix oszlopai 4ltal generdlt altér tartalmazza az A(F,(f1, . . ., f;)) métrix oszlopai éltal generalt
alteret. Ez azonban azonnal kovetkezik a 4.18-os 4llitas bizonyitdsdban latottakhoz hasonléan.
Ugyanis

ahol A(F, fj).; az A(F, fj) matrix j-edik oszlopét jeloli. Err6l mér lattuk, hogy benne van az

I*(F, s) matrix oszlopai 4ltal generdlt altérben. Igy tehdt az I*(F, s) métrix oszlopai 4ltal generalt
altér tartalmazza az A(F,(f,..., f;)) matrix oszlopai 4ltal generélt alteret. Ebbdl kovetkezik,

hogy
t(ACF,(fi, .-, f)) S t(I*(F, 9))

és specidlisan, ha A(F,(fi, . .., f;)) nem szinguldris, akkor
t(ACF,(fi, ..., f))) = |F| =t(I*(F, 5))

és igy az F halmazrendszer s*-fiiggetlen. O
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Most mér készen 4llunk, hogy bebizonyitsuk a témakor egyik f6 eredményét, a nem uniform Ray-
Chauduri-Wilson tételt. Az eddigi fogalmak ismertetése ide vezetett. Fontos megjegyezniink,
hogy a tétel konklizidja, hogy a targyalt halmazrendszer s*-fliggetlen. Ennek a tételnek 1étezik
madsfajta bizonyitdsa is (multilinearizaci6 segitségével), azonban a mésik mddszert alkalmazva
nem adédik, hogy a kérdéses halmazrendszer s*-fiiggetlen lenne. Itt érik meg a gylimolcse az
altaldnosabb fogalmak haszndlatdnak. Ezt az utat kovetve tehdt tobbet tudunk mondani a tételben
szerepl6 halmazrendszerekrSl. Kovetkezzen tehat a nem uniform Ray-Chauduri-Wilson tétel.

4.21. Tétel (Nemuniform RCW tétel). Legyen L = {ly,..., s} nemnegativ egész szamokbol
allo halmaz, H = {y1,...,yn} és F = {Ay, ..., A;} L-metszd halmazrendszer H-n.

Ekkor az F halmazrendszer s*-fiiggetlen. Specidlisan |[F| < () + (")) + ... + (3)-

Bizonyitds. Feltehet§, hogy |A1] < ... < |A,|. Konstrudljuk meg a kdvetkez§ polinomokat:

i) =11 (x =)

Ie<|Ajl

Ezeket vessziik minden 1 < j < t-re. Vizsgdljuk meg az A(F,(fi, ..., f;)) metszet matrixot.
Mivel i < j esetén |A;| < |A;], igy |A; N A;| < |A;|. Tehat

AF(fir- - f))ij = £i(IAi N Aj]) =0, hai < j.

Valamint

AF(fis -5 fi))jj = fi(1A;D) # 0

a polinomok megfelel§ megvalasztdsa miatt. Osszegezve az eredményeket A(F,(fi, . . ., f;)) alsé
haromszogmatrix, diagondlisdban csupa nem nulla elemekkel. Ez a mtrix tehat nem szinguldris
és igy a 4.20-as allitas kovetkeztében az F' halmazrendszer s*-fiiggetlen és igy

IF| < (7)) + (")) + ...+ () a4.14-es dllitas szerint.

K s—1

4.2. Az uniform RCW tétel

Most ratériink az uniform Ray-Chauduri-Wilson tételre. Szerencsére a fent definidlt fogalmak
tobbsége itt is hasznosnak bizonyul. Nincs sziikség olyan sok eldkésziiletre, mint a nem uniform
esetben.

4.22. Allitas. Legyen H = {y\,...,yp} és F = {Ay, ..., A} k-uniform halmazrendszer H-n.
Tegyiik fel, hogy 0 < | < m < k. Ekkor:
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I(F,m)L,(m,1)= (*")I(F, ).

Bizonyitas. Az I(F,m)l,,(m,[l) matrix i-edik sordnak j-edik eleme, azon m-elem( halmazok
szama, amelyek benne vannak A;-ban és tartalmazzak az I,,(m, [) métrixban a j-edik oszlopdhoz
tartoz6 [-elemd halmazt(Jeloljik ezt a halmaz Cj-vel). Azilyen halmazok szdma (,]1‘1__11) . Lefixaljuk
az adott [ elemet és a maradék m — [ elem kivalasztasara van még k — [ lehetGség. Igy tehat

k-1

ha C; C A;
(I(F, m)Ly(m, 1));j = { (()’”‘l)’ ba cc{ é A
9 J L

Az eredmény ( r]fl __ll) vagy 0 attdl fiiggden, hogy az adott [ elemif halmaz része-e az i-edik sorhoz
tartoz6 halmaznak vagy sem. Azaz

I(F,m)L,(m, D)= (*)I(F, D).
O

Egy egyszerd, de anndl fontosabb kovetkezményt fogunk most szemiigyre venni. Ez az 4llitds
specidlis esetként kovetkezik az el6z§ allitasbol.

4.23. Allitas. Tegyiik fel, hogy 0 < 1 < m < k < n. Ekkor:
Ln(ks m)Iy(m, = (37 In(k, 1).

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z§ dllitdst arra az esetre, amikor az F halmazrendszer a teljes
k-uniform halmazrendszer. m|

Lassunk most azt az allit4st, ami elvezet minket az uniform Ray-Chauduri-Wilson tétel igazo-
lasdhoz. Ez a tétel képezi a bizonyitds alapjat. Ezentdl mast is eldrul €s itt jelentkezik ismét a
bonyolultabb fogalmakkal valé munka haszna. Ugyanis kideriil az is, hogy uniform halmazrend-
szerek esetén az s*-fliggetlenség és az s-fiiggetlenség ugyanazt jelenti.

4.24. Allitas. Legyen H = {y1,...,yn} és F = {Ay, ..., A} egy k-uniform halmazrendszer H-n.
Tegyiik fel, hogy 0 < | < m < k. Ekkor:

e [(F,m) oszlopai dltal generdalt altér tartalmazza az 1(F, 1) mdtrix oszlopai dltal generalt
alteret

o r(I*(F,s))=r(I(F,s)) mindens < k esetén

o F halmazrendszer s*-fiiggetlen — s-fiiggetlen.
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Bizonyitds. A 4.22 allitasbdl leolvashato, hogy az I(F, m) matrix oszlopai generdljédk az I(F,[)
oszlopainak skaldrszorosait. Igy tehdt magukat az oszlopokat is generdljak. Ebbdl kovetkezik,
hogy ahany linedrisan fiiggetlen oszlop van /(F, s)-ben, pontosan annyi van I*(F, s)-ben is, hiszen
I(F, s) oszlopai 4ltal generdlt altér ugyanaz, mint 7*(F, s) oszlopai 4dltal generdlt altér a fentiek
miatt. Tehat

r(I*(F,s))=r(I(F,s)) minden s < k esetén.
Tovabba, ha az F halmazrendszer s*-fiiggetlen, akkor
|F| =r(I*(F, s)) =t(I(F, s)).

Azaz az F halmazrendszer s-fliggetlen. |

Az a tény, hogy uniform halmazrendszerek esetén az s* és s-fliggetlenség megegyezik nagyon
komoly jelent&séggel bir. Ez képezi a hidat, amely 0sszekoti az uniform Ray-Chauduri-Wilson
tételt &s a kordbbi eredményeket. A kovetkezd dllitds éppen ennek a hidnak a leirdsardl szol.

4.25. Allitas. Legyen H = {y\,...,yn} és F = {Ay,..., A/} k-uniform halmazrendszer H-n.
Tegyiik fel, hogy s < k és F s*-fiiggetlen halmazrendszer. Ekkor:

|F| < (7).

N

Bizonyitds. Mivel az F halmazrendszer k-uniform és s*-fiiggetlen, igy s-fiiggetlen is az el6z8
tétel szerint. Ha s-fliggetlen, akkor a 4.6-os allitas szerint

IF| < (5)

Végiil készen dllunk arra, hogy kijelentsiik az uniform Ray-Chauduri-Wilson tételt. A témakor
masodik {6 tétele. Itt is akdr csak a nem uniform esetben létezik mds bizonyitds is. Ezzel
a mddszerrel azonban plusz eredményt is kapunk. Mégpedig azt, hogy a halmazrendszer s-
fliggetlen.

4.26. Tétel (Uniform RCW tétel). Legyen L = {li,...,Is} nemnegativ egész szamokbdl dallo
halmaz, s <k, H=A{y1,...,yn} és F = {Ay, ..., A;} L-metsz6, k-uniform halmazrendszer H-n.

Ekkor az F halmazrendszer s-fiiggetlen = |F| < (7).

Bizonyitdas. A nem-uniform esetben(4.21-es tétel) bemutatottak szerint az F halmazrendszer s*
fliggetlen. Azonban F k-uniform is ebben az esetben és igy s-fiiggetlen is a 4.24-es allitas szerint.
Tovéabba az el6zd allités feltételei is teljesiilnek és igy

|F| < (7).

N
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4.3. A Frankl-Wilson tétel

Erdemes megemliteni még Frankl és Wilson eredményét, ami nagyon hasonlit az uniform Ray-
Chauduri-Wilson tételre. Tulajdonképpen annak egy varidnsaként is tekinthetiink ra. Itt azt kotjiik
ki, hogy a halmazok elemszdma ne legyen kongruens egyik L-beli elemmel sem modulo p, ahol
p valamilyen primszdm. A mdsik megkotés, hogy a halmazok metszeteinek elemszdma viszont
kongruens kell, hogy legyen valamely L-beli elemmel modulo p. Tehdt itt més feltételeket
kell figyelembe venni. A bizonyitdshoz egy egyszerd segédallitast kell alkalmazni. Ezt vessziik
el8szor szemiigyre.

4.27. Allitas. Legyen H = {y\,...,yp} és F = {Ay, ..., A/} k-uniform halmazrendszer H-n,
tovabba legyen f(x) € Q[x] olyan polinom, melyre deg(f) = s < k és f(i) € Z teljesiil minden
i € Z-re. Tegyiik fel, hogy p primszdm és a kovetkezdk teljesiilnek:

f(k) # 0 (mod p)
£(4A; 0 Aj]) = 0 (mod p) hai # j.

Ekkor az F halmazrendszer s-fiiggetlen és igy |F| < (':)

Bizonyitds. Tekintsiik az F halmazrendszer f-metszet matrixat, A(F, f)-et. A tétel feltétele azt
jelenti, hogy a matrix diagonélis elemei nem oszthaték p-vel minden mds elem viszont igen.
Irjuk fel A(F, f) determinansit a kovetkezd alakban det(A(F, f)) = ayy - ... - ay + A, ahol A,
a maradék tagok a determindnsbdl. Itt az els§ tag nem oszthaté p-vel a tobbi viszont igen és
igy det(A(F, f)) # 0 (mod p). Az 4.18-0s dllitds szerint ha A(F, f) nem szinguldris, akkor az
F halmazrendszer s*-fiiggetlen. Mivel az F' halmazrendszer k-uniform és s*-fliggetlen, ezért az
4.24 4llitas szerint s-fliggetlen is és igy érvényes rd a fenti becslés. m|

Kovetkezzen most a Frankl-Wilson tétel, amely az el6z§ allitasbol mér konnyen kovetkezik.

4.28. Tétel (Frankl-Wilson). Legyen p primszam, L = {ly, ..., l;} nemnegativ egész szamokbol
allo halmaz, s < k, H = {y1,...,yn} és F = {Ay,..., A} halmazrendszer H-n. Tegyiik fel
tovabbad, hogy az F halmazrendszer L-metszetii, k-uniform és

k ¢ L (mod p)

|A; NAj| € L (mod p)hai# j.
Ekkor az F halmazrendszer s-fiiggetlen és igy |F| < (?)

S
Bizonyitds. Legyen f(x) = [[(x — [;) és alkalmazzuk az el6z§ allitést. O

i=1

Ezzel a Ray-Chauduri-Wilson féle tételek targyaldsat lezartuk.
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5. Tovabbi érdekes eredmények

Ebben a fejezetben a halmazrendszerkre vonatkozd kiilonb6z6 eredmények koziil mutatunk be
néhdnyat. Az itt szerepl$ tételek nagy részének a bizonyitdsa sordn kombinatorikai jellegli gon-
dolatmeneteket fogunk alkalmazni, az el§z6 fejezetektdl eltérGen. A tételek kozott szerepel a
linedris kiiszob tétel, az Erd&s-Ko-Rado tétel és az ErdGs-Rado tétel napraforgé halmazrendsze-
rekre. Emlitésre keriil még a hires Fisher egyenlGtlenség és sz6 lesz a Sperner-rendszerekr6l. Ezen
eredmények nagyrésze, akdrcsak a fentiek, halmazrendszerek elemszdmara adnak becsléseket,

bizonyos megkotések mellett.

5.1. A linearis Kiiszob tétel

Kezdésnek a linedris kiiszob tétellel foglalkozunk, amely azt dllapitja meg, hogy egy halmaz-
rendszer elemszamanak a maximuma milyen {itemben ng az alaphalmaz elemszamanak novelé-
sével kiillonbozd feltételek mellett. Lassunk eldszor egy olyan tételt, amely k-uniform L-metszd
halmazrendszerek elemszdmanak maximumara ad alsé becslést igy, hogy L-ben el6re meghata-
rozott egészek vannak az eddigiekkel ellentétben.

5.1.Tétel. Legyenek k > s > 1ésn > 2k? természetes szamok és L = {0, . . ., s—1}. Ekkor egy n
elemii halmazon megadhato olyan k-uniform, L-metszd F halmazrendszer, amelyre |F| > (ﬁ)s
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen p az a legnagyobb primszdm, amelyre p < 7. Ekkor 7z < p < 7. Legyen

B az T, test egy k elemd részhalmaza.(Ilyen létezik ugyanis k < p mert n > 2k2.) Jeloljiink
X-el egy olyan n elemi halmazt, amely tartalmazza B X F,-t. Egy tetsz6leges f : B — F),
fiiggvény grafikonjan a Graf(f) = {(x, f(x)) : x € B} halmazt értjiik. Ez a halmaz egy k elemd
részhalmaza X-nek. A megfelel§ halmazrendszert a nullapolinom és olyan FF,-beli, legfeljebb
s — 1-ed foku, nem nulla f(x) polinomok grafikonjainak halmazabdl fogjuk elGallitani, amelyekre
f-et megszoritjuk B-re. Két kiilonbozs, legfeljebb s — 1-ed foku F),-beli polinom grafikonja
maximum s— 1 kozds pontot tartalmazhat. Ha tobbet tartalmazna, akkor a két polinom kiilonbsége
egy legfeljebb s — 1-ed foki polinom lenne legaldbb s gyokkel, ami lehetetlen. A nullapolinom és
az F,, feletti legfeljebb s — 1-ed foki polinomok egyiittes szdma p*. Ezen polinomok grafikonjai
mind k elemd részhalmazai X-nek és kiilonbozéek, mert k > s és igy minden grafikon legalédbb

egy helyen eltér a t6bbitdl. Tovabbd mivel 51 < p, ezért
(£)° <p*=IFl.
Ezzel az 4llitast beldttuk. O

Felvetdik a kérdés, hogy ha tetszSleges nemnegativ egészeket megengediink az L halmazban
mennyiben véltozik az eredmény. Kideriil, hogy ha hozzavesziink még kett§ feltételt, akkor a
megfeleld halmazrendszerek elemszdmdnak a maximuma legaldbb négyzetes {itemben nd, ha az
alaphalmaz méretét novejiik. Ez a megallapitas fontos részét képezi a linedris kiiszob tételnek.
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5.2. Tétel. Legyen L = {l;,...,1s} és 1| = 0 és tegyiik fel, hogy k > 2 és n > 2k> természetes
A

szamok. Amennyiben k = Y, a;l; (a; € Z, a; > 0), akkor egy n elemii halmazon megadhato olyan
i=2

k-uniform, L-metszd F halmazrendszer, amelyre

IF| > (&)

Bizonyitds. A tétel feltételeibdl kovetkezik, hogy k-t fel lehet frni & darab nem feltétleniil

kiilonb6z8 L-beli szdm Osszegeként. Tehdt k = f}l li;, ahol I;; € L. Hasznaljuk a 5.1 té-
telben megadott konstrukciét s = 2 esetre. Leg;/en tehat B = {by,...,br} egy k elemd
részhalmaza F,-nek és X, egy olyan n elemd halmaz, mely tartalmazza B X F,-t. Legyen
Fo = {Graf(f) c BxFp|deg(f) < 1} egy p* > (%)2 elemd halmazrendszer Xy-on. Helyette-
sitsiink minden (b}, y) € Xo pontot egy /;; szdmossagu halmazzal. Ekkor az igy kapott 4j halmaz
szdmossdga ugyanaz marad mint az X, halmaz szdmossdga, mert tetszSleges y € Fj,-re a (bj,y)
pontok szdma k, tovdbba a helyettesités utdn ezen pontok helyett vett halmazok szdmossagat

k
Osszeadva 2, [;; = k adédik. Tovabbd az Fyy halmazrendszerbdl a helyettesitéssel kapott F hal-
j=1
mazrendszer elemeinek a szimossdga is ugyanaz marad, mivel egy legfeljebb elsd fokd polinom
grafikonja (b;, y) alaki pontparokbdl 4ll és szimossaga k, valamint a grafikon pontjai helyett vett

halmazok szamossagat 6sszeadva kapjuk, hogy

k

P li; = k.

Nyilvan két legfeljebb elsd fokud polinom grafikonjanak legfeljebb egy kozos pontja lehet. Ha tehét
két Fy-beli grafikon diszjunkt volt, akkor a helyettesités utan a hozzajuk tartozé F-beli halmazok
is diszjunktak lesznek. Ha pedig a grafikonoknak volt egy k6zos (b;,y) € Xo pontjuk, akkor a
hozzdjuk tartoz6 halmazok metszete /;; szdmossdgd. A megfelel6 halmazrendszert elemeit tehat
ugy nyerjiik, hogy vessziik az F-beli halmazokat, amelyeket a legfeljebb els6fokd polinomok
grafikonjaibdl kapunk a fenti helyettesitést kdvetSen. O

A fenti tétel megmutat egy olyan feltételt, amely teljesiilése esetén a halmazrendszerek elemsza-
manak a maximuma négyzetes iittemben néS. Ennél szebb feltételt is tudunk azonban mondani. A
kovetkezd tétel egy ilyen szebb feltételt fogalmazz meg. Segitségével képesek vagyunk bizonyi-
tani a linedris kiiszob tétel masodik részét.

5.3. Allitas. Legyen L = {li, ..., 1} nemnegativ egész szamokbdl dllé halmaz és 1y < ... < I;.
Tegyiik fel, hogy Inko(ly,...,l;) | k és k > slsz. Ekkor k eldall, mint az Iy, ..., 1l szamok
nemnegativ egész egyiitthatés linedris kombindcidja, azaz

S
k = 2 a;l; alkalmas a; € Z ,a; > 0 szamokra.
i=1
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Bizonyitds. A tétel dllitdsa s = 1-re azonnal adddik, hiszen ha [; | k, akkor k = ¢/; valamilyen ¢

nemnegativ szamra. Tegyiik fel tehdt, hogy s > 2. Mivel Inko(ly,. .., L) | k, ezért k elGall az I;
szamok egész egylitthatds linedris kombindcidjaként, azaz

i=1

s
k= Z a,‘l[, ahol a; € 7.

2 2

Vélasszunk olyan elGallitast, ahol a negativ a; egyiitthatok abszolutértékeinek az 6sszege a lehetd
legkisebb. Ekkor minden a;nemnegativ. Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy van olyan j, amelyre
a; < 0. Ekkor

s
> ail; > k > Slsz
i=1
i%]

Ebbdl kovetkezik, hogy a,I, > 12 valamely r # j-re. Haugyanis minden r-re a, 1, < I2 teljesiilne,
akkor

S
s> > (s — 1)I? > ¥ a;l;, ami ellentmondas.
i=1

i#]
Legyen r egy olyan index, amelyre a,, > [2. Innen
(ar = ) > 12 =11, > 0.

Legyen most b; = a; + I, b, = a, — lj €s b; = a; minden mds esetben. Ekkor

Tovédbba az r indexii egyiitthaté csokkent, de tovabbra is pozitiv maradt, mert (a, — [;)l, > 0 és
a j index egyiitthat6 nétt. Tehdt b; vagy pozitiv vagy kisebb az abszolitértéke, mint a;-nek. Ez
ellentmond a korédbbi a; egyiitthatok vilasztdsdnak. O

Most mér csaknem készen dllunk a linedris kiiszob tétel bizonyitdsira. A fentiekben megmutat-
tunk néhany feltételt, amelyek fendllasa mellett a halmazrendszerek elemszamanak maximuma
négyzetesen nd. Ezek utdn természetesen adddik a kérdés, hogy 1étezik-e olyan feltétel, amely
mellett garantélt a lassabb novekedési iitem. Altaldban nehéz megvalaszolni a kérdést, azonban
ha a0 € L, akkor a helyzet drasztikusan leegyszertisodik. Ekkor ugyanis az egyetlen kritérium,
ami ezt meghatdrozza, hogy az L-ben 1évS szamok legnagyobb k6zos osztéja osztja-e a k szamot.
Azt mér az el6zGekben megmutattuk, hogy mi torténik, ha osztja. A kovetkezd 4llitds segiteni
fog abban, hogy megvizsgaljuk a masik esetet.

5.4. Allitas. Legyen A € Z"". Ha létezik g = p® primhatvany, hogy:

28



glajhai#j
qtai;Vi

akkor det(A) # 0.

Bizonyitds. Irjuk fel det(A)-t olyan alakban, hogy
det(A) =aj; ... an, + Ay,

ahol A; a maradék n! — 1 tag 6sszege. Itt a;; - .. .- a,, nyilvdn nem nulla, hiszen van olyan egész
szdm, ami nem osztja. Ekkor az aj; - ... - a,, tagot p-nek kisebb hatvidnya osztja, mint A;-et,
hiszen A; minden tagjidban van legaldbb egy nem-diagonélis elem egy diagondlis elem helyett
és igy minden tagot p-nek legaldbb eggyel nagyobb hatvdnya oszt, mint ay - ... - a,,-t. Tehét
det(A) # 0. O

Kovetkezzen most az eredmények Osszesitése. Ez a tétel tehat arrdl szol, hogy ha 0 € L, akkor
egyetlen feltétel donti el, hogy a halmazrendszerek elemszamanak maximuma milyen {itemben
nd az alaphalmaz elemszdménak novekedése esetén. Ha pedig a nulla nincs az L-beli szdmok
kozott, akkor kapunk egy elégséges feltételt arra, hogy mikor né legfeljebb linedris iitemben a
fent emlitett maximum. A konkldzid, hogy ez azon milik, hogy az L-beli szimok legnagyobb
kozos osztdja hogyan viselkedik a k szdmra vonatkozdan oszthatésdg szempontjabol.

5.5. Tétel (Linearis kiiszob tétel). Legyen L = {ly,...,1;} nemnegativ egész szamokbdl dallo
halmaz.

1. Tegyiik fel, hogy Inko(ly, . ..,ls) ¥ k. Ekkor |F| < n barmely n elemii halmazon megadott,
L-metsz0, k-uniform F halmazrendszerre.

2. Tegyiikfel, hogyO € L, k > si2,,, ésinko(ly, ..., 1) | k, ahol L,y az L halmaz legnagyobb
eleme. Ekkor barmely n > 2k? esetén megadhaté egy n elemii halmazon olyan L-metszd,

k-uniform F halmazrendszer, hogy |F| > (ﬁ)2

Bizonyitds. 1. Mivel Inko(ly, ..., L) 1 k, ezért 1étezik olyan ¢ = p%, hogy ¢ | I; minden i-
re és g 1 k. Alkalmazzuk a 5.4 allitdst az F halmazrendszer A metszetmatrixdra. Ekkor A
diagondlisdban csupa k van és az i-edik sor j-edik eleme /; valamely i-re. Tehat a 5.4 4llitds
szerint det(A) # 0 és igy A teljes rangu. Tovabba, ha az F halmazrendszer illeszkedési matrixa
M, akkor

t=r(A)=r(MM") < r(M) < n.

2. A tétel feltételei kielégitik az 5.3 4llitds felételeit. Igy tehdt k eldll, mint az [; szdmok
nemnegativ linedris kombinacidja. Mivel O € L, automatikusan teljesiilnek az 5.2 tétel feltételei
is. Az 5.2 tétel konklizidja pedig megegyezik a Linedris kiiszob tétel mdsodik konkldzidjadval. 0O

Ezzel befejeztiik a linedris kiiszob tétel ismertetését.
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5.2. Napraforgohalmazrendszerek és az Erdés-Ko-Rado tétel

A kovetkez6 kettS érdekes probléma Erdds Pal nevéhez flizddik. Az egyik, hogy milyen felsS kor-
l4tot tudunk mondani olyan halmazrendszerek elemszdmadra, amelyekrdl csak annyit kdvetelliink
meg, hogy uniformak legyenek, az uniformitds mérészdma legyen relative kicsi az alaphalmaz
méretéhez képest és a benniink 1év6 halmazok metszete ne legyen iires. Erre a kérdésre a hi-
res Erdds-Ko-Rado tétel ad valaszt.ElGszor lassunk egy allitast, amely segitségiinkre lesz az
Erdds-Ko-Rado tétel bizonyitdsdban.

5.6. Allitas. Legyen C olyan grdf. amely egyetlen n-hosszii korbdl dll. Legyen k < 5 ésHa
C-beli k hosszii utak egy olyan halmaza, hogy barmely két H-beli iitnak van kozos éle. Ekkor
|H| < k.

Bizonyitds. Tekintslink a C grafraugy, mint egy n f0s asztalra és a k hosszu utakra igy, mint k {6s
tarsasagokra. A tarsasagok tagjai az utak éleinek felelnek meg. Ekkor az éllitas atfogalmazdsa a
kovetkezd. Hany k fGs tarsasdgot tudunk leiiltetni az asztalhoz gy, hogy a kiilonb6zd tarsasdgok
ivet alkossanak, feltéve, hogy barmely két tarsasdgnak van kozos tagja. Ultessiink le egy tarsasagot
elGszor. Tegyiik fel, hogy a leiiltetett személyek kozott poharak vannak az asztalon. Osszesen
tehdt k — 1 pohar van. Ekkor minden pohdrnél legfeljebb egy tarsasag kezdddik, hiszen, ha egy
pohdrndl két tarsasdg kezdddne, akkor két kiilonboz§ irdnyban alkotndnak fvet az asztal koriil és
mivel k < 7, igy ennek a két tdrsasagnak nem lenne kozds tagja, ami ellentmondas. Tovdbbd ha
leiiltetiink egy tarsasagot, akkor ennek a tarsasagnak egy poharnal kell kezdGdnie. Igy tehét az
elsének leiiltetett tarsasdgon kiviil még legfeljebb k — 1 tarsasdgot tudunk leiiltetni a feltételek
mellett. O

Ezt az éllitast felhaszndlva készen 4llunk az Erdds-Ko-Rado tétel bizonyitdsdra. Az eredmény
nagyon hires az extremadlis halmazrendszerekre vonatkoz6 tételek kozott (egyébként is).

5.7. Tétel (Erdés-Ko-Rado). Legyen H = {y,...,y,} és F = {Ay, ..., A;} k-uniform halmaz-
rendszer H-n és k < 5.Tegyiik fel, hogy |A; N Aj| # 0 hai # j. Ekkor |F| < (Z:})

Bizonyitds. Ismért feleltessiik meg F elemeit k tagd tarsasdgoknak. Prébdljuk meg leiiltetni
az embereket egy n f6s kerek asztal koré tigy, hogy a forgatassal egymasba vihet§ iilésrendeket
azonosnak tekintjiik. Ekkor (n—1)! lehetséges sorrend lehetséges. Az el§zg éllitas szerint minden
iiltetésnél legfeljebb k darab tirsasdg alkothat ivet az asztal koriil. Igy tehdt k(n — 1)! darab
tarsasdgot szamoltunk. Viszont minden tarsasagot k!(n — k)!-szor szamoltunk, mert ennyi féle

iiltetésnél alkothat ivet egy tarsasdg. Ebbdl tehat az kovetkezik, hogy

k(n=1)! -
|F| < (k!((’:l—}())!) = ()-

O

5.8. Megjegyzés. Az Erdds-Ko-Rado tételben 1€vS felsG becslés éles. Egy rogzitett elemet
tartalmaz6 0sszes k elem( részhalmazra egyenlGséggel teljesiil.
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Most pedig elkezdjiik a mdsik hires eredmény ismertetését. E16szor is sziikségiink lesz a napra-
forg6 halmazrendszerek fogalmara. Ez a fogalom jatsza a kozponti szerepet a napraforgd tételben.
A fogalom definici6jabdl kideriil, miért hivjak napraforgénak a halmazok ezen konfiguraciéjat.

5.9. Definicio (Napraforgé halmazrendszer). Legyen H = {yi,...,y,} véges halmaz és
F = {Ay,..., A;} halmazrendszer H-n. Az F = {Ajy,..., A;} halmazrendszert napraforgé hal-
mazrendszernek(réviden napraforgénak) nevezziik ¢ szirommal, ha

t
AiNA;= lﬂl A; minden i # j-re.

A k0z0s metszet a napraforgd magja.

5.10. Megjegyzés. Diszjunkt halmazok rendszere napraforgé6t ad, aminek a magja az iires halmaz.

Az extremdlis halmazelmélet egyik kdzponti kérdése, ha megadunk valamely tiltott konfiguraciot,
akkor egy n elemti halmazon maximum mekkora halmazrendszert lehet megadni, ami még nem
tartalmaz ilyen konfigurdciot. Err6l szdl a napraforgoé tétel is, amely felsS korldtot ad s szirmu
napraforgét nem tartalmazdé, k-uniform halmazrendszerek méretére.

5.11. Tétel (Napraforgé tétel(Erdds-Rado)). Legyen H = {y1,...,y,} és F = {Ay,..., A}
k-uniform halmazrendszer H-n. Tegyiik fel, hogy |F| > k!(s — 1)X. Ekkor F tartalmaz egy
napraforgot s szirommal.

Bizonyitds. Teljes indukcidt alkalmazunk k-ra. ElGszor is k = 1 esetén |F| > s és F elemei H-
nak egyelem( részhalmazai, melyek paronként diszjunktak. Igy s halmazt kivalasztva F-bdl egy
s-szirmu napraforgét kapunk, figyelembe véve az 5.9-es megjegyzést. Tegyiik fel, hogy k > 2.
Legyen 7 = {Ay,..., A} paronként diszjunkt halmazok egy maximalis halmazrendszere F-bdl.
Har > s, akkor ezek a halmazok egy napraforgét adnak, aminek a magja az iires halmaz. Tegyiik

fel tehat, hogy r < s és legyen B = |J A;. Ekkor
i=1

|B| < k(s = 1),

mert a B halmaz legfeljebb s — 1 darab k elemd diszjunkt halmaz egyesitése. Mivel T maximalis,
minden A; € F esetén A; N B # 0. Tovdbb4, ha minden A; € F legaldbb egy elemet tartalmaz
B-bdl, akkor van egy olyan x € B, ami benne van legaldbb

2] > SOl o (k — 1)l - <D

darab halmazban. Toroljiik ki x-et ezekbdl a halmazokbdl. Ekkor kapunk egy & — 1 uniform
halmazrendszert:

F.={E\{x}:E€c€F,xeE}.

31



Ekkor |Fy| > (k — 1)!(s — 1)*=!, igy ebben az Fy halmazrendszerben az indukcids feltevés miatt
van egy G napraforgé s szirommal. Ehhez a G napraforgéhoz vegyiik hozza ismét x-et és kapunk
egy napraforgét s szirommal, ami k-uniform részrendszere F-nek. O

Erdemes megemliteni egy ide kapcsol6dé nyitott problémat. Nevezetesen, hogy 1étezik-e olyan C
konstants, hogy ha egy k-uniform halmazrendszernek tobb eleme van mint C¥, akkor van benne
napraforgé 3 szirommal.

5.3. A Fisher-egyenlétlenség

A kovetkezd bemutatdsra keriil§ eredmény a Fisher-egyenl&tlenség. Ez a tétel nem uniform hal-
mazrendszerekre lett kimondva €s azt az esetet vizsgdlja, amikor barmely két halmaz metszetének
elemszdma ugyanaz. A tétel bizonyitdsdhoz sziikség van két allitdsra. E16szor is, hogy egy pozitiv
definit matrix mindig teljes rangd.

5.12. Allitas. Legyen A € R™™ pozitiv definit valds mdtrix, azaz tetszdleges x # 0 vektorra
(x, Ax) pozitiv.

Ekkor A teljes rangui.

Bizonyitds. Tegylik fel indirekt, hogy A nem teljes rangd. Ekkor az Ax = 0 egyenletrendszernek
létezik nemtrividlis megolddsa, azaz Jy # 0, hogy Ay = 0. Ekkor

yTAy =yT0=0,
ami ellentmondés, hiszen A pozitiv definit. m|

Sziikség lesz még arra a tényre, hogy egy pozitiv definit és egy pozitiv szemidefinit matrix

7 2

Osszege mindig pozitiv definit. A fent bizonyitott és a most kdvetkez§ 4llitas fontos szerepet kap
a Fisher-egyenlGtlenség bizonyitasaban.

5.13. Allitas. Legyen A € R™" pozitiv definit valés mdtrix, azaz tetszéleges x # 0 vektorra
(x, Ax) pozitiv és legyen B € R™" pozitiv szemidefinit valés mdtrix, azaz tetszdleges x # 0
vektorra {x, Bx) nemnegativ.

Ekkor A + B pozitiv definit.
Bizonyitds. Tetsz8leges x # 0 vektorra

(x,(A+ B)x) = {(x, Ax) + {x, Bx).

Itt a jobb oldalon egy pozitiv és egy nemnegativ szdm 0sszege 4ll, ami pozitiv. O
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Készen 4llunk, hogy igazoljuk a Fisher-egyenlStlenséget. A bizonyitdsban felbukkan a mér
jol ismert rang becsléses mddszer a halmazrendszer metszetmatrixdval. Ez a tétel az egyik
legismertebb az extremadlis halmazrendszerekre vonatkoz6 eredmények kozott. Létezik uniform
véltozata is a tételnek, de a konklizié ugyanaz, és a kovetkezd bizonyitas egy az egyben miikodik
uniform halmazrendszerekre is.

5.14. Tétel (Fisher-egyenl6tlenség nem uniform halmazrendszer esetén). Legyen F egy n
elemii halmazon megadott halmazrendszer. Tegyiik fel tovdbbd, hogy |A; N Aj| = A Vi # j, ahol
1<A<n

Ekkort < n.

Bizonyitds. Tekintsiik el§szor azt az esetet, amikor valamely i-re |A;| = A. Ekkor nyilvdn az
Osszes halmaz tartalmazza A;-t, mert |A; N Aj| = A minden i # j. A halmazok szdménak a
maximumdt igy nyerjiik, hogy minden halmazba bevilasztunk még egy elemet a kozos metszeten
kiviil. Ekkor 6sszesen n — A halmazt kapunk és még egyet, a kozos metszetet. Tehat

t<n—-A+1<n.

Tegyiik fel most, hogy a; := |A;| — A pozitiv minden i-re. Legyen az Ay, ..., A; halmazokhoz
tartoz6 metszet métrix €s illeszkedési matrix rendre A és M. Ha bebizonyitjuk, hogy A teljes
rangu, akkor az allitas is igazoldst nyer, hiszen ekkor

t=r(A) =r(MM7) < (M) < n.

Tovabba ha belatjuk, hogy A pozitiv definit, akkor kovetkezik a teljes rangra vonatkozé allitas.
Legyen A = AE + D, ahol E a csupa 1-bél 4ll6 matrix és D olyan diagondlis matrix, melynek
diagondlisaban rendre a/, . . ., a; 4ll. Megmutatjuk, hogy A pozitiv definit. Tetsz6leges x vektorra

(X, AEx) = A(x1 + ...+ x;)?
valamint
2 2

(x, Dx) = a1 xy + ...+ a;x;.

Ez mutatja, hogy AE pozitiv szemidefinit és D pozitiv definit. Egy pozitiv definit és egy pozitiv
szemidefinit matrix dsszege pozitiv definit, tehat A pozitiv definit és igy teljes rangu. O

5.4. Sperner-rendszerek

Az utols6 eredmények a Sperner-rendszerekrdl szolnak. Ezek specidlis tulajdonsagi halmazrend-
szerek. Olyan rendszerekrdl van sz6, amelyekben egyik halmaz sem részhalmaza a mésiknak.
Szép tételeket lehet 4llitani ilyen feltételek mellett. Néhdny bemutatdsa ezek koziil a célunk.
ElGszor is lassuk a Sperner-rendszer formalis definici6jat.
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5.15. Definici6 (Sperner-rendszer). Legyen H = {yy, ..., y,} végeshalmazés F = {Ay, ..., A;}
olyan halmazrendszer H-n, hogy

A; € Ajhai # j.
Ekkor az F halmazrendszert Sperner-rendszernek nevezziik.

Lassuk most a Sperner-tételt, amelyet bizonyitds nélkiil kozliink, mivel specidlis esetként kovet-
kezik a késébb ismertetésre keriil6 LYM-egyenl&tlenségbdl.
5.16. Tétel (Sperner-tétel). Legyen H = {yi,...,yn} és F = {Ay,..., A;} Sperner-rendszer
H-n.

< n
A Sperner-tétel egy dltaldnositdsa a LYM-egyenlStlenség. A tétel D. Lubell, K. Yamamoto és

L.D. Meshalkin eredménye.

5.17. Tétel (LYM-egyenlétlenség). Legyen H = {y1,...,yn} és F = {Ay,..., A;} Sperner-
rendszer H-n.

t
Ekkorz(;)sl.
i=1 \A;l

Bizonyitas. Legyen P(A;) a H halmaz elemeinek azon permuticiéi, amelyekben A; elemei
barmilyen sorrendben az elsG |A;| helyet foglaljak el. Ilyen permutdciokbdl A; esetén |A;|!(n —
|A;])! van. Ekkor az, hogy F Sperner-rendszer ekvivalens azzal, hogy P(A;) N P(A;) = 0 ha
i # j,azaz a P(A;) halmazok diszjunktak. Hiszen ha lenne egy koz0s permutdci6é P(A;) és P(A;)
metszetében, akkor az els§ |A;| elem A;-hez tartozik az els§ |A;| elem pedig A;-hez. Igy ha
|A;] < |Aj|, akkor A; tartalmazza A; minden elemét, tehat A; C A; egyébként ha [A;| < |A;],
akkor A; C A;. Eztudn azt kapjuk, hogy

1

é |P(A)| = X |Ai|'(n = |Ai])! < nl.

i=1
Ezek utdn n!-al osztva megkapjuk a kivant egyenl&tlenséget. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. 0O

5.18. Megjegyzés. A tételbdl specidlis esetként kijon a Sperner-tétel is. Mivel (Z) < (LZ J)
2

1

t
minden k-ra teljesiil, ezért a LYM-egyenlGtlenségbdl a kovetkezd becslést kapjuk 3, <
i=

(

SR I

]

M=

) < 1. Szorozzunk 4t (LZ J)—el és megkapjuk a Sperner-tételt.
1 Uay 2

4
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Ebben a fejezetben sok érdekes eredményt ldthattunk, amelyek egyenként sokkal hozzajarulnak
az extremadlis halmazrendszerekhez tartozo tételekhez. Azonban nemcsak dnmagukban birnak
értékes eredményekkel, de sokszor hasznos eszkoznek bizonyulnak maés tételek bizonyitdsa sordn
is. Természetesen még nagyon sok érdekes eredményt lehetne bemutatni, hiszen az extremalis
halmazrendszerek sok helyen felbukkanak a matematikan beliil. Val6szintileg nem véletlen,
hogy a kutaték ennyit foglalkoztak ezekkel a jelenségekkel. Az lehet az egyik oka, hogy a
matematikdnak ez a része (mint sok mas része) megkapd szépségd.
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