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Koszonetnyilvanitas
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szonom, hogy szakértelmével hozzajarult szakdolgozatom elkészitéséhez.
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1. Bevezetés

A differencidlegyenletek olyan egyenletek, melyekben az ismeretlen egy fiiggvény, és
a differencidlegyenlet e fliggvény és derivaltjai kozott teremt kapcsolatot. Attol fiiggs-
en, hogy az ismeretlen fiiggvény egy- vagy kétvaltozos, két tipusit kiilonboztetjiik meg
a differencidlegyenleteknek. Ha az ismeretlen fliggvény egyvaltozos, akkor kozonséges
differencidlegyenletrsl beszéliink, ha pedig tobbvaltozos, akkor parcidlis differencidlegyen-
letr6l. Ahhoz, hogy a vizsgalt feladat korrekt kitiizést legyen (azaz, létezzen egyértelmii
megoldasa és az stabil legyen), kiegészito feltételek megadasa sziikséges. Ezeket nevezziik
kezdeti- vagy peremfeltételnek. Szakdolgozatomban kézonséges differencidlegyenletek két-
pontos peremérték-feladataival fogok foglalkozni. A differencidlegyenleteket tobbek kdzott
természettudomanyos, kozgazdasagi és miiszaki folyamatok leirdsara hasznaljuk. Segit-
ségiikkel modellezni tudjuk a kiilénboz6 jelenségeket, és a differencidlegyenletek elméleti
hatterének segitségével elemezni tudjuk ezeket a modelleket, igy meghatarozhatoak azok a
feltételek, amelyek mellett a feladat korrekt kittizésti. A valosidgban el6fordulé problémak
csak olyan bonyolult differencidlegyenletekkel modellezhet&k megfelelGen, amelyeket méar
nem lehet megoldani analitikusan, ezért numerikus modszerekkel probaljuk kozeliteni a
megoldast. A célunk, hogy ezek a numerikus modszerek megbizhatoak legyenek, és a le-
het6 legjobban megkozelitsék a pontos megoldast. Emellett becslést is tudjunk adni arra,
hogy mekkora lehet az eltérés a kozelitG- és a pontos megoldéas kozott.

Az els6 részben definidljuk a kétpontos peremérték-feladat fogalmét, és megnézziik,
hogy ennek a feladatnak lézezik-e egyértelmd megoldasa, és ha igen, milyen feltételek
mellett taldlhatjuk meg ezt a megoldast.

A masodik részben mér egy konkrét moédszert mutatok be a peremérték-feladat meg-
oldasara, ez lesz a belovéses modszer. Ennek a lényege, hogy elGszor visszavezetjiik a
peremérték-feladatot egy kezdetiérték-feladatra, és ezt oldjuk meg valamilyen tanult nu-
merikus modszerrel (példaul Explicit-, Implicit Euler médszer, Runge-Kutta modszer).
A kezdetiérték-feladatra vald visszavezetés esetében nem egyértelmt, hogy hogyan ha-
tarozzuk meg a kezdeti feltételt. Ezért ehhez egy nemlineéris egyenlet megoldéséra lesz
sziikség. Ennek megoldasara harom moédszert mutatok be, az intervallum-felezé-, a szel6-,

és a Newton modszert. A fejezet végén pedig azt az esetet nézziik meg, amikor egy linearis



peremérték-feladatot szeretnénk beldvéses modszerrel megoldani.

A harmadik részben a peremérték-feladatok véges differencias modszerrel valé meg-
oldasat vizsgdlom. Ekkor diszkretizaljuk a megoldasi tartomanyt, vagyis készitiink egy
rdcshélot, és a racshdlo pontjaiban hatarozzuk meg a numerkius megoldast. Ez tulaj-
donképpen egy algebrai egyenletrendszer megoldasét jelenti majd, igy elGszor felirjuk a
peremérték-feladatot matrixos alakban. Ennek megoldasara a Thomas algoritmust fog-
juk alkalmazni. Megvizsgalom azt is, hogy mekkora eltérés lehet a numerikus és a pontos
megoldés kozott. Ennek meghatarozasahoz becsléseket fogunk adni a hibara. Ezutan az-
zal az esettel foglalkozom, amikor a peremérték feladat nem Dirichlet peremfeltétellel van
megadva, hanem Neumann- vagy vegyes peremfeltétellel. Ebben az esetben is bemutatok
két modszert a feladat numerikus megoldasara. Végiil pedig azt az esetet vizsgdlom, ami-
kor a feladathoz periodikus peremfeltétel tartozik, és ennek az esetnek a megoldasahoz a

Sherman-Morrison algoritmust fogjuk alkalmazni.



2. A kétpontos peremérték-feladat megoldhatosaga

Motivacidként tekintsiink egy példat, amely bemutatja, hogy milyen probléma oldhaté

meg peremérték-feladat alkalmazaséaval.

2.1. Példa. Van egy dgyunk, amellyel szeretnénk eltaldlni egy eldre rigzitett (adott, L
tavolsagnyira elhelyezkedd) pontot. Ehhez azt kell meghatdrozni, hogy milyen szégben kell
dllnia az dgyinak, hogy a golyd éppen oda érkezzen ahova szeretnénk. Jelilje x(t) a t idd-
pontban a kezdeti ponttol vald vizszintes tdvolsdagot, y(t) pedig a magassdgot. A kévetkezd

dltaldnositds nem jelent megszoritdst a feladatra nézve, igy feltehetd, hogy

vagyis kezdetben mindkét érték nulla. Tegyik fel, hogy a vizszintes sebesség x'(t) dllando
(azaz a golyd sebessége ebben az irdnyban dllandd), a figgdleges iranyid gyorsulds pedig
csak a gravitdcidtol figg, azaz y'(t) a gravitdicio. Ekkor tehdt:

2'(t) = u,

y'(t) = —g.
Jeldlje Y (x): R— R azt a figguényt, amelyre Y (z(t)) = y(t). A ldncszabdly alapjin

y(0) = o) -2 = Tt

V(1) = ) uew = S w(0) = .

Vagyis az ismeretlen fiigguényiinkre az aldbbi eqyenletet nyerjik:

v =T ey = L.
Igy a kovetkezé feladatot kaptuk:
Y"(z) = ;—29 . ahol z € [0; L,
Y(0) =0, (1)

Y(L) =



Ezt a feladatot meg tudjuk oldani analitikusan (kozvetlen integrdaldssal):

Y/(l') = u—2g.1' + ¢y,

Y(z)= 9,2 + 17 + co.

2u?
Mivel Y(0) = co =0, ezért
Y (x) ﬁﬁ + iz,
% —9 40 _
(L) = ﬁL + ClL = O,
gL
C1 = 2—u2
Vagyis a megoldds:
9 o, 9L
Y(z)==— =—z.
(z) 2u? * 2u2”

Ez a parabola irja le az dgyugolyo roppdlydjdat. Az dgyut pedig a kévetkezd szigbe kell

dllitani: I
g
gla) =Y'(0) = 2=,

a=arctg| =— |.
2u?

Tehdt ha ilyen szégbe dllitjuk az dgyut, akkor el fogjuk taldlni azt a régzitett pontot, ahova

[oni szeretnénk.
Definialjuk, hogy mit értiink kétpontos peremérték-feladat alatt!

2.2. Definici6 (Kétpontos peremérték-feladat). Az u(x) € C?[a;b] ismeretlen figguényre

Kitiz6tt
u'(x) = f(z, u(x), v (z)),

u(a) =a, u(b) =4
feladatot kétpontos peremérték-feladatnak nevezziik, ahol f: R? — R adott folytonos fiigg-

(2)

vény, és v € [a;b].

Fogalmazzuk meg a peremfeltételt altalanos alakban! Legyen g: R? — R? adott fiige-
vény. Ekkor a (2) peremérték-feladat felirhaté a kovetkezd alakban:

u'(z) = f(z, u(x),u'(z)),
g(u(a), u(b)) = 0.



A (3) feladatot altalanos alaka kétpontos peremérték-feladatnak nevezziik.
A peremfeltételek bizonyos esetekben kihatnak a megoldas létezésére és egyértelmiisé-

gére. A kovetkezd tétel elégséges feltételt ad a megoldas egyértelmii létezéséhez.

2.3. Tétel. (/2]) Tegyiik fel, hogy a T := {(x,t1,t2) : x € (a;b);t1,ts € R} jeloléssel a (2)
feladat f: R3 — R fiigguényére teljesiilnek a kivetkezd feltételek:

1. feC(T).

2. Oof,05f € C(T).

3. Oof >0 a T halmazon.

4. Van olyan M > 0, amelyre |0sf| < M a T halmazon.
Ekkor a peremérték-feladatnak létezik egyértelmd megolddsa.

Szakdologzatom soran f6ként a lineéaris kétpontos peremérték-feladatokkal fogok fog-

lalkozni, igy most nézziik meg, hogy ez a feladat milyen esetben oldhaté meg.

2.1. A lineéaris kétpontos peremérték-feladat megoldhatésaga

Tekintsiik azt az esetet, amikor f linearis. Ekkor a peremérték-feladat alakja a kévet-

kezs:
(4)

ahol x € [a,b], és p(x), q(z),r(x) adott folytonos fiiggvények. A 2.3 tétel fontos kovetkez-

ménye a kdvetkezs:

2.4. Tétel. (/2]) Ha a (4) linedris peremérték-feladatban q(x) > 0, akkor a feladatnak

létezik eqyértelmid megolddsa.

A differencidlegyenetek elméletébdl tudjuk, hogy magasabb rendii rendszereket at lehet
irni elsérend rendszerekké az atviteli elv segitségével. Ez masodrendii egyenlet esetén a

kivetkezGt jelenti. Vezessiik be az u(x) := u(z), ug(z) := u/(z) jeloléseket. Ekkor a (2)



els6rendii alakja a kovetkezd:

up(z) = fx,ui(z), uz(x)), ahol x € (a,b), (5)
w(a) =a, w(b) =4
Vegyiik észre, hogy ez specialis esete az
W(@) = fl,u(x).
ui(a) =a, wu(b) =40
egyenletnek, ahol
(i) = (1(x) us()).
Ugyanis
Flou(e)) = £ ua(e) ) = [ () ] - [““x)] —
[z, ur (), ug(z)) Uy

A linearis peremérték-feladat elsérendii alakjat a kovetkezdk alapjan kapjuk:

ahol




A peremfeltételek matrix alakban torténd felirdasdhoz bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket:

10 0 0 a

o = , By, = ,S =

0 0 10 6]

Ekkor a (4) feladat peremfeltétele felirhato a kiovetkezé alakban:
B,u(a) + Byu(b) = s. (7)

Az m > 2 rend( egyenleteket hasonlé modon fel tudjuk irni els6rendt rendszer alakjaban,
s ekkor A(x),B,, B, € R™™. A kévetkezSkben eldallitjuk a (6)-(7) elsérendii rendszer
megoldasat. Legyen Y (z) € R™™ a (6) egyenlet alapmegoldasa. Ez azt jelenti, hogy
Y (x) olyan méatrix-fiiggvény, amely az

Y'(z) = A(z)Y (), ahol z € (a,b),

Y(a)=1 )
Cauchy-feladat megoldasa, ahol T € R™™ az egységmatrix. Ekkor a (6) egyenlet altalanos

megoldasa

u(z) =Y(x) (5—1— / Yl(t)R(t)dt>, (9)
ahol ¢ € R™ tetsz6leges vektor. A célunk az, hogy talaljunk egy olyan ¢ vektort, amellyel
a fenti modon definialt u(x) fiiggveény kielégiti a (7) peremfeltételt. Ekkor

s = Byu(a) + Byu(b) = B, Y (a)c+ B, Y (b) <5+ /b Yl(x)R(x)diL’> :

Mivel Y(a) = I, ezért a fenti egyenletet a ¢ vektorra rendezve a kivetkezd egyenletet
kapjuk:
b
(B, + ByY ()¢ = s — ByY () / Y (2)R(z)dx.

Jelolje S = B, + B, Y (b). Ekkor
b
S¢=s—-B,Y(b) / Y '(2)R(z)dx.

2.5. Tétel. (/2]) A (6)-(7) linedris peremérték-feladatnak pontosan akkor létezik egyér-
telmd megolddsa, amikor az S = B, + B,Y (b) mdtriz reguldris. Ekkor a megoldds (9)

alaki, ahol

c=8"" (s - BbY(b)/ Y—l(x)R(x)dx). (10)

10



3. A kétpontos peremérték-feladat numerikus megolda-
sa belovéses modszerrel

Szeretnénk megoldani a kdvetkezd peremérték-feladatot:

w'(z) = f(z,u(z))
ur(a) =, uy(b) =B,

(11)

ahol x € [a,b], f: R® — R? és u(x) = (ui(x),uz(x)). A belovéses modszer lényege,
hogy (11)-et visszavezetjiik egy kezdetiérték-feladatra (az el6z6 fejezetben megmutattuk,
hogy hogyan lehet visszavezetni egy peremérték-feladatot kezdetiérték-feladatra), és azt
oldjuk meg (11) helyett a tanult numerikus modszerek egyikével. A kezdetiérték-feladat

altalanos alakja:

(12)

ahol = € [a,b] és k € R? vektor. Mivel u(z) = (uy(z), ua(x)), ezért (11)-b6l tudjuk, hogy
(12)-ben a k vektor els6 koordinataja «, viszont a méasodik koordinatat nem ismerjiik.
(Megjegyezziik, hogy ez a k vektor nem azonos az el6z6 fejezetben szerepld ¢ vektorral,
amely mellett az u(z) megoldas eleget tett a peremfeltételnek!) Legyen ez az ismeretlen

érték z. Tehat a k vektor alakja

k:

z
Ezt a z koordinatat szeretnénk most meghatarozni gy, hogy az x = b pontban ez az érték
3 legyen. Jeldlje u,(x) a (11)-nek a z paramétertdl fiiggd megoldasat. Igy a megoldando
egyenlet:

Uz 1 (b) = 57
vagyis

uz,l(b) - ﬁ = 0.

Vezessiik be a ¢(2) = u,1(b) — § fiiggvényt. Ekkor tehat olyan értékét keressiik a z

paraméternek, amely helyen a ¢ fliggvény nulla, azaz a megoldandoé feladat:

p(z) =0 (13)

11



alaka. Ez egy nemlinearis egyenlet, amit tobbféle médszerrel is megoldhatunk, példaul
alkalmazhatjuk az intervallum-felez6 modszert, a szelémodszert vagy a Newton-modszert.

A tovabbiakban megnézziik, hogy milyen algoritmus alapjan mtikodnek ezek a modszerek.

3.1. Belovéses modszer alkalmazasa intervallum-felezé modszerrel

A Bolzano-tétel alapjan tudjuk, hogy ha egy [ : [a;, b1] — R folytonos fiiggvényre igaz,
hogy [(a1)l(b1) < 0, akkor az [ay, b;] intervallumon van zérushelye az [ fliggvénynek. Az
intervallum-felez6 modszer 1ényege, hogy intervallumfelezéssel két részintervallumra oszt-
ja az eredeti intervallumot, és ezeknek a végpontjaiban megvizsgélja a fiiggvény értékeit.
Amelyik részintervallum végpontjaiban ellentétes elGjeltiek lesznek a fiiggvényértékek, ab-
ban a részitervallumban lesz a zérushely. Ezutan ezt a részintervallumot tjra megfelezi,
és itt is megvizsgalja a végpontokban a fiiggvényértékeket, majd kivalasztja, hogy melyik
intervallumban van a zérushely, és igy tovabb. Tehat ezt a modszert alkalmazva a (13)
egyenletre, elgszor keresniink kell két olyan értéket (legyenek ezek z; és z5), amelyekre
©(z1)p(z2) < 0 teljesiil. Ekkor a belovéses modszer intervallum-felezd modszerrel valo

megoldasanak algoritmusa:
1. Rogzitiink valamilyen z értéket.

2. Megoldjuk a (12) kezdetiérték-feladatot valamelyik ismert numerikus modszerrel

(explicit-, implicit Euler modszer, Runge-Kutta tipusi modszer).

3. Visszalépiink az 1. lépésre, és keresiink két olyan z értéket (legyenek ezek z; és
23), melyekkel a 2. lépésben kiszamolt kozelits értékek az = b pontban ellentétes

elgjeltiek lesznek.
4. A 2z =0.5(z1 + 22) értékkel tjra megoldjuk a (12) kezdetiérték-feladatot.

5. Megnézziik, hogy az igy kapott megoldas milyen elGjelti az x = b pontban, és ennek
fiiggvényében djravalasztjuk a z; és zo értékeket (ezeket tovabbra is ugy valasztjuk,
hogy ellentétes elGjeliiek legyenek), majd djra megoldjuk az aj z = 0.5(z1 + 29)
értékkel a (12) kezdetiértéek-feladatot.

12



Az algoritmus akkor ér véget, ha az intervallum két végpontjanak tavolsdga kisebb egy

elére megadott € > 0 értéknél. Ekkor ugyanis a hiba is kisebb lesz e-nal.

3.2. Belovéses modszer alkalmazasa szeldmodszerrel

Az intervallum-felez6 modszer hatranya, hogy keresniink kell két ellentétes elGjeld 2, és
29 értéket. A szel6modszer egyik elénye ezzel szemben pont az, hogy itt nincs sziikség ilyen
lépésre. Egyszertien két egymés utani sorozatelemhez tartozo fiiggvényeértéken keresztiil
meghtizzuk a szelGt, és a szel§ és az x-tengely metszéspontja fogja megadni a kévetkezs

sorozatelemet. Egy & pontban az elsé derivaltat a

Uz = 1(2D)
U= 7" k) — pG-1)

modon kozelitjiik. Ha az [aq, by] intervallumban van zérushely, akkor az a;-t valasztjuk
- nak, a b-t pedig z(M-nek. Az ezekben a pontokban felvett fiiggvényértékeken keresz-
tiil meghtizzuk a szel6t, igy a szel§ és x-tengely metszéspontja lesz az . Ezutan az
M és (2 pontokban felvett értékek kozott huzzuk meg a szel6t, és igy megkapjuk az
x-tengellyel valo metszéspontbol az ) pontot, és igy tovabb. Tehat a (13) megoldasahoz

a kovetkezo algoritmust alkalmazzuk:

1

1. Legyen 2@ &5 2(1) a két tetszéleges kezdpontunk.

2. A (3)-ban z helyére elgszor z(O-t majd z(M-et helyettesitiink, és igy oldjuk meg a

(12) kezdetiérték-feladatot valamelyik tanult numerikus modszerrel.
3. Igy mér tudjuk, hogy o(2(@) = ui(b, 20) — B és p(zM) = uy (b, 2M) — 5.

4. Ekkor ismerjiik a (2(9; p(2()) és (2(V; p(2))) pontokat, ezért ezekre alkalmazunk
egy linearis kozelitést (a két pontra egy egyenest fektetiink), amely megadja az

2)

x-tengely és az egyenes metszéspontja altal a z(®) pontot.

JRCORN ()

2@ =0 _ (gp(z(l)) — w(z(o))>¢(2(1)) (14)

5. A (14)-el meghatarozott 2 értéket behelyettesitjiik a (3)-ba, és ezzel Gijra megold-

juk a (12) kezdetiérték-feladatot. Igy megkapjuk a o(2() értéket.

13



6. Az eddigiek alapjin k = 2,3,... értékekre a mar meghatarozott (z(*=2); p(2(*=2)))
és (2(F71; p(2*=1)) pontok segitségével meghatarozzuk a
L6-1) _ L (k-2)

28 =20 (go(z(kl)) — @(z(kz)))@(z(k_l)) (15)

kozelitést, és ez alapjan a p(z(®)) értéket.

7. Az algoritmus akkor ér véget, ha a |¢(z(®))| érték kisebb lesz egy elére megadott

€ > 0 értéknél.

A szelémodszer hatranya, hogy altalanos esetben nem garantaltan konvergens, azaz nem
mindig fogja megtalalni a zérushelyet, ugyanis nem biztos, hogy a szel6 és az x-tengely

metszéspontja mindig a vizsgélt intervallumba fog esni.

3.1. Megjegyzés. Az algoritmus instabil lesz, ha a o(2*~V) és p(2W¥)) értékek kiilonbsége
tul kozel van a nulldhoz, mivel akkor (15)-ben gépi szamokkal nézve majdnem 0-val kéne
osztani (igy az € értékét sem célszerd til kicsinek vdlasztani). Emiatt a 7. lépés utdn még
szoktak eqy javito lépést végrehajtani, a kovetkezd mddon. Eddig a 2% értékhez rendeltink
egy (¥ értéket minden k = 0,1,...,n esetén. Most a p(z®) értékhez fogjuk hozzd-
rendelni a 2\F) értéket, azaz elddllitiuk a ¢ fiigguény inverzét (¢7'). Ezekre az adatokra
fektetiink egy interpoldcids polinomot (ez az un. inverz interpoldcid, hiszen lényegében az
inverz fligguény interpoldcidjat hajtjuk végre), amely segitségével meghatdrozzuk a fliggvény

zérushelyét, azaz megnézzik, hogy ¢~ 1(0) milyen értéket vesz fel.

3.3. Belovéses modszer alkalmazasa Newton-modszerrel

A Newton modszer lényege, hogy az &.-beli értéket az 2®) pontbeli érinté meredek-
ségével kozelitjiik. Az 2(© pontbol inditjuk az iteraciot, ebben a pontban meghtzzuk a
fiiggvény érintGjét, és ahol ez metszi az x-tengelyt, az lesz az ™), majd ebben a pontban
is meghtizzuk az érint6t, igy megkapjuk az x(?)-t, és igy tovabb. Az iteraciot a kivetkezs
modon épitjiik fel:

Z(

k
B — LR) _ p(2) (16)
' (20)
Itt '(2®)) meghatarozasa okoz nehézséget, mivel a ¢ fiiggvény explicit modon nem is-

mert, igy azt nem tudjuk kozvetleniil derivalni. Ezért visszatériink az alapfeladatunkhoz.
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Amikor targyalni kezdtiik a bel6véses modszert, akkor a kovetkezs feladatot szerettiik
volna megoldani:

u'(z) = flz,u(z),u'(2)),

u(a) = o,

u'(a) = z,

ahol u,(x) jelolte ennek a feladatnak a z paramétertdl fiiggé megoldasat. Azaz

ui(z) = flz, u.(z), v (2)),
u,(a) = a, (17)

Derivaljuk a (17) egyenletet a z paraméter szerint.

" !/
ou) ou, , ou

2 0) = e e LN G e L
o) =0,
ou,

P (a) =1.

Ezt a feladatot igy még mindig nem tudjuk megoldani, mert a O, f és Osf fiiggvények
értékét nem tudjuk meghatérozni az ismeretlen helyeken. Viszont ha ehhez a feladat-
hoz hozzavessziik a (17)-beli egyenleteket, akkor egy négyismeretlenes elsérendd kozon-
séges differencidlegyenletrendszer kezdetiérték-feladatat ka}pjuk. Ugyanis ha bevezetjiik

a v (z) = uy(x), va(x) = ul(x),vs3(z) = %(m),m(w) = Ou (x) 4j fiiggvényeket, akkor az
z

0z

egyenletrendszeriink a hozza tartozé kezdeti feltételekkel egyiitt a kovetkezd:

(x)
(x)
(2) = vala), (18)
Uh() = Do (2, ua(), (@) o3 () + B f (2, ua(), () o (),

(x)

=a wv(r)=z wvi(x)=0 wvy(z)=1.

ou,

0z

iteracioban a nevezé értékét. Tehat a belovéses modszer Newton iteracioval valdo megol-

Lathato, hogy a v3(b) = (b) = ¢'(2), vagyis igy mar ki tudjuk szamitani a Newton

dasanak algoritmusa:

15



1. Meghatarozzuk, hogy honnan inditjuk az iteraciot. Ez lesz a 2(%) pont.

2. A z = 20 megvalasztassal megoldjuk a (18) kezdetiérték-feladatot valamelyik is-

mert numerikus moédszerrel.

3. Ekkor mar meg tudjuk hatirozni a ¢(z(?) és ¢'(2(?)) értékeket, ugyanis ¢(z(?)) =
vi(b) és ¢ (V) = v3(b).

4. Kiszamoljuk a (16) kozelitéssel a 2} értéket.

5. Most mar z = z()) megvalasztassal oldjuk meg a (18) kezdetiérték-feladatot, és igy

megkapjuk a z(?) értékét, és igy tovabb.

Az iteracié akkor all le, ha a |p(2®)| értéke kisebb lesz, mint egy elére meghatarozott

e > 0 érték.

3.4. A linearis peremérték-feladat numerikus megoldasa belovéses

modszerrel

A kovetkezd linearis peremérték-feladatot szeretnénk megoldani:

u(a) = a, (19)

Ezt a beltvéses modszerrel vald megoldashoz visszavezetjiik egy els6rendii feladatra, és
megoldjuk valamilyen z = («, 1) és z = (a, 29) vektorral. A kapott megoldasok legyenek

u(z,z1) (a z; paramétertdl fiiggd megoldas), és u(x, z3) (a zo paramétertdl fiiggs megol-

dés), azaz
uy (z) = p(z)uy () + q(x)us(x) +r(z),
up(a) = a, (20)
ui(a) = 21,

us(a) = a, (21)
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Bevezetiink egy 1j fliiggvényt:
w(x) = Aug(x) + (1 — Nug(x). (22)

Itt A € R egy egyeldre ismeretlen paraméter. Mivel a megoldand6 peremérték-feladat
lineéris, ezért a felirt uy(z) és uz(x) megoldasoknak a linearis kombinacioja is megoldas
lesz, tehat

w'(z) = p(z)w'(z) + q(z)w(z) + r(z),

w(a) = a,

w(b) = Auq(b) + (1 — N)ug(b).
Itt mar csak a A paramétert kell megfelelGen megvalasztani. Ahhoz, hogy az u(b) =
feltétel teljesiiljon, az kell, hogy a w(b) = Auq (b)+(1—A)uq(b) = [ egyenldség is teljesiiljon.
Ebbdl konnyen kiszamolhato, hogy az ismeretlen A\ paramétert a

B — us(x)

uy(x) — ug(x)

A= (23)

képlet alapjan hatarozhatjuk meg. Ha az igy kiszamolt A értékét behelyettesitjiik a (22)
egyenletbe, akkor az ereteti (19) linearis peremérték-feladat megoldasat fogjuk megkapni.
Kérdés, hogy ezzel a modszerrel minden esetben meg tudjuk-e hatarozni a megoldast,
mindig ki lehet-e szamitani ezzel a képlettel a A\ értékét. Erre a kérdésre ad valaszt a

kovetkez§ tétel.

3.2. Tétel. (/2]) Tegyiik fel, hogy a (19) feladatnak létezik egyértelmd megolddsa. Ekkor

a kiovetkezd két eset kizil az eqyik teljesiilni fog.
o A (20) alaku megoldds lesz az eredeti feladat megolddsa.
o uy(z) —us(x) # 0 és ekkor a (23) képlettel ki tudjuk szdmolni a \ értékét.

Ezt azt jelenti, hogy minden olyan esetben amikor korrekt kitilizésd a feladatunk, a

numerikus megoldast is el fogjuk tudni allitani.

3.5. Belovéses modszer alkalmazasa MATLAB hasznalataval

Ebben a részben egy rovid példat szeretnék mutatni, melyben a peremérték-feladat

numerikus megoldadsahoz a Matlab programot fogom hasznalni. Tekintsiik a kovetkezd
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peremérték-feladatot:
u"(x) — 2u/(z) + u(z) =0,
(24)
u(0) =1, u(l) = 1.
Ennek a feladatnak analitikusan is ki tudjuk szdmitani a pontos megoldasat, amely a

kovetkez6:

u(x) = ze@ b, (25)

Ahhoz, hogy ezt a feladatot meg tudjuk oldani belévéses modszerrel, el6bb vissza kell

vezetniink kezdetiérték-feladatra:
Uy = ug,
wuy = 2uy — uy, (26)
u1(0) =1, ur (1) = 1.

Nézziik meg, hogy milyen megoldast kapunk erre a MATLAB-ban, ha a szel6 modszert

alkalmazva szeretnénk megoldani a feladatot (az iteraciot § és + értékekkel inditottam):

Belbovéses modszer - szeld modszer alkalmazasaval

Numerikus megoldas

RS Pontos megoldas

0.8

0.7

0.6

0.4F

03

0.2}

0.1F

1. 4bra. Belovéses modszer - szel6 modszer alkalmazasaval
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Lathato, hogy igy egy kozel linearis egyenessel kozeliti a megoldést.

Ennél jobb kozelitést szeretnénk, ezért nézziik meg, hogy milyen eredményt kapunk,
ha a MATLAB beépitett fiiggvényeit (oded5, fzero (olyan pontot keres, ahol az adott fiigg-
vény nulla.)) hasznéljuk a belovéses modszerrel valo kozelitéshez (azaz itt nem mondjuk

meg a programnak azt, hogy milyen modon oldja meg a nemlinearis egyenletet):

Belovéses modszer
B T T T T T

1 T T T T

[ = = = Numerikus megoldésn

0r Pontos megoldas

0.8

0.7 |-

0.6

3056

D.4

0.3

0.2

0.1F o -

1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

2. 4bra. Belovéses modszer

Itt mar egy nagyon pontos numerikus megoldast kaptunk, szemmel lathatéan tgy tdnik,
mintha visszakaptuk volna a pontos megoldést, azonban ez nem igy van. A program ki-
szamolja nekiink az egyes helyeken az eltérést a numerikus és a pontos megoldas kozott.

Nézziik meg az els6 néhany helyett vett eltérést:

0.0005 | 0.0004 | 0.0010 | 0.0021 | 0.1177 | 0.1643 | 0.0659 | 0.0004 | 0.1288 | 0.1791

1. tablazat. Egyes helyeken vett eltérés a numerikus és a pontos megoldas kozott
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4. A kétpontos peremérték-feladat numerikus megolda-
sa véges differencias moédszerrel

Ebben a fejezetben nem a kezdetiérték-feladatra valo visszavezetés modszerével fogjuk
megoldani a peremérték-feladatot, hanem diszkretizaljuk a megoldési tartoméanyt, majd
ezeken a diszkrét értékeken adunk egy kozelité megoldast. Ehhez meg kell hataroznunk
egy racshalot, melynek pontjaiban kozeliteni fogjuk a feladatban szerepld deriviltak- és
fiiggvények értékét véges differencidk modszerével. Latni fogjuk, hogy itt tulajdonképpen
egy algebrai egyenletrendszerrel helyettesitjiik a peremérték-feladatot, és igy hatarozzuk
meg a kozelité megoldasat. Fdéként linearis peremérték-feladatokkal fogunk foglalkozni,
igy az algebrai egyenletrendszerek is linearisak lesznek.

A numerikus derivalas elméletébdl tudjuk, hogy ha egy x; pontban szeretnénk ko-
zeliteni a fiiggvény derivaltjat, akkor azt megtehetjik véges differencias modszerekkel:
jobb oldali-, bal oldali-, kézépponti- és masodrendi kozépponti véges differencia. Most
az u fiiggvény derivéaltjanak értékét szeretnénk kozeliteni az x; = a + ih pontokban (i =

b— i+1) — UL
0,1,...N+1),ahol h = N +a1 a lépéskozt jeloli. Tudjuk, hogy u/(z;) = lim (@) — ul )7

p— l.
h1—>0 h
] W Tiy1) — UT;
ezért megfelelGen kicsi h esetén ( +1)h i)

kozelitése lesz a derivaltnak, és ezt a kozelitést nevezziik jobb oldali véges differencia-

elég kozel van u/(z;)-hez, tehat ez egy jo

nak. Hasonlé médon gondolkozva levezethets a tobbi véges differencias approximécio is.
Osszefoglalva felirhatjuk az alabbi kozelitéseket:
1. jobb oldali véges differencia:

u(zi1) — ulz;)

h

u'(;) ~

2. bal oldali véges differencia:
w(x;) — u(x;_q)

h

u'(;) ~

3. kozépponti véges differencia:
u/(xz) ~ U($i+1) - u(xi—l)

2h

4. méasodrendl kozépponti véges differencia (ezzel az u fiiggvény masodik derivaltjat

tudjuk kozeliteni):

" w(@it1) — 2u(@;) + u(wi-1)
u'(x;) ~ 2
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Emlékeztetsiil, a kovetkez6 Dirichlet peremfeltétellel adott feladatot szeretnénk meg-

oldani:
u"(x) + p(x)u'(z) + g(z)u(z) = r(),

u(a) =a, u(b)=p.
Tegyiik fel, hogy p(x), q(z),r(x) folytonos fiiggvények, és q(z) < 0 az (a, b) intervallumon

(27)

(ekkor (1d. 2.1 tétel) a peremérték-feladatnak létezik egyértelmii u(x) megoldésa). Mivel
analitikusan nem tudjuk megoldani ezt a differencidlegyenletet, ezért valamilyen numeri-
kus modszerrel megprobaljuk kozeliteni a pontos megoldast egy - az [a; b] intervallumon
altalunk konstrudlt - racshalo pontjaiban. Az egyszertiség kedvéért ekvidisztédns récsha-
l6val fogunk dolgozni. Jeldlje ezt a racshélot wy, a racshélé belsé pontjait wy,, a racshald

hatarpontjait pedig v, azaz

b_
a}h:{l'i:&—l-’ihi ’i:O,l,...,N+1, h = a}u

N +1
+ih ' —1.2..... N pobzo

wp =<4 T; =a+ih: i=1,2,...,N, = ,
4 N +1

y={to=a, ayn=b}.
Olyan fiiggvényt keresiink, ami jol kozeliti az u(z) pontos megoldast. Legyen g, az a
fliggvény, ami reményeink szerint jol kozeliti a pontos megoldést, és aminek értelmezési

tartomanya a racshalé pontjainak halmaza, azaz wy,.

4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a numerikus mddszer p-edrendben konvergens, ha

|u(t*) — yn(t*)| = O(hP), ahol t* rogzitett pont, és minden h értékre a rdcshdlonk eleme.

4.2. Definicio. Az ep(x;) = u(z;) — yn(x;) wp-n értelmezett figguényt hibafiigguénynek

nevezzik.

Az egyszertiség kedvéért vezessiik be a kovetkezs jelolést: ep(z;) := e;. Azt szeret-
nénk, hogy ez az e; hiba minél kisebb legyen, mert ez azt jelentené, hogy a kozelitG
megoldas kozel van a pontos megoldashoz. Vagyis elvarjuk, hogy ha a racshaloban csok-
kentjiik a lépéskozt (h — 0), akkor minden t* € wy, rogzitett pontra teljesiiljon, hogy
]lliir(l] |u(t*) — yn(t*)| = 0, azaz a numerikus modszer valamilyen rendben konvergens legyen.
Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy minél finomabb a racshalé (minél t6bb pontban ko-

zelitjiik a derivaltakat az ekvidisztéans racshalon), annal jobban megkozelitjiik a pontos
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megoldast is. Tegyiik fel, hogy ez az elvarasunk teljesiil, vagyis y,(x;) megfelelGen kozel
van az u(x;) pontos megoldashoz. Vizsgaljuk a megoldandé feladatot a racshald belsd
pontjaiban:

u'(x5) + plog)u' (z:) + q(as)u(z;) = r(2;) (25)

u(ro) = o, u(@ny1) =5,
ahol i = 1,2,... N. Ebben a feladatban az u”(x;)-et kozeliteni tudjuk a masodrendii
kézépponti véges differenciaval, az u/'(x;)-t pedig kézépponti véges differenciaval. Tehat
w(xip1) — 2u(z;) + u(w;—)
12

u(zo) =, ulrni1) =06,

uU\x; — U\T;—
+ p(x;) ( +1)2h (zi1) + g(z;)u(z;) + O(h*) = r(x;),
(29)
aholi =1,2,... N. Mivel feltettiik, hogy olyan ¥, racsfiiggvényt keresiink, amely kozel van
az u(x) pontos megoldashoz, ezért az u(x;) értékeket kozelithetjiik az gy (z;) fiiggvénnyel.
A (29) kozelitése tehat
gn(wip1) = 29n(@:) + Gn(wio1) _ p(xi)ﬂh(l’m) — Un(®i1)

+ q(@)gn (i) + (i),

h? 2h (30)
Un(zo) = o, Gn(wn41) = B
Az egyszertiség kedvéért bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket: gy (z;) =: i, u(z;) =: wy,

P

Ha ezt behelyettesitjiik a (30) egyenletbe, akkor rovid szamolas és atrendezés utan a

kovetkez6t kapjuk:

Cir1 — 26+ e ey — e e 20 + Uiy Ui — Ui g+ 7
h2 pZ 2h ql T h2 pl 2h qZ K3 (s

Az egyenlet jobb oldalan 16v6 kifejezést jelolje 1. Tehét

U; — 216@ + Ui— U; — Uj—
P = Uit - L i “% L i+ (31)

A I azt mutatja meg, hogy a pontos megoldas mennyire elégiti ki a numerikus megoldast

meghatarozé egyenletet, vagyis ez az Gn. reziduélis hiba, a numerikus modszer lokalis

approximaciés hibaja a pontos megoldason.

4.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy a numerikus mddszer konzisztens, ha }Lim0 P =0
%

amikor p > 1.

4.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a numerikus mddszer p-edrendben konzisztens, ha

Y= O(hP).
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4.1. A peremérték-feladat matrixos alakja

A (30) egyenletrenszert atrendezve a kovetkez6 linearis algebrai egynletrendszert kap-

juk:
Yo = @,
h 5 h 5 _
(1 + §pz’)yi+1 — (2= N"q;)y: + (1 — Epz')yiq =h"r; ,ahol 1 <i <N, (32)
Yni1 = f.

Ennek az egyenletrendszernek a matrixos alakja (a feni egyenlethél lathato, hogy az elsg
és az utolso valtozd (yo és yn1) értéke ismert, emiatt ezeket a valtozokat elimindlhatjuk,

és igy kapjuk a kovetkezs egyenletrendszert):

Ay =, (33)
ahol
—2-hq) (Q+1ip) 0 0 0
(1—4p) —(2—h%g) (1+4p) 0 o 0
4 0 (1—%ps) —(2-h%g) (1+5ps) 0 0
0 0 (1=bpvo1) —(2—h%an1) (14 Bpya)
Y 0 0 (1=%pw)  —@—haw)

. T
Y= [yl’ym---,yzv} ;

. T

T = [her — (1= 2p1)a, h?ro, hPrs, ... hPry_y, hPry — (14 %pN)ﬂ] :

A linearis algebra elméletébdl tudjuk, hogy a (33) rendszernek akkor, és csak akkor 1étezik
egyértelmi megoldasa, ha az A matrix regularis (Azaz egy olyan métrix, aminek van
inverze. Az ilyen matrixokat szokas nemszingularis matrixoknak is nevezni.). Ahhoz,
hogy meg tudjuk mutatni, hogy ez az A matrix mikor regularis, ahhoz elé6bb be kell

vezetniink néhany fogalmat.
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4.5. Definici6é. Egqy MxzM-es D mdtrizot szigorian diagondlisan domindns mdtriznak
nevezziik, ha legaldbb az eqyik teljesiil a kovetkezd két feltétel kioziil:

M
il > > |dy]

=15
M

il > > |djil
j=1,j#i
minden 1 =1,2,..., M eselén.

4.6. Tétel. ([3]) Ha eqy D mdtriz szigorian diagondlisan domindns mdtriz, akkor a D

mdtriz regquldris.

4.7. Kovetkezmény. ([3]) Tekintsik a (27) linedris peremérték-feladatot. Ha q(x) <0
és p(x) korldtos az (a,b) intervallumon (azaz van olyan P amelyre |p(x)| < P), akkor az
eredeti linedris peremérték-feladat (32) diszkrét verzidjanak létezik egyértelmd megolddsa,

feltéve hogy a lépéskiz kielégiti a hP < 2 feltételt.

4.8. Megjegyzés. Fontos kiemelni, hogy az eldzd tételben szerepel eqy feltétel, ami kor-
latozza a lépéskiz nagysdgdnak megudlasztdsdt:

h - max |p(z)| <2
z€la,b]

Ez a feltétel elégséges feltételt ad arra, hogy a (32) megoldhato legyen a q(x) < 0 feltétel

mellett.

4.2. Thomas algoritmus

Az el6z6 részben megnéztiik, hogy milyen esetben létezik megoldasa a peremérték-
feladatot approximalo (32) diszkretizacionak. Ebben a részben konkrét modszert fogunk
mutatni a feladat megoldasara. Egy NxN-es matrix megoldasihoz (Gauss eliminéciot
vagy barmilyen més direkt (nem iteracios) modszert alkalmazva) O(N?3) lépés sziikséges.
Viszont ha kihasznaljuk azt a tényt, hogy A egy tridiagonalis méatrix, akkor az aldbbi
algoritmussal O(N) lépésbdl megoldhatjuk a feladatot. Ahhoz, hogy numerikusan meg
tudjuk oldani az

Ay =r (34)
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linearis rendszert, LU felbontast fogunk alkalmazni. Azaz meghatarozunk két olyan méat-

rixot (L és U matrix), amelyekre igaz, hogy
A=LU. (35)
Igy két 1épésben megolhatjuk a (34) rendszert:
1. LZ=r

2. Uy =12

Mivel az A méatrix tridiagondlis, ezért az egész modszer O(N) lépésbdl megoldhato gy,
hogy ebbe beleszamit az is, hogy megtalaljuk az L és az U métrixot, és az is, hogy meg is
oldjuk az igy kapott egyenletrendszereket. Nézziik magat az algoritmust. Az egyszeriiség

kedvéért legyen az A méatrix alakja ebben részben a kévetkezd:

by ¢ 0 0 0 0
a9 bg Co 0 0 0
A— 0 as b3 C3 0 0
0 0 an-1 by-1 on-1
0 0 0 an bN

Ezutdn meghatérozzuk az L és az U matrixot a kovetkezd alakban:

| 1 0 0 O_ _61 ca 0 0 0 ]
aa 1 0 0 0 B2 ¢ O 0
LU=10 a5 1 0
0 0 Bn-1 cN-1
| 0 ay 1] [0 0 0 By

Elvégezve a szorzast, és a kapott matrixot a (35) egyenletbe helyettesitve a kovetkezd

egyenleteket kapjuk:
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1. sor: 51 = bl,
2. sor: asf = as, agcy + B = b,
j. Sor: Oéjﬂjfl = aj, Q;Ci1 + ﬁj = bj.

Ezeket az egyenletket méar kénnyen meg tudjuk oldani az ismeretlen «; és 3; értékekre:

ﬁl = bla
Q; .
aj:ﬁ- 1, Bj:bj—ozjcj_l, ]:1,2,...,N.
i
Legyen Z = [z, 2o, ..., 2n]|T. A kivetkezs algoritmussal oldjuk meg az egyenletrendszert:

1. Megoldjuk a LZ = r egyenletet, amelybdl megkapjuk a z; értékeket.

21 =T,

zj =7j —;zj1, ahol j=23,... N

2. Megoldjuk a Uy = Z egyenletet, amelybdl megkapjuk a y; értékeket.

ZN
YN =
M By
yj:%, ahol j = N —1,N —2,....1.
J

Ez az algoritmus gyorsan kiszamolja a megoldast, és csak 8 darab O(N) nagysagu tomb

taroldsara van SZﬁkSég ({aj}7 {bj}v {Cj}v {O‘j}a {Bj}7 {Tj}a {Zj}7 {yj})

4.9. Megjegyzés. Az A mdtriz egy tridiagondlis mdtriz, aminek o diagondlisdban szere-
pelnek a B;-k, ezért minden j esetén a B; # 0 egyenldség teljesil. Vagyis az algoritmus

manden esetben miukodik.

4.3. Hibabecslés

Ebben a részben azzal foglalkozunk, hogy a numerikus- és a pontos megoldés kdzott
mekkora lehet az eltérés. Korabban mér definidltuk, hogy milyen fliggvényt neveziink
a numerikus kozelités hibajanak, ezt jeloltiik igy: ej(z;) := e;. Mivel csak a kozelits
megoldas értékeit ismerjiik az adott pontokban (a pontos megoldas értékeit ezekben a

pontokban nyilvan nem ismerjiik), igy ezt a hibat nem tudjuk pontosan meghatarozni.
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Viszont sziikségiink van arra, hogy a hiba nagysaga meghatarozhato (becsiilhetd) legyen,
mert csak ebbdl tudjuk eldonteni, hogy megfelels 1épéskozt valasztottunk-e ahhoz, hogy
a numerikus modszeriink a kivant pontossagt megoldast adja, azaz, hogy megfelelGen

kozelitse a pontos megoldést. Ezért a tovabbiakban becslést adunk a hibara.

4.10. Tétel. ([3]) Legyen {y;}}X, a (32) diszkretizdlt feladat megolddsa. Jeldlje u(z) a
(27) peremérték-feladat pontos megolddsdt. Legyen P = maz ey |p(x)|, €s q(z) < Q < 0.

Ekkor a kozelités hibajdra teljesil az alabbi egyenldtlenség:

1 1
mazx|e;| = (EhQ(M4 + PM;) + 2p> ,
h2(|Q| + —(bf‘a)2)

ahol Mz = maz ey |[u'® ()], My = maz ey |u® (z)| és p az abszolit hiba (a kizelits és

a pontos érték kilonbségének abszolit értéke).

A numerikus moédszerek esetében nagyon fontos, hogy stabil legyen a modszeriink,
tehat ne forduljon el6, hogy ha egy picit modositjuk a bemend paramétereket, akkor a
megoldas nagyon nagy mértékben valtozzon. Ahhoz, hogy ezt ellenérizni tudjuk ki kell
szamitanunk az tugynevezett kondicidoszamot. A kondicidészam azt méri, hogy a bemend

adatok kis valtoztatdsaval mennyire valtozik meg a feladat megoldéasa.

4.11. Definicio. Legyen A egy requldris mdtriz. Ekkor a cond(A) = ||A7Y|-||A]| szdmot
az A madrtiz kondicidszdmanak nevezzik, ahol ||A|| az A mdtriz valamely vektornorma

szerint indulkdlt mdtriznormdja.

Nyilvan cond(A) > 1 és ha a kondiciészam kicsi, akkor beszélhetiink jol kondicionalt
feladatrol. A numerikus kozelités hibajat jelentGsen csokkenthetjiik, ha a kozépponti
differencia helyett a (27) feladatot a Numerov formulaval kozelitjiikk. Ekkor a diszkretizalt
feladat

Yo = @,
2

h )
Yir1 — 2Yi +Yio1 = —= | fix1 +10fi + fizn ], ahol 1 <i <N,
12 (36)

Yn+1 = [

alaki. Ez a rendszer linearis, ha a (12) egyenletben f(z,u) = —q(z)u + r(x).
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4.12. Tétel. ([3]) Legyen {y;}N, a (32) diszkretizdlt feladat megolddsa, amelyben az
egyenletrendszer linedris, azaz f(x,u) = —q(x)u + r(x). Fkkor az e; hibdra teljesil a

kovetkezd becslés:

max|e;| =

1 |
mhbMﬁ + 2p> s
h2<|Q| + —(b_sa)2>

ahol Mg = maz ey |u'® ()| és p az abszolit hiba.

4.4. Neumann és vegyes peremfeltételek

Tegyiik fel, hogy az x = a pontban a peremfeltétel
Aju(a) + Asu/(a) = a, (37)

ahol A; és A, adott konstansok. Ha A; = 0, akkor ez az in. Neumann peremfeltétel,
ha pedig A; - Ay # 0, akkor ez egy vegyes tipusu (in. harmadik vagy Robin-féle) perem-
feltétel. Most két modszert fogunk megnézni, amelyekkel altalanositani tudjuk a (32) és
(36) rendszereket arra az esetre, amikor ezek az egyenletek nem Dirichlet peremfeltétellel
vannak megadva, hanem Neumann vagy vegyes peremfeltételekkel.

1. moédszer: Ez a modszer kizarélag a masodrendben pontos approximacio altala-
nositasa esetén mikodik, igy el6szor az u'(a) megfelels masodrendii kozelitését kell meg-
talalnunk. Legyen x_; = a — h, ekkor ebben a fiktiv pontban a kozelit6é megoldés értéke
y_1. Igy meg tudjuk hatarozni u'(a) mésodrendii kozelitését a kézépponti differencia
segitségével:

W'(a) = yl;—hy* +O®h).

N h—-y

Ebbél ha elhagyjuk a hibatagot, akkor az u'(a) 5 —L kozelitést kapjuk, melyet a

(37) peremfeltételbe helyettesithetiink:
AlyO + AQ% = Q. (38)

Az x = a pontban a (32) diszkrét feladat
h 2 h 2
1+ §P0 Y1 — (2 —h Qo)yo +({1-— §P() Y_1 = h Ro (39)
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alaku. (Itt feltételezziik, hogy az egyenletet ki tudjuk terjeszteni a hatarpontra is.) A
(38) és a (39) egyenletek helyettesitik az eredeti (32) diszkrét feladatban az yo = «
peremfelételt, ezért a megoldando rendszeriink NxN helyett mér (N +2)x(N +2) méretiire
valtozott. Ez valojaban azt jelenti, hogy két 1j ismeretleniink van: y_; és yo. Ugyanakkor
felesleges ezzel a két egyenlettel dolgoznunk ((38) és a (39)-vel), mivel egyszertbb ha a (38)
egyenletbdl kifejezziik y_; -et, és a kapott eredmény behelyettesitjiik a (39) egyenletbe.
gy a kovetkezs egyenletet kapjuk:

A h
o 2o _opdif N
o [2 h*Qo —2h7 (1 2P0>

2

h
yo = h*Ro + 2’“‘,4% (1 —~ §Po>. (40)

Tehat ezzel fogjuk helyettesiteni a yo = a peremfeltételt. Igy tulajdonképpen végiil N + 1
egyenletbdl fog allni a rendszeriink, amiben N + 1 darab ismeretlen szerepel. (A (40)
egyenletbdl latszik, hogy miért sziikséges az a feltétel, hogy As # 0, ugyanis ekkor ez az
egyenlet egy Dirichlet peremfeltételnek felelne meg.) Kordbban volt sz6 arrél, hogy ha a
lépéskor teljesiti azt a feltételt, hogy h-mazycp|p(r)| < 2, akkor a Dirichlet peremfelté-
tellel megadott feladatnak létezik egyértelmii megoldasa, mivel ekkor az egyiitthatomatrix
szigornan diagonalisan dominans, és emiatt regularis. Ha a (40) egyenlettel helyettesitjiik
a peremfeltételt, akkor az egyiitthatomatrix tovibbra is szigorian diagonélisan dominéns
marad, feltéve, hogy A;A; < 0 (Ez egy elégéges feltétel, nem pedig sziikséges. Van
olyan eset, hogy akkor is létezik egyértelmd megoldéas, amikor ez a feltétel nem telje-
siil.), illetve g(z) < 0 és h - maz,cpy|p(x)| < 2. Ha a peremfeltételt a (38) és a (39)
egyenletekkel helyettesitenénk, akkor mar nem lenne szigortian diagonalisan dominans az
egylitthatomatrix, tehat ez is indokolja, hogy ezek helyett a (40) egyenlettel helyettesitsiik
a peremfeltételt. A méasik ok, amiért érdemes a (40) egyenlettel helyettesiteni, hogy ebben
az esetben az egylitthatomatrix tridiagonalis marad (mig a (38) és (39) esetében ez nem
igaz), ezaltal gyorsan megoldhato a rendszer, példaul a korabban bemutatott Thomas
algoritmussal.

2. modszer: Ennél a moédszernél nincs sziikség egy fiktiv pontra a kozelités megha-
tarozasédhoz, mivel itt a jobb oldali differencia segitségével fogjuk kozeliteni a derivaltat.
(Tehat ez alkalmazhaté abban az esetben is, amikor az egyenletiinket a fizikai meggondo-

lasok alapjan nem lehet kiterjeszteni az eredeti megoldési tartomany hatarpontjaira.) A
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numerikus derivalas elméletébdl ismerjiik a jobb oldali differenciat, amely a kovetkezd:

u(zi1) — ulz;)
. )

U'(Iz‘) ~
Jelen esetben ez a kozelités

’ Uij+1 — U4 h " 2
- - " h
U, A + 2uZ +O( )

alaki, ahol uf értékét (27) alapjan ki tudjuk fejezni az r — pu} — qu; kifejezéssel, azaz

i1 —u | h
u; = % + 5(7’Z — pul; — qu;) + O(R?).

Az egyenlet jobb oldalan szerepl6 u;-at ugyancsak tudjuk kozeliteni egy alacsonyabb rend

kozelitéssel:

I L N L il
w; = ? +2<n pll . + O(h)

— qiui> + O(h?).

Igy a (37) peremfeltételt helyettesiteni tudjuk az

U1 — U h Uy — Uo
— = 79— — ol =«
A 5 0 — Po A doUo

kifejezéssel. Ez masodrendben pontos kozelitése a peremfeltételnek. Ha negyedrendben

A1U0 + Ag

pontos kozelitést szeretnénk, akkor az u/(z) kozelitésére a Numerov formulat alkalmazzuk.

Vagyis
uj = Hh B ﬁ<7fi +6fiv1 — fira) + O(hY). (41)
Ez az x = a helyen (vagyis amikor i=0):

p U1 — U

—2%(7f0+6f1—f2)+0(h4)' (42)

A 2. moédszer alkalmazasa soran egyik esetben masodrendben pontos differencidval ko-
zelitettiik a derivaltakat, a masik esetben pedig negyed rendi volt a kozelités. Amikor
a masodrendii kozelitést alkalmaztuk, akkor egyrészt az egyenletrendszer egyiitthatémat-
rixa tridiagonalis volt, igy kénnyen meg tudtuk oldani Thomas algoritmussal, mésrészt
pedig szigortan diagonélisan dominans matrix volt, igy létezett egyértlemd megoldasa a
rendszernek. Viszont abban az esetben, ha negyedrendben pontos kozelitést alkalmazunk,

akkor az egyiitthatomatrix mar nem tridiagonalis. Ezt a probléméat kétféleképpen tudjuk
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kikiiszobolni. Az egyik lehetdség, hogy a (42) helyett egy alacsonyabb rendii kozelitést

alkalmazunk, ami a kévetkezs:

= = - g(2fi + fi) + O, (43)

Ekkor veszitiink ugyan a modszeriink pontossagabol, viszont ugyanigy tridiagonalis ma-
rad az egylitthatoméatrix mint a masodrendben pontos kozelitések alkalmazasa esetén, igy
konnyen megoldhatd lenne a rendszer. A masik lehetGség a probléma megoldasara egy
ujabb modszer alkalmazisa, amelyet Sherman-Morrison algoritmusnak neveziink. Err6l

lesz sz6 a kovetkezd részben.

4.5. Periodikus peremfeltétel - Sherman-Morrison algoritmus

Az el6z6 részben felmeriilt az a probléma, hogy a peremfeltétel helyettesitése soran
negyedrendd kozelitést alkalmazva a rendszeriink egyiitthatomatrixa mar nem tridiago-
nalis. Viszont amikor a peremérték-feladat periodikus peremfeltétellel adott, akkor az
egylitthatoé matrix nagyon hasonlo egy tridiagonalis méatrixhoz (attol csak minimalisan
kiillonbozik). Ebben a részben a Sherman-Morrison algoritmust fogjuk alkalmazni, mely-
t61 azt varjuk, hogy O(N) 1épésbdl ki tudja szamolni az A matrix inverzét, vagyis A~ -et.

Ebben a részben a peremérték-feladathoz periodikus peremfeltételeket fogunk megadni:

u"(x) + p(z)u'(z) + q(z)u(x) = r(z), ahol z € (a;b),
u(a) = u(b). (44)

Ha a kordbban targyalt médon felirjuk a kozelitéseket, akkor a kovetkez6 rendszert kapjuk

(a (32) helyett):

Yo = YN+1,

h h .
(1+ Epi)yiﬂ — (2 — R%q)yi + (1- §pi)yi_1 =h%r; ,aholi=0,1,...,N. (45)

Eddig a numerikus megoldast az ¢ = 0,1,..., N + 1 indexekre kerestiik. Mivel a feladat
periodikus peremfeltétellel rendelkezik, ezért megtehetjiik, hogy periodikus moédon kiter-

jesztjiik ezt az indexelést az i = —1, -2, ... illetve az ¢ = N + 2, N + 3, ... indexekre is,
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azaz legyen

Yoi = YN+41—i €8 YNt = Yi-1-

(Tehét y—1 = yn és yn+1 = Yo.)
Nézziik meg, hogyan néz ki a (45) rendszer az i = {0; N} esetekben.

1=0:
(1+ﬁp)y — (2= h%qo)y +(1—ﬁp)y = h’r,
20 1 0)Y0 20 —1 0
YN
1= N:

h h
(1+ EpN) yn+1—(2 = RPqn)yn + (1 — §pN)yN—1 = h*ry

Yo

Ezek alapjan a (44) matrixos alakja

ApyP = rp7 (46)
ahol
—(2-Nhq) (14 5m) 0 0 . (1= Lpp)
(1-4p) —2-hq) (1+%4p) 0 0
A — 0 (1—12py) —(2=h%p) (1+2p) 0
p =
0 0 (1= §pv-1) —(2—h%qn-1) (1+ §py-1)
i (1+%pN) 0 0 (1_ %pN) _(2_h2qN>
. T
Yp = [ymyl,yz,---,ij )
T
Fp = [hQT(), h27"1, h2’f‘2, R h27“N_1, l2TN:|

Vegyiik észre, hogy ez a rendszer annyiban kiilonbozik a (33) rendszertsl, hogy ez eggyel

nagyobb méretd, azaz (N + 1)x(NN + 1)-es, és ebben az A, matrix mar nem tridiagonalis,

mivel a bal als6- és a jobb felsG sarokban is megjelent egy-egy nem nulla elem. Ugyanakkor

ez igy "nagyon hasonl6" egy tridiagonalis matrixhoz. Ennek a rendszernek a megoldaséra

fogjuk alkalmazni Sherman-Morrison algoritmust.

Legyen @ € RV*! egy olyan vektor, aminek az egyetlen nem nulla eleme az i-edik eleme,

és 7 € RN*! olyan vektor, aminek az egyetlen nem nulla eleme a j-edik eleme. Ekkor

a diadikus szorzatuk, azaz C' = wzT egy olyan (N + 1)x(N + 1)-es métrix, melynek az
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egyetlen nem nulla eleme a C;; = w,;Z;. Hasonloan, tegyiik fel, hogy ezekben a vektorokban

két elem nem nulla, vagyis a mi esetiinkben
W= [wo,O,...,O,wN]

és
T
z = [ZU,O,...,O,ZN} -

Ennek a két vektornak a szorzataként kapjuk a C' matrixot:

-woZo 0 ... 0 wozN-
0O 0 ... 0 0
O =
0O 0 ... 0 0
| WNZo O ... 0 WN2N |

Igy a (46) rendszerben szerepld A, matrixot megadhatjuk valamilyen tridiagonalis matrix
(legyen ez a MAtTiX Aprigiag € RVHTVXNHDY g5 a7 elgbb felirt C = w27 matrix 6sszegekeént,
vagyis

Ay = Apridiag + 07 (47)

Ennek a A, matrixnak az inverzét O(N) lépésbdl ki fogjuk tudni szamolni a Sherman-

Morrison algoritmus segitségével, mivel az Ay4iq, matrix invertalasa konnyen elvégezhetd.

4.13. Tétel. (/3]) Legyen B € RMM mytriz, @,v € RM wektorok, és tegyiik fel, hogy
det(B) # 0 és det(B + wv?) # 0. Ekkor teljesiil, hogy

B lavT B!

B+ut' ) ' =B ————.
(B +at") 1+ vTB~-u

(48)

Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon szerepl6 tortnél a nevezében skalar szerepel, ugyanis
a B~ egy oszlopvektor, amit balrol egy sorvektorral (1) megszorozva skalart kapunk.
Ahhoz, hogy ez a formula jol miikodjon sziikség van arra, hogy a B matrix inverze kénnyen
kiszamithato legyen. Tehat valamilyen specialis matrixnak kell kennie, példaul tridiago-

néalis méatrixnak.

R]W M

4.14. Kovetkezmény. Legyen B € mdtriz, i,0,¢ € RM vektorok, és tegyiik fel,

hogy det(B) # 0 és det(B + uv') # 0. Legyen a BT = ¢ egyenletrendszer megolddsa
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8y
I
Qy

T, € RM és a By = @ egyenletrendszer megolddsa i, € R™. Ekkor a (B + uv?)
eqyenletrendszer megolddsa megkaphato a kivetkezd formuldval:
R

f:fm—_ — m:-
1—|—17Tymy

Tehat két, B matrixua linearis algebrai egyenletrendszert kell csak megoldanunk!
A Sherman-Morrison formula valojaban specidlis esete a Sherman-Morrison-Woodbury
formulanak. A Sherman-Morrison-Woodbury formula alapjan egy adott egyenletrendszer

egyiitthatomatrixat fel tudjuk irni a kévetkezd alakban:
B = By + W07 + tavs + -+ + vy

Viszont, ahogy a (47) egyenlet alakjan is latszik, nekiink most csak egy matrixxal vald
perturbalasra van sziikségiink, igy nem fogjuk &ltaldnos esetben targyalni a modszert,
csak a specialis esetre vonatkozoéan irjuk fel az algoritmust. Kordbban mar levezettiik,
hogy az A, méatrix felirhato
Ap = Avridiag + wzt

alakban, ahol az Aigia, € RVT*V+Dm4trix inverze konnyen kiszdmithato és 0, Z meg-
felel6en valasztott vektorok. Jeldlje y, = yp, € RN az Ay g0y, = 75 egyenletrendszer
megoldasat, és jelolje d = d:) € RN*! az Amdiang =  egyenletrendszer megoldasat. A

(4.14) kovetkezményt felhasznéalva kapjuk a kovetkezdket:

= I, (49)

yl_;l = y;O o
Ez az y, = y,, € RV lesz a megoldasa az (Ayigiag + W2T)y, = 7, egyenletrendszernek.

L Tdy -
dy = dy — —22_ (50)
1+ 27d,
Ez az d = d; € RN lesz a megoldasa az (Atridiag + ?ﬁET)J: W egyenletrendszernek.

Tehat az algoritmus:

1. Megoldjuk az Asigiegyp = 7p egyenletet, igy megkapjuk ennek megoldasaként az

Up = Ypo Ertéket.
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2. Megoldjuk az Am(imgcf = o egyenletet, igy megkapjuk ennek megoldasaként az
d = dy értéket.

3. Kiszamitjuk a kovetkezs z; értéket, amely mar a (46) egyenlet megoldéasat fogja

jelenteni:
I —
Z Ypo 7

Ypy = Ypo — ———=dp.
pP1 Po 1+5Td0

4.6. Véges differencias moédszer alkalmazasa MATLAB hasznala-

taval

Nézziik meg, hogy véges differencias modszerrel hogyan oldja meg a MATLAB ugyan-
azt a feladatot, amit korabban a bel6véses modszernél oldottunk meg MATLAB segitseé-
gével. Tehat tekintsiik a kévetkezd peremérték-feladatot:

u'(x) — 2u'(z) + u(x) =0, (51)

Ennek a feladatnak analitikusan is ki tudjuk szamitani a pontos megoldasat, amely a
kovetkezs: u(z) = xe®V. Nézziik meg, hogy milyen megoldast kapunk erre a MATLAB-
ban, ha a beépitett bup4c rutint alkalmazzuk.

Veges differencias modszer
1 T T T T T T T T T

— = = Numerikus megnldésl

uar Pantos megoldas
0.8k
0.7
0.6+
S 05K
0.4
0.3
0.2
-~
-
01} /_.-A"' -
‘_,.M
0 hem L L 1 L - ! L L L J
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

3. abra. Véges fdifferencias modszer
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A fenti képen lathato, hogy a belovéses modszerhez hasonléan, ezzel a modszerrel is
szinte visszakapjuk a pontos megoldast. Nézziik meg, hogy milyen eltérés van a numerikus
és a pontos megoldas kozott abban az esetben, amikor a (0;1) intervallumot 10 részre

osztjuk (azaz h = 10):

0.0594 | 0.0996 | 0.1281 | 0.1506 | 0.1714 | 0.1930 | 0.2164 | 0.2409 | 0.2642 | 0.2821

2. tablazat. Egyes helyeken vett eltérés a numerikus és a pontos megoldéas kozott, amikor

h = 10.

Nézziik meg ugyanezt az eltérést gy, hogy finomitjuk a racshélot, és 10-es 1épéskoz helyett

100 alappontban kozelitjik a megoldast:

0.0030 | 0.0098 | 0.0169 | 0.0238 | 0.0306 | 0.0373 | 0.0438 | 0.0501 | 0.0623 | 0.0681

3. tablazat. Egyes helyeken vett eltérés a numerikus és a pontos megoldas kozott, amikor

h = 100.

Tehat latszik, hogy finomodé racshald esetén egyre kisebb lesz az eltérés a numerikus- és

a pontos megoldés kozott.
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5. Osszefoglalas

Nagyon sok olyan modszer 1étezik, amelyek segitségével peremérték-feladatokat tu-
dunk numerikusan megoldani. Ez a témakdr hatalmas ismeretanyagot foglal magaba.
Szakdolgozatom elkészitése soran igyekeztem minél atfogobb képet adni ezekrdl a meg-
oldési modszerekr6l. Azok utan, hogy megnéztiik, milyen feltételek mellett oldhaté meg
a peremérték-feladat, a beldvéses- és a véges differencias modszerrel valé megoldasukat
vizsgaltam.

A belovéses modszer alkalmazasa is tobb modon torténhet. Ezen modok koziil harom-
félét ismertettem. Megnéztiik az intervallum-felezé modszert, melynek hatranya az volt,
hogy két ellentétes elGjeld pontbol kellett inditani az iteraciot. Ezzel szemben a szel6mod-
szernél erre nem volt sziikség, egy pontbol inditottuk az iteraciot, viszont ennek az volt a
hatranya, hogy a médszer konvergencidja nem minden esetben volt biztositott. Végiil a
Newton-modszert néztiik meg, melynek elénye a korabbiakkal szemben, hogy mésodrendd
konvergenciat biztositott.

A véges differencids modszerrel valé megoldasnal azt az alapotletet alkalmaztuk, hogy
egy ekvidisztans racshalé pontjaiban kozelitettiik a megoldas értékét. Lattuk, hogy a
peremérték-feladat felirhato algebrai egyenletrendszerként, amit fel tudtunk irni matrixos
alakban. Ennek a megoldasira a Thomas algoritmust alkalmaztuk. Ezek utdn a nume-
rikus modszer hib4jara vonatkozoan adtunk becslést. Szd volt a kondiciészamrol, mely
azt méri, hogy a bemend adatok valtoztatasaval mennyire valtozik meg a feladat megol-
dasa. Lathattuk azt is, hogy ha a Numerov formuléval kozelitjiik a derivaltakat, akkor
jelentdsen csokkenthetjiik a modszer hibajat. Ezutan két modszert néztiink a Neuman-
vagy vegyes peremfeltétellel adott peremérték-feladat megoldasara. Az egyik modszer
csak masodrendben pontos approximéacio esetén miikodott és itt kiterjesztettiik a megol-
dasi tartoméany az egyik végpontra. A mésik modszernél nem volt sziikség erre a kiter-
jesztésre, és itt a Numerov formula segitségéval negyedrendben pontos approximéciot is
tudtunk adni. Végiil megnéztiik az az esetet, amikor periodikus peremfeltétellel adott a
peremérték-feladat. Ekkor a differenciélegyenlet matrixa nagyon hasonl6 egy tridiagonélis
matrixhoz, és ezt kihasznalva alkalmaztuk a Sherman-Morrison algoritmust a megoldés

kiszamitasahoz.
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6. Fiiggelék

A numerikus modszerek szemléltetésére szolgald abrak elkészitéséhez hasznalt kodok,
amelyek megirasdhoz a MATLAB programcsomagot hasznéaltam.

A 1. abrdhoz tartozo kod:

function [x,u|=bvpsec(zl,z2)
syms u(x);
V = odeToVectorField (’D2u =— 2xdiff(u) — u’, ’x’);
dudx = matlabFunction (V, ’vars’, {’x’, 'Y'});
[x1,ul] = ode45(dudx, [0,1], [0,z1]);
[x2,u2] = oded5(dudx, [0,1], [0,22]);
i = 1;
phil = ul(end, 1) — 1;
phi2 = u2(end, 1) — 1;
while (abs(z2 — z1) > 0.000001)
tmp = z2
22=21—(21—22) /(phil —phi2 ) +phil
z1 = tmp;
[x1,ul] = ode45(dudx, [0,1], [0,z1]);
[x2,u2] = oded5(dudx, [0,1], [0,22]);
phil = ul(end, 1) — 1;
phi2 = u2(end, 1) — 1;

i =14+ 1;
end
X — X2;
u = u2;

plot(x, u(:,1), 'r’, x, x.xexp(x—1), 'b’)

xlabel ('x")

ylabel(’'u’)

title (’Belovéses modszer — szeld modszer alkalmazéasaval’)
legend ( 'Numerikus megoldas’, ’Pontos megoldas’)
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27 end
A 2. abrdhoz tartozo kod:

1 function shooting method

2 cle

3 clear all

4 x = 0.05;

5 x1 — fzero(@solver, x);

6 end

7

8 function F = solver (x)

9 options = odeset (’RelTol’, 1le—8, "AbsTol’, [le—8, 1le—38]);
10 [t, u] = oded45(@equation, [0,1], [0,x]|, options);
11 s = length(t);

12 F=nu(s,1) — 1;

13 up = t.xexp(t—1);

14 hiba = u(:,1) — up

15 figure (1)

16 plot(t, u(:,1), ’r’, t, t.xexp(t—1), ’b’)

17 xlabel ('x ")

18 ylabel ('u’)

19 title (’Belovéses modszer’)

20 legend ('Numerikus megoldas’,’Pontos megoldas’)
21 end

22

23 function du = equation(t,y)

24 du = zeros(2,1);

25 du(1) = y(2);

26 du(2) =2 = y(2) — y(1);
27 end

A 3. abrdhoz tartozo kod:
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1 function |[x,u]| = finite difference

2 solinit = bvpinit (linspace(0,1,100) ,[1 0]);
3 sol = bvpdc(@twoode ,Qtwobc, solinit);

4 x = linspace (0,1);

5 u = deval(sol ,x);

6 up = x.kexp(x—1);

7 hiba = u(1,:) — up

8 plot(x, u(l,:), 'r’, x, x.xexp(x—1), 'b7)
9 xlabel ('x")

10 ylabel(’'u’)

11 title (’Véges differencias modszer’)

12 legend ( 'Numerikus megoldas’, ’Pontos megoldas’)
13 end
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