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Bevezetés

Sokat gondolkodtam azon, hogy milyen témét valasszak a szakdolgozatomnak,
egy dologban voltam biztos, hogy grafokkal és grafalgoritmusokkal szerettem vol-
na egy témakort feldolgozni, méghozza olyant, amelynek a gyakorlatban, a va-
losagban is lehet szerepe. A Grafok és algoritmusok o6rén, harmadik félévben
talalkoztam elGszor folyamokkal és a hozzajuk kotéds algoritmusokkal, amelyek
mar akkor felkeltették az érdekldésemet. A témat magat témavezet6m ajanlot-
ta nekem. Egy olyan kérdéskorrel foglalkozhattam a szakdolgozatomban, amely
olyan matematikai modellekkel és algoritmusokkal foglalkozik, amelyek evakua-
cios problémak megoldasanal alkalmazhatéak. Evakuacio alatt az értends, hogy
egy adott épiiletb6l vagy teriiletb6l minél tébb embert szeretnénk eltévolitani
ugy, hogy az evakuaci6 ideje a lehetd legrovidebb legyen. Rengeteg olyan mo-
dell létezik, amelyek ezt a problémat jarjak koriil, ezek koziil azonban csak péar
keriil emlitésre a dolgozatomban. Természetesen mar olyan modellek, amelyek
bonyolultabbak, azonban ez talan egy koévetkezd dolgozat témaja lehet.

A szakdolgozatom négy fejezetbdl all. Az els6ben a tobbségében egyetemi
kurzuson tanult és ismert statikus folyam definiciokkal és allitasokkal foglalkozik,
amelyek a dolgozat alapkoveit szolgaljék és sziikséges annak megértéséhez. A ma-
sodik részben megjelennek mar a dinamikus elemek, bemutatom a folyamok és
halozatok idGbeli kiterjesztését. A harmadik fejezetben olyan dinamikus modelle-
ket mutatok be, amelyek az el6z6 fejezetben leirt idGbeli kiterjesztésekre tamasz-
kodik. Mindegyik modell kiilonb6z& szempontbél tekint a problémara és mas-mas
tényez6t probal meg optimalizalni. A negyedik fejezetben pedig 6sszekapcsolom a
matematikit a valosaggal, vagyis az evakuéciés probléméaval, megmutatom, hogy
melyik fentebb emlitett modell milyen kapcsolatban van a menekiilési utvonalak

megtervezésében és azok hatékonyabbd tételében.



1. fejezet

Statikus folyamok

Ebben a fejezetben a statikus folyamokkal kapcsolatos alap definiciokat nézziik
meg annak érdekében, hogy a kiovetkezd részben a dinamikus folyamok esetében
tudjunk rajuk hivatkozni, épitkezni. A [5], [1] és [9] cikkeket hasznéaltam fel ebben

a részben.

1.0.1. Definicié. Legyen G = (V, A) egy iranyitott graf, ahol feltessziik minden
csucs kozott talalhatod legalabb egy Ut és nincsenek hurokélek. Ha G élein defi-
nialva van egy u : A — R kapacitasfiiggvényt, amelyre teljesiil, hogy u(e) > 0
Ve € A élre, valamint léteznek s # t € V kitiintetett csicsok, amelyeket forrasnak

és nyel6nek neveziink, akkor G-t hélozatnak hivjuk.

Jelolje 07 (v) azokat az iranyitott éleket, amelyeknek a v € V csics a kezdo-

pontja, mig 0~ (v) pedig azokat, amelyeknek v a végpontjuk.

1.0.2. Definicié. Statikus folyamon egy olyan f : A — R fiiggvényt értiink,

amelyre teljesiilnek a kovetkezs feltételek:
(i) Ve e A, 0 < f(e) < u(e) (kapacitasmegszoritas vagy megengedettség);

(ii) Yo e V\{s,t}, Z fle) = Z f(e) (megmaradasi szabaly);
5= (v) ot (v)
Az f folyam értéke ekkor
F1=>=> fle)=>Y_ fle)= > fle).
5(t)  6t() 5= (s) 5+ (s)

Azokat a folyamokat, amelyekre teljesiil az elsG feltétel szokis megengedett
folyamoknak is nevezni. Technikai okokbol a kévetkezSkben tegyiik fel, hogy G-

ben minden v € V csiics esetén 1étezik egy s — v és egy v — t ut, mivel azok
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1. FEJEZET. STATIKUS FOLYAMOK 4

a csucsok, amelyekre ez nem teljesiil nem bizonyulnak hasznosnak, ugyanis, ha
folyamot kiildiink s-bél t-be, ezért a hozza tartozo élekkel egyiitt akar tordlhetjiik
is a halozatbol. Bizonyos feladatokban az éleken nem csak egy kapacitasfiiggvényt
értelmeziink, hanem egy tugynevezett c. koltségfiiggvény is, amely azt hivatott
megmondani, hogy milyen koltséggel jar egy folyamegység atkiildése az adott

élen.

1.0.3. Definicié. Legyen SUT =V, ahol s € § ést € T teljesiil. Ekkor V-nek

vt

ezen particiojat (S,7T) vagasnak nevezziik. A vagas kapacitasa:
u(S,T) = Z u(vw),
veSWeT , vweA
a folyam értéke pedig:

f8Ty = > flowy— Y flww).

veS,weT vweA veS,weT vweA
Minden e = (v,w) € A él esetében értelmezziink egy ugynevezett & = (w,v)
visszaélet. Megfigvelhetjiik, hogy, ha e € A, akkor & ¢ A, mivel G-ben barmely
két cstics kozott taldlhato legalabb egy iranyitott él.

1.0.4. Definici6é. A G = (V, A) halézatbdl szarmaztatott kétiranyt halozaton
e >
egy olyan G = (V, A) halozatot értiink, amelynél A = AU {%|e € E}.

1.0.5. Definici6é. Legyen f egy megengedett folyam G-ben. Egy tetszGleges
e € A él rezidualis kapacitasan a c(e)— f(e) értéket értjiik, a bel6le szarmaztathato
‘e élen pedig a f(e)-t. Ekkor Gy = (V, Ay)-et rezidualis halozatnak neveziink,

e
amely minden A -beli élet tartalmaz pozitiv rezidudlis kapacitasokkal.
Jelblje P és C az éldiszjunkt s — ¢ utak és korok halmazat a G folyamban.

1.0.1. Allitas (Folyamdekompozicio-tétel). Minden statikus f s —t folyamnak
létezik egy (f(P))pepuc folyam dekopozicidja, ahol f(P) > 0 minden P € PUC
esetén, valamint teljesil, hogy
fley=">_ [P,
PePUC;ecP

tetszdleges e € A élre.

1.0.6. Definicié. Legyen G = (V) A) egy iranyitott graf, agy, ahogy a halozat
esetén is. Itt is értelmeziink egy = : A — R fiiggvényt a G iranyitott élein,
amelyre f-hez hasonldan teljesiilnie kell a kapacitdsmegszoritasnak, azonban nem

tiintetiink ki egyetlen csticsot sem. Ebben az esetben z-et &ramnak nevezziik.



2. fejezet

Dinamikus folyamok

Ebben a fejezetben bemutatom a [5] és [3] olvasményok segitségével, hogy hogyan
kapunk statikus folyamboél dinamikus folyamokat az id6, mint 4j tényez6 hozza-
adasaval. Ezutan pedig néhany fontosabb probléméval és azok megoldasaival
ismerkedhetiink meg.

Bizonyos problémak modellezése sokkal kézelebb keriil a valésdghoz, ha beve-
zetjilk az id6t, mint egy 1) valtozd, amely befolyasolni fogja a modell mikddését.
Ilyen lehet példaul, ha valamilyen kommunikacios, szallitasi vagy esetleg evaku-
acids problémat szeretnénk modellezni. Hiszen ha belegondolunk észrevehetjiik,

hogy ezen esetekben fontos tényezGként jelenhet meg az idé.

2.1. Folyamok az idében

A kovetkezdkben a folyamokat az id6ben egy rogzitett 0 < T idGhorizonton fogjuk
értelmezni, amely mas szoval azt mondja meg, hogy mennyi ideig van folyam a

hél6zatban.

2.1.1. Definicid. Idgbeli halozaton egy olyan (G = (V, A), s, t,u) halozatot ér-
tiink, ahol minden e € E élen értelmeziink egy 7(e) > 0 atfutasi idét, vagy

hosszot.

Amikor héalézatokrol beszéliink értelmezhetjiik azt agy is, mint egy csérend-
szert, ahol az iranyitott élekre gy tekinthetiink, mint csévekre, a csicsokra pedig,
mint az eldgazasokra a rendszerben. Ha ezekbe valamilyen folyadékot engediink,
akkor az hasonléan fog viselkedni, mint maga a folyam. Egy csének van atmérgje
és hossza, mig el6bbi azt hatarozza meg, hogy egyszerre mennyi folyadék tud

atfolyni rajta, vagyis annak kapacitasat, addig az utébbi azt mondja meg, hogy

5



2. FEJEZET. DINAMIKUS FOLYAMOK 6

mennyi idére van sziikség, hogy egy folyamegység atérjen egyik elagazasbol a
mésikba. Ehhez képest az id6beli folyamot a kévetkezGképpen tudjuk formalisan

definialni:

2.1.2. Definicié. Egy f folyamot idbeli folyamnak neveziink a T" id6horizonton,
ha létezik egy f. : [0,7) — Ry Lebesgue-integralhaté fiiggvény minden e € F
esetén, valamint f.(0) = 0 teljesiil, minden 6 > T — 7(e)-re. Ebben az esetben a

fe(0)-t az e él 6 idGpillanatbeli dramlasi sebességének nevezziik.

Annak érdekében, hogy egyszertsitsiink a fogalmon f, fliggvény értelmezé-
si tartoméanyat szokds R-nek tekinteni, ebben az esetben f.(f) = 0 minden
0 ¢ [0,T)-re. Tekintsiik példaként az 2.1. abrat, amely egyetlen e élbdl és két
cstesbol (s és t) allo halozat. Tegyiik fel, hogy 2 méasodperc alatt folyik &t raj-
ta egy folyamegység, vagyis 7(e) = 2 valamint, hogy pontosan 2 folyamegységet
szeretnénk atengedni rajta. Ha a folyam belép az e él tovénél 6 idGpillanatban,
akkor pontosan 7(e) idGegység miulva érkezik meg az e irdnyitott él fejénél, azaz
0 + 7(e) id6 alatt. Tehat, ha 0,0 masodperckor kezdjiik el beleengedni a fo-
lyadékot a csérendszerbe, akkor az abban a pillanatban még nem fog latszani,
azonban példaul 0,5 masodperckor mar megjelenik egy folyamegység fele, a ma-
sodik masodpercben a rendszer tele lesz és 4 mésodperc alatt fog teljesen kiiiriilni
a halozat. Minden e irdanyfitott él fejénél a kiaramlas sebessége 6 idépillanatban
fe(@—7(e)), amely a példa esetében barmely 6 € [2,5; 4] esetén 1, kiilénben pedig
0. Az el6z6 definicio biztositja, hogy minden folyam rész tavozott az e élbsl T

id6 alatt, mivel f.(0) = 0 minden 6 > T —7(e)-re. A modell alapvetGen folytonos

Te=2
*7 =00 B=05
B=1,0 B=1,5
B=2,0 B=2,5
B=30 B=3,5
.?t
2.1. abra.

idejtinek késziilt, ahol a folyam értéke minden 6 € [0,7) id6pontban meghatéaroz-
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hato, azonban az eredetit, amelyet Ford és Fulkersonnak nevéhez kéthetd diszkrét
idore fejlesztették ki. Ez azt jelenti, hogy ha egész ideji 7(e)(e € A)-kat és T-ket
vizsgalunk, akkor a folyamot a g. : {0,1,2,...T} — Ry fiiggvény irja le.

Az imént definialt folyamnak teljesitenie kell néhany fontos tulajdonsagot,

mint példaul a kapacitasi megkdtéseket.

2.1.1. Allitas. Azt mondjuk, hogy f folyam az idében teljesiti a kapacitdsi megko-
téseket, ha f.(0) # u(e) minden e € E és 0 € [0,T) esetén. Ez azt jelenti, hogy a
folyam nem lépt til az élek kapacitdsait. Ekkor az f idébeli folyamot megengedett
folyamnak tekintyiik.

2.1.3. Definicié. Minden v € V csiics esetén 6 idGpillanatbeli feleslegnek nevez-

ziik azt a folyammennyiséget, amely belép a v csticsba a 6 id6pillanatig bezérolag,

ez (0,0) : Z/he )de — /fe

e€s— e€dt (v

AZAZ:

2.1.2. Allitas. Azt mondjuk, hogy f folyam az idében teljesiti a gyenge folyam-
megmaraddsi megkdtést, ha exs(v,8) > 0 minden v € V\ {s} és 8 € [0,T) esetén.
Tovdbbd, ex¢(v,8) = 0-nak teljesiilnie kell minden v € V\ {s,t}-re.

A gyenge folyammegmaradasi megkotés megengedi, hogy folyamot taroljunk
kozbiils§ csticsokon egy bizonyos idére, egészen addig ameddig teljesiil, hogy a

folyam elhagyja a csiicsot, amire az idGhorizont letelik.

2.1.4. Definici6. Ha egy idébeli folyam teljesiti a gyenge folyammegmaradasi
megkdtést, akkor az egy s — ¢ folyam az idében. Ezen idébeli s — ¢ folyam értéke
a T id6horizonton |f| := ex¢(¢,T).

2.1.3. Allitas. Azt mondjuk, hogy f idébeli folyam teljesiti az erds folyammegma-
raddsi megkitést, ha exs(v,0) = 0 minden v € V\{s,t} és 0 € [0,T] esetén. Ez
azt jelenti, hogy nem csak T iddpillanatban nincsen felesleg a csucsokban, hanem

minden [0,T) iddpillanatban sem.

2.2. Hal6zatok az id6ben

Ford és Fulkerson szerint az id6beli folyamok probléméira megoldast talalhatunk,
ha azokra tgy tekintiink, mint olyan statikus hal6zatokra, amelyeket kiterjesztet-
tiink az id6ben. Igy lehetségessé valik, hogy az adott id6beli problémat visszave-
zessiik egy statikusra. Ez pedig azért praktikus, mert igy alkalmazhatoak rajuk

a statikus halozatok esetében hasznalt algoritmusok.
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2.2.1. Definici6. Legyen G = (V) A) egy iranyitott héalozat. Minden (i,7) € A
irdnyitott élen értelmezziink egy 7;; utazési id6t, amelyr6l feltételezziik, hogy al-
landoak, azaz az id6 mulasaval nem valtoznak. A G halézat T idShorizonton
torténd idsbeli kiterjesztését jelolje G = (Vip, A7), amelyet a G-bdl a kivetkezo-
képpen kapunk:

Ny ={i(0)|ieV;0=0,1,...,T}

a csticsok halmaza, Ay élhalmazra, pedig teljesiil, hogy Ar = Ay U Apy, ahol

halmazt mozgdéleknek,

A ={i(0),i(0 +1)) | ieV;0=0,1,...,T -1}

pedig maradvanyéleknek nevezziilk. A Grp-t szokds dinamikus hélézatnak is

nevezni.

Tekintsiik példaul a 2.2. abran lathato halozatot, ahol s-sel jeloltiik a forrast
és t-vel a nyel6t. Az irdnyitott éleken szerepld elG szam jelolje a 7. utazasi idét,
a masodik pedig u. az él kapacitasa, minden e € A él esetén. Ha 6 = 3, akkor ez

az el6z6 definicié alapjan kapjuk a 2.3. abran lathato dinamikus halézatot.

2.2. abra.

Megfigyelhetjiik, hogy ebben az 4j héalézatban, minden egyes 6 idéponthoz
tartozik az eredeti pontoknak egy-egy masolata, érdemes ezeket tgy abrazolni,
mintha minden 6 idGpillanat egy szint lenne, ahogyan az az abran is lathato.
Ha 6 = 0 id6pontbol indulunk ki és 6 € [0,7"), akkor pontosan 7"+ 1 mésolata

lesz minden csicsnak. Mivel minden V-beli csticsra igaz ez, igy a forrasra és a
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2.3. 4bra.

nyelGre is érvényes, ezért tobb forrasunk és tobb nyelénk lesz, amely elbonyolit-
hatja a problémét. Annak érdekében, hogy ezt kikiiszoboljiik bevezethetiink egy
r szuperforrast és egy d szupernyel6t. Az, hogy a ezek hogyan kapcsolédnak a
forrasokhoz és a nyel6khoz problémafiiggs. A legegyszeriibb esetben a szuper-
forras csak a # = 0 id&pillanatbeli forrasokkal van Gsszekotve, azonban ebben
az esetben sziikségiink lehet maradvanyélekre, mivel nem minden esetben tud
elindulni a halézatban minden folyamdarab, ez a forrasokbol kiindulod élek ka-
pacitasatol fiigg. A szuperforréas és a forras masolatai kozotti élek utazasi idejét
0-nak, a kapacitasukat pedig az egyszertiség kedvéért szokas végtelennek tekin-
teni. A nyelSk és masolataik esetében is hasonléan jarhatunk el, az élek utazasi
ideje ugyanugy 0, kapacitasuk végtelen. Az dinamikus héalézatokban felirt prob-
lémék mindig a kiterjesztett halozatban igy mindig megoldhatok, mint statikus
folyam problémék.

A kovetkezd allitas pedig egy durva becslést ad a csiicsok és élek szaméra.

2.2.1. Allitas. Ha n = |V| és m = |A|, akkor legfeljebb n(t + 1) és (n +m)T +

m — Z 7;; darab cstcs és él lesz Gp-ben, a szuperforrds és szupernyeld nélkil.
(i,j)€A

2.2.2. Megjegyzés. A 6 id6 fligg a valasztott idGegységtdl, amelyben mérjik a

T utazasi id6t. Minél kisebb ez az egység, annal bonyolultabb hélozattal kell

dolgoznunk, amely azt jelenti, hogy mag a problémat is nehezebb lesz megoldani.



3. fejezet

Dinamikus folyam feladatok

Ahogyan azt mar emlitettiik, a dinamikus folyamokat tobb teriileten is fel tudjuk
hasznalni. Ezen modellek két nagyobb csoportba sorolhatok be. Az egyik ezek
koziil a makroszkopikus modellek, amelyek a rendszerben aramlé mennyiségeket
homogénként kezelik és nem veszik figyelembe az esetleges sajatossagokat, amely
ugyan egy egy folyamrészre jellemz6 de nem hatérozza meg a tébbit. A mikrosz-
kopikus modellek igyekeznek kitérni ezen sajatossagokra is. A dolgozat azonban
inkabb csak az elébbire fog fokuszalni. Ehhez a [5], [6] és [3] cikkeket hasznaltam
fel.

Annak fiiggvényében, hogy pontosan milyen problémét szeretnénk modellez-
ni egy dinamikus folyam tobbféle modellt is fel tudunk irni. Tlyenek lesznek a

kovetkezék is.

3.1. Maximum dinamikus folyam modell

A maximum folyam probléma id&vel kiegészitett valtozatat elGszor Ford és Ful-
kerson mondta ki 1958-ban. Az altaluk felirt eredmények eredetileg diszkrét idejd
modellekre lettek tervezve. Ez azt jelenti, az id6t egységnyi hosszi lépésekre bont-
juk, azaz minden egyes lépésben folyamot kiildhetiink egy v csticsbol a (v, w) élen
keresztiil a rakovetkez6 w csucsba, ahova a 7, 16 elteltével érkezik meg. Fleis-
cher és Tardos mutattak meg meg, hogy azok a modellek, amelyek diszkrét idére
lettek kitalalva atvaridlhatok, tgy, hogy folytonos idejiire is megfelel6k legyenek.

Itt azonban Ford és Fulkerson eredményeivel foglalkozunk, 6k arra a kérdés-
re szerettek volna valaszt taldlni, hogy egy halézatban legfeljebb mennyi folyam
kiildhetd a forrdsbol a nyelébe egy el6re meghatarozott id6 alatt. Vagyis forma-

lisan ez a kovetkezd:
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3. FEJEZET. DINAMIKUS FOLYAM FELADATOK 11

3.1.1. Feladat (Maximum folyam probléma az id6ben). Legyen adott egy (G =
(V,A), s, t,u) halozat, iranyitott élein u(e) kapacitasokkal, egy s € V forrassal
és egy t € V nyel6vel, valamint egy T > 0 idShorizonttal. Keressiink egy f
megengedett s — ¢ folyamot az id6ben, T' id6horizonttal, amelynek maximalis az
|f| értéke.

A feladat megoldasahoz sziikségiink van az atmenetileg ismételt folyam defi-

nici6jara, amelyet egy statikus s — t folyambol tudunk elGallitani.

3.1.2. Definicié. Legyen x egy statikus s — ¢ folyam valamilyen (zp)pep e
folyamdekompozicioval. Az ebbdl kaphatd dtmenetileg ismételt f folyam T id6-
horizonttal a kovetkezGképpen definialhato:
fol0):= > wpVe=(v,w) € E,0€0,T), (3.1)
PEP.(6)
ahol
P.:={PeP:ec PNT(Ps,) #FONT(Psy) <T —6}.

3.1.3. Megjegyzés. Az atmenetileg ismételt f folyam a kdvetkezSképpen kaphato
meg: minden P € P 1t esetén kiildjiink folyamot xp sebességgel P-be s forrasbol
(0,7 — 7(P)) id6n keresztiil és hagyjuk, hogy a folyam a nyeld felé haladjon, agy,
hogy ne késleltessiik azt a kozbiilss csucsoknal. Igy minden elinditott folyam eléri

a nyel6t T idépillanatig.

3.1.4. Lemma (Az dtmenetileg megengedett folyam megengedett s — ¢ folyam).
Legyen x egy megengedetl statikus s—t folyam (xp)pepjc folyamdekompozicioval.
Ekkor az ebbdl kaphato dtmenetileg ismételt f megengedett iddbeli s — t folyam a

T iddhorizonton teljesiti az erds folyammegmaraddsi megkdtést.

Bizonyitds. A 3.1.3 megjegyzés miatt, ha egy folyamegység belép egy csticsba az
azonnal el is hagyja azt, azaz nem varakozik ott. Ezért f egy megengedett idébeli
s — t folyam T id6horizonttal, amely kielégiti az erds folyammegkdtési szabalyt.
A 3.1 Osszefiiggésbosl adodoéan, x megengedettsége azt jelenti, hogy
fo0)< > ap<a<u
PEP;ecP

teljesiil minden e € A és 6 € [0,T)-ra. Vagyis f megengedett folyam. O

A kovetkezd lemmara, amellett, hogy igy meg tudjunk mondani mennyi az
atmenetileg ismételt folyam értéke, azért van sziikség, mert elmondja, hogy ho-
gvan kell megvélasztani az x statikus s —t foylamot, gy, hogy egy ilyen folyamot

kapjunk.
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3.1.5. Lemma. Legyen x egy megengedett statikus s —t folyam (xp)pepc fo-
lyamdekompozicioval gy, hogy rp = 0 minden P € P, amelyre teljesiil, hogy
7(P) > T és minden P € C-re. Ekkor az ebbdl kaphats dtmenetileg ismételt f

folyam értéke a kovetkezd:

’f|:T'$—ZTe'SCe.

ecE

Azaz, f értéke nem fiigg attol, hogy melyik dekompozicidjdt tekintjik x-nek

Bizonyitds. A 3.1-es megjegyzés alapjan kapjuk, hogy

f1=D (T —7(P))-zp

PeP

:T.ZxP—ZZT(e)-ZEP

pPeP PeP ecP

:T-|$|—ZT(€)- Z Tp

ecA PeP;ecP

=T-|z| =) 7(e) - ..

ecA

]

3.1.6. Kovetkezmény. Legyen x egy megengedett statikus s—t folyam (zp) pep e
folyamdekompozicioval. Ekkor az igy kaphato atmenetileg ismételt f folyam ér-
téke legalabb T - |z| — >

cen T(E) - .

Bizonyitds. Modositsjuk z-et tgy, hogy kitordljiik a folyamot a P € P utakon,
amelyre teljestil, hogy 7(P) > T ls minden P € C korén. Pontosabban, minden
P ePuUC-re.

B zp, ha PePés7(P)<T,
Tp =
r 0 kiillonben.

A 3.1.3 megjegyzésbdl adodoan az atmenetileg ismtételt f és f folyamok az
(xp)p € PUC és (Tp)p € P UC folyamdekompoziciokkal megegyeznek. To-

vabbé, mivel a folyamok, amelyek O]

3.1.7. Algoritmus (Ford-Fulkerson algoritmus az idében).
Bemenet: Egy G = (V, A) halozat, az élein u(e) kapacitasokkal, 7(e) athaladasi
idével, s € V forrassal, t € V nyel6vel és T' > 0 idShorizonttal.

Kimenet: Egy atmenetileg ismételt folyam 7' id6horizonttal.
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1. Keressiink egy x megengedett statikus s —¢ folyamot, amely maximalizélja,

a

T || = 7(e) - .

ecA

2. Keressiink egy (xp)pep|jc folyamdekompoziciot.

3. Irja ki az ebbdl kaphato atmenetileg ismételt f folyamot.

Az elsé 1épésben lathato statikus s — ¢ folyamot a kévetkezéképpen kaphatjuk
meg: tekintsiik a G' = (V, A’) kiterjesztett halozatot, ahol az iranyitott élek A’
halmazat ugy kapjuk, hogy az A-hoz hozzavessziik a (¢, s) mesterséges élt, amely
kapacitdsa ups) = oo és utazasi ideje 7,5 = —T. Barmely statikus z s — ¢
folyam G-ben indukal egy statikus aramot G’-ben, amely a folyam |x| értékét
rendeli a (t,s) mesterséges élhez. Ez forditva is igaz, tetsz6leges aram G’-ben
elidéz egy x statikus s — t folyamot G-ben, amelynek |z| értéke megegyezik a
folyam értékével a (¢, s) mesterséges élen. Ha a 7, utazasi idskre ugy tekintiink,
mint ¢, koltségekre minden e € A él esetén, akkor a probléma, hogy egy olyan
statikus s — t folyamot talaljunk, amely maximalizdlja a

T-\x!—ZTe-xe
ecA
megegyezik azzal, hogy talaljunk egy olyan folyamot, amely minimalizalja a ko-
vetkez§ értéket:
=T |z| - ZTe'ZEe = Ct,s) - | 7] +Zce~xe.
e€A ceA

Ehhez pedig egy statikus minimum koltségl aramot kell talalni a G’ kiterjesz-

tett halézatban.

3.1.8. Kovetkezmény. A statikus s —t folyam a idébeli Ford-Fulkerson algorit-
mus elsG 1épésében megkaphato egy statikus minimum koéltségi dram kiszamita-
saval a kiterjesztett G' = (V, A") halozatban.

3.1.9. Lemma. Vegyiink egy tetszdleges (xp)pepuc a Ford-Fulekrson algoritmus

mdasodik lépéséhez. FEkkor teljesiil a kovetkezd minden P € P UC-re: Ha xp > 0,

akkor
=0, ha PeC,
7(P)
<T ha PcP.
Pontosabban, minden folyam az x dramban térdlhetd anélkil, hogy megvdltoztatnd
az x értékét. Az s —t folyam, amelyet igy kapunk megengedett folyam és teljesiti

a 3.1.5. lemmdban leirtakat.
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Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy az a P € PUC ut vagy kor, amelyre nem teljesiil
a fenti lemma egy negativ értéki aramot eredményez a rezidualis G/, halézatban.

Ezzel pedig nem lehet x optimalis. O]

Mivel a statikus x folyam az els§ 1épésére teljesiil a 3.1.5. lemma az dtmene-

tileg ismételt folyamértéke megegyezik az az x optimalis értékével.

3.1.10. Kovetkezmény. Legyen = egy statikus s — t folyam, amelyet az idébeli
Ford-Fulkerson algoritmus els§ lépésébdl kaptunk és f egy atmenetileg ismételt
folyam a harmadik 1épésbél. Ekkor
\fl =T -|x| —ZTe-xe.
ecA

Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy az f id6beli s —t folyam, amelyet a Ford-
Fulkerson Algoritmusban kapunk értéke a legnagyobb az 0sszes tobbi atmenetileg
ismételt folyamhoz képest. A kovetkezs tétel, pedig még azt is kimondja, hogy f

egy maximum s — ¢ folyam az idGben.

3.1.11. Tétel. Az iddbeli Ford-Fulkerson algoritmus dltal készitett dtmenetileg
ismételt folyam egy mazimdlis s — t folyam az idében T idéhorizonttal. Az algo-
ritmus futdsi ideje pedig az elsd lépésbeli minimum koltségd folyam szamitdsdnak

a fligguénye.

3.1.12. Definicié. Az s —t vagas az id6ben T id6horizonttal o, € R (Yv € V)
kiiszobértékek segitségével definidlhato, ahol gy = 0 és ap > T. Az s—t folyam
kapacitasa az idében

Z max {0, o, — 7(e) — a, } - u(e).

e=(v,w)€EA

3.1. 4bra.

Azt mondjuk, hogy a v € V cstcs a t oldalhoz tartozik az idébeli s — ¢

vagasnal az o, ideig és az s oldalhoz az a, id6 utan. Igy gondolhatunk az idébeli
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s — t vagéasra gy, is mint s — t vagasok egy sorozatara, amely az s forrastol a ¢
nyelSig mozog, keresztiilhaladva az egész halozaton, igy ahogyan az a 3.1. dbran

is megfigyelhetd.

3.1.13. Lemma. Az s — t vdgds értéke az idében a T iddhorizonttal eqy felsd
korldtot ad bdarmely megengedett s — t folyam értékére az iddben ugyanazzal az

iddhorizonttal.

Bizonyitds. Legyen f egy megengedett s — ¢ folyam az id6ben a T idGhorizonttal
s definidljon (ay),cv egy s — t vagast az id6ben a T idhorizonton. Az 2.1.3.

definici6 alapjan kapjuk, hogy:

‘f’ - 6xf<t7 at) < Zexf(v, av)

veV

) Z / "o S [ 50

vEV ecd— ecdt(v)

Az egyenlétlenség miatt hasznaljuk azt a tényt is, hogy exs(s,0) = 0. A jobb

oldalon felcserélve a jobb oldalon 1évé szummak sorrendjét kapjuk, hogy:

< Y (/0%_76 0)do — / £.(0 d&)

e=(v,w)€A

aw_Te

=X

=(v,w)€A

Z max {0, v, — Ty — Qv } * Ue.

e=(v,w)€EA

IA

A 3.1.11. tétel igy mar bizonyithato linearis programozasi eszkozokkel.

3.1.14. Kévetkezmény. Az s —t vagas az id6ben a T idShorizonttal és a mini-

mum kapacitids megkaphaté a statikus minimum koltségii folyambol.

3.1.15. Tétel (Maximalis folyam minimalis vagas az id6ben). A mazimum értéke
eqy s—t folyamnak az iddben a T iddhorizonton megegyezik az iddben torténd s—t

vdgds kapacitasinak minimum értékével a T’ idéhorizonton.

3.1.16. Megjegyzés. A dinamikus maximum folyam probléma is megoldhat6 dina-

mikus héalozat segitségével.
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3.2. Univerzalisan maximum folyam modell

Az el6z6 részben ismertetett Ford és Fulkerson nevéhez kothetd idébeli maximum
folyam a lehetd legtobb folyammennyiséget szerette volna eljuttatni az s forrasbol
a t nyelGig adott T' idGhorizont alatt. Ehhez képest az univerzalis folyam modell
vagy méasnéven legkorabban beérkezé folyam modell, minden 6 > 0 id§pillanatban

maximalizilja at atkiildheté folyammennyiséget.

3.2.1. Definici6. Egy f megengedett s — ¢ folyam az id6ben, a T" id6horizonton
rendelkezik a legkorabban beérkezés tulajdonsaggal és ezért legkorabban beérkezs
folyamnak nevezziik, ha maximalizalja az ex;(t,6) értékét minden 6 € [0,7]-ra

egyidejtleg.

Elgszér nem tiinik evidensnek a legkorabban beérkezé folyam létezése. Meg-
mutathato, hogy a az dtmenetileg ismételt folyamok altalaban nem tartalmaznak

ilyen folyamot. Ezért sziikség lesz egy kissé altalanosabb s — t idébeli folyam

T stz

3.2.2. Definici6. Legyen x egy statikus s — ¢ folyam a (zp), ¢ dltalanositott
utdekompozicioval. Ekkor az altaldnositott atmenetileg ismételt f folyamot T

id6horizonttal a kovetkez6képpen definialjuk:

F.(0) = Z Tp — Z Tp
PP (0) PP (0)
minden e = (v,w) € E és 0 € [0,T) esetén, ahol
Po0)={PePleePrr(P.)<0nT(Py)<T-0},
valamint ehhez hasonl6an

Pe(0)={PeP|eePnrr(P) <OnT(P) <T—0}.

Vegyiik észre, hogy az altalanositott dtmenetileg ismételt f folyam nem fel-
tétleniil egy rendes folyam az id6ben, mivel f.(6) lehet negativ is. Pontosabban,
az f-et a kovetkezGképpen is lehet értelmezni, szdrmaztatni:

Minden P € ? ut esetén kiildjiink P-be xp mennyiségi folyamot a [0,7 —
7(P)) idGintervallum alatt és hagyjuk, hogy a nyels felé haladjon, ne késleltessiik
egyik kozbiils§ csiicsnal sem. Ha valamely P tartalmaz e = (w,v) élet, amelynek
az utazasi ideje negativ, azaz —7,., akkor az a folyam, amely ezen keresztiilmegy

tulajdonképpen visszamegy az id6ben. Ez azt jelenti, hogy ha a folyamdarab
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belép az € élbe a w csicsnal a 6. id6pillanatban, akkor v csticsba pontosan
0 — 7. idépillanatban érkezik meg. A definiciéban ez tugy jelenik meg, hogy az
fe(0 — 7.) negativ folyamértéket rendel az e élhez. Azonban bizonyos esetekben
ez a negativ érték kikiiszobolhets, ugyanis, ha van egy masik folyamrész a v
csicsnal, amely éppen be akar 1épni az e csiicsba a 6§ — 7, id6pontban, akkor a két
rész, amely e-n ellentétes irAnyban keresztiilhalad kioltjdk egymaést, pontosabban,
"identitast" cserélnek. A definicioban ez ugy jelenik meg, hogy a pozitiv értékek
az els6 szummaban kompenzalnak a masodik szummaban 16v6 negativ értékekért.

A kovetkez6kben az eddig 7.-vel jelolt utazasi idére ugy fogunk tekinteni,
mint koltségre, ezért 7. = ¢, minden e € A élre és bevezetjik a dist,(v,w)
jelolést, amely a minimum utazési id6t fogja jeldlni a v — w Gton a G, rezidudlis

hélézatban.

3.2.3. Algoritmus (Legkordbban beérkezs folyam algoritmus).
Bemenet: Egy G = (V, A) héalozat, az élein u(e) kapacitasokkal, 7(e) athaladasi
idével, s € V forrassal, t € V nyel6vel és T' > 0 id6horizonttal.

Kimenet: Egy altalanositott dtmenetileg ismételt folyam T' idGhorizonttal.

<=2
1. Legyen zp = 0 minden P € P -re és x egy statikus s—1¢ folyam az (ZIZP)P€<5>

altalanositott ut dekompozicioval.

2. Amig dist,(s,t) < T, addig keressiink legrévidebb s — ¢ utat G,-ben és

noveljiikk xp értékét a P rezidualis kapacitasaval.

. <2
3. Irjuk ki az (zp) : P € P -dekompoziciohoz tartozé altalanositott atmeneti-

leg ismételt folyamot, f-et, aminek idGhorizontja T'.

Feltételezziik, hogy az algoritmus masodik lépése véget ér ¢ iterdcid utéan.
Minden i = 1,...,¢-ra jeldlje 2° az x megengedett s — t folyamot az i. iteracio
el6tt és legyen P° a legrovidebb 1t, amelyet az i. iterdciéban megtalalhato. Pon-
tosabban, (zpi)i=1, j egy altalanositott titdekompozicioja z*~'-nek. Mivel a P’
a legrovidebb s — ¢ it a G, rezidualis halézatban, minden v € P° csticsra azt
kapjuk, hogy

T(PL,) = dist,i(s,v) és 7(Py,) = dist,i(v,t).

Annak érdekében, hogy megmutassuk, hogy f egy megengedett folyam az idében

sziikségiink van a kovetkez6 lemmara:

3.2.4. Lemma. A dist,i(s,v) és dist,i(v,t) értékek monoton névekednek az i

novekedésével.
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A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a legkorabban beérkezé folyam algorit-

mus altal szamolt folyam az idében egy megengedett folyam.

3.2.5. Lemma. Az [ dltalanositott dtmenetileg ismételt folyam, amelyet a leg-
kordbban beérkezd folyam algoritmus kimenetében kapunk eqy megengedett s — t

folyam az iddben, T iddhorizonttal.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy az f egy megengedett folyam az idGben,
vagyis teljesiil ra, hogy 0 < f.(0) < u, minden e = (v,w) € E és 0 € [0,T)-ra.

Rogzitett e-re és f-ra:
k := max {i|dist,i(s,v) < O ANdistyi(v,t) <T —0}.

Az altalanositott dtmenetileg ismételt folyam definiciojabol és a 3.2.4. lemmabol

adodoan kapjuk, hogy

fe(e): Z Tp — Z Trp

<= <=
PEP () PP (0)
i€{1,...k}; ecPi ie{1,.. k}; ETepi

= 2" (e) € [0, ug].

Az lemma el6ttiekben leirtak alapjan f teljesiti az erds folyammegmaradasi

szabaly és idGhorizontja T O]

3.2.1. Allitas. Az f dltaldnositott dtmenetileg ismételt folyam, amelyet a legko-
rabban becrkezd folyam algoritmus kimenetében kapunk egy legkordbban beérkezd

folyam, T idéhorizonittal.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy ex(t,0) értéke maximalis minden 6 € [0, 7] ese-
tén. Rogzitett 6-ra legyen

k= max {i|dist,i(s,t) < 0}.

Mivel 7(P) = dist,i(s,t) monoton novekszik i novekedésével a lemma el6ttiek
alapjan kapjuk, hogy

k

exp(t,0) =Y (0 —7(P")-api=0-[a" =D 7 aft

i=1 ecA

Megfelels k valasztassal az %1 s—t folyam egy minimum koltségii s—t folyam G-

ben, mivel ¢, = 7, minden e € A élre. Ezen kiviil indukal egy minimum kéltségi



3. FEJEZET. DINAMIKUS FOLYAM FELADATOK 19

aramot a kiterjesztett halozatban, amelyet tgy kapunk, hogy G élhalmazahoz
hozzévessziik a (t,s) élet 7, = —0 utazéasi idével. Ez a mesterséges él és a
hozzé tartozo visszaél nem idéznek el negativ kort a rezidudlis grafban, mivel a
megfelel§ k megvalasztasaval minden zFt! s — ¢ t, amin keresztiilmegy a folyam
korlatolva van 6 altal, tovabba, minden s — ¢ 4t hossza G x+1-ben nagyobb, mint

6. Ezért ¢! maximalizalja
0-|x| — E Te * Te-t,
ecA

ami miatt ex (¢, 6) értéke maximalis. O

3.3. Leggyorsabb ut és leggyorsabb folyam modell

.....

egy el6re meghatarozott folyammennyiséget eljuttassunk a forrasbol a nyelSbe,
amilyen gyorsan csak lehet, egyetlen utvonalat felhasznalva. A "legrévidebb" sz6
azonban nem csak az élek utazasi idején milik, hanem a folyamrészek szaman
is, amelyet at szeretnénk juttatni rajtuk. A folyamot folyamatosan kiildjiik at a

rendszeren, ahogyan telik az id6.

3.3.1. A leggyorsabb 1t probléma

3.3.1. Definici6. Legyen adott a P = {vy,vq,...,u} a statikus G héalozatban.
Ekkor a P 1t kapacitasa, amelyet c¢(P)-vel jeloliink a kovetkez&képpen definial-
hato:

c(P) =  Jnin b(v, Vit1).

A P ut hosszan, vagyis utazasi idején a kovetkezét érjiik:

o

-1

T(P) = T(Viy Vig1).

(2
Az id6t, amelyre sziikség van ¢ mennyiségi folyam v; csticsbél a v, csticsba valo
P 1ton torténd eljuttatasdra megkaphatjuk az alabbi képlettel:

g

T(P)

T(o,P)=1(P)+

A klasszikus legrovidebb 1t problématol az, hogy minden részitja a legro-
videbb utnak is legrévidebb t nem teljesiil ebben a modellben, ahogyan azt a

kévetkezd példaban is latni lehet.
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@ 2.4} F@

3.2. abra.

Tekintsiik a 3.2. abran lathato halozatot, ahol az éleken elsének azok utazasi
ideje, masodiknak pedig a kapacitasa van feltiintetve. Tegyiik fel, hogy 20 egység-
nyi folyamot szeretnénk keresztiil kiildeni a rendszeren az s forréstol a c¢ nyelGig.
Ekkor a legrévidebb at Py = (s,b,¢) lesz, igy T(20,P) =12+ 22 =13. Haa c
helyett a d csticsot tekintjiik nyelének, akkor a legrévidebb ut a Py, = (s, a, ¢, d)
és T'(20, P,) = 17. Azonban, ha megnézzikk a Py = (s,a,c) C P, részutat az
nem a leggyorsabb ut lesz s-b6l c-be. Azt is megfigyelhetjiik, hogy P, nem a
klasszikus értelemben vett legrévidebb t, az utazasi id6t tekintve, s-bél c-be. A
folyam mennyiség, amely eléri a d nyel6t a 6 id6 alatt megadhato a kdvetkezs

fiiggvénnyel, amely az 3.3. 4bran is lathato:

146) = { A(t—12), t<12,

B 0, kiilonben.

L |/

1B 47 »

3.3. abra.

A kovetkezs két tétel megmutatja a kapcsolatot a legrovidebb 1t és a leggyor-
sabb 1t kozott. Ehhez definidljuk a G halozathoz és egy adott z értékhez egy
G(z) = (V, A(z)) szubgrafot, ahol A(z) = {(4,7) : (i,7) € Aés ¢;j > z}.

3.3.2. Tétel (Rosen). Ha P a leggyorsabb s —t folyam a G statikus hdldzatban,

ahol o mennyiségi folyamot szeretnénk datkildens, akkor
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(i) P a legrovidebb s —t it a G(c(P))-ben,

(ii) P bdarmely részitja is legrovidebb it G(c(P))-ben.

3.3.3. Tétel (Rosen). Legyen r a kilonbozd kapacitdsértékek szdma és legyen P;
a legrovidebb s —t it G(c;), j=1,...,r. Ha

akkor P, a legrovidebb s — t it G-ben, amelyen o mennyiségid folyam folyik ke-

resziil.

Ezen két tétel alapjan Rosen és tarsai kifejlesztették a kovetkezs egyszeri

algoritmust:

3.3.4. Algoritmus. Minden j = 1,...,r-re szamoljuk ki a legrévidebb s —t utat
G(cj)-ben, majd alkalmazzuk a 3.3.3. tételt.

Minden P; ut kiszdmolasa O(m+nlogn) id6t vesz igénybe, igy tehat az egész
algoritmus O(rm + rnlogn) id6 alatt fog lefutni.

Egy még pontosabb megoldast kaphatunk, ha figyelembe vessziik, hogy az
id6 fiigg a folyamtol magatol is. Itt feltessziik, hogy az utazasi id6 a folyam egy
lépcsts fliggvénye, amely nemcsokkend és konstans minden folyamegység esetén.
Legyen k;; a kiilonb6z6 utazasi id6k szama az (4, j) élnek minden e = (i,j) € A
esetén, tovabba legyen k* = max(; jjca {ki;}. Ekkor az (i,7) él utazasi idejét a
kovetkezGképpen definidlhatjuk:

1 1
Tis OSJI,'j Scijv

2 2

Tiis O§$§CZ7
ry(ag) =4 ¥ =%
Ti];“ ,
Minden (4, j) élhez létrehozunk egy k;; mesterséges csticsot, amelyet jeloljiink

ki
0 S Tij S Ci;].

igt, ... ij%9-vel. Kossiik Ossze az i csticsot az ij! cstcesal, amelyet aztan kossiink

Ossze a j cstcesal, minden [ = 1,. .., k;; esetén, ahogyna az a 3.4. dbran is lathato.

Az (i,i5') €l kapacitésa cﬁj, utazasi ideje Tilj, az (ij',7) él kapacitasa és utazasi
ideje pedig oo és 0. A modositott halozatnak igy legfeljebb (n + mk*) csucsa,
2mk* éle és mk* darab kiilonboz6 kapacitasa lesz. A leggyorsabb utat pedig ugy

kapjuk meg ezek utan, hogy alkalmazzuk az el6z§ algoritmust.

3.3.1. Allitas. Legyen P a leggyorsabb it és (i,j) € P. Ekkor az (i, ) ¢l a c¢(P)-
hez legkdzelebb esd kapacitdst fogja haszndlni, pontosabban ha bﬁ;l < ¢(P) < béj,
akkor (i,ij") € P har =1 és (i,ij7) ¢ P har # .
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3.4. abra.

3.3.2. A leggyorsabb folyam probléma

A leggyorsabb 1t probléméaval ellentétben a leggyorsabba folyam probléma eseté-
ben megengedett, hogy egyszerre tobb tton is haladjon a folyam. A feladat pedig
az, hogy egy dinamikus halozatban az egyetlen forrasbol eljuttassa a folyamot
a nyel6be a legrovidebb id6 alatt. Vagyis pontosabban, a T' = T'(v) fiiggvényt
szeretnénk minimalizalni, ahol v az el6re megadott folyammennyiség, amelyet sze-
retnénk keresztiiljuttatni a rendszeren. A kovetkezs tétel a problémat megoldo

algoritmus felirasahoz sziikséges.

3.3.5. Tétel.

(i) Legyen Ty a forrdstol a nyeldig tartd legrividebb idd alatt megtehetd it ide-
je. Fkkor v(T) egy monoton névekvd figguény,sét minden T > Ty esetén

szigorian novekvd.
(ii)) A(T) =v(T)—v(T—1) minden T > 0 esetén névekszik, vagyis masképpen:
A(T + 1) > A(T), VT > 0.
(111)) A(T) a {0,1,...,|Tmax|} halmazbeli értékeket veheti fel, ahol |xmax| a stati-
kus G hdlozatbeli folyam maximum értéke.

A maximum dinamikus folyam és a leggyorsabb folyam kozott és talalhatod

Osszefiiggés, amelyet a kovetkezd lemméban fogalmazunk meg.
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3.3.6. Lemma.

(i) T(v) = min{T|v(T) > v}, ahol v(T) a dinamikus mazimum folyam a T

iddhorizonton.

(ii) Legyen x egy dinamikus mazimum folyam v értékkel és [0,T] iddvel, ahol
T > 0. Hao(T —1) < v, akkor x a leggyorsabb v értéki folyam és a

minimum kijutdsi idd T(v) =T.

(117) v(T(v) —1) < w.

A megoldést egy iteracios folyamatbél kaphatunk meg, amelynek két {6 1é-
pése van. Az els6 megbecsiili a T id6t egy binaris kereséssel, Newton vagy mas
interpolacios technikakkal. A méasodik pedig megoldja a minimum értékd folyam

probléméat a T' paraméterrel. A folyamat addig ismétlédik, ameddig v(T') = v.

3.4. Minimum koltségti folyam modell

A minimum koltségi folyam probléma esetében az idébeli folyamot egy olyan
halozatban tekintjiik, ahol minden e € A élnek van egy ¢, < 0 koltsége. Ahogyan
az a statikus halozatoknél is c. azt mondja meg, hogy mennyi a koltsége egy
folyamegység egyik csticsbdl az e élen keresztiil a masikba torténd atkiildésének.

gy a egy f idsbeli folyam koltsége T idéhorizonttal:

C(f) = Zce : /0 fe(e)de

A kovetkezd feladatot tekintjiik az minimum koltségi folyam problémat az

id6ében.

3.4.1. Feladat (Minimum koltségli s — ¢ folyam probléma az idSben).

Adott: Egy G = (V, A) halozat kapacitasokkal, utazasi id6kkel, koltségekkel az
éleken, s € V forrassal, t € V nyel6vel, T' > 0 id6horizonttal és d kdveteléssel.
Feladat: Keressiink egy f megengedett s — t folyamot az idGben, amelynek az

idGhorizontja T', értéke d és minimélis a koltsége.



4. fejezet

Evakuacios probléma

Az el6z6 fejezetben ismertetett modelleknek tobbféle gyakorlati alkalmazasa is
lehetséges. Egyik ilyen példaul az evakuacios probléma. Ebben a fejezetben a [3]
és [2] cikkeket hasznéaltam fel.

4.1. Az evakuaciés modellek feltételezései és céljai

Evakuacio alatt azt a folyamatot értjiik, amelyben embereket tavolitunk el egy
bizonyos teriiletrsl mivel azok veszéses zonanak mindsiilnek biztonsagiigyi okok-
bdl kifolyolag, emiatt az ott tartozkodok miel6bbi biztonsagos kijuttatasa a cél.
Kétféleképpen tekinthetiink erre a problémaéra, elsGsorban miel6tt a veszély ki-
alakulna, el6vigyazatossagbol vagy az erre vonatkozé jogszabalyok miatt sziikség
van evakuéciés tvonalak megtervezésére, a masodik lehet&ség pedig, ha valami-
lyen okbol kifolyolag nem lehetséges az eredeti terv véghezvitele ezért a kialakult
szituaciohoz alkalmazkodva, mint példaul a sebesiiltek mentése vagy eltorlaszolt
utak, kell ott helyben egy tijabb tervet kitaldlni. Evakuécios helyzet tobb hely-
szinen is kialakulhat, mint példaul egy épiilet, varos, vagy egy nagyon régioban.
Ennek koszonhetGen tobb befolyasolo tényezd is hathat a kiliritésre varé rend-
szerre, ilyen példaul, hogy milyen a rendszer alaprajza, a veszély és a biztonsagos
tertilet elhelyezkedése vagy, hogy milyen tulajdonsigokkal birnak a menekiil6k,
amelyek nehezithetik a haladast. Fzeket az informéciokat egy tgynevezett si-
lyossagi matrixban szoktak tarolni, ahol az oszlopvektorokban megtalalhatoak a
veszély sulyossaga egy adott helyen és adott idGpontban.

Az evakuécios idG, vagyis az az id6 amelyre sziikség van ahhoz, hogy az 0sszes
embert kijusson a veszélyes teriiletrél tobb minden is befolyéasolni tudja, ilyen

példaul az, hogy mennyi id6 alatt ismerik fel a veszélyhelyzetet vagy az, hogy

24
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mennyi id6be telik mig eldontik, hogy melyik dtvonalat valasszak a menekiilés-
hez, vagy az, hogy mennyi idébe telik onnan elérni a biztonsagos teriiletet. Mivel
a két el6bbit rendkiviil nehéz meghatarozni, mivel azok az embereken és azok vi-
selkedésén mulik, ezért a menekiilési itvonalak tervezésénél leginkdbb az utébbit

szoktak figyelembe venni.

4.2. Makro- és mikroszkopikus modellek

A dolgozatban bemutatott modelleken kiviil is még rengeteg modell 1étezik, ame-
lyek az evakuécios problémara specializalodtak. Mar emlitettiik, hogy ezen mo-
delleket egy csoportositasi modja, ha mint makroszkopikus vagy mikroszkopikus
modellekként tekintiink rajuk.

Az el6bbi eset nem foglalkozik tobbek kozott olyan részletekkel, mint az em-
berek kozotti egyéni kiilonbségek. Inkdbb egy homogén csoportként tekint rajuk
és csak a kozos tulajdonsagait veszi figyelembe. A makroszkopikus modelleknek
altalaban dinamikus halozati folyamok adjak az alapjat. Az otlet az, hogy az
épiilet vagy teriilet alaprajzat és egyéb tulajdonsagait egy statikus GG hal6zatban
jelenitsiik meg. Fzutan maga a modellezést pedig a G dinamikus halézatban
torténik, amely, mint ahogyan azt méar feljebb emlitettiik az idével kibGvitett val-
tozata a G-nek. Magat az evakuécios folyamatot pedig a folyam haladasaval lehet
lek6vetni. Egy épiilet evakudlasa esetén a statikus halozatban a csiicsok fogjak a
kiilonboz6 szobakat, termeket vagy egyéb helységeket szimbolizélni, a halozat élei
pedig az ezen helyek kozotti utakat, folyosokat jelolik. Azt a helyet vagy hely-
ségeket, ahol emberek nagy szidmban fordulnak elé forrasnak vagy forrasoknak
nevezziik, mig a biztonsidgos helyeket vagy vészkijaratokat pedig nyelének vagy
nyelSknek, attol fliggben, hogy pontosan hany darab is van belgliik. Ahogyan azt
a 2.2. fejezetben emlitettiik, abban az esetben ha tobb van barmelyikbdl létrehoz-
hatunk egy szuperforrast és egy szupernyel6t, amelyeket Gsszekotjiik a megfelels
csucsokkal és megfelel§ utazasi id6t, illetve kapacitast rendeliink hozzajuk. Azon-
ban meg kell jegyezniink, hogy 1éteznek olyan modellek is, amelyek tobb forrast és
nyel6t is tudnak kezelni. Modelltél fiiggGen lehetnek a csicsoknak kapacitasaik,
amelyek azt hivatottak megszabni, hogy mennyi ember tartézkodhat legfeljebb
az adott helységben, ezt akar egy fliggvénnyel is megadhatjuk. Az éleknek van
kapacitasuk, amely egy fels6 korlatot ad arra, hogy mennyi ember tud egy id6-
egység alatt athaladni az élen, valamint utazasi idejiik, amely pedig megmondja,

hogy az egyik cstucsbol, vagyis helységb6l a masikba mennyi id6 alatt tudnak
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emberek atjutni. Az evakuacios probléméakban ennek van a legnagyobb szerepe,
mivel ez szabja meg, hogy mennyi id6 alatt lehetséges az egész folyamatot véghez-
vinni. Egyes modellekben figyelembe tudjak venni azt is, hogy két helység kozott
nem mindig lesz ott az folyoso, mivel az a veszély terjedésével megsziinhet, mint
potencidlis at. Ezt példaul tgy jelenitheté meg, hogy a folyosot reprezentalo él
kapacitasat egy id6 utan O-ra valtoztatjuk. A dinamikus halozati folyam problé-
maékra létrehozott modellek tobbsége feltételezi, hogy az attributumok allandoak,
tehat példaul az utazasi id§ egyik csicsbo6l a mésikba allando. Ezeket az id&ket
pedig el6zetes mérések alapjan tudjuk meghatarozni.

A modellek egy masik lehetséges csoportositasi modja az, ha az id6t tekintve
folytonosnak vagy diszkrétnek nevezziik Gket.

A mikroszkopikus modellek az emberek kozotti egyéni kiilonbségekre, mint
példaul a haladasuk sebességére, reakcioidejiikre vagy fizikai allapotukra jobban
r4 vannak hangolodva. Ezen kiviil figyelembe veszi az emberek kézotti mozgas
kozben bekévetkezd interakciokat is, amelyekrdl a |2] cikkben olvashatunk részle-
tesebben.

A dolgozatban csak makroszkopikus modellekkel foglalkoztunk.

4.3. Modellek és evakuacid

A maximum dinamikus folyam modell esetében azt szeretnénk meghatarozni,
hogy egy elére megadott 7" id6 alatt pontosan mennyi ember tud eljutni a forras-
bdél a nyel6be. Tehat, ez akkor alkalmazhat6, ha nem all médunkban meghata-
rozni, hogy mennyi menekiil6 embert kell biztonsagos helyre vinni.

Az univerzélisan maximum folyam modellnél, mivel az egy specialis fajtaja az
el6z6nek ugyan ezt szeretnénk meghatarozni azzal a plusz feltétellel, hogy minden
idGpillanatban maximalis mennyiségii embert szeretnénk tudni kimenekiteni.

A leggyorsabb ut probléma akkor hasznos, ha az emberek egyetlen egy utat
tudnak csak hasznélni a menekiilés soran. Ezt az utat csak és kizarolag az az
egy ember vagy embercsoport veszi igénybe, akik eleinte elindultak rajta, vagyis
mas ember vagy emberek nem zavarjak meg Gket. A leggyorsabb folyam modell
hasonlé az el6z6h6z, azonban itt megengedett, hogy folyamot, azaz embereket
kiildjiink tobb ttvonalon is. Fontos megemliteni, hogy a két modell nem feltétlen
eredményezi ugyan azt az utat, vagyis a legrovidebb Gt nem mindig azonos a
leggyorsabb folyam atjaval. Egyes esetekben érdemes elgondolkozni, hogy melyik
modellt érdemes alkalmazni, ugyanis el6fordulhat, hogy mig az egyikkel t6bb
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idGbe telhet, mire az els6 ember kijut, de t6bb embert tudunk vele megmenekiteni,
addig a masikkal révidebb idé6 telik el az els6 ember kijutasaig, de kevesebb ember
juthat csak biztonsédgba. Sok mulik a kimenekitendé emberek szaméan.

A minimum kéltségi folyam modell pedig akkor hasznos, ha meg szeretnénk

hatarozni egy ember atlagos kijutési idejét.
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