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1. Bevezetés

A statisztikai modellek rendkiviil hasznos eszkozok egy adatkészlet jellemzGinek meg-
ismeréséhez és megértéséhez. Gyakran elGfordul azonban, hogy ezeket a modelleket
jelentésen befolyasolja egy, vagy néhény szélsGséges mintaelem. Az ilyen mintaelemek
altalaban olyan pontok, amelyek szokatlan értékeket vesznek fel a tobbi pont értékeihez
képest és emiatt kiviil allnak az adathalmaz nagy részétsl.

Ezeknek az elemeknek az azonositisa az élet minden teriiletén fontos lehet. Az
egészségiigyben példéul ezen elemek segitségével gyorsabban lehet a daganatos sejteket
detektalni és megkonnyiti a kezelés modszerének pontos meghatarozasat. Az informatika
teriiletén a szélsGséges értékekkel felderithetGek az illetéktelen belépések a szamitdogép
hélozatban, vagy a csalok jogtalan hitelkartya és mobiltelefon hasznalata.

A kiviilallo pontok azonositasa alkalmas az adathibék kisztirésére is, igy ezeknek a
javitasa vagy torlése utan pontosabb modellt kapunk egy statisztikai elemzés soran. A
dolgozatban ilyen pontoknak a lineéris regresszion beliil hatasat vizsgalom, hogy egy
vagy tobb kiugré érték milyen mértékben mozditja el a modellt, és hogyan valtoztatja
meg annak paramétereit.

A dolgozat els6 felében az egyszerd regresszios modellek elméleti hatterét ismerte-
tem. A lineéris regresszio altalanos modellje utdn bemutatom a modell mérészamait, a
hipotézisvizsgalatat, majd az egyiitthatoinak kdzonséges és silyozott legkisebb négyze-
tek becslését. Ezt kdvetSen tobbvaltozos esetben foglalkozom a lineéris regresszioval.

A maésodik fejezetben ismertetem a kiugrd értékek fogalmat és bemutatom, hogy
hatasuk szerint milyen két osztalyba soroljuk Sket. Kétvaltozos esetben szemléltetem,
hogy milyen befolyéssal lehetnek a becslés pontossagara a regresszios modellben. Ebbdl
kovetkeztetve latszik, hogy nem minden megfigyelésnek van ugyanolyan jelentésége a
legkisebb négyzetek regresszidjaban. Tovabba megmutatom a kiugré értékek kisztiré-
sére leggyakrabban hasznalt eljarasokat, és két regresszios modszert, amelyek kevéshé
érzékenyek ezekre az értékekre.

A dolgozatban a regresszios alapismeretek bemutatésa utan egy valés ingatlan ér-

tékesitési adathalmazon is szemléltetem a kiviilallo értékek lehetséges detektalésait és



kezelését. Ehhez az R programnyelvet és az RStudio programot hasznalom.
Zarasképp megallapitasra keriil, hogy hogyan érdemes azonositani és kezelni a ki-

vilallo értékeket kiilonbozs esetekben.

2. Linearis regresszio

2.1. Matematikai alapfogalmak

A regresszios modszerek bemutatasa el6tt ismertetek néhany valoszintiségszamitési, il-

letve statisztikai alapdefiniciot és jelolést.

2.1. Definici6. A 2 halmazt nevezziik eseménytérnek, az w € €2 elemeket pedig elemi
eseménynek. Ekkor az 1 (w) : Q — R fliggvényt valoszintiségi valtozonak nevezziik, ha

a P(a <n <b) valosziniiség 1étezik barmely a < b, a,b € R esetén.

2.2. Definicié. A minta valamely valészintiségi valtozora vonatkozo véges szamu fiig-
getlen kisérlet vagy megfigyelés eredménye: véges sok azonos eloszlési valoszintiségi

valtozo.

A klasszikus és tobbvaltozos linearis regresszidé bemutatasihoz felhasznalt irodal-
mak: [1], [2], [10].
Klasszikus linearis regresszio

A klasszikus lineéris regresszié egy statisztikai modszer, amely segitségével tanulma-
nyozhatunk és Osszegezhetiink két folytonos valtozo kozotti linearis kapcsolatot. A két

valtozo elnevezései:
X: fiiggetlen valtozo, magyarazo valtozo
Y: fliggd valtozo, eredményvaltozo, célvaltozo

A lineéris kapcsolat a kovetkezéképpen fejezhetd ki:

Y =00+ 01X +e,



ahol 8, a magyarazo valtozohoz tartozo egyiitthato, 5y a tengelymetszet, € pedig a hiba-
tag vagy maradékvaltozo. A linearis regresszio esetén feltételezziik, hogy a magyarazo
valtozo van hatassal a célvaltozora és nem pedig forditva. A hibatagra feltessziik, hogy

normalis eloszlasu és a varhato értéke 0.

Tobbvaltozos linearis regresszio

Tobbvaltozos linearis regressziorol akkor beszéliink, amikor 2 vagy tobb magyarazo
valtozoval rendelkeziink és ezeknek a célvaltozora nézett egyiittes hatasat vizsgaljuk. A

linearis modell n darab fliggetlen véltozo esetén:
Y=0+b5 -Xi+b -Xot+...+ 08, Xp+e,

ahol B1, Ba, ..., B, a magyarazo6 valtozokhoz tartozo egytitthatok, [y a tengelymetszet,
e pedig a hibatag vagy maradékvaltozo. A hibatagra itt is feltessziik, hogy normélis

eloszlasu és a varhatod értéke 0.

Hipotézisvizsgalat

A hipotézis a sokasag eloszlasara vagy valamely paraméterére vonatkozo allitas, amely-
nek az igazsagat vizsgélni szeretnénk. A minta alapjan dontést hozunk a hipotézisrdl.
Nullhipotézisnek nevezziik azt a feltevést, amelynek a helyességét a statisztikai proba
soran feltételezziik:

Hoi,u:mo

A nullhipotézis elfogadasarél statisztikai proba segitségével dontiink. A feltételezés igaz
volta mellett felallithatd a mintara, illetve a minta alapjan szamolt probafiiggvényre egy
elfogadasi tartomany, amin beliili értéket nagy valészintiséggel kaphatunk. Amennyiben
ezen beliil es6 értéket tapasztalunk, elfogadjuk, ha pedig kiviil es§ értéket kapunk, akkor
elutasitjuk a nullhipotézist. A nullhipotézis helyett ekkor egy tigynevezett ellenhipotézis
létezését kell elfogadnunk. Ez altalaban :

Hy:p#mg
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Esetenként lehet egyoldali, vagy egy konkrétan megadott, Hy—t6l kiilonbozé feltételezés.
A legismertebb statisztikai probék: u-, t- és F-proba

T-préba

Adott egy normalis eloszlasi fiiggetlen minta, ahol a varhato érték és a szoéras ismeretlen
paraméterek, de a varhato értékrdl azt feltételezziik, hogy egy adott értékkel egyenld.
A probastatisztikat, jeldlje Ty, a mintabol szamoljuk és Student-féle t-eloszlast kovet a
nullhipotézis igaz volta mellett.

A kétmintas t-proba azt vizsgalja, hogy két normalis eloszlasu fliggetlen mintdban

egy-egy valoszintiségi valtozo atlagai egymastol szignifikdnsan eltérnek-e.

P-érték

A p-érték annak a valoszintisége, hogy igaz H, hipotézis mellett milyen valdszintiséggel
kaphatunk |75|-nal nagyobb statisztikai értéket. Nagy p-érték mellett a megfigyelésiink
tipikus, kis p-érték mellett pedig szokatlan lenne. Hipotézisvizsgélati feladat esetén
altalaban 0.05—nél kisebb p-érték esetén a nullhipotézist a minta alapjan nem tartjuk

igaznak.

F-proba

Legyen adott két normalis eloszlasi fiiggetlen minta, ahol a varhato értékek és a szorésok
is ismeretlen paraméterek. Az F-proba a szorasnégyzetek egyezését teszteli. Igaz H

mellett a probastatisztika Fisher-féle kétparaméteres F eloszlast lesz.

2.2. Klasszikus linearis regresszi6

Az egyszert linearis regresszio két folytonos valtozo kozotti korrelaciot irja le. Ha n

darab megfigyelésiink van, akkor a kdvetkezs egyenletek irjak le a magyarazo valtozd



(X) és az eredményvaltozo (V') kozotti linearis kapcsolatot:

yi = Bo+Bi-Ti+er
yo = Bo+pBi-T2+ e

Yn = 50+ﬁ1'xn+€n

ahol y; az Y valtozobol kapott mintaelemek, mig x; az X magyarazo6 valtozobol kapott

mintaelemek. A modell méatrixos alakja:

y2 1 xQ 61
o R
B
Yn I z, €n
azaz,
y=XpB+e
Rezidualisok

Az eredményvaltozo (y) és a becsiilt célvaltozo () kilonbségét reziduélisnak vagy a

modell hibajanak (e) nevezziik [3]. A hibak normaélis eloszlast kévetnek.
e=y—y

Allitas. A rezidualisok varhato értéke 0.

Bizonyitds. Ele] = Ely — 9] = E[fo + iz — (8o + f1z)] = 0,

mivel E[Bo] = ﬁo és E[Bl] = 61 ]

A linearis regresszioban feltételezziik a homoszkedaszticitast. Ez azt jelenti, hogy a
rezidudlisok varianciaja konstans (Var(e) = 0?) és annak nagysdga nem fiigg a magya-

razo valtozo nagysagrendjétél. Ellenkezd esetben a heteroszkedaszticitas jelenik meg.

8



Homoszkedaszticitas Heteroszkedaszticitas

50 100

¥
0
1

-100 -50

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

1. abra. A hibatag lehetséges szorasai szemléletesen

2.3. MérSszamok a linearis regresszié pontossagara

A linearis regresszié pontossagat jol jellemz6 mérdszam a determinacios egyiitthato,
ehhez bemutatom az 6t felépité mennyiségeket és a koztiik 1év6 kapcsolatot. A deter-
minacios egyiitthato fiigg a becsiilt és a valos értékek kiilonbségeitsl, és a becsiilt és a

valos értékeknek a mintaatlagtol valo tavolsagatol.

Rezidualis négyzetosszeg

A rezidudlis négyzetosszeg (Sum of Squares for Error):

n

SSE = SSRES = Z(yz — gjl)Q

i=1
SSE = 0 pontosan akkor, ha a becsiilt érték és a valés minden pontban megegyezik,

azaz tokéletes az illeszkedés. Mas esetben pedig a négyzetre emelés miatt SSE > 0.

Totalis négyzetosszeg

A totalis négyzetosszeg (Sum of Squares Total) a megfigyelt y; értékek és a vizszintes
7 egyenes (= nem regresszios egyenes) tavolsagat méri. Vegyiik minden tavolsagnak a

négyzetosszegét:
n

SST = 85r =7 (y: )’

i=1



Regresszios négyzetosszeg

A regresszios négyzetosszeg (Sum of Squares for Regression):

n

SSM = SSr =Y (i — 1)

=1

Allitas. . . .
Z(yz - §>2 = Z(ﬁz - g)Q + Z(yz - g@)Q
i=1 i=1 i=1
SSr =SSk + SSres
Bizonyitas.

Z(?/z —-7)° = Z(?Jz —7)°+ Z(yz —4;)?

n n

W -2y +7) =D 07— 23+ 7) + > (7 — 2y + 5°)
=1

=1 i=1

o= 02> 2% 2w+ Y5
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
— Z 2yy = Z 29;* — Z 20,y — Z 2u; Y
i=1 i=1 i=1 i1

Tudjuk, hogy y; felirhaté a becsiilt érték és a hiba Osszegeként, vagyis y; = y; + e; és
ezt behelyettesitve:

n

S 2 ey =207 - 20— Y 205 + e
i=1 i—1 i—1

=1

n

> 2T+ D> 2y =Y 207 — Y 20 + )i
i=1 i=1 i=1 i=1

mivel a hiba varhato értéke 0, ezért a mennyiségek kiejtik egymaést. O
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Determinacios egyiitthato (R?)

A determinéacios egyiitthaté megmutatja, hogy X véltozékonysaga mekkora szazalékban
magyarazza jol Y valtozékonysagat:

_ SSk . SSmss

2 —_—
R = SSt SSt

A linearis kapcsolat erds ha az R? értéke 1-hez kozeli, és gyenge, ha 0-hoz van kozelebb.
Ha R? = 1, akkor az azt jelenti, hogy az adatpontjaink tokéletesen illeszkednek az
egyenesiinkre. R? = 0 esetén az illesztett egyenesiink vizszintes, mert X megvéltozasa

nem jatszik szerepet Y valtozasaban.

2.4. Tobbvaltozoés linearis regresszid

Ha 2 vagy tobb magyarazovéltozoval rendelkeziink, akkor tobbvaltozos linearis regresszi-
orol beszéliink. Ebben az esetben mar érdekes a valtozok egyenkénti és az egyiittes

hatasa is. A megfigyelés alapjan irjuk fel az n egyenletet itt is méatrixos alakban:

Y1 1 r11 ... I’lp 50 €0
Y2 1 @1 ... wop| | €1
= -
| U | _1 Tpt - Tnp| _@,_ n
vagyis
y=XG+e,

ahol y egy n x 1-es szlopvektor, X matrix dimenzioja nx (p+1)-s, ha az y tengelymetszet

nem 0 és n X p az ellenkezd esetben, 5 egy (p+ 1) x 1-es és e egy n x 1-es vektor.

Mérészamok a tobbvaltozos linearis regressziéban

A tobbvaltozos regresszié mérdszamai hasonloak az egyszert linearis regresszié mennyi-

ségeihez.
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Az atlagos négyzetosszeg (Mean of Squares for Model) a regresszids négyzetosszeg
leosztva a becslés magyarazo valtozoinak szamaval:

SSn _ S

MSM = =
p—1 q

A reziduélisok atlagos négyzetosszegénél (Mean of Squares for Error) a rezidudlis
négyzetosszeget osztjuk a mintaelemszam és a magyarazo valtozok kiilonbségével:

SSkrEs
n—p

MSE =

The sample variance of the residuals.

Determinacios egyiitthaté (R?)

A determinacios egyiitthatd ugyanaz mint a kétvéltozos lineéris regresszional (a ten-

gelymetszet [y-t is beleértve):
~ SSg

2 —
R ~ SSr

Korrigalt determinacios egyiitthato (R7;)

A determinécios egylitthato a szabadsagfokkal korrigalva figyelembe veszi, hogy héany
fiiggetlen valtozot vontunk be a modell illesztésekor. Jelolje n az Osszes magyarazod

valtozot és ¢ a bevont magyarazo valtozok szamaét:

2 1_n——1(1_R2)

R
n—qg—1

adj =

2.5. A moédszer hipotézisvizsgalata

Hipotézisvizsgalatnal arra vagyunk kivancsiak, hogy x és y szignifikans kapcsolatban
allnak-e egymassal, ezért a [ paraméterek értékére tesziink feltevéseket [5|. Az egyval-

tozos linearis regresszio hipotézisvizsgalata altalaban a kovetkezd:

Ho:ﬁlz(]

12



Hy: 5 #0

Tehat, ha a nullhipotézis igaz, akkor y = (y+F12-bdl latjuk, hogy z—nek nincs hatasa y—

ra, ezzel szemben az alternativ hipotézis szerint x valtozéasa Osszefligg y megvaltozasaval.

2.5.1. T-prdéba linearis regresszié egyiitthatéinak vizsgalatara

A t-préba megmutatja, hogy a (; regresszios egyiitthatok kiilon-kiilon szignifikinsak-e

a tobbvaltozos linearis regresszioban. A (; egyiitthatora vonatkozoé hipotézisvizsgélat:
HQ : 5@ =0

Hy: B #0
H,—ben feltételezziik, hogy nincs lényeges hatasa [;—nek, ezért egy erGs statisztikai
ellenérvet kerestink t-probaval.
A probastatisztika azon alapszik, hogy a paraméter becslése elosztva a becsiilt szo6-
rasaval (standard error) t-eloszlast kovet igaz Hy esetén, n — 2 szabadséagi fokkal, ahol

n a minta elemszama. Vagyis:

~

ﬂﬂ
se(B;)

A nullhipotézist elfogadjuk, ha a statisztika a kévetkezd intervallumban esik: —t,,_91_q/2 <

Ty =

Ty < ty—2,1-a/2- Ennek kovetkezménye, hogy ha Tj kiviil esik a tartomanyon, akkor a H;
hipotézist fogadjuk el, azaz lényeges hatasa van a valtozonak a linearis modellen beliil.
Egyoldali probanal H; : ; > 0 az ellenhipotézistink és nullhipotézist Ty > t,_21-q4
esetén fogadjuk el.

A t-probahoz tartozo p-értékek a szamitogépes elemzés soran segitenek eldénteni,

hogy a magyarazo valtozok egyenként szignifikinsak-e a modellben vagy sem.

2.5.2. Hipotézisvizsgalat az egyiitthatdok egyliittes hatasara

A B; egyiitthatok egyiittes szignifikancidjat mérhetjiik tgy, hogy Osszehasonlitjuk a
jelenlegi tobbvaltozost modell és az egytlitthatok nélkiili konstans modell illeszkedését

[12]. A hipotézisvizsgalat i. feladata ebben az esetben:

13



Hy: pr=03=...=8,=0

Hy : B; # 0, legalabb egy i-re

Vizsgaljuk meg tesztstatisztikank, Fy eloszlasat Hy igaz volta mellett, ehhez felhaszna-
lom a mar kordbban definialt hanyadosokat (M SM-t és MSE-t):

P - MSM _ SSr/q  _ (SSr — SSkes)/q
MSE  SSggs/n—p SSgres/n —p

Allitas. A H, hipotézis teljesiilése esetén F, standard F eloszlast kovet, ezért F-proba

alkalmazasaval tesztelhets a hipotézis.

Bizonyitds. A k szabadsagfoku khi-négyzet eloszlas k darab fliggetlen standard normalis
eloszlas valoszintiségi valtozoinak a négyzetosszege.

A khi-négyzet eloszlas definicidja szerint a fliggetlen khi-négyzet valtozok Osszege
is khi-négyzet eloszlasu (additivitas). Specilisan, ha X7, ..., X, fiiggetlen khi-négyzet
eloszlasu valtozok ki, ..., k, szabadsigfokkal, akkor Y = X; + - -+ 4+ X, is khi-négyzet
eloszlasuak ki + - - - + k,, szabadsagfokkal.

Ha V; ~ X%ﬂu) és Vo ~ X{,,) €8 Vi és V5 fiiggetlenek, akkor

F— Vi/m ~
Va/ma (rm1,ma)

A modell F statisztikdjanak szamitasa a kovetkez6 héanyadossal torténik:

b _ (550 = SSes)/a _ (0 —9) = S (i~ 9)*) /1
" SSpes/n—p Sy — ) (n—p)

ahol n az elemszam és p = 14+magyarazo valtozok szdma.

e; = Y; — yi—re, vagyis a hibéra feltettiik, hogy normaélis eloszlast, y;—re szintén
feltettiik, hogy normalis eloszlastiak, igy y; — ¥ is az lesz. Tehét (y; —y)? és (y; — 9;)? is
x? eloszlast.

Ezért Y0 (yi —9)* és > (y; — 4;)? is khi-négyzet eloszlasa. Itt a szabadsagi fok
[13] alapjan: (n —p+¢q) — (n —p) =¢.

14



 Xi/a
Xn—p/ =D’
ahol x? és x2_, egymastol fiiggetlen Khi-négyzet eloszlastak.

q,n—p

SSk és SSgrps khi négyzet eloszlast kdvetnek, megfelels ¢ és n — g szabadséagi fo-
kokkal, ezért Fiy éppen F eloszlasu lesz, ha igaz a nullhipotézis.

A modell Fj statisztikdja az F' eloszlast koveti p — 1 és n — p szabadséagi fokokkal.
A nullhipotézist elutasitjuk, ha Fy > F,_1 . O]

2.6. Legkisebb négyzetek moédszere

A linearis regresszi6 egyiitthatoinak a becslésére tobbféle modszer is 1étezik. Ezek koziil
a legelterjedtebb a legkisebb négyzetek modszere. Az eljaras célja, hogy minimalizalja
a megfigyelt adatok és az illesztett modell kiilonbségének a négyzetosszegét, vagyis
a reziduélis négyzetosszeget (SSgrps). Innen kapta a legkisebb négyzetek elnevezést
(Ordinary Least Squares, OLS). A kovetkez6 két fejezet vazat Nielsen (2013) [8] cimd
kényve adja.

A hiba, azaz y— X négyzetosszegét megkapjuk ha a transzponalttal balrél szorzunk.
A késsbbi szamolas miatt szorozzunk be 1/2-el. A kapott mennyiséget nevezziik e—nak.
Ennek a minimalizaldsa ekvivalens a négyzetosszegek minimalizélasaval. A levezetés
abban az esetben érvényes, ha X teljes rangu, ekkor det X # 0, valamint ekkor lesz

X TX pozitiv definit, és tudjuk invertalni.

e = 1/2(y— XB)"(y — XB)
= 1/2(y'y—y' XB- 8" XTy+ BT XTXp)
= 1/2(y"y - 28" X "y + BT X XP)
A gyakorlatban el6fordulhat, hogy X nem teljes rangu, ekkor 6sszefiiggnek a magyarazo
valtozok (tehéat az oszlopok), de ilyen esetben lecsokkenthetjiik a magyarazo valtozok

szamat és egy kisebb dimenzios feladatot kapunk. Ha sorok fliggnek 6ssze, akkor ugyan-

olyan paraméterek tartoznak két vagy tobb megfigyeléshez.
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Az egyenlet derivaltja [ szerint:

Oe
95 = —XTy+X"Xp
Az egyenlet masodik derivaltja [ szerint:
0e?
— =X'X
0p?

Mivel ez a kifejezés pozitiv definit, ezért az elsé derivalt zérushelyén minimumot kapunk.
A 02/0p = 0 egyenletet atrendezve megkapjuk a [ magyarazovaltozonk becslését,

melyet BO rs—al fogok a tovabbiakban jelolni.
X"XBors=X"y
Bors = (X' X)X Ty

Ha X "X métrix nem invertalhato, akkor a becslést a Moore-Perose féle altalanositott

inverzzel atszorozva kaphatjuk meg. A becslésiink y-ra, y—al jelolve:
§=XbBors = X(X"X)"'XTy = Hy

ahol a H = X (X"X) 1X " métrix az tigynevezett "kalap matrix", mivel az transzfor-

mélja at y-t y—ba, més szoéval H teszi a kalapot y-ra.

2.3. Tétel (Gauss-Markov). Linedris regresszio esetén a legkisebb négyzetek modszere

dltal adott becslés a legjobb linedris torzitatlan becslés.

2.7. Sualyozott legkisebb négyzetek moédszere

A legkisebb négyzetek modszernél feltételezziik az adathalmazrol, hogy nincsenek benne
kiviilallo értékek és nem sériil a homoszkedaszticitas tulajdonsaga, mert ezek jelentGsen
befolyasolhatjék az eljaras eredményét. A kiugro értékekre és a heteroszkedaszticitas-
ra egy kevéshé érzékeny regresszios eljaras a stilyozott legkisebb négyzetek modszere
(Weighted Least Squares, WLS) [8], [4].

16



A modszer a paraméter becslése soran az illesztett egyenestdl tavolabb esé pontokat
kisebb sullyal, mig az egyeneshez kozeli pontokat nagyobb stllyal veszi figyelembe, igy
nem ad hamis képet az adatsorrol.

Legyen a stlymaétrix

0O O W,

ahol az optimélis silyokat a rezdualisok szerint fejezhetjiik ki:

1

w; = —
2
€

Igy a nagy rezidualist pontokat kisebb stllyal veszi figyelembe, mig a a regresszios

egyeneshez kozeli pontoknak nagyobb lesz a jelentGsége.

e = 12— XB)"W(y—Xp)
= 12y Wy —y WXB—-8'X Wy+ 8 X TWXp)
= 1/2(y"Wy —-28"X "Wy + T XTWX3).

Az egyenlet [ szerint derivalva:

Oe
— = X" Wy+ XWX
a5 Y+ B
A masodik derivalt:
8—52 - X"WX
B2

Ez pozitiv definit, igy minimumot kaptunk e-ra. A levezetés itt is abban az esetben
érvényes, ha X teljes rangi, ekkor det X # 0, valamint ekkor lesz X ' X pozitiv definit,
és tudjuk invertalni.

Az elsG derivalt egyenletét atrendezve megkapjuk a 3 magyarazovaltozonk becslését,

melyet By s—al fogok a tovabbiakban jelolni.
XTWXBwrs = XTWy
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Bwrs = (XTWX) X TWy
A becslésiink a fliggd valtozora, g—al jelolve:
J=Xbwrs = XX WX)'X "Wy = Hy

A kalap matrix most H = X (X TWX) 1 XTW, mivel ez transzformélja 4t y-t §-ba.

3. Kivulallé értékek

3.1. Kiilonbség a kiviilallo értékek kozott és azonositasuk

A kiviilallo értékek olyan adatpontok, amelyek tavolabb fekszenek a tébbi ponthoz ké-
pest. Ez tobbféleképpen is el6fordulhat és nem is minden esetben jelentenek problémét.
Amikor regresszios egyenest illesztiink egy adatkészletre, nem biztos, hogy foglalkozni
kell a kiugr6 pontokkal annak ellenére, hogy egy szokatlan értékpar jelenik meg. Itt az x
és y koordinata értékek is szokatlanok (tul magasak vagy alacsonyak és igy kiviil allnak
a tobbi megfigyeléstdl), de attol még az illesztett linearis modelliink mentén fekszenek
és nem torik meg a lineéris trendet. Eléfordulhat azonban, hogy az x értéke az y ko-
ordinata értékének fiiggvényében kiilon-kiilon atlagosnak szamitanak, de azok egyiitt
nem olyan kapcsolatban allnak, ezaltal messze esnek az adatfelhénktsl és megtorik a

mintat.

3.1.1. Outlierek és nagy hatéereji pontok

A kiviilallo pontokon beliil megkiilénboztetjiik a kiugré pontokat (outlierek) és azokat
az extrém értékeket, amiknél nagy a hatoers (leverage). Az outlierek olyan pontok, ahol
a valasz (y értéke) nem koveti a trendet. A kiviilallo pontok nagy hatoerdvel altalaban
szokatlan x és y érték kombinacidja. Ezeknek a detektalasara tobb modszer is létezik.

A tablazatbol latszik, hogy a fekete ponthalmazra illesztett modell paraméter becs-
lései eltérnek a tobbi modellétsl. Mas eredményt kapunk ha a kiviilallo értékeket is

hozzévesszik egyenként, vagy mindharmat egyszerre. A kék és a z6ld pontok maguk
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Példa a kiviilallo pontokra
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2. dbra. A kiviilall6 pontok valtozatai

felé huzzak az illesztett egyenest. Az is latszik, hogy a piros szind ponttal kapott becs-
lések vannak a legkozelebb a csak fekete pontokébol allok paraméter becsléseihez, mert

az jol koveti a lineéris trendet.

Bevett pontok 5o 51 R?
Minden pont 3.7 103 |0.652
Fekete és piros pontok | 2.3 | 0.4 | 0.96
Fekete és zold pontok | 3.2 | 0.3 | 0.652
Fekete és kék pontok | 5.08 | 0.38 | 0.558
Csak fekete pontok 3.05 | 0.39 | 0.912

3.2. A kalap-matrix és a hatéerd kapcsolata

A kalap-matrix és a hatoers kapcsolatanak vizsgalatahoz a [9] jegyzetet hasznalom fel.
Emlékeztetsiil g = X B, amit az egyiitthatok becslésével tovabbalakitva megkaptuk a
becsiilt célvéltozok egy alternativ felirdsat: § = X (X X))t X Ty. Ez igazabol:

y = Hy,



ahol H = X(XTX)7 !XT a kalap-métrix volt, aminek az értékei csak a magyarazo val-
tozoktol fiiggenek. Ennek a moédszernek a segitségével a rendhagyo, kiviilallo x értékeket
hatarozhatjuk meg. A képlet alapjan felirhatjuk az ¢,—t, az 7. becsiilt eredményvaltozot
az y1,-..,Yn és H kalap-métrix 7. soranak a linearis kombinaciojaként:

1 = huyr+hoy + ..+ by,

Uo = hayr + hosye + ...+ honyn

Yn = hnlyl + hn2y2 +...+ hnnyn

Ha altalanos alakban irjuk az ¢. megfigyelésiinkre, akkor adodik, hogy y; silya h;; lesz,
vagyis h;—vel mérni tudjuk, hogy mekkora rdhatasa van a megfigyelt y,—nek a sajat
megjosolt y; értékére.

Qi — hilyl + hizyg + ...+ h”yz +...+ hinyn

Ha h;; elem kicsi, akkor y;—nek csak kis szerepe y; alakuldsdban, ha h; nagy, akkor
azt mondjuk, hogy nagy hatoereje van (az angol szakirodalomban szerinti megnevezés:
high leverage observations). Altalaban hy; akkor szamit nagynak, ha az értéke legalabb

kett&szorose a silyok atlaganak:
n
B
hi>2)
7j=1
Allitas. A kalap-matrix nyoma a magyarazo valtozok szama: trH = p

Bizonyitds. trH =tr(X(X"X)7'X ") =tr( X" X(X"X) ) =trl,=p O

Mivel a h;; sulyok Osszege a magyarazod valtozok szama, vagyis trH = p, igy a
hanyadost atalakitva )., % = L szerint az also hatarra egy 1j képletet kapunk:
n

tehéat a kalap-méatrixszal detektalhatjuk a szokatlan x értékd pontokat.
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3.3. Studentizilt rezidualisok

A studentizalt rezidualisokkal azonosithatjuk a rendellenes y értékeket [7], [15].

Az i. megfigyelésre vonatkozo kozonséges (nem standardizalt) reziduélis a megfigyelt
és a josolt érték kiilonbsége:

e =Y — Ui

Ha egy adott x érték mellett az y értéke y—hoz képest kiugro, akkor a hiba nagy lesz és
kiviilallo pontnak tekinthetd, de mivel a kiugré pontok maguk felé htizzak a regresszios
egyenest, ezért a hiba nem minden esetben lesz nagy.

Standardizaljuk a reziduélisokat a terjedelem miatt gy, hogy a hibdk atlaga 0 és
szorasuk 1 legyen. Igy a kozonséges rezidualist a standard hibéaval leosztva megkapjuk

az 1. studentizalt reziduélist:
€; €; €;

N 86(61‘) - \/MSE<1 —h“) B o1 — hy

A standard hiba becslésével osztunk, pont mint a Student-féle t-prébanal, ezért t-

eloszlast kovet n — k szabadsagi fokkal, ahol n az elemszam, k a magyarazo valtozok
szama. Ha egy megfigyelés studentizalt rezidualisa abszolut értékben nagyobb mint
2 (vagy 3), attol fiiggen, hogy milyen szignifikancia szintet valasztottunk, akkor azt
mondhatjuk, hogy az kiviilallo pont. A t-eloszlas hatéarait 5%-os szignifikanciaszint mel-

lett kiszamolva £1.96-ot kapunk, ezt kerekitjiik 2-re és igy kaptuk az als6 hatart.

3.3.1. Torolt studentizalt rezidualisok

A studentizalt rezidualisokban nem tiinik ki minden szokatlan y érték, mivel a lehetséges
kiviilallo értékek maguk felé huzzédk az egyenest és nem lesz mindig kiugré a hiba.
Hogy megtalaljuk ezeket a lehetséges outliereket is, hasznéljuk a torolt studentizalt
rezidualisokat [10], melynek mikodése a kovetkezs: a modell illesztésekor hagyjuk ki az
¢. adatpontot a mintabdl, és szamoljuk ki igy minden pontra az eltérést. Jelolje y; az i.

megfigyelés véilaszat, gjg_i) pedig az 1. becsiilt valasz ugy, hogy az ¢. pontot méar tordltiik
a [ paraméterek becslésénél. A pont kihagyésédval a hiba értéke:
65_1) =Y — ?Qi(_z)
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Ha a valodi és a becsiilt érték kiilonbségét leosztjuk a standard szoérassal, akkor meg-

kapjuk torolt studentizalt reziduélis:

el('—i) eg—i) €,E_i)

A studentizalt rezidualisoknal az Gsszes megfigyelés alapjan osztottunk a reziduélisok
négyzetosszegével (MSFE) és a kalap-matrix ¢. diagonalisaval. Itt a mean square error
(MSE") egy olyan modellbél jott létre, amibél mar kitéroltiik az 4. pontot, viszont
H szamitasakor az X matrixban az Osszes megfigyelés szerepel. A torolt studentizélt
rezidualisok t-eloszlast kovetnek (n—1)—k—1 = n—k—2 szabadsagi fokkal. Az el6z8h6z
hasonloan éltaldban itt is 2 a hatar (abszolut értékben), ami felett mar lehetséges, hogy

a megfigyelés egy kiviilallo pont.

3.4. Cross-validation és hiba korrekcid

A Cross-validation (CV) egy az adatbanyészatban is gyakran hasznélt algoritmus, amely
jol méri a prediktiv modell teljesitményét. A k-szoros Keresztvalidacio k egyenls rész-
halmazra bontja a megfigyelések halmazat, ahol k — 1 darab tanitohalmazon épitjiik fel
a modellt, majd a maradék egy tgynevezett teszthalmazon mérjiik a modell pontossa-
gat. Ezt minden halmazra alkalmazva k£ darab modellt alkotunk és ezeknek a k£ darab

teljesitményét atlagolva kapjuk meg a becslést.

Leave-One-Out

A Cross-validation egy specialis esete a "Hagyj-ki-egyet Keresztvalidacio" ("Leave-one-
out Cross-validation", LOOCV) [9]. Itt £ = n, ahol n mintaelemszam, tehat egyetlen
pontot hasznalunk ellenérzésre, a tobbi n — 1 pont pedig a tanitéhalmaz. Ebben az
esetben a modellt n—szer illesztjiik, ami nagy mintaelemszam esetén dréga.

Kérdés: Hogyan valtozik a modelliink, ha kihagyjuk az <. pontot? Becsiiljiik meg az

egylitthato vektort, az 7. pont torlése esetén ezt jelolje B(_i).

22



Leave-More-Then-One-Out

Elsfordulhat, hogy tobb kiviilallé pont is van az adathalmazunkban. Ebben az esetben,
ha kivesziink egy ilyen pontot, akkor az nem fog nagy valtozast eredményezni a mo-
dellillesztésnél. Az Gsszes kiugro pont eltavolitasaval jo modellt kapnank, de ez még a

Leave-One-Out-nal is koltségesebb lenne, mivel (Z) variaciot kéne megfontolni.

3.5. Cook tavolsag

A Cook tavolsag szamitasara a pont x és y értéke is hatéssal van és gyakran hasznaljak a
legkisebb négyzetek becslésnél, hogy azonositsék a befolyasosabb pontokat [9]. A Cook
tavolség fogalmat R. D. Cook 1977-ben vezette be [14]. A modszerben 509 tavolsagat
mérjik B—tc’)l, ahol 59 az a becslés amibél eltavolitottuk az i. pontot, B pedig az
Osszes megfigyelésbdl szamolt paraméterbecslés. Azt vizsgaljuk, hogy az i. megfigyelés
elhagyasa mennyire mozditja el a regresszios egyenest. Ha ez a tavolsag nagy, akkor a
megfigyelésiink befolyésa is nagy és kiviilall6 pontnak tekinthets. A Cook téavolsag az
7. pontra:

(B =B8N - B

(p+1)0?
Ha a Cook-tavolsdg nagyobb mint 0.5, akkor mar elképzelhets, hogy a kihagyott pont

Di:

egy outlier. Ezzel ekvivalens, ha a reziduélisok (e; = y; — ;) és a kalap matrix (hy;)
kombinaciojaval fejezziik ki a Cook tavolsagot:

D, — (vi — 9:)? hi;

3.6. Mahalanobis tavolsag

A Mahalanobis tavolsag segitségével a tobbdimenzios outliereket detektalhatjuk a vé-
lasz valtozo nélkiil tgy, hogy egy adott pont és a tébbi pont eloszlasanak tavolsagat
vizsgaljuk [16], [6]. Ha egy pontnak sokkal nagyobb a Mahalanobis tavolsaga a tobbi

ponthoz képest, akkor az kiviilallo6 pont. Jelolje u az atlagot, o szoérast. Fejezziik ki az
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x; pont és a normalis eloszlast adatfelhénk kozepének a tavolsagat a kovetkezGképpen:

r; — X

o
Ha standardizaljuk a szoréssal ¢. pont tavolsagat az atlagtol, akkor megérzi az eredeti
eloszlas alakjat, de a szorasa 1 és az atlag 0 lesz, ezt nevezziikk Z-pontszamnak. A
hanyados megmutatja, hogy x; hany szorasnyira van az atlagtol,és ennek az értéke
akkor j6, ha adott z; = k esetén a hanyados kisebb vagy egyenlé lesz mint 1/k?. Emeljiik

négyzetre tavolsagot:

e )

A mérést tobbvaltozos adatokon végezziik és az outlierek azonositdsdhoz szamoljuk ki

mind az n megfigyelésre a Mahalanobis tavolsagot (M D;). Legyen a kovariancia métrix:

3.7. Robusztus regressziés moédszer

A robusztus regresszids eljarast akkor érdemes alkalmazni, ha a legkisebb négyzetek
modszernél nem teljesiil mindegyik feltétel [11], [10]. Ez egy olyan alternativa a linearis
regresszioban, ami kevésbé szigoribb feltételeket kér és tompitani tudja a kiviilallo
pontok hatoerejét a modellillesztéskor. Mivel a kiugré pontoknak nagy a befolyésuk,
ezért lekicsinyiti a hatasukat, hogy a pontok donté tobbségére illesszen jobb modellt.

Emlékeztetdiil, az n elemi tobbvaltozos mintéankra illesztett modell hibéja:
gi=yi—xf

A legkisebb négyzeteknél a négyzetre emelés miatt még nagyobbak lesznek a rezidué-
lisok, és igy a kiviilall6 pontok még jobban maguk felé hizzak a regresszids egyenest.

Emlékeztetiil a § paraméter kozonséges legkisebb négyzetek becslése:
Bors = arg min Z(ei)Q
i=1
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A robusztus regresszioban tobbféle modszert is hasznalhatunk az egyiitthatok becslé-

sére, ehelyett minimalizalhatjuk példaul (least absolute deviation):

Brap = arg minz =
i=1
Ha a (8 egylitthatok becslésénél a hiba abszolit értékét minimalizaljuk, akkor a kisebb
hiba miatt kisebb befolyasa lesz a kiviilallo pontoknak és az egyenes jobban fogja a
valodi trendet kovetni.
Egy masik gyakori becslés az M-becslés, amely a reziduélisok egy olyan fliggvényének

Osszegét minimalizalja, amely kevésbé gyorsan ndveli a hiba Osszeget:

By — argmin 3 p(e)

i=1

A legkisebb négyzetek modszerében a p a négyzetes fiiggvény.

3.8. Rezisztens regressziés moédszer

A rezisztens statisztika olyan statisztika, amely "kikeriili" a kiugréd értékek befolyasat.
Példaul egy szélsGséges pont az atlag értékére hat, de a medidnéra nem. Innen jon
a rezisztens regresszio elnevezés, amely egy olyan regressziés modszer, amiben nincs
hatasuk az outliereknek a [ egyiitthatok becslésére. Ezt tigy probalja elérni példaul,
hogy az adathalmaznak levagja az also és fels6 25%—at, és a maradékra illeszti a modellt.
A paraméterek becslése hasonloan torténik a robusztus regresszioéhoz [10].

Végezziik el a legkisebb négyzetek modszerét gy, hogy csak a k < n legkisebb

rezidudlisi pontok négyzetosszegét minimalizaljuk (Least Trimmed Sum of Squares):
k
Brrs = arg min Z(ei)Q
i=1

Igy ha kivessziik a legnagyobb hibaju pontokat, kisebb hatésa lesz a kiviilallé pontok-

nak. k£ = n esetén a kozonséges legkisebb négyzetek becslést kapjuk.

25



Ha pedig csak a k < n legkisebb reziduélisok abszolut értékének 6sszegét minimali-

zéljuk (Least Trimmed Sum of Absolute Deviations):

k
Brra = argminz |&;]
i1

Itt k = n esetén siman [pap becslését kapjuk.

3.9. Hogyan kezeljiik a kiviilallo értékeket?

A kiviilallo értékeket hatasat tobbféleképpen is kezelhetjiik. Ha az adatpont azért kiug-
r6, mert hibas, akkor toroljiik vagy javitsuk. Ha a pont értéke nem hiba miatt problémaés,
akkor végezziik el az elemzést az outlierrel egyiitt és anélkiil is. A bemutatott mérésekkel
kénnyen detektalhatjuk a kiugré pontokat. Ezutan kivehetjiik az outliert a modellépi-
tés el6tt, de akkor azt a dokumentacioban fel kell tiintetni, hogy melyik pontot vettiik
ki és miért. Ha nem vessziik ki az ilyen szélsGséges értékeket, akkor a paramétereket
becsiilhetjiik kevésbé érzékeny regresszios eljarasokkal, példaul robusztus vagy rezisz-
tens regresszioval. A kdvetkezs fejezetben ezeket a modszereket egy gyakorlati példan

keresztil szemléltetem.
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4. Szimulaciok R-ben

Az adathalmaz az amerikai King megyében eladott ingatlanok paramétereit tartalmaz-
za 20142015 kozott. Osszesen 21613 darab hazat foglal magaba. Az adatkészlet for-
rasa: https://www.kaggle.com/harlfoxem/housesalesprediction. A valtozok: ar (price),
halészobak szama (bedrooms), fiirdgszobak szama (bathrooms), ingatlan belteriilete
(sqft _living), kert teriilete (sqft lot), szintek szama (floors), tengerszint feletti magas-
sag (sqft _above), pince teriilete (sqft basement), épités éve (yr_built), elhelyezkedés
szélességi foka (lat), hosszusagi fok (long).

bedrooms
. .. ® @ sqt_living
sqgft_lot
. . ® ® ® soit_above
sqft_basement
9 yr_built
lat
long

o
=]
a
price .

w

=

(o]

(o]

£

i3]

o]
® 0.8

bedrooms . 9
bathrooms | @) @ . 0s
saft_living @) @ @ '
0.2

sqgft_lat .

0

saft_above @ @ @
0.2

sgft_basement .

0.4

yr_built 9

@ o
lat .
~0.8
long .
3. abra. A korrelacioé nagysiga az egyes valtozok kozott

Legyen az ar (price) a célvaltozonk. Az arral legjobban korrelalé magyarazovaltozok
a fiird6szobak szama (bathrooms), a héz belteriilete (sqft living) és a haz tengerszint
feletti magassaga (sqft _above), de mivel ezek a valtozok egymaéssal is korrelalnak, ezért

el6szor a lakés ara és a haz belteriilete k6zotti linearis kapcesolatot vizsgalom.
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call:

Im{formula = price ~ -1 + sgft_Tiving, data = kc_house_data)
Residuals:
Min 1@ Median 3 Max

-1282228 -154542 -35315 92984 452977
coefficients:
Estimate std. Error Tt value pr>|t|)
sqft_living 263.0892 0.7839 335.6 <2e-16 #**
signif. codes: 0 “##=' Q0,001 **° 0.01 “*' 0.05% *." 0.1 * " 1
Residual standard error: 262000 on 21612 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0,839, adjusted R-squared: 0.839
F-statistic: 1.126e+05 on 1 and 21612 DF, p-value: < 2.2e-16

4. dbra. A klasszikus linearis regresszié outputja

Az egyszert linearis regresszio eredményébdl latszik, hogy egységnyi véltozas a bel-
teriilteben 263.08%-nyi valtozést jelent az arban. Az R? értéke elég magas, az ingatlan
alapteriiletének a valtozékonysaga 83.9%ban magyarazza az ar valtozékonysagat. Te-

IXKkK

hat szignifikins szerepe van az ar valtozasaban, ezt a is jeloli.

Ar vs lakasbelteriilet
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5. abra. Az ar és a lakasbelteriilet kapcsolata

Az 5. dbraban megjelenik a rezidualisoknal targyalt heteroszkedaszticitas.
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6. Abra. Rezidualisok

A 6. dbra szerint a 7253, 9255 és a 3915-0s pontok lehetnek problémasak. Az elsd
abran a pontok egy vizszintes vonal mentén szérdédnak, igy biztosan nem nem-linerais
kapcsolat van a magyarazo és a valasz valtozé kozott. Mivel nem egyenletesen szorod-
nak, ezért sériil az egyik feltétel. A masodik &dbra akkor lenne j6, ha a rezidualisok a
szaggatott egyenes mentén helyezkednének el, igy lehet, hogy nem normaélis eloszlas-
bol szarmaznak. A harmadik abraval ellenérizhetjiik a homoszkedaszticitast. Ez akkor
fogadhato el, ha az adatok egy vizszintes mentén fekiidnének. A mi esetiinkben egyre
jobban és jobban szérddnak, ez a heteroszkedaszticitast jelenti, vagyis a széras nem
allandd. A negyedik dbra segitségével kiugré pontokat detektalhatunk, a Cook tavolsig
alapjan. Azokkal a pontokkal lehet baj, ami az a jobb alsé vagy felss sarokban vannak (a

szaggatott vonalon kiviil). Mivel nem esik ki egyik pont sem a szaggatott vonalon kiviil,
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7. abra. A rezidualisok Q-Q Plotja és a studentizalt reziduélisok eloszlasa

igy a Cook tavolsidg alapjan mindegyik megfelels. Ez nem azonosit minden szélsGséges
értéket!

A 7. abrak segitségével a reziduélisok normalitasat vizsgdlom meg jobban. A nor-
malitas feltétele nem igaz az dbrak szerint, mert a pontok erdsen eltérnek az egyenestél
és a jobb fels6 sarokban sok kiviilallo pont jelenik meg, igy a tovabbi eredményeket

feltételekkel kezelem.

T O =
o2 .

10

Studentized Residuals

0 o o 12778 )
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8. abra. A studentizalt rezidualisok és a kalap-matrix kapcsolata
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9. abra. A megfigyelések Cook tavolsidga

A 9. abra Cook tavolsédgok szemléletesen, megszamozza a lehetséges kiviilallo pon-
tokat. Ha az igy kiszlirt pontokat kivessziik az adathalmazbol, akkor megvaltoznak az

illesztett linearis modell paraméterei is. Az eredmény igy:

call:
Im{formula = price ~ -1 + sgft_living, data = house_cd)

Residuals:
Min 1q Median Ele] Max
1265047 -151731 -33105 95106 3365148

coefficients:

Estimate std. Error t value Pr=|t]|)
sqft_living 261.8203 0.7696 340.2 <2e-16 #F¥

signif. codes: 0 f#%=' 0,001 “*%' Q.01 **' 0.05 *." 0.1 * ' 1
rResidual standard error: 256800 on 21609 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.8427, Adjusted R-squared: 0.8427
F-statistic: 1.158e+05 on 1 and 21609 DF, p-value: < 2.2e-16

10. abra. A linearis regresszié outputja a Cook tévolsaggal azonositott kiviilallo pontok
nélkiil

Tehat a 3915, 7253, 9255-s pontok kivételével f = 263.08-bol 5 = 261.82 lesz, és
megné az R? értéke is, az eredeti 0.839-161 0.842-re emelkedett.
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call:
1gs.formula(formula = price ~ -1 + sqft_living, data = kc_house_data,
method = "Tms")
Coefficients:
sqft_Tiving
221.7

Scale estimates 175516 161986

11. abra. A rezisztens regresszi6é outputja

A legkisebb négyzetek modszerében a kiviilallo pontok nagy sulyt kapnak, mig a
rezisztens regresszio kikeriili ezek hatésat. Igy az outputbol 8, = 221.7 kaptunk, ami
sokkal kisebb az eredeti $; = 263.08-hoz képest. A robusztus regresszio lekicsinyiti a
kiviilallo pontok befolyasat, az egyiitthatd becslésére ezzel B; = 243.21 kaptunk.

call: rim{formula = price ~ -1 + sqft_1iving, data = kc_house_data)
rResiduals:

Min 10 Median 30 Max
-1019250 -114370 2876 128035 4769256

Coefficients:
value std. Error t value
sqft_Tiving 243.2153 0.5612 433, 3799

residual standard error: 179100 on 21612 degrees of freedom
12. abra. A robusztus regresszi6é outputja

A 13. abraban a rezisztens, a robusztus és sima lineéris regresszid egyeneseit szem-
léltetem. A robusztus és rezisztens regresszié egyenesei az egyszeri legkisebb négyzetek
modszerével kapott modell egyenese alatt helyezkednek el, szemmel lathatolag is, a ki-

viilallo pontok f6leg feliil helyezkednek el és a két modszer kevésbé érzékeny a szélsGséges

értékekre.
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13. dbra. A kiilonbo6z§ regresszios egyenesek szemléletesen

Regresszios modszer B R?
Klasszikus regresszio 263.08 | 0.839
Robusztus regresszio 243.10 | -
Rezisztens regresszio 221.7 | 0.981
Mahalanobis tavolsaggal kivett pontok | 259.11 | 0.85
Cook tavolsaggal kivett pontok 261.82 | 0.842

Latszik, hogy vannak befolyasosabb pontok ezért kaptunk méas értékeket a paramé-
terre. Mindegyik eljaras mashogy kezeli a messzebb esé pontokat, de mivel a kiviilallo
pontoknak sincs pontos definici6ja arra, hogy mikor lesz egy pont kiugrd, ezért nincs

legjobb modszer a detektalasukra.
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Kivilallé pontok detektalasa - Mahalanobis Tavolsagot Hasznalva
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14. abra. Outlierek azonositasa a Mahalanobis tavolsaggal

A Mahalanobis tavolsag az adatok eloszlédsa alapjan vizsgalja a kiviilallo értéke-
ket. Osszesen 23 ilyen értéket talalt ez a modszer. Ezeket a pontokat kivéve a lineéris

modelliink paraméterei:

call:
Im(formula = price ~ -1 + sgft_living, data = house_new)
Residuals:

Min 1o Median 3q Max

-1138157 -146219 -28011 99175 2296183
Coefficients:

Estimate Std. Error t value pPr=|t|)
sgft_living 259.112 0.739 350.6 <2e-1l6 #¥#¥

Signif. codes: 0O *#%=' 0.001 °“**' Q.01 **° 0.05 °*." 0.1 * " 1
rResidual standard error: 245500 on 21589 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.85086, Adjusted R-squared: 0.85086
F-statistic: 1.23e+05 on 1 and 21589 DF, p-value: < 2.2e-186

15. abra. A lineéris regresszioé outputja a Mahalanobis téavolsaggal azonositott kiviilallo

pontok nélkiil

A 3 paraméteriink most is csokkent, az 0j értéke 3; = 259.11, R? értéke pedig javult,
az eredeti 0.839 helyett most méar 0.85 lett, tehat a csokkentett adathalmazunkkal 1%-—

kal jobban tudjuk magyarazni az ar valtozasat az alapteriilet valtozasaval.
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A t6bbvaltozos linearis modellben tovabbra is az ingatlan arat (price) fogom josolni.

A magyarazo valtozok kozé a haz belteriiletét (sqft living), elhelyezkedésének széles-

ségi fokat (lat) és az épités évét (yr built) fogom bevenni. A 3. dbraban jol latszik,

hogy a tengerszint feletti magassag (sqft above), fiirddszobak szama (bathrooms) és

az alapteriilet (sqft_living) valtozok kozott erds korrelacios kapesolat van, igy nincs

értelme mindegyiket egyszerre bevenni a modell épitésekor. A tobbvaltozos modell pa-

rameéterei:
call:
Im(formula = price ~ -1 + sgft_living + lat + yr_built, data
Residuals:
Min 10 Median 3qQ
-1717755 -132142 -19851 98269 4018991

coefficients:
Estimate std.

sgft_Tiving 307.406 1.928 159.46
lat 112731.577 2361.803 47.73
yr_built -2770.465 57.554 -48.14

signif. codes:

Residual standard error: 248500 on 21610 degrees of freedom
Adjusted R-squared:
p-value: < 2.2e-16

Multiple R-squared: 0.8552,
F-statistic: 4.254e+04 on 3 and 21610 DF,

Error t value Pr=|t]|)

<2e-16
<2e-16
<2e-16

0 fEEs’ 0,001 %%’ 0.01 ‘%' 0.05 °

W
W

W

Lol

0.8552

= kc_house_data)

1

16. abra. A tobbvéltozos lineéris regresszié outputja

A kapott regressziés modell egyenlete:

price = 307.41 - sqft_living + 112731.57 - lat — 2770.47 - yr _bwalt

Tehat az alapteriilet és a szélességi fok novelésével az ar is néni fog, mig az évek for-

ditottan hatnak az arra, minél tjabb, annal jobban csokken az ingatlan ara. Az F-

statisztikanal a p-érték nagyobb mint a szignifikancia szint, ezért elutasithatjuk a 2.5.2

fejezet nullhipotézisét, vagyis a tobbvaltozos modell illeszkedése jobb, mintha kiven-

nénk valamelyik magyarazé valtozot és ugy illesztenénk modellt. A harom valtozo val-

tozékonysaga jelentGsen magyarazza az ar célvaltozo valtozékonysagat, a determinacios

egyiitthatora R? = 0.8552-t, azaz jobb értéket kaptunk mint az egyvaltozos regresszio-

nal.

35



5. Osszefoglalas

A kiviilallo pontok a mindennapi életben is jelentések. Létezésiik plusz informéaciot is
adhat az adatrol, de hibas adatfelvétel miatt is megjelenhetnek, ezért kell foglalkozni
az azonositasukkal és a kezelésiikkel.

Egy statisztikai elemzés soran konnyen befolyasolhatjak a modellt, rossz képet adva
az adathalmazrol. A dolgozat soran olyan eljardsokat mutattam meg, amelyekkel de-
tektalni lehet a szélsGséges pontokat, hogy azok ne torzitsik az eredményt az elemzés
elkészitése soran. Ezek az eljarasok tavolsag (pl. Cook tavolsag) vagy eloszlas (pl. Maha-
lanobis tavolsag) alapjan azonositjak a kiugré pontokat. Nagy mintaelemszamnal kolt-
séges ezeknek a pontoknak az azonositésa, ezért hasznalhatunk alternativ regresszios
modszereket. Az egyszert linearis regressziohoz képest két kevésbé érzékeny regresszios
modszer, a robusztus és a rezisztens regressziok abban az esetben is hasznosak, ha tul
sok van, vagy nehéz azonositani a kiviilallo pontokat, igy nem kell kivenni az extrém
értékeket, mert ezekben a regressziokban nincs nagy befolyasuk a modellre.

Az utolso fejezetben ingatlanarakat jeleztem el6re egy valos amerikai adathalmazon,
és az abban 1év6 lehetséges kiviilallo pontokat sziirtem ki. A regresszids egyenes valtozoi
az ar és a haz alapteriilete voltak, és a kiugré adatpontok azonositasat a bemutatott el-
jarasok segitségével végeztem. A ritka és draga luxusvillak igy nem hiizzak el regresszios
egyenest, és az atlagos vasarlok szamara jobban lehet az ingatlan arat josolni, ha van
egy adott alapteriilet elképzelésiik.

Osszefoglalva tehat, a dolgozatban tobb modszert is vizsgaltam a szélsGséges adatok
detektalasara, hogy a befolydasosabb pontok ne huzzék el az regresszids egyenest és
pontosabb becslést kapjunk a modell egyiitthatoira. Az ilyen pontokra nincs elfogadott,
pontos definicid, ezért nincs legjobb modszer a detektalasukra és a kezelésiikre, érdemes
tobb eljarast is alkalmazni. Az altalam vizsgélt adathalmazra a rezisztens regresszid

adta a legjobb megoldast.
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