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Koszonetnyilvanitas

ElsGsorban szeretnék koszonetet mondani Csomos Petra témavezetémnek, aki se-
gitett a téma kivalasztasaban és rengeteg segitséget nytujtott a szakdolgozatom
megirasanil. Tovabba koszonom, hogy koriiltekintGen atnézte a szakdolgozatomat
és észrevételeivel, tanacsaival, segitségével és tiirelmével segitette a megirasat.
Koszonettel tartozom Anyukamnak és a bardtaimnak az egyetemi évek és a szak-
dolgozat irdsa alatt kapott tAmogatasért és biztatasért.

Koszonom Farago Istvan tanar trnak az Alkalmazott analizis eladasokat, mert
felkeltette a téma irant az érdeklGdésemet.

Ko6szoném tovabba mindazoknak is, akik tAmogattak.



El16sz6

A szakdolgozatom témavalasztasat elsGsorban az Alkalmazott analizis elGadason
elhangzott Runge-Kutta tipusi modszerek és ahhoz kapcsolodo tulajdonsagaik
motivaltak.

A szakdolgozatom teljes egészében torekedtem az egységes jelolés hasznalatara.
Ez segiti az olvasot abban, hogy amit egyszer definidltunk, az a szakdolgozat egé-
szében igaz legyen. Ez a kevés helyen amikor eltér, azt kiilon jeloltem, hogy abban
a részben mas lesz. A felhasznalt jeloléseket a kdnnyebb attekinthetség érdekében
kigyijtottem egy kiilon fejezetbe. Ezaltal nem kellett minden egyes részben tjra
leirni a jelolések értelmét, ugyanakkor a ,Felhasznélt jelolések” fejezetben konnyen
visszakereshetGek. Ezt a fejezetet tobb részre bontottam, ami miatt az adott jelo-
lést még konnyebben meg lehet talalni.

A szakdolgozatban nagy hangsulyt fektettem a lépésenkénti levezetésre, ami
az érthetGséget nagyban segiti. Az felhasznalt irodalmakban ezek a lépések tobb-
nyire Osszevontak, amik egy rész megértését nehezebbé teszi. A kiirdsok altal, az
irodalmak is konnyeben érthet6ek. Amikor egy 1j jeldlést bevezettem, ott hasznal-
tam a ,, : 7 jelet. A betttipusuk is kiilonb6zé jelolés-csoportokat jelentenek, amit

a kovetkezs tablazat mutat:
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Tipusok Angol bettik | Gordg betiik
1-D fiiggvények kisbetid kisbet
tobb-D fiiggvények | Nagybetd Nagybetd
valtozok kisbet kisbet
matrixok /vektorok | Nagybeti kisbet
konstansok Nagybet Nagybet

A fiiggvények tobbnyire tobb dimenziosak, ahogy a matrixok /vektorok is, ezért
a tobb dimenzios fiiggvények kdnnyebb elképzelése érdekében, ahol sziikségesnek
éreztem, ott kiirtam a fiigvényeket és leképezéseiket koordinatanként is. A szak-
dolgozat céljai kozt szerepelt, hogy a részletesség és egységes jelolés rendszere se-

gitségével, a témaban kevésbé jartas emberek szamara is érthetd legyen.

Az irodalom hivatkozasokat a fejezet elején megadtam.

A Runge-Kutta modszer széleskdrben feldolgozott téma, ezért a szakdolgozatom

témavalasztasa az exponencidlis Runge-Kutta modszerek. Ennek a modszernek

egy alesete az 6ran taglalt Runge-Kutta modszer.




Bevezetés

A Runge-Kutta modszert az 1900-as évek elején vezette be Carl Runge és Mar-
tin Kutta német matematikus. Ez a modszer még nem volt alkalmas olyan tipusi
problémék megoldasara, amik tartalmaztak exponencidlis tagot, mert a szamolés
hosszadalmas volt. Az exponencidlis tagot is tartalmazo, exponencidlis Runge—
Kutta modszereket az 1950-es években fedezték fel. 1958-ban Hersch kezdett veliik
részletesebben foglalkozni, aki egy mésik megoldasi modszert készitett erre, ami
el6szor tartalmazott exponencidlis tagot. 1960-ban Certaine a nemlineéris részt
kozelitette a konstans varidcios formuléval. 1963-ban Pope lefektette a Rosenbrock
modszerek alapjat. 1967-ben Lawson a Runge-Kutta modszerrel az egyiittha-
tok megvaltoztatasaval megoldott egy exponencialis tagot tartalmazo differenci-
alegyenletet. Ez volt az elsG alkalom, hogy a Runge-Kutta modszerrel megoldot-
tak egy ilyen problémat. 1978-ban Friedli magasabb rendd modszerekkel is meg-
oldotta a nem merev differencidlegyenletet a Taylor-sor hasznalataval. 1998-ban
Hochbruck, Lubich és Selhofer bevezetett egy 1) integralasi modszert, ami javitott
a szamitasi sebességen. 2005-ben Hochbruck és Ostermann elkészitette a maga-
sabb rendid exponenciélis Runge-Kutta médszert merev egyenletekre is. Ebben a
forrasban talalhato részletesen a torténet [7].

Az exponencialis hatvanyazasakor nagyon sok matrix szorzast kellett elvégezni,
és mivel nem allt rendelkezésre kell§ szamitési teljesitmény, ezért a modszert nem

hasznaltak sokiig. A szamitogépek fejlédésével, az algoritmusok javitdsaval az e
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szam matrix hatvinyara emelése és az 1j modszerekkel valo hatvanyozas feltalala-
saval felgyorsult, igy ezt a modszert djra elGvették és elkezdték hasznalni.

Ezt a numerikus kozelitési modszert hasznaljak példaul a kémiai modell al-
kotasnal, reakcio-diffuzié egyenleteknél, a nemlinearis Schrédinger-egyenletnél, a
merev kinetikus egyenletekre, stb. Ez a modszer a szemilineéris egyenleteket ha-
tékonyan tudja megoldani. A szemilinearis egyenletek egy linearis merev részbol
és egy nemlinearis nem merev részbdl allnak. A merev részek megoldasa hatéko-
nyan csak implicit modszerekkel lenne lehetséges, de az exponencialis Runge-Kutta
modszerrel ennek a merev résznek az értékét pontosan kiszamoljuk, ezért az exp-
licit modszereket hasznalhatjuk.

A szakdolgozatban megismerjiik a modszer levezetését, megvizsgaljuk egy spe-
cialis exponencialis Runge-Kutta modszert, az exponencialis Euler tulajdonséagait,
ezt példakkal és dbrdkkal illusztraljuk, amiken jol latszodik a numerikus kozelitd
modszer hatékonysiga. A példakat, abrakat a MATLAB programban elkészitett
sajat fejlesztést kodokkal készitettiik.




1. fejezet

Az exponencialis Runge-Kutta

modszer levezetése

Ebben a fejezetben levezetjiik az exponencidlis Runge-Kutta moédszert, amivel
meg tudunk oldani els6rendii kozonséges r valtozos szemilinearis differencialegyen-
let rendszereket, egy kezdeti feltétel ismeretében. Ennek teljesitéséhez kozeliteni
fogjuk a pontos megoldast, majd a konstans variaciés formulat felhasznaljuk, végiil
a Lagrange-interpolacidval az ismeretlen nemlinearis fiiggvényt kozelitve felirjuk a

modszert. Az alabbi irodalmakban talalhatoak a felhasznalt informaciok [1] [2] [4]

16]-

1.1. Levezetéshez alaprendszer felirasa

Legyen r € NT, 0 a kezdeti hely, aminek az értéke Uy € R". Legyen ¢ € R,
T =1[0,q], és FF : T x R" — R" folytonosan differencialhaté fiiggvény, ahol ¢ €
T és Uy, Uy € R". Keressiik azt az U : T — R" folytonosan differencialhaté
ismeretlen r dimenzios linearis fiiggvényt, amire teljesiil az alabbi feladat, ami egy

els6rendii kozonséges r valtozos differencidlegyenlet rendszer kezdetiérték feladata,
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avagy Cauchy-feladat:

U't)=Ft,U®{)),t>0
(1.1.1)
Definici6. Azt mondjuk, hogy az F' a masodik valtozojaban Lipschitzes, amennyi-
ben minden (¢,U;), (t,Us) € T x R" pontparra teljesiil az alabbi, ahol L € R

konstans:

1t Ur) = E(t, Us)|lge < LIJUL = Uslgr -

Az F fiiggvény masodik valtozojdban valo Lipschitzessége az egyik sziikséges
feltétele az (1.1.1) feladat egyértelmi megoldasanak létezéséhez.

Legyen az F'(t,U(t)) fiiggvény a kovetkezd specialis alaki, ahol A € R™" inver-
talhato méatrix, azaz létezik A~! és G : T x R — R" egy nemlinedris, folytonosan

differencialhatoé fiiggvény:
Ft,U@)=AU@t)+G(t,U(t)) . (1.1.2)
Ekkor az (1.1.1) atirhato a kovetkezd alakra:

U'lt)=AUt)+G(t,U(t) ,t>0
(1.1.3)
Legyen ¢, = 1,...,r, majd u, : T — R folytonosan differencialhato, a,, € R és
g : T xR" — R. Igy az (1.1.3) egyenletben szereplé tagok métrixos alakban a

kovetkezék:
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Az (1.1.1) egyenlet kiirva koordinatanként az alabbi alakt lesz:

wy (t) g () + s ue(t) + gt ur(t), - u(t))

uy.(t) A - ur(t) + -+ - wn(8) + g (G ua(2), -+ ur(t))

Ezzel felirtuk a kezdetiérték feladat altalanos alakjat, amit meg akarunk oldani.

1.2. Racsfiiggvény és racshalé létrehozasa

Osszuk fel a T intervallumot, N € NT egyenld részre ugy, hogy N > ¢, majd a
helyek nevei legyenek tg,...,txy € [0,q] és a kovetkez6 legyen igaz: 0 =ty < t; <
- <ty = q. Legyen h € R a felosztott intervallum egy tavolsaga, azaz h = &.

Legyen n =0,1,..., N a tovibbiakban, majd ezekbdl latszik, hogy
tn—th,_1="h és t,=n-h, tehat t,+h =1, . (1.2.1)

Ezzel 1étrehoztunk egy egyenld tavolsagi racshalot.

Most gyartsuk le azt a kozelit fiiggvényt, ami a megadott ¢, pontokban jol
kozeliti az eredeti ismeretlen U(t) fiiggvényt, de a tobbi pontban nem feltétlen
kell jol kozelitenie. Ekkor a kozelité fliggvény legyen Y : T — R" folytonosan

differencialhato és a kovetkezdk teljesiiljenek:
Ulto) = Y (to) - (1.22)
U(t,) =~Y(t,), ahol n=1,2,... N |
G(to,U(to)) = G(to, Y (to)) - (1.2.3)

Ezzel 1étrehoztunk gyakorlatilag egy racsfiiggvényt, mert csak az adott pontokban

kozeliti jol az eredeti fiiggvény értékeit.
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1.3. Konstans variacios formula felhasznalasa

Tétel. Legyen ¥ : T — R" folytonosan differencidlhato, I' : T — R” aminek létezik
az inverze is, © : T — R™" ésw € T. A konstans varidcios formula haszndlhato,

ha az W'(t) = AU(t) + (1), és [ AU(t) = O(t) teljesiil, ekkor:
W(t) = O() - 0(0)1 - T(0) + O(t) - /@<w)1r(w> dw .

A konstans variacios formula akkor hasznalhato, ha a derivalt egy homogén,
azaz csak U fiiggvénytol fiiggs, és egy inhomogén, azaz U és t értékektsl fiiggs
részek Osszegébdl all. Az (1.1.3) pontosan ilyen alaku, ezért hasznalhatjuk most,

igy alkalmazhatjuk a kovetkez megfeleltetéseket:

O(t) := e | (1.3.1)

Erre felirva a konstans variacios formulat:

U(t) = e Uy + etA/eWA - Glw, U(w)) duw . (1.3.2)

0
Most az U(t) fliggvény azon pontjaira nézziik, ahol a t = t,, + h, ahol az U értéke
nem ismert, ekkor:

tuth
Uty + h) = etntMA 7 4 eltnthA / e A G(w, U(w)) dw .

10
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Az integral el6tti exponenciélis érték bevihets az integral jel mogé, mert az nem
fiigg w értéktol:
tn+h
Ult, + h) = eltntWA 1y 4 / eltnth=A . Gw, U(w)) dw . (1.3.3)
0
Az (1.3.3) egyenletben, a W(0) = Uy értéket vettiik, most legyen a U(t,) = U(t,)
érték. Ekkor a ©(0)~! most O(t,)! lesz, de igy a ©(0)™! = O(0) = "4 =T
helyett a kovetkezs lesz: O(t,) ™! = e~*»4. Mivel nem a 0 helyen nézziik, hanem t,,
helyen, ezért az integral als6 hatara a konstans variacios formula miatt ¢, helytél

indul. Ezzel modositva a konstans varidcios formulat:

tn+h
Ult, + h) = e tMWA U(t,) - et + / eltnth=0 A Qw, U(w)) dw ,
tn
tn+h
Ut + h) = M U(t,) + / (=AU () dw (1.3.4)
tn

Az (1.3.4) megkaphato az (1.3.3) levezetésébdl a kivetkezSképpen is:

(1.3.3) = el thA . [+

tn tn+h
ree ) [ Guvaes [ et Gl - 0s9
0 tn

Itt felhasznaltuk az integral addiktivitasat és két részre osztottuk az integréalast

hA

a t, koztes ponttal. Most emeljiik ki az e"* matrixot és alakitsuk a kovetkezd

formara az (1.3.5) egyenletet:

tn
(1.3.5) = M [t gy 4 etnA / A G, Uw)) dw | +

: (1.3.6)

tnh
+ / eltnth=w) A Gy, U(w)) dw .

tn

11
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Amennyiben az (1.3.2) egyenletben a t = t,, behelyettesitést végezziik el, akkor a
kovetkez6t kapjuk:

tn
Ult,) = e Uy + et"A/e_WA -G(w,U(w))dw . (1.3.7)

0

Tehat az (1.3.6) szogletes zarojel kozti része ugyanaz mint (1.3.7), igy ha az (1.3.7)
egyenletet behelyettesitjiik, akkor megkapjuk az (1.3.4) egyenletet:

tn+h
Ult, +h) =™ Ult,) + / eltnth=0A . G, U(w)) dw

tn
Tétel. Legyen v : T — R, O : T — R", 2 € T, » € T és ¢ € T, ekkor a

helyettesitéses integrdlon a kovetkezdt értyiik:
v(s)

O(w dw—/O

v() 4

Tegyiik a kovetkez6 megfeleltetést:

O(w) := et th=A . G(w, U(w)) ,
O(v(2)) = el P4 Go(2), U(v(2)))

v(z) i =t,+ 2,

Ekkor a kévetkez6t kapjuk:

tn+h

eltnth=)A G, U(w et th=v@A L Gy(z),U(v(2))) dz .

o\:

tn

12
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A v(2) helyére behelyettesitve az értékét:

tnth h
eltnth=A G, U (w)) dw = / "N Gty + 2, Uty + 2))dz . (1.3.8)
tn 0

Tehat az (1.3.8) egyenletet felhasznalva az (1.3.4) integral részére:

h
Ult, +h) =™ Ult,) + /e(h_z)A -Gty + 2, U(t, +2))dz . (1.3.9)

0
Ezzel meghataroztunk egy modszert, amivel kiszamithato a ¢, +h helyen 1év6 érték
a t, helybeli értékbdl, de ez a modszer implicit, ugyanis ismerniink kellene a t,, és
a t, + h kozti értékeket is, az integrélon belilli G(t,, + z, U(t,, + z)) miatt. Ezt nem
ismerjiik, ezért a kovetkez6kben Lagrange-interpolaciot fogunk alkalmazni, amivel

kozeliteni fogjuk a G fliggvényt.

1.4. Lagrange-interpolaci6 ismertetése

Az alabbiakban megvizsgaljuk a Lagrange-féle interpolaciot. Legyen s € NT. Az
elkovetkez6kben legyen ¢ = 1,...,s. Legyen p : T — R egy s — 1 foka valos
egylitthatos polinom fiiggvény. Definidljunk egy m : T — R fiiggvényt és olyan
z; € T adott pontokat, amelyre a p(z;) = m(z;), azaz a z; pontokban egyezik
az értékiik. A (z;, m(z;)) pontparokra gyartsuk le azt a polinom fiiggvényt, ami
illeszkedik, tehat m az ismeretlen fiiggvény, amit p fiiggvénnyel kozelitjiik, de a

pontparokban megegyezik.
Tétel. Adott s pontpdrra illeszkedd s — 1 foki polinombdl pontosan eqy létezik.

A p(z) legyen a kovetkezd alaki, ahol a d; € R az egyiitthatok, de most s

pontban ismerjiik a z viltozot, ezért az ,jismeretlenek” val6jaban a d; szamok:

p(2) =dy +doz +ds2® 4+ ..+ dezt

13
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Mivel ismerjiik a z értékeit, igy irjuk fel a p fliggvényt a z; helyeken:

p(zl) = dl =+ d221 + ng% + ...+ dsZiq*l = m(zl) ,

p(z) = dy + dozy +ds2? + ...+ d 2 =m(z) ,

)

p(2s) = di 4 dozs + d3zl + ...+ ds2l 7 =m(z) .

S

Definicié. Lagrange-interpolaciés polinomnak nevezziik a kovetkezét, ahol a to-
vabbiakban £k = 1,...s, ¢; : T — R valos egyiitthatos polinom fiiggvény, amit
Lagrange-polinomnak neveziink, és ekkor p(z) lesz az s — l-ed foku Lagrange-

interpoléaciés polinom:

ahol p(z) = Y m(z) - £i(2) . (1.4.1)

i=1
A tovabbiakban legyen j = 1,...s, ekkor a kiovetkez6 a Lagrange-polinom egy

fontos tulajdonsaga:

Most valasszuk meg a (z;, m(z;)) pontparokat ugy, hogy minden ¢ értékre az

m(z;) = 1 teljestiljon. Ekkor a kévetkezo lesz igaz:
plz) = m(z) li(z) = li(z)=1. (1.4.4)
i=1 i=1

Ez azért lesz igaz, mert a (z;, 1) pontparokat vettiik, de az erre illesztett interpo-

lacios polinom a konstans 1 lesz, ezért az 1 értékkel egyenls az (1.4.4).

14
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1.5. Kozelit6é polinom fiiggvény létrehozasa

Legyenek ¢; kiilonb6z6 valos szamok a [0, 1] intervallumon. Legyen M : T — R" és
P : T — R” olyan vektor polinom fliggvény, aminek az elemei m, : T — R, illetve
p. . T — R fliggvények, és z; pedig az ¢. fiiggvényhely az interpoléciobol. Vektoros

alakban felirva:
m(2;) p1(2)
Me)=| | PEe=|

me(z) pr(2)
Ekkor az (1.4.1) képlettel felirt interpolacio a kovetkezdképpen néz ki a tobb di-

menzids esetben:

P(z) = ZM(ZZ) i(2) (1.5.1)

ahol P(z) vektoros alakban kiirva:

2169 i ma(z) - 4i(z)
P(z) = : :

pr(2) ; my(z;) - 4;(2)

Legyen ez a P egy olyan s — 1 foku polinom fiiggvény, amelynek a pontjai
egybesnek az (1.3.9) egyenletben szerepls G(t,, + z, U(t, + z)) fliggvény azon pont-
jaival, amelyre a t,, +c;h teljesiil, ahol z; = ¢;h. Valdjdban a t,+c;h helyeken felvett
értékeket nem ismerjiik, de egy Lagrange-polinommal kozelitjiik a pontokban. A
G(t, + z,U(t, + z)) fiiggvényt az (1.3.9) miatt 0 és h kozott kellene integralni,
de G(t, + z,U(t, + z)) nem integralhato, mert a megadott intervallumon nem
ismerjiik az értékeket, ezért egy polinom fliggvénnyel kozelitjiik a 0 és a h helyek
kozott felvett értékekkel, de ¢, értékkel eltolva a G(t, + z, U(t, + z)) fliggvényt. A

polinom fiiggvény konnyen integralhat6. Ekkor az altalunk definialt P fiiggvényre
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Az exponencialis Runge-Kutta modszer levezetése

a kovetkezdk igazak:

Pty +2) =Gty +2,U(t, + 2)) , (1.5.2)
P(t, + c;h) == G(t, + c;h, U(t, + c;h)) . (1.5.3)
A G(tn + ¢;h, U(t, + ¢;h)) vektoros alakja:
g1(tn + cihyuy (t, + cih), -+ up(t, + c;h))
G(tn + c;ih,U(t, + c;h)) = :
gr(tn + cihyui(t, + c;h), -+ up(t, + c;h))
Vizsgaljuk meg mit kapunk, ha az (1.5.3) egyenlet ¢; értékébe a 0 értéket illetve
az 1 szamot helyettesitjiik be, amik ezek a ¢; értékének a szélsé értékei:
P(t,+0-h)=G(t,+0-h,U(t,+0-h)),
P(t,) = G(t,,U(t,)) -

A 0 behelyettesitésével az eredeti t, fiiggvényértéket kapjuk meg, mig ha az 1

szamot irjuk be, akkor a kovetkez6 helyen 1év6t kapjuk meg, amit keresiink:

Plt,+1-h)=G(t,+1-hU(t,+1-h)),
P(t,+h)=G(t,+hU(t,+h)) .

A t,, + c;h helyek valojaban az altalunk ismert koztes helyek, és feltessziik hogy
ismerjiik a hozza tartozo értékeket. Lasd (1.1) abra. A P(t, + ¢;h) fiiggvénynek
megfeleltettiink egy Lagrange-interpolécios fiiggvényt, ami a t,, +c;h helyeken pon-
tosan azt az értéket vette fel, mint a G(t,, + ¢;h, U(t,, + c;h)).

1.1. dbra. Koztes t,, helyek
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Az exponencialis Runge-Kutta modszer levezetése

Vezessiik be a kdvetkezd jelolést, ahol K € R™* matrix és K; € R" a kdvetkez6:

Matrixos alakban felirva, ahol k¢; € R és k¢, := pe(t, + cih):

ki - ki k1 p1(tn + cih)
K=|: . |, K=|:]= : = P(t, +cih) .
krp oo ks K. pr(tn + cih)
Mivel a P(z) fiiggvényt egy Lagrange-interpolacios polinomnak készitettiik el, ezért
az (1.5.1) egyenlet M(z;) fiiggvény z; helyei megegyeznek a t,, + ¢;h helyekkel és
az M(z;) = P(t, + ¢;h) fliggvénnyel. Az (1.5.4) miatt

K; = M(z) (1.5.5)

Osszefiiggés is teljesiil, tehat a Lagrange-interpolaciés polinomokkal fogjuk megha-

tarozni a kozelit§ fiiggvény értékeit. Vektoros alakban:

kl,i m1<zi>
kr,i mr(Zz)

Az (1.5.5) miatt atirhatjuk az (1.5.1) Lagrange-polinomot a kovetkezs formara:
P(t, + 2) ZK (= (1.5.6)
Vegyiik észre, hogy az (1.4.2) és az (1.4.3) miatt, a kovetkezd igaz:

P(t, + z;) = ZK (%)) ,

ugyanis az /;(z;) minden j # i helyen 0, de amikor az 7 index értéke eléri j indexet,

akkor az (;(z;) értéke 1 lesz. Osszegezve:

K; = P(t, + c;h) ZK i(z;) - (1.5.7)
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Az exponencialis Runge-Kutta modszer levezetése

A Lagrange-interpolaciot felhasznalva, elgallitottunk egy olyan P(t,+z) fiiggvényt,
ami a t, + z = t,, + ¢;h pontokban egyezik a G(t,, + z, U(t, + 2)) fiiggvénnyel. Ezt
fogjuk a tovabbiakban felhasznalni.

1.6. Polinom fiiggvény alkalmazasa

Vegyiik észre, hogy az (1.3.9) egyenletben szerepls G(t,, + z, U(t, + z)) fiiggvényt
tudjuk kozeliteni az (1.5.2) formula miatt a P(t, + 2) fiiggvénnyel, azaz:

h
Ult, +h) ~ e Ut +/e<h DAL P(t, + 2)dz
0

Az (1.2) fejezetben legyartott Y kozelits fiiggvényt felhasznalva ez atirhatod az

alabbi modon:

Y(t, +h) =" Y(t,) + [ P4 P(t, + 2)dz

o\»:

Az (1.5.6) osszefiiggésbdl kifolyolag a P(t, + z) formulat atirhatjuk, igy a kovet-
kezGt kapjuk:

h
Y(t, +h) =" Y(t +/e(h—Z>A'ZKi~£i(z)dz
0 =1

Az (1.5.4) Gsszefiiggést felhasznélva:
h S
Yt +h) = Y (5, + / =4S Pt + ) - (2 dz
J i=1

A P(t,+c;h) megfeleltethets az (1.5.3) miatt G(t, +c;h, U(t,+c;h)) figgvénynek,
de mivel az Y fiiggvénnyel kozelitettiik az U fiiggvényt, ezért a P(t, + c;h) jol
kozeliti a G(t, + c;h, Y (t, + ¢;h)) fliggvényt is:

h
Y (t, +h) = e Y(t,) + /e(h_Z)A : Z G(tn + cih, Y (t, + c;h)) - 4i(z)dz
0

i=1
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Az exponencialis Runge-Kutta modszer levezetése

ezt exponencialis kvadratira szabalynak is hivjak. Vegyiik észre, hogy a véges

Osszeg nem fiigg az integralban 1év6 2z valtozotol, igy azok kivihetdk az integralbol:

h
Y (tath) = "V (t,)+) / e AA 0 (2) dz | -Gtatcih, Y (tp+ch)) . (1.6.1)
=1 0

Az (1.6.1) integral jelhez tartozé tagok mar csak z valtozotol fiiggenek, ezenkiviil
egy exponencialis és egy polinom szorzata tartozik az integralhoz, ami kénnyen
integralhaté 0 és h kozott. Ezt az integralt nevezziik el a kovetkezGképpen gy,

hogy kapjon egy % szorzot, ahol B; € R™":
h
1
B; = 7 /e(h_z)A Ai(z)dz . (1.6.2)
0

Ekkor az (1.6.1) és az (1.6.2) Osszefiiggést felhasznélva a kovetkez6t kapjuk, ahol
a kordbbi % szorzOt kompenzaljuk egy h szorzoval:

Y(ty +h)=e"-Y(t,) +h>_ Bi- Gty + c;h, Y (t, + c;h)) . (1.6.3)

i=1

Az (1.6.3) formulaban szerepld szorzatok sorrendje nem cserélheté meg ugyanis:
ehA € R™" Y (t,) € R", ezek szorzata pedig csak az (1.6.3) egyenletben szerepld
sorrendben lehetséges és a B; € R™", ahol minden 7 indexre B; egy R™*" métrix,
illetve a G(t,+c;h, Y (t,+c;h))R" miatt szintén csak az (1.6.3) egyenletben szerepld
sorrendben lehetséges a szorzatuk. Ez a matrix szorzas szabalya miatt van igy.
Most megkaptuk az Y'(t, + h) szamitasara vonatkozo képletet, de nem ismerjiik
még az Y (t, + ¢;h) értékeket, most szamoljuk ki ezt. Ennek meghatarozasara a
konstans variacios formulat lehetne hasznélni, és levezetni, de mi az egyszeriiség
kedvéért nézziik az (1.3.9) egyenletet a h = ¢;h helyen, és helyettesitsiik be az
1jboli levezetés helyett:

cih
Ult, + c;h) = e U(t,) + /e(cih_z)A -Gty + 2, U(t,+2))dz . (1.6.4)

0
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Az exponencialis Runge-Kutta modszer levezetése

Vegyiik észre, hogy az (1.6.4) G(t, + z, Y (t, + 2)) fiiggvényét tudjuk kozeliteni az
(1.5.2) miatt a P(t, + z) fiiggvénnyel.

c;h
Ult, + c;h) =~ e U(t,) + /e(‘”h_z)““ -P(t, + z)dz .
0

Az (1.2) fejezetben legyartott Y kozelits fliggvénnyt felhasznélva, a fenti atirhato

az alabbi moédon:
cih
Y (t, + c;h) = e Y (t,) + /e(cih_z)A -P(t, +2)dz . (1.6.5)
0

Az (1.5.6) Oszefiiggést atirhatjuk a kovetkezSképpen:
P(t,+2) =Y K;-l(z) . (1.6.6)
j=1

Az (1.6.6) képletet felhasznélva az (1.6.5) formulaban a kovetkez6t kapjuk:
cih .
Y (t, + cih) = MY (t,) + /e(c"h_z)A : Z K;-lj(z)dz .
0 7=l
Az (1.6.6) egyenletben szerepld j indexre at kellett térni, mert az (1.6.5) képletben
a tagok mar fliggtek az i értéktdl. Az (1.5.7) miatt a K; atirhato P(t, + cjh)-ra:
cih .
Y (t, + cih) = 5" Y (t,) + / AN Pty + ¢ih) - £(2) dz
0 j=1

A P(t, + cjh) megfeleltethets G(t, + cjh,Y (t, + c;h)) figgvénynek, ezzel behe-
lyettesitve:

cih
v s

Y(tn + Czh) _ ecihA . Y(tn) + /e(cih—Z)A . ZG(tn + th’ Y(tn + th)) . KJ(Z) dz .

0 j=1

Az egyenlet atrendezve:

Y (tn + cih) = ™Y (t,)+

s [eh (1.6.7)
+y / =D 0 (2)dz| - Gty + cjh, Y (tn + ;h)) .
j:l 0
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Alkalmazzuk a kovetkezd jelolést de az integralnak adjunk egy % szorzot, ahol

Ai,j € R™":
cih

1
A= E/e(c"h_z)“4 Ai(z)dz . (1.6.8)
0
Az (1.6.8) egyenlet befrva az (1.6.7) képletbe és kompenzalva az ; szorzo:
Y (ty + cih) = eV () + h Y Aiy - Gty + b, Yty + ¢;h)) . (1.6.9)
j=1

A szorzésok itt is csak ebben a sorrendben végezhetdk el, a matrix szorzas szabalya
miatt. Megjegyezziik, hogy A;; € R™ ", ahol minden ¢ és j indexre A;; egy R™"
matrix.

Most mar kiszamitottuk az Y (t, + ¢;h) értékét az el6z6 tagokbol, most az (1.6.9)
egyenletet irjuk be az (1.6.3) Gsszefiiggésbe:

Y(t, +h)=e Y (t,)+
—I—h Z BZ . G(tn + CZ']'L, Gcih“A : Y(tn) + h Z Ai,j . G(tn + th, Y(tn + C]h))) .
i=1 j=1
A G(t, + cjh, Y(t, + cjh)) kozelitettiik a P(t, + c;h) fliggvénnyel, és az (1.5.7)

miatt a kdvetkezd behelyettesitést végezhetjiik:

Y (t, +h) =

s S 1.6.10
== 6hA : Y(tn) + ]’LZ Bl . G(tn + Cih, €cihA : Y(tn) + hZAi’j . Kj> s ( )

i—1 j=1
ahol

Kj = G(tn -+ th, Y(tn + th)) .
Alkalmazzuk a kovetkezs jelolést, ahol a IC; € R™:

’Ci = G(tn -+ Cih, GcihA . Y(tn) + h Z Ai,j . KJ) .
=1

J
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Az exponencialis Runge-Kutta modszer levezetése

Ekkor az (1.6.10) a kovetkezd lesz:
Y(t,+h)=e Y(t,)+hY Bi-K; . (1.6.11)
i=1

Ezzel megkaptuk az s 1épcsGs exponencialis Runge-Kutta modszert (RKM), min-

denn=0,1,..., N — 1 esetben:

c;ih
1
Aij = E/e(cm_zm l(z)dz
0
h
B; = %/e(h_z)A Ai(z)dz ,
0 (1.6.12)

Kj = G(tn + th, Y(tn + th)) R
]Ci = G(tn + Cih, ecih'A . Y(tn) + h Z Ai,j . KJ) s
j=1
i=1
Ezzel a modszerrel megoldhatova valt az (1.1.3) elsérendii kozonséges r valtozos
differencidlegyenlet rendszer, el6re megadott kezdeti feltétellel. A fejezetben leve-

zettiik az exponencialis Runge-Kutta modszert.

22



2. fejezet

Az exponencialis Runge-Kutta
modszer Atirasa és az egyutthatok

tulajdonsagai

Ebben a fejezetben a Taylor-sor segitségével atirjuk a modszeriinket, majd megvizs-
galjuk az egyiitthatok viselkedését, bizonyos feltételek mellett. A [4] irodalomban

talalhato a fejezet forrasa.

2.1. Az exponencialis RKM felirasa Taylor-sorral
Legyen H : T — R", majd tegyiik a kévetkezd megfeleltetést:

H(t):=G(t,Y(t)) . (2.1.1)
Tekintsiink a Taylor-sor azonossagra, amit a H fiiggvényre frunk fel:

0 llHll)
H(t, + 2) Z 1—1<)’ (2.1.2)



Az exponencidlis Runge-Kutta modszer atirdsa és az egyiitthatok tulajdonsagai

ahol a H!=Y fiiggvény jelenti a H fiiggvénynek az (I—1)-edik derivaltjat. Az (1.3.9)
képletbe helyettesitsiik be a (2.1.2) egyenletet:

_ hA 2)A 4H¢ ( n)
Y(t,+h) = Y(t,) + [ e IE 1 -1 dz .

o\m

Mivel a H és a végtelen 6sszeg [ indextdl fiigg és nem a z valtozotol, és a Taylor-sor

egyenletesen konvergens, igy ezek kivihet6k az integralbol:

h
o0 —1
Y (t, +h) = e Y(t —i—Z/e(h DA dz - H(t,) . (2.1.3)
= - D!
Tegyiik a kovetkezd elnevezéseket, ahol az [ = 1,2,..., és ¢, € R™" egy métrix:
h
o1 = pi(hA) = ! /e(h_z)A A dz (2.1.4)
hl (-1 7 o
0
0o = @o(hA) := e . (2.1.5)

Ha a (2.1.4) egyenletben A helyett a 0 matrixot irjuk, a kovetkezot kapjuk, ahol

h
1 21 I
hl/ (-1
0

I € R™" identitas matrix::




Az exponencidlis Runge-Kutta modszer atirdsa és az egyiitthatok tulajdonsagai

Végezziik el a kovetkezd integralast:

h
1 2 1 2 .
- (h—2z)A < _ = | _ =)A= g-1 .
901+1—hl+1/e l'dz hl+1{ e 0 A )
0
h 1
1 _
_W/ l €(h 2)A ZT A_l dZ =
0

T (1—1)! h
0
- - Iy A
B e N AN PR A
hl/e N
0
Afl
= (o1 = @u(0)) - —— .

Amennyiben ezt rekurzivan folytatjuk, a kdvetkezét kapjuk:

A* N
o = e Z 0T (2.1.6)

Tekintsiink a kdvetkezd azonosségra:

e = i (hA) =1+ (hA)+ (h A + (hA)” +

g 2.1.
. [! 2 6 (2.17)
=0

A (2.1.7) behelyetetsitve a (2.1.6) képletbe:

B i (hA)L A i AT

= v' T T T .

o ! h — RHT —1)!

Az elsé szumma kiirva és elvégezve a szorzas:
i h.A A_ A_Z+A_l+1+A_l+2+ +—_1+£+ hA n
— ht Olpt ~ 1pi=t - 2p=2 7 (=) 1 I+ 1) T

A masodik szumma kiirva:

l

A—T Al A AL
th_@; B R e VT
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Elvégezve a kivonast:

L hA A
AN U 1+ 2)

Amennyiben [ — oo, akkor a két szumma normaban vett kiilonbsége a 0 értékhez

(2.1.8)

tart, ami igy egy monoton csokkend sorozat. Tehat ||¢;||g-xr — 0. A (2.1.4) képletet

helyettesitsiik be a (2.1.3) egyenletbe. Behelyettesitve:

Y(t, +h) =" Y(t +Zhlgp CHY(@,) (2.1.9)

=1
Végiil az osszeg kiirva:
Y(t,+h) =

€hA : Y(tn) + thlH(tn) + hQQOQH/(tn) + hsngﬁ(tn) +
Most az (1.6.4) azonossagra hasznaljuk a (2.1.2) azonossagot:

0o 1q )( )
Y tn zh _ ,cihA | Y (t / (cih—2)A | zZ H ds |
(tn +cih) =e (tn) + 1221 =1 2

0

Mivel H és az Osszeg fiiggetlen az integraltol, ezért azok kivihet&ek:

-1
Y (tn + cih) = e Y (¢ / (cch=2)4. —Z dz- H(t,,)
=17
Tegyiik a kovetkezd megfeleltetést, ahol a ¢;; € R™" egy matrix:

cih

1 (csh2) A Zl—l
i == anTEA . ————dz . 2.1.10
L hl/e -1 (2.1.10)
0
Behelyettesitve:
Y (t, + c;h) = sy (¢t Zhl@ i - HEO(,) (2.1.11)
minden n =0,1,..., N — 1 esetén. Kiirva:

Y(tn + C1h> = ecih““ . Y(tn) + h¢1,1H<tn) + h2302’iH/<tn) +

Ezzel felirtuk a Runge-Kutta modszert a Taylor-sorral.
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2.2. A B, tulajdonsagai

Most vizsgaljuk meg az (1.6.2) képlettel definialt matrixokat. Vegyiik a véges Gssze-
gét az i =1,...,s értékek kozott:

h
S S 1
B, = = e () dz
> Zh/ ()

A véges 0Osszeg i indextdl fiigg, az integral fiiggvényei pedig z valtozotol, ezért a

szumma bevihetd az ¢; elé:

=1

SRS

h
/e(h_z)A . Z&(Z) dz
i=1

0

Legyen B € R™*". Az (1.4.4) miatt a véges Osszeg értéke 1 lesz, igy a kovetkezst

h
/e(h_z)A dz .
0

kapjuk:

> =

Az integralas elvégezve:
- L ha —zA g-17N hA -1
B = ;1 Bi= e [—e AT = E(e - DA (2.2.1)

A (2.1.7) egyenletet behelyettesitve a (2.2.1) képletbe, és A™! matrixszorzast veé-

gezve jobbrol:

hA  h2A?
ZB_I+—+ e

A (2.1.4) képlet | = 1 esetben konnyen integralhato, ami a kovetkezd alaki:

(" —DAT. (2.2.2)

==

Y1 =

Ekkor a (2.2.1) képletre a (2.2.2) miatt teljesiil a kovetkezd:

B=) Bi=¢. (2.2.3)
=1
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2.3. Az A;; tulajdonsagai

Az (1.6.8) képletre is alkalmazzunk Osszegzést j szerint:

Cih
S S 1
D A=) ﬁ/e(cihzm i(2)dz .
j=1 =1

A j indextdl egyediil ¢; fiigg, igy a szumma bevihets az integral jel mogé:

cih
S 1 S
A= / =94 3 (2 de
Az (1.4.4) miatt a véges Osszeg 1 lesz, legyen A; € R™" igy a kovetkez6t kapjuk:
s c;ih
1
A; = ZAi,j = E/e(cih_zm dz .
j=1 0
Elvégezve az integralast:
- 1. na _
A=) Ay = (e A _ AT (2.3.1)

J=1

A (2.1.10) képlet | = 1 esetben kénnyen integralhato, ami a kovetkezs:
1
P1i = E(e”’““ ~NA. (2.3.2)

Ekkor a (2.3.2) képletet felhasznalva a (2.3.1) képletre, a kovetkez$ teljesiil:

j=1
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3. fejezet

Mobdszerek

Ebben a fejezetben felirunk néhény, az altalanos exponencialis Runge-Kutta mod-

szerbol levezethetd tovabbi modszert. A [4] irodalomban talalhato a fejezet forrasa.

3.1. A kozonséges Runge-Kutta moédszer

A kozodnséges Runge-Kutta modszert megkapjuk, amennyiben az A értékét a 0
matrixnak valasztjuk. Ekkor az (1.6.12) modszerbdl kiesik az Gsszes exponenciélis
tag, hiszen e" = [ igy visszakapjuk a kozonséges Runge-Kutta modszert. Azokat
a modszereket, ahol az A = 0 feltételt tessziik, underlying modszereknek nevezziik.

Helyettesitsiik be az (1.6.12) képletekben az A helyére a 0 matrixot, ekkor minden

n=20,1,..., N — 1 esetén a kovetkezé modszert kapjuk:
cih
1
AIJ_E éj(z)dza
0
h

Kj = G(tn + th, Y(tn + th)) ,

29



Modszerek

ICZ' = G(tn + Cih, Y(tn> + h z Ai,j . KJ) s
=1

J

Y(tw+h) = Y(ta) +h> Bs-Ki .

i=1
Ezzel megkaptuk az implicit Runge-Kutta modszert. Ezt a mddszert akkor érde-

mes hasznalni, amikor az (1.1.3) differencidlegyenlet rendszer nem tartalmazza az
AU (t) merev részt, azaz (1.1.1) alaka. A tapasztalat azt mutatja, ha egy merev
részt tartalmazo egyenletre hasznalnénk, akkor a megoldasa lényegesen lassabb
lenne, és tObb szamitast igényelne a kisebb 1épés és nagyobb 1épcsGszam miatt,
ami sziikséges lenne.

A (2.14) 1l =1 6és A =0 esetben a kivetkezd lesz:
pr=1.
Ekkor a (2.2.3) a kovetkezsképpen fog kinézni:
B = i: B, =1.
i=1
A (2.1.10) I =1 és A = 0 esetben a kovetkezd lesz:
w1 =cl .
Ekkor a (2.3.3) a kovetkezsképpen fog kinézni:
A; = ZS:AM =l .
j=1

Ezek valojaban az underlying Runge-Kutta moédszernek az els6rend eléréséhez

sziikséges rendszabélyok.

3.2. Explicit exponenciilis Runge-Kutta moédszer

A modszert explicitnek nevezziik, ha a j index nem s értékig megy, hanem ¢ — 1

indexig, ugyanis ekkor a kévetkezs tag kiszamitasahoz csak az el6z6 ismert tagokat
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hasznaljuk fel. Az implicit esetben a nem ismert jovGbeli értékeket is felhasznéljuk.
A tovabbiakban az explicit exponencialis Runge-Kutta médszerekkel foglalkozunk.
Tegyiik a kovetkezd kikétést: ¢; = 0. Ekkor az (1.6.8) miatt az A; ; matrixok is
0 értékiek, ugyanis az integral 0 és 0 kozotti tartoméanyon megy, ahol igy 0 lesz

értéke. Ekkor a IC; matrix alakja:

i—1
ICZ‘ = G(tn + Cih, €Cih“4 : Y(tn) + h Z AL]' . Kj) .
j=1

J

Ertékenként kiirva:

Ky =Gty Y(tn)) ,
Ko = G(t, + cah, e Y (t,) + hAzy - G(tn, Y(t,)) ,

Ks = G(tn + Csha QCShA ' Y<tn)+
+hAs1 - Gtn, Y(t,)) + ...+ hAs 1 - G(t, + cs_1h, Y(t, +cs_1h))) .
A moédszert implicitnek nevezziik, ha a j indexet s indexig nézziik.

Az A;; és B; matrixokat, valamint a c¢; értékeket felhasznélva felirhatjuk az

exponencialis Runge-Kutta modszerekre vonatkoz6 Butcher-tablazatokat:

0
Co A2,1
Cs A571 I A575_1
B, B, B,

Explicit exponenciidlis RKM Butcher-tabla
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C1 A1,1 A1,2 ce Al,s Ay
Co A2,1 A2,2 e AQ,s Ay
Cs As,l As,2 L As,s As

B B, ... B, | B

Implicit exponencialis RKM Butcher-tabla

Az utols6 oszlopban szereplé A; és B tagok, a sorOsszeget jelentik, amiket a

(2.3) és (2.2) fejezetekben vezettiink be.

3.3. Exponencialis Euler-médszer
Legyen H : T — R", és tegyiik a kovetkez6 megfeleltetést:
H(t) = G(t,U(t)) . (3.3.1)

A (2.1.2) osszefiiggést felivhatjuk az H(t, + z) tagra is a H(t, + z) tag helyett,
ahol az R: T x T — R" a Taylor-sor maradék tagjat jelenti:

H(tn + 2) = H(tn) + Rltn, 2) . (3.3.2)

Most az (1.3.9) képletbe helyettesitsiik be a (3.3.2) azonossagot, igy a kovetkezst

kapjuk:
h
Ult, +h) =™ Ult,) + /e“H)A - (H(tn) + R(tn,2))dz .
0
A zarojel felbontas utan:

h h
Ult, +h) =™ Ut,) + / DA H (1) dz + / DAL R(t,, 2)dz .
0 0
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A maradék tagokat elhagyva megkapjuk a modszeriinket. Mivel tagokat hagyunk
el, igy az eredeti U fiiggvény helyett a kozelitd Y fiiggvényre kell felirnunk.

h
Y (t, + h) = e Y (t,) + /e<h—Z>A - H(t,)dz . (3.3.3)
0

A fenti képlet atirhato a (2.1.4) képlet [ = 1 eset segitségével a kovetkezs alakra:

Y (t, +h) =" Y (t,) + hp H(t,) (3.3.4)
minden n = 0,1,..., N — 1 érték esetén. Ezzel elGallitottuk az explicit exponen-

cialis Euler-modszert. A modszer az (1.6.12) mddszerbdl is megkaphato, ha az

egyiitthatokat a kdvetkezonek vélasztjuk:

s=1,

c1 =0,

A1 =0,
bLiz)=1,

Ekkor felirhatd a kovetkezd Butcher-tablas:

010
By

Explicit exponenciélis Euler-médszer Butcher-tablaja
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4. fejezet

Az exponencialis Euler-méodszer

tulajdonsagai

Ebben a fejezetben bevezetjiik a merevség, a konzisztencia, és a konvergencia fo-
galméat. Ellendrizziik a modszer konvergencidjat, konzisztenciajat, és a konvergen-
cidhoz sziikséges feltételeket. A [3] forrasban talalhato a konvergencia bizonyitasa,
amit felhasznaltunk, a |4] szamu forrasban van a konvergencia bizonyitasa Banach-
terekre és a merevség ismertetése, és az [5| irodalomban van a konzisztencia bizo-

nyitasa az altalanos elsérendi esetben.

4.1. A merevség ismertetése

A differencialegyenletek a merevségiik alapjan két csoportra oszthatéak: merev és
nem merev.

A merevségre nincs altalanosan elfogadott definici6, ezt a numerikus modsze-
riink hasznélata utan allapithatjuk meg. Merevség megéllapitasara szoktak hasz-
nalni a differencidlegyenlet rendszerre felirt Jacobi-matrix normaban vett legna-

gyobb és legkisebb sajatértékének hanyadosat. Amennyiben ez a hanyados nagy,
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akkor merev az egyenlet, de sajnos vannak esetek, amikor az egyenlet merev, de a
hanyados kicsi. Egy egyenletet merevnek mondunk, ha az explicit moédszernek nagy
(h) lépéskozt valasztva, a numerikus megoldas a pontos megoldas koriil oszcillal
vagy nem tart hozza. Amennyiben ezt a 1épéskozt kellGen kicsinek valasztjuk, akkor
mar jol és gyorsan fogja kozeliteni, de ez nagy mennyiségli szamitast igényelne. Az
explicit modszer numerikusan instabil modszer egy merev egyenlet megoldasanal,
mert létezik egy kritikus 1épéskdz, ami f6lott a modszer csak sok 1épés utan koze-
lit jol vagy egyaltalan nem kozeliti, csak oszcillil. A merev egyenleteket implicit
modszerekkel tudunk jol megoldani.

Nem merevnek neveziink egy egyenletet, ha az explicit és az implicit modszerek
is jol kozelitik a pontos megoldast a megvalasztott akar nagy h érték esetén is.

Az exponencialis Runge-Kutta tipusi modszereknél az U'(t) fliggvényt két
komponensre bontottuk: egy linedris merev részre, valamint egy nemlinearis nem
merev részre. A merev részt pontosan kiszamitjuk mindig az e"* - Y (¢,,) képlettel,
igy a merev rész nem okoz probléméat. Ebb&l kévetkezik, hogy nem sziikséges imp-
licit megoldast hasznalnunk, mert az explicit exponencialis Runge-Kutta médszer

is jol fogja kozeliteni a merev és a nem merev egyenleteket is.

4.2. A konvergencia ismertetése

Definicié. Egy modszert konvergensnek neveziink, ha a kozelit6 megoldas tart a
pontos megoldashoz, tehat a pontos és a kozelitd megoldas kiilonbsége a 0 értékhez
tart normaban minden ¢ = nh = t,, € T pontban, amennyiben a h tavolsdggal is 0

szamhoz tartunk. Ezzel egy finomod6 racshalo fog létrejonni:

iy 7 (t) = U)o =0 (4.2.1)

A pontos és a kozelité megoldas kiilénbsége a globalis hiba, ami minden egyes

lépésben novekedik, de a 1épéskoz csokkentésével ez a hiba a 0 szamhoz tart.
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Definici6. Egy modszert p rendben konvergensnek neveziink, ha létezik olyan

L € T konstans, ami nem fiigg n és h értékeitdl gy, hogy az alabbi teljesiil:

Y (tn) = U(tn)|

pr = Lh? . (4.2.2)

4.3. A mobdszer konvergenciaja

Tétel. Legyen L € RT konstans, majd tegyiik fel, hogy a G fiigguény is Lipschitzes

a masodik valtozojaban, azaz:
|G (tn, Y (tn)) = Gtn, Utn))llgr < LY (En) = Ultn)llg-

és létezik szuprémuma a G'(t,U(t)) figgvénynek. Legyen S € RY véges értéki, és
legyen
S= sup |G'(t,U®))|lg- -

0<t<tn
Ekkor a (3.3.3), azaz az exponencidlis Euler-mddszer elsé rendben konvergens.
Bizonyitas. Tekintsiink a H fiiggvény alabbi Taylor-sor alakjara, ahol a maradék

tagokat integrél forméban irjuk fel, ahol a o € T:
H(t, + 2) = H(t,) + /H’(tn +o)do . (4.3.1)
0

Helyettesitsiik be az (1.3.9) képletbe a (4.3.1) Taylor-sor fejtést, ekkor a kovetkezét

kapjuk:

h
Ult,+h) =™ U(t,) + / MDA A (1) A+
0

. (4.3.2)

+/e(hz)“4- /’H’(tn+o) do| dz.
0

0
Tegyiik a kovetkezG megfeleltetést, ahol 6, € R" ésn=10,1,..., N — 1 esetén:

h

Opi1 = /e(h_z)A- /H’(tn +o)do| dz . (4.3.3)
0

0
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Ekkor a (4.3.2) a kovetkezSképpen irhato fel a (4.3.3) segitségével:

h
Ult, +h) =™ Ult,) + / MDA Az H (L) + Oy -

0

A (2.1.4) képletet [ = 1 esetben nézve, majd behelyettesitve a fentibe:
Ult, +h) =™ - U(t,) + horH(tn) + Ongr - (4.3.4)

Ezzel felirtuk az exponencialis Euler-modszert az (1.1.3) probléma pontos megol-
dasanak segitségével. Tegyiik a kdvetkezG megfeleltetést, ahol £, € R” hibamétrix,
amivel mérhetd az eredeti fliggvény és a kozelité kozti eltérés, majd felhasznéljuk

a (4.3.4) és a (3.3.4) képletet:

£ =Y (t,) — Ult,) (4.3.5)

Eni1 =Yty +h) = Uty + h) = " Y (t,) + ho  H(t,)—

—e"AU(t,) — horH(tn) — 6ng1
minden n =0,1,..., N — 1 esetén.

A képlet Osszevonva:
Enr1 = "M (Y (tn) = Utn)) + hepr(H () — H(tn)) = Gnsa - (4.3.6)
Hasznaljuk a koévetkezd elnevezést, ahol E,, € R":
E, = H(t,) —H(t,) = G(t,, Y (t,)) — G(t,, U(tn)) - (4.3.7)
Felhasznaljuk a (4.3.5) és a (4.3.7) megfeleltetést a (4.3.6) hibaban:
Epi1 = A&+ hp1 By — 601

Rekurzivan folytatva, ahol k = 0,1,...,n — 1, a kdvetkez6t kapjuk:

[y

n—1

E,=h e, B — Z eAS, (4.3.8)

k=0

S

X
Il
=)
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Irjuk ki a (4.3.8) masodik véges Gsszegében 16vS értéket a (4.3.3) segitségével:
h z
A, = A / e(h=2)A. /’H'(tnﬁl +o)do| dz. (4.3.9)
0 0

A (4.3.9) hiba feliilrs] becsiilhetd, amennyiben a tételben szerepld felsG becslést,
az S konstanst behelyettesitjiik. A behelyettesités azért lehetséges, mert a belsé
integral bar 0 és z kozott mozog, de a kiilsG viszont csak 0 és h kozott. Ennek
kovetkezményeként a bels6 integral is 0 és h kozott mozog, ami miatt a belsé
H' fiiggvény maximum a t,, helyig megy el, ami viszont a felsG becslésiinkben is

figyelve van.

h z

rr < e"“hA/e(h_Z)A- /Sda dz

0 0 Rrxr

HeﬁhA(sn—n|

A belsé integralas elvégezve:

h
HeHhAén}R'r < emh.A/e(hz)A. lsal dz 7
0 0
h

R’I‘XT

HenhA(Sn’

wr < e“hA/ze(h_z)A dz- S : (4.3.10)
0 Rrxr

A (2.1.4) | = 2 esetben hasznélva, és behelyettesitve a (4.3.10) képletbe:
h

o < eﬁhA/Ze(h—z)Adz_S = [l h2p, S|
0

RrXxr

||€mhA§n‘

e - (43.10)

A (4.3.8) masodik szumméja feliilr6l becsiilve a (4.3.11) segitségével:

n—1
Z Hel{hAé‘nfﬁ ’
k=0

Tekintsiink a kovetkezd felsé becslés levezetésére, mivel ez egy abszolit konvergens

n—1

. < Z ||€nhAh2¢2s‘

k=0

o - (4.3.12)

sor, ezért lehetséges a levezetés:

= Al A [ ot Al
e |- = lz: e < Z TR < ZZ: TR < elAllerrt,
=0 Rrxr =0 =0
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Legyen Q € R* és Q := || Al|grx, ekkor a fenti Gsszefiiggés a kévetkezéképpen
irhato fel:
|| grr < €™ (4.3.13)

[rjuk ki, és alakitsuk 4t a feliilr6] becsls véges Osszeget a (4.3.12) egyenlStlenségben:

n—1

Z H@HhAhZQOQS‘

k=0

e = H(eOh.A + elhA 4.+ e(nfl)hA>Sh2(p2|

RrXxr —

= |[(e"A + €A+ .+ e )R, S|

- (4.3.14)

A (4.3.14) feliilr6l becsiilhets a (4.3.13) hasznalatéval, mert csak pozitiv kitevék

vannak:

t().A‘ S thU S thn

||e RrXxr )

HetnilA‘ < 6Qtn,1 S thn

RrXxXr — Y

||(et°A +e A+ et”‘IA)hngQS’

Rrxr S Hneﬁtnh2gp25’

Rrxr *

Legyen L € RT konstans, ami fiigg Q és t,, értékektdl, tehat L := L(Q,t,):

L= (4.3.15)
Behelyettesitve:
n—1
Z He“h““hzgpgﬂ g S HnLh2g025{ Rrxr -
k=0

A (2.1.8) miatt és a (2.1.5) valamint mert a h < ¢, miatt a kovetkezd igaz:
lp2llersr < lollrrer = [le"lmrcr < e[l -
Tegyiik a kovetkez6 elnevezést, ahol a ® € R*:

(P = ||6tnA||Rr><r
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Mivel S, L, h, n és ® eleve pozitivak, igy a kivetkezs fels6 becslés is igaz:

n—1

Z HemhAh2¢25}

xk=0

< nLh?®S = nhLh®S = Lht,,®S .

Rrxr S HnLh2%025|

RrXr

Tehat a kovetkez6 lesz a fenti alapjan:

n—1

Z HGHhAhQQOQSI

~k=0

prxr < Lht, @S . (4.3.16)

A (4.3.12) és a (4.3.16) miatt a kovetkezs is igaz:

n—1

Z H eihAS ‘

k=0

A (4.3.8) atirhato a (4.3.17) segitségével a kovetkezs alakra:

-1

Z n—K— 1)h.A

k=0

1Enllpr < + Lht, @S . (4.3.18)

Rr

A (4.3.13) és a (4.3.15) miatt a kovetkezs felsé becslés is igaz:

eltn—r—1)? < oOn — [,

Rrxr — — -

(n—n—l)hA’

(tnfnfl)-A ‘

le —

Ezt a becslést behelyettesitve a (4.3.18) képletbe:

hLnglE

A (4.3.7) és a (4.3.5) jelolést helyettesitsiik be a tételben szereplé Lipschitz krité-

(4.3.18) + Lht, ®S . (4.3.19)

riumba:

1Enllgr < LIEnllg -

Ezt helyettesitsiik be a (4.3.19) egyenlGtlenségbe:

n—1

+ Lht, @S < |hLLo1|lgrer > N|Ellgr + Lt ®S .
k=0

n—1

IEaller < |PLLPL Y 1€l
k=0

Rr

A (2.1.8) és a (2.1.5) miatt, valamint mert a h < t,, miatt a kovetkezd igaz:

||901HRW < ||900||R7'X7' = ||€hA\|RW < ||€t”’A||R*Xr =o.
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Igy a fentibe behelyettesithetjiik. A (2.1.8) miatt és a (2.1.5) valamint mert a
h < t, miatt a kdvetkezd igaz:

n—1 n—1

|Eallgr < hLLDY " [|Exllgy + Lty ®S < hLLD Y || Exllp, + Lht,®S .
k=0 k=0

Lemma. Most tekintsiink a diszkrét Gronwall lemmaéra, ahol ¢, € RT egy nem

negativ szamsorozat és A, = € R*:
en <AL e+ E, (4.3.20)

ekkor létezik olyan £ € Rt amely A konstanstol fiigg. Ekkor az €, < £Z teljesiil.

Tegyiik a kovetkezd megfeleltetéseket:

en = |Enllgr s
A= LLO, (4.3.21)
=:= Lht,®S .

Ekkor a (4.3.20) atirva a (4.3.21) megfeleltetésekkel és atirva a diszkrét Gron-
wall lemma ¢, < £= felsd becslését a (4.3.21) behelyettesitéssel, a kovetkezot
kapjuk:

| Enllgr < £LAt, DS .

Helyettesitsiik vissza a (4.3.5) hibat a fentibe:
Y (t,) — U(tn)|lgr < £LAt,®S .

Most a (4.2.2) definicioban szerepld L konstansnak feleltessiik meg a £Lt,®S

konstansok szorzatat. Ekkor a kovetkez6t kapjuk:

1Y (t,) — U(ty)|lge < Lh .

P

hiba van a t¢,, helyen nézve, mig a jobb oldalon a h tavolsagot leszidmitva konstans.
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A konvergenciaban h értékkel tartunk a 0 szimhoz, tehat a jobb oldal a 0 értékhez
fog tartani, tehat a hiba is 0 felé¢ tart. Az exponencialis Euler-mddszer tehat elsé

rendben konvergens, mert h = h! miatt a p = 1 teljesiil. [

4.4. A konzisztencia ismertetése

Definici6. Lokalis hibanak nevezziik a pontos és a kozelité megoldas helyenként
vett kiilonbségét normaban, tehat az egy 1épés alatt bekdvetkezs hibat feltéve,

hogy az el6z6 1épésben a hiba értéke 0 volt.

Definicié. Egy modszert konzisztensnek neveziink, amennyiben a lokalis hiba nor-

méaban tart a 0 értékhez az n — oo esetén.

Definici6. Egy modszer p rendben konzisztens, ha a lokalis hiba O(h**!) nagy-

sdgrendd.

4.5. A modszer konzisztenciaja

Tétel. Tegyiik fel, hogy a (2.2.3) teljesil s = 1 esetben, ekkor a (3.3.3) azaz az

exponencidlis Fuler-maodszer elsérendben konzisztens.

Bizonyitas. Az els6rendi konzisztencia bizonyitasashoz, belatjuk az els6rendd
konzisztencia eléréshez sziikséges rendszabalyt. Az (1.3.9) egyenletet irjuk fel az

alabbi alakban a ¢, helyett a £y helyen nézve:
h
Ulty+h) = " - Ulty) + /e(h_z)A -Glto+ 2, U(ty + 2))dz . (4.5.1)
0

Ezzel a pontos megoldast irtuk fel. A (4.5.1) képletre, ha a (2.1.2) képletet a

H fliggvény helyett a ‘H fliggvényre irjuk fel, és a (2.1) fejezetben megfelelGen
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levezetnénk, akkor a kiovetkez6t kapnank, ami a (2.1.9) lenne az U fiiggvényre

felirva a t,, = ty helyen nézve:

Ulto+h) = e - Ulto) + Y _ hlor- H ™V (to) . (4.5.2)

=1
Az els6rendii konzisztencia feltétel megallapitasahoz a pontos megoldasnak és a ko-
zelit6 megoldasnak egyeznie kell, legalabb els6rendii hibaval. Ehhez tegyiik egyen-
16vé a pontos megoldas (4.5.2) Taylor-sorral felirt alakjat és a kozelité (1.6.11)
megoldést a ty + h helyen, valamilyen O(h*1) € R" hibaval:

Ulto+h) =Y (tg + h) + O(h**")

" Ulto) + > hlor - H(tg) = ™Y (ko) + b > Bi- Ki+ O(h™) .
1=1 i=1
Az (1.2.2) miatt egyszerisithetiink, ekkor a fenti a kovetkezSképpen néz ki:
> hlor-HE V() =h > Bi - Ki+ O .
=1 i=1
Mivel az exponencialis Kuler-modszer egy lépcsés modszer, igy emiatt az s = 1
teljesiil. Az (1.6.12), a ¢; = 0 és mivel most ¢y helyen nézziik, ezért a IC; atirhato.
Igy a fenti a kovetkezs alaki:
> BT (te) = hBiKy + O(h*T) = hB1G(t, Y (to)) + O(*+') . (4.5.3)
=1

Most ha a végtelen Osszeg | = 1 esetét kiilon kifrjuk, akkor a kovetkezs lesz:
> bl 1D (k) = heo Hto) + > Bl - 1D ()
=1 1=2

Hasznaljuk fel a (3.3.1) képletet ¢ = t, esetre, ekkor a fenti a kovetkezd lesz:

> bl G (tg, Ulty)) = hip1 Glto, Ult)) + Y hlpr - G0 (t, U(to)) -
=1 =2
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Ez felhasznalva a (4.5.3) képletre:
hip1G(to, U Z W - GUD(ty, Ulty)) = hB1Gl(t, Y (o)) + O(hF+Y) .
Tegyiik a kdvetkezd megfeleltetest'
O(h* ) = Zhl<p CGU (Lo, U(to)) (4.5.4)
Ekkor a h**! = h? tehat p = 1, igy ez lesz az elsérend hiba. A kévetkezd marad:
hp1G(to, Ulto)) = hB1G(to, Y (to)) -

Az (1.2.3) miatt egyszeriisithetiink a G fiiggvénnyel és a h értékkel, ekkor a kovet-
kez§ lesz:

o1 =B . (4.5.5)

Ez lesz az exponencialis Euler-modszer konzisztencia szabalya, ha a (4.5.4) kép-
letben szerepl6t vessziik a hibanak, és ekkor elsérendben konzisztens. Ez 1j in-
forméaciot nem ad, mert igy alkottuk meg eredetileg. Ezzel megkaptuk, hogy az
exponencialis Euler-modszer elsérendben konzisztens, amennyiben a (4.5.5) telje-

sul. O

4.6. Példak szamolassal és MATLAB koédokkal

Példa. Tekintsiink az alabbi differencidlegyenletre, ahol u : T — R és az a € R,

amit mi most 5 értéknek valasztunk, valamint az ug = yo € R pedig a 2 szamnak:
u'(t) =5 u(t) +sin(u(t)) , t >0
u(0) =2.

Ezt a példat most megoldjuk az explicit exponencialis Euler-modszerrel. Legyen

most h = 0.5 és n = 2. Ekkor a (3.3.3) képlet felhasznélva y : T — R fliggvénnyel:
0.5

y(0 +0.5) = %% . y(0) + /6(0'5_2)'5 -sin(y(0)) dz .
0
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Az exponencialis Euler-moédszer tulajdonsagai

Mivel u(0) = y(0) = 2, a fenti egyenlet atirhato az aldbbira:

0.5 0.5
y(0.5) = e*7 . 2+/e°5 9% sin(2) dz = 24.36 + 11.0775 - /e‘5zdz—
0 0

—e 5% 0.5 1 e—25
=24.36 + 11.0775 - { 1 = 24.36 + 11.0775 - <— — > = 26.39 ,
5 |, 5 )
y(0.5) = 26.39 .
Most tegyiink még egy lépést:
0.5
y(0.5+0.5) = ¢ )+ / (05-2)5 . gin(y(0.5)) d=

0

0.5
y(1) = e*°-26.39 + [ €©579% . 5in(26.39) dz =

0

__ 5z —2.5

e

0.5
1
= 321.5 + 11.5886 - { ] = 321.5 + 11.5886 - (S —

) = 323.63 ,
0

y(1) = 323.63 .

A MATLAB programkodja a modszernek, ahol a fiiggvény bemeneti adatnak varja
a lépéskozt, a lépésszamot, egy a € R szamot, illetve azt, hogy melyik lépésnél
irassa ki az eredményt és egy yo € R kezdeti értéket:

function [t y|=FEEM(h, n, a, t, y 0)

syms z;

y(1)=y_0;

for i=1:n

y(i+1)=exp(hxa)xy(i)+int (exp((h—z)xa)*sin(y(i)), z, 0, h);
x(i+1)=ixh;

end

t=y (t);

plot (x,y);
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Az exponencialis Euler-moédszer tulajdonsagai

A program az EEEM filiggvény meghivasara az alabbi bemeneti adatokkal a ko-

vetkez6 eredményeket adja:

EEEM(0.5,2,5,1,2) = 2
EEEM(0.5,2,5,2,2) = 26.3986

EFEFEM(0.5,2,5,3,2) = 323.7345

Ez a szamolasunkhoz viszonyitva csak kerekitésbeli hibaban tér el.

Most ugyanezt a feladatot oldjuk meg a MATLAB beépitett ODE45 megol-
dokészletével is. Mi most ennek az ODE45 megolddkészlet megoldasat tekintjiik a
pontos megoldasnak, tehat az u fliggvénynek. Az ODEA45 egy negyedrendii, valtozo
lépésszami modszer, és bemeneti adat a megoldando6 fiiggvény, az intervallum, és

a kezdeti érték:

[t ,ul]=o0ded5(Q(t,u) 5xutsin(u), [0 1], 2);
plot (t,u)
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Az exponencialis Euler-moédszer tulajdonsagai

Tekintsiik a két fiiggvényt egy adbraban, az alabbi MATLAB koddal, ahol a

numerikus modszer bemenete a kévetkezs:

EEEMD(0.1,10,5,11,2)

function [t y|=EEEMD(h, n, a, t, y 0)
syms z;

v(1)=y_0;

for i=1:n

y(i+1)=exp (h*a)*y(i)+int (exp((h—z)=*a)=*sin(y(i)), z, 0, h);
x(i+1)=ixh;

end

t=y(t);

plot (x,y);

hold on

[t,u]=0ded45(@Q(t,u) 5xutsin(u), [0 1], 2);
plot (t,u)

hold off
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Pontos (ODE45) és exponencialis Euler megoldés

Amennyiben a 1épéskozt h = 0.1 értéknek vessziik, az exponencidlis Euler méar

nagyon jol fogja kozeliteni az ODE45 altali megoldést.
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Az exponencialis Euler-moédszer tulajdonsagai

Példa. Oldjuk meg a kovetkezs példat, ahol r = 2 az U fiiggvény dimenzi6ja:

v =" P v+ VTt 0
5 7
11

U(0) =
9

Ezt exponencialis Euler-moédszerrel fogjuk megoldani, ahol a h = 0.5 és az n = 2

teljesiil. Ekkor a (3.3.3) képlet felhasznalva és az értékek behelyettesitve:

13 11 i 13 11
Y (0.5) =exp | 0.5 +/exp (0.5 —z) dz .
5 7 9 ; 5 7 9
Kiszamitva:
-1
422.2 1 3 11
Y (0.5) = exp | 0.5 ,
1098.9 5 7 9
437.7
1137.5
A kovetkez§ 1épés:
0.5
1 3 437.7 1 3 437.7
Y(1) =exp | 0.5 +/exp (0.5 —2)
5 7 11375 ) 5 7 1137.5
Elvégezve:
37210
97955.4

A MATLAB programkddja a modszernek, ahol a fliggvény bemenetként varja a
lépéskozt, a lépésszamot, egy A € R?**? matrixot, és azt, hogy melyik lépésnél

frassa ki az eredmény vektort és egy Yy € R? kezdeti vektort:
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Az exponencialis Euler-moédszer tulajdonsagai

function [t Y|=EEEMM(h, n, A, t, Y_0)

syms z;

Y(:,1)=Y_0:

for i=1:n

Y(:,i+1)—expm(h*A)*Y (:,i)+int (expm ((h—z)*A)*sqrt (Y(:,1)), z
, 0, h);

x(i+41)=ix*h;

end

=Y (1, t);

plot (x,Y(1,:));

figure;

plot (x,Y(2,:));

A program meghivasa az alabbi bemeneti adatokkal a kévetkezé eredményeket
adja:
EEEMM(0.5,2,[13;57],1,[11;9]) = [11; 9]
EEEMM(0.5,2,[13;57],2,[11;9]) = [437.7459; 1137.5379]
EEEMM(0.5,2,[13;57],3,[11;9]) = [37211.7736; 97960.1452]

Ez a szamolasunkhoz viszonyitva csak kerekitésbeli hibaban tér el.

Ugyanezt a feladatot oldjuk meg a beépitett ODE45 megolddokészlettel is:
[t, U=oded5(@(t, U) [1 3; 5 7]|«Utsqrt(U), [0 1], [11; 9]);
plot(t, U(:,1));
figure;

plot(t, U(:,2));
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Az exponencialis Euler-moédszer tulajdonsagai

Tekintsiik a numerikusan és a beépitett megoldéval megoldott fiiggvényt egy
abraban az aldbbi programmal az els6 koordinataban, ahol a numerikus médszer

bemenete legyen az alabbi:

EEEMMD1(0.1, 10, [13; 57], 10, [11; 9])

function [t Y|=EEEMMD1(h, n, A, t, Y _0)

syms z;

Y(:,1)=Y 0;

for i=1:n

Y(:,i+1)=expm(h*A)*Y (:,i)+int (expm ((h—z)*A)*sqrt (Y(:,1)), z
, 0, h);

x(i+4+1)=ixh;

end

t=Y(:,t);

plot (x,Y(1,:));

hold on

[t, U=oded45(Q@(t, U) [1 3; 5 T7|*«Utsqrt(U), [0 1], [11; 9]);

plot (¢, U(:,1));

hold off

A kovetkezd abran latszik, hogy a két fliggvény eltérése az elsé koordindtaban

minimalis.
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Pontos (ODE45) és exponencialis Euler megoldas az elsé koordinataban
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Az exponencialis Euler-moédszer tulajdonsagai

Most az alabbi programmal abrazoljuk a mésodik koordinataban:

EEEMMD2(0.1, 10, [13; 57], 10, [11; 9))

function [t Y|=EEEMMD2(h, n, A, t, Y_0)

syms z;

Y(:,1)=Y 0;

for i=1:n

Y(:,i+1)=expm (h*A)«Y (:,1)+int (expm ((h—z)*A)*sqrt (Y(:,i)), z
, 0, h);

x(i+1)=ixh;

end

E=Y (5, 6) 5

plot (x,Y(2,:));

hold on

[t, U=oded45(@(t, U) [1 3; 5 7]*xUt+sqrt(U), [0 1], [11; 9]);

plot (t, U(:,2));

hold off

A kovetkezd abran latszik, hogy a masodik koordinataban is jol kozelit.
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Pontos (ODE45) és exponencialis Euler megoldas a masodik koordinataban

Amennyiben a lépéskozt 0.1 értéknek vessziik, az exponenciélis Euler-modszer

jol kozeliti a pontos megoldast.
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Osszefoglalas

A szakdolgozatban levezettiik az exponencialis Runge-Kutta modszert, és felirtuk
a Taylor-soros alakjat. Bevezettiik a ¢ jelolést az egyiitthatok elemzésébdl, amit
felhasznaltunk utdna. Néhany modszert levezettiink, majd egy specidlis modszer,
az exponencialis Euler-modszer els6rendi konvergenciajat és konzisztenciajat rész-
letesen elemeztiik. Erre a modszerre tekintettiink példakat, amik lefedték az egy
és a két dimenzios esetet. A t6bb dimenziés esetben hasonlé a megoldasi menet,
mint a két dimenzi6s esetben.

Sajat készitésii MATLAB programmal illusztraltuk a kozelits és a pontos meg-
oldast egy abraban. Egy és két dimenzids esetre is néztiink feladatot programmal,
abraval.

Ebben a témaban még sok mindent lehetne targyalni. Mi csak elsérend mod-
szert néztlink, de vannak magasabb rendiiek is. Egy modszernek minél magasabb a
rendje, annal tobb rendszabaly lesz. Minden egyes rendszabalynak megfeleltethetd
egy két szinezésl fa. A rendszabdlyok és a lépcsészamok kozt is van kapcsolat,
minél magasabb rendii moédszert hasznalunk, a rend eléréséhez sziikséges lépcss-
szam is magasabb. Adott 1épcsGszam esetén van maximalisan elérhetd konziszten-
cia rend. A 1épcsGszam és rendszabalyok szaméara jelenleg nem létezik képlet. A
fa megfeleltetéseket elsGsorban az elemi differencidknak feleltették meg, és mivel
a Runge-Kutta modszer rendszabalyai is elGallithatoak annak megfelelGen, igy a

rendszabalyok felirhatoak az exponencilis Runge-Kutta modszerek esetében is.

35



Felhasznalt jelolések

Terek: Métrixok: Allandok:
N*, R, R", R, Bn, &n, K, Ky K, N e N*
R RS O, Uy, Uy, Uy, 0, € R” L LL L ES
T = [0,4], [0,1] A A Ay, B, Bi, I, A @ E QeR"
w1, i € R

Valtozok: K c R Toébb-D fiiggvények:
r, s, pe Nt 1-D fiiggvények: F-TxR — R"
h, q, €, € RT 9. :TxR =R G:TxR — R
a, a,c, di, ke, ti:T—R H:T—R
Yo, Ug € R m:T—R H:T—R"
t, tn, W, 2, 2z, m,: T —R M:T—R"
o, %, ¢€T p:T—=R O:T—R"
¢ €0,1] po:T—R P:T—R"
ik =1,...,s u:T—=R R:TxT—R
1=1,2,... u,:T—R U:T—R
[=0,1,... y:T—R Y:T >R
T=1,....1 v:T—=R TR
n=01,...,N U:T =R
C,oe=1,...,r ©:T—R™

k=0,1,...,n—1
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