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Bevezetés

A polinomok szamos helyen el6fordulnak a matematikdban. A szakdolgozatom-
ban arra véllalkoztam, hogy par nevezetes polinom csalddot tiizetesebben meg-
vizsgalok. Az els6 fejezetben olyan nevezetes polinom csalddokkal foglalkozom
mint a Csebisev-polinomok és a Bernoulli polinomok, amelyek szdmos helyen el6-
fordulnak, példaul az analizisben. A mésodik fejeztben pedig a grafelméletben
elforduld két nevezetes polinomot mutatok be. Az egyik a kromatikus polinom
a masik a szomszédsagi matrixhoz tartozé karakterisztikus polinom.

A dolgozatom alapjaul azok a konyvek, cikkek és jegyzetek szolgéaltak, amelyek
az irodalom jegyzékben talalhatoak. Az elsG fejeztben 1év6 két polinom csalad
név adoinak életrajzi adatait a Wikipédiardl vettem.

K6sz6netnyilvanitas
Szeretném megkdszonni témavezetémnek, Agoston Istvannak a téma kivalaszta-
saban és a szakdolgozat megirasaban nytjtott segitségét, a kozos gondolkozast.



1. fejezet

Polinomok az analizisben

1.1. Csebisev-polinomok

Pafnutyij Lvovics Csebisev(1821-1894) orosz matematikus. Sziilévarosa Moszkvé-
tol nyugatra talalhato. Gyerekkoraban tanult szamtant és elsajatitotta a francia
nyelvet. Ez utobbi nagyon fontos volt, mert akkoriban a francia volt a mate-
matika nemzetkézi nyelve. 1832-ben a csalad Moszkvaba kéltézott, ahol aztan
1837-ben sikeresen felvételizett a helyi egyetemre. FEls6 cikkét 1843-ban adtak
ki és a tobbszorés integralokrol szolt. Moszkvaban nem sikeriilt allast taldlnia,
ezért Szentpétervaron kezdett el dolgozni 1847-t6l, és kés6bb innen is ment nyug-
dijba 1882-ben. A szamelméletben & érte el az elsé lényeges részeredményt a
primszamtétellel kapcsolatban, viszont Bertrand sejtését maradéktalanul bebizo-
nyitotta, miszerint minden természetes szam és kétszerese kozott létezik prim.
1852 tajt bukkannak fel legel6sz6r munkajaban a késébb réla elnevezett polino-
mok. Emellett kiemelkedfen eredményes kutatast végez az ortogonalis polino-
mok elméletében és az approximaciéelméletben. O volt az els6, aki egységesen
targyalta a mar joval korabban felbukkané kiilonb6z6 ortogonalis polinomokat,
tovabba felallitotta a Christoffel-Darboux formulat. 1867 és 1887 kozott a valo-
szintiségszamitas elméletében végzett munkaja nyoman lehetévé valt a statisztikai
adatok valosziniiségi alapokon torténd vizsgalata. Altalanositotta de Moivre és
Laplace centralis hatareloszlastételét.

Most térjiink ra a rola elnevezett polinomokra,a Csebisev-polinomokra, melyek-
kel a matematika rengeteg agaban taldlkozhatunk. A polinomapproximéciéban,
a szaméletben, a 3D-s topoldgiaban mind-mind el6fordulhatnak eme polinomok.
Mi csupan néhany egyszert, de anndl fontosoabb tulajdonsigét tekintjiik meg a
Csebisev-polinomoknak.

A Csebisev-polinomok definici6jdhoz azt a polinomidlis Gsszefiiggést hasznal-
juk, mellyel cosny értéke kifejezheté a cos¢ polinomként. Vegyiik ugyanis az
alabbi két ismert trigonometrikus Osszefiiggést:

cos(n + 1)@ = cosny cos ¢ — sin ny sin @

cos(n — 1)y = cosngp cos ¢ + sinnp sin ¢



Ezeket Osszeadva azt kapjuk, hogy:

cos(n + 1)¢ + cos(n — 1) = 2cosny cos ¢
Amibél cos(n + 1)¢-re kapunk egy rekurziv képletet:

cos(n + 1) = 2cosnp cosp — cos(n — 1)

Ekkor, ha olyan T),(x) polinomokat keresiink, melyek cosnyp értékét allitjak els
cosp-bdl (azaz T, (x) = cosny az © = cosp helyettesitésénél) akkor az alabbi
rekurzidnak kell teljesiilnie:

Toi1(x) = 22T, (x) — T (),

és a rekurzio elkezdéséhez nyilvan To(x) = 1 és T (x) = = a jo valasztas. Ezzel az
osszefiiggéssel egyértelmiien nyertiink egy 7T, (z) polinomsorozatot, ezeket nevez-
ziik Csebisev-polinomoknak.
Indukcioval kénnyen lathato, hogy T, (z) n-edfoki, egész egyiitthatos és a f6-
egyiitthatoja 27!, han > 1.

Az els6é néhany Csebisev-polinom:

To(l') =1
Ti(x) =x
Ty(z) = 22> — 1

Ts(z) = 42° — 32
Ty(x) = 82* — 82 + 1

A T, (z) fiiggvényeknek a cosnyp eldallitasaval valo kapcsolata mutatja, hogy
ha = € [-1,1], akkor T),(x) € [—1,1], azaz |T,,(x)| < 1.
Ilyenkor ugyanis tetszéleges x € [—1, 1]-hez létezik ¢, hogy x = cos ¢, és az el6b-
biek szerint ekkor T},(z) = cos ne.
Ez a tulajdonsag azért is megleps, mert T),(z) f6egyiitthatoja 21, azaz viszony-
lag nagy.
Mar Csebisev észrevette, hogy ez a tulajdonsag (a [—1, 1] intervallumon a |T,,(z)|
viszonylag kicsi volta) jellemzi a Csebisev-polinomokat az n-edfoka polinomok
kozott. Nevezetesen igaz az alabbi tétel.

1.1.1. Tétel. Egyetlen olyan P,(z) = 2"+ ... normdlt, n-ed foki polinom létezik,

melyre teljesil, hogy: |P,(x)| < 5 ha |z| < 1. Nevezetesen a P,(z) = Tgﬁ—(ﬂ)

Vagyis a ig’;(fi) polinom kozeliti a legjobban az [—1,1] intervallumon a 0 fiigguényt

a normdlt n-edfoki polinomok kéziil.

Bizonyitas

Lattuk az elébb, hogy |7, (z)| < 1 minden |z| < 1 esetén, tehat R, (x) = Inle) ¢
[—Qn—l,“ Qn—l,l] Tekintsiik most az x; = cos %’r pontokat, £ =0,1,...,n.



Mivel cos x monoton a [0, ] intervallumon, ezért az x pontok egy n—+1 elemi
monoton fogy6 pontrendszert adnak a [—1, 1] intervallumon.

ZL’():l

T = COS% = 0,809

2
Ty = cos% = 0,309

I3 = COS E = —O, 309
4
£4 = COS % — 0,809
Ty = —1

Mivel a T, (z) polinomot tgy definialtuk, hogy T, (cosy) = cosnyp teljesiiljon,
ezért:

k
To(z) =T, (cos (%)) =coskr = (—=1)*k=0,1,....n.

Ezért a T, polinom értéke az xj osztopontokban folvaltva +1, és igy R,(x) =
+ 5. A feltétel szerint |P,(z)| < 5= ha |z| < 1, igy a Q(z) = R,(z) — P,(z)
polinom elGjele megegyezik R,, azaz T,(x) elGjelével (esetleg az értéke lehet 0).
Megtudjuk, hogy a Q(z) polinomnak legalabb n gytke van a [—1,1] intervallu-
mon.

Mivel Q(z) foka < n —1 (mivel az R, (x) és P,(z) n-ed fokuak és fGegyiitthatoik
megegyeznek), ezért ebbdl adodik, hogy a Q(z) polinom azonosan 0.

Ehhez megvizsgaljuk a Q(z) viselkedését. Mivel Q(z) = R, (z) — P,(z) polinom
elgjele megegyezik R, azaz T, (x) elGjelével, ezért az egyes szakaszok végpontjai-
ban [zx41, k] Q(x) polinom ellenkez§ elGjeleket vesz fel és ezért Q(x)-nak minden
szakaszon gyoke van. Ha Q(z) = 0, akkor egy kicsit pontosabb érvekre van sziik-
séglink. Ebben az esetben ugyanis az x;, vagy legalabb kétszeres gyok vagy az
[Tra1, 2] 68 [Tk, xp_1] szakaszok egyikén beliill van még egy gyok. Ezenkiviil azt
is tudjuk, hogy Q(x) polinom xj1-ben és x;_;-ben is ugyanolyan elgjeld.

Mivel n darab [xyy1, x| szakasz van, ebbdl kivetkezik, hogy a Q(z) polinomnak
legalabb n darab gyoke van. Ez egy olyan polinom esetében, amelynek foka nem
nagyobb mint n — 1 azt jelenti, hogy ez a Q(x) polinom azonos nulla, tehat be-
lattuk:

1
0
Az 1.1.1-es Tétel alapjan a Csebisev-polinomok gyokeinek halmazat szoktuk
hasznalni fiiggvények approximaciojanil az interpolaciés polinomok alappontja-
ként. A tételbdl ugyanis kovetkezik, hogy az ezekre a pontokra épitett iteracios
polinom kozeliti legjobban a kiindul6 fliggvényt.



A kovetkezGkben egy explicit (azaz nem rekurziv) képletet adunk 7,,-re. Tekint-
siik ehhez a 2z = cos +ising és a 27! = cos ¢ — isin ¢ komplex szdmokat. Az
osszegiik: z+ 27! = 2cos ¢ és a Moivre-képletbsl adodik: 2" + 27" = 2cosnp. A
kordbbiakbol tehat kovetkezik, hogy ha #—t behelyettesitjiik T,,(z)-be, akkor:

szt At

> )T
és ezt az Osszefiiggést fel fogjuk hasznalni a kovetkezd tétel bizonyitsasanal is. A
tételben T, (r) megadasara egy explicit képletet hasznalunk.

T(

1.1.2. Tétel. Legyen m = [%] Ekkor:

=0

Bizonyitas

Az el6bbi formulat felhasznalva legyen z = (2 + 27!) = cos¢, tovabba 2/ =
T(z"+27") =cosnp éslegyen y = 1(z — z7!) =ising

Tudjuk, hogy cos® ¢ + sin? ¢ = 1. Ezt atrendezve: — sin®p = cos®p — 1

1

Vagyis y*> = 12—1 és mivel z = o4y és 21 = 2—y ezért: 2"+2 " = (v+y)"+(z—y)",

ami a binomindlis tétel szerint tovabb egyenls: 2"+27" = Z (ZL) (14+(=1)) (2" )y
i=0

A paratlan indexek kiesnek, és kiemeljiik elére a 2-es szorzot (mert 14-(—1)% = 2)

~(n n—2j 2j _ —~(n n—2j(.2 _ 1\
22(23')95 ! _Z(zj)‘” o
7=0 7=0
Mostmaér csak azt kell észrevenniink, hogy ebbdl kapjuk a tétel allitasat, vagyis:

T.(z) = %(z” +2z7").

O

A Csebisev-polinomok explicit megadésa azért is elényos szamunkra, mert ha

meg akarunk adni egy Csebisev-polinomot, nem kell kiszdmolni a kisebb Csebisev-

polinomokat (ahogy a rekurzional), hanem elég behelyettesiteni a képletbe. Ebbol
adodik egy kimondottan érdekes kdvetkezmény:



1.1.1. Kovetkezmény. Legyen p eqy pdratlan prim, ekkor tetszdleges eqész szamra:

Ty(a) = Ti(a) (mod p)

Bizonyitas

Mivel p paratlan prim, ezért p = 2m + 1. Az el6z6 tételben a T),(x) Csebisev-
polinomokra adtunk egy formulat, ezt felhasznélva p-re és x=a-ra:

T,(a) = Xm: ( 279]_ ) "% (a? — 1)

J=0

Ha j > 0, akkor (2’3) oszthato p-vel. Ezért ha modulo p vessziik az elgbbi kifeje-
zést, akkor az Osszes p-vel oszthato tag kiesik, marad a aP-enes tag (vagyis ahol
j=0). Ebbdl adodik tehat, hogy a T,(a) = a? (mod p) és mivel a”? = a (mod p)
Va-ra,ezért T,(a) = a” = a (mod p), tehat vissza kaptuk az eredeti allitast, mert
Ti(a) = a. O

Mar belattuk egyszer, hogy T,,+1(x) = 22T, (x) — T,,—1(x) és néha T, (x) helyett
célszert figyelembe venni a normalt P,(z) = 27,(3) polinommal szdmolni. A
T, (z)-re adott rekurziobol kapunk egy Gsszefiiggést P, (x)-re is.

xr xr
Poii(z) = 2Tn+1(§) =2- 2§Tn(

xz

5~ 0T, 1(2) = 2Py(2) — Py ()

2

Mivel Py(x) = 1 és Pi(x) = x, ezért ebbdl kovetkezik, hogy P,(x) egy egész
egyiitthatos polinom. Mar lattuk: 2 = cos  + isin g, akkor z + 27! = 2cos ¢, és
2"+ 27" = 2cosny. Most irjuk be z 4+ z71-t x helyére:

Po(z+z71) = 2T, (cos ) = 2cosny = 2"+z " vagy masképp: P,(2cosp) = 2 cosnep

Vagyis a P,(x) polinomidlisan 2" + 27"t fejezi ki z + 2z~ '-el. A P,(z) polinomo-
kat fel fogjuk hasznalni a kovetkezd tétel bizonyitasanal, melybe meghatarozzuk,
melyek azok a szdgek, melyekre a sz0g és annak cosinusa is "szép'". Ezt mutatja
be az alabbi tétel:

1.1.3. Tétel. Ha « és cos(am) is raciondlis, akkor 2 cos(am) egész szdm, vagyis
cos(am) =0, 1 vagy +1.
Bizonyitas

Legyen « egy egyszer(sithetetlen tort o = ™, és legyen xq = 2 cost, ahol ¢ = ar.
Ekkor:

P.(zg) = P,(2cost) = 2T, (cost) = 2 cos(nt) = 2 cos(nam) = 2cos(mr) = £2
Ezért xy gyoke a P,(x) F 2 egész egyiitthatos polinomnak.

Puz)F2=2"+ba" '+ ...+ b,

8



Legyen xg = 2 cos(am) = £ egy egyszer(sithetetlen tort. Ekkor:

n n—1
pn(fz);z:(fz) +(b£) r b =0
q q q

P bigp" T+ bag?p" P 4 L+ b
qn

0

Atrendezve:
p" 4 bipn1q + ...+ byg" =0

"= —(bipn_1q" + ... +b.q")

A jobb oldalbél q kiemelhetd, ezért ez esetben p™-en oszthaté lesz g-val, de p és q
relativ primek,legnagyobb kozos osztojuk 1, ezért nem oszhatok egymassal, tehat
q = %1, vagyis 2 cos(an) egész szam. Ezzel a tétel allitasat sikeresen belattuk. O

A tovabbiakban a Csebisev-polinomok egy szamelméleti alkalmazasat szeretnénk
bemutatni. Ehhez a Csebisev-polinomok derivaltjaira lesz sziikség. Mar belattuk,
hogy T,,(cos ¢) = cosny. Derivaljuk ¢ szerint (figyelembe véve a kompoziciofiigg-
vény derivalasi szabélyait) mindkét oldalt

T (cos p)(—sinp) = (—sin(np))n (1.1)
x = cos p helyettesitéssel megkapjuk:
T, (z) = nlein(np)) (1.2)
sin ¢
és (1.1)-et derivalva ¢ szerint:
T" (cos @) sin? p + T (cos @) (— cos p) = n*(— cosny)
x = cosp helyettesitéssel és (1.2.)-6t hasznélva:

n(sin(ng))
sin ¢ (

cos @) — (cos(nyp))n?

T/ (x)sin*p =
n(sin(ng))(cos ¢) — (cos(ne))(sin p)n

T// —
n (@) sin

T, (z) els6 és mésodik derivéltjait felhasznalva az alabbi formulakat kapjuk:
1. (1—2*)T.(x) =n(T,_1(z) — 2T,(x))
2. (1=2?)(T,(2))* = n*(1 — (Tu(2))?)
3. (1 —2)T!(x) — 2T (x) + n*T,,(z) =0



1. Belatasahoz (1.1)-et atrendezziik és megszorozzuk sin @-vel:

n(sin(ng))
sin @

T () =

2

sinz + cos’x = 1 azonossag alapjan:

(1 — cos® )T (x) = n(sin(nyp))sing
és x = cos ¢ helyettesitéssel:

(1 — 2T (x) = n(sin(ny))sing (1.3)
A jobb oldali részt alakitsuk at az alabbi addiciés képlet alapjan:

cos(z £ y) = cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y)

tehat:

cos(n — 1) = cos(np — p) = cosny cos ¢ + sin np sin ¢
cos(n — 1) = T,,_1(cos p)és cosnp = T,(cos p)
T—1(cos p) — cos T, (cos p) = sinnpsin

Th1(x) — 2T, (z) = sinnpsin @
Ezt visszahelyettesitve az (1.3)-ba:
(1= 2*)T(2) = n(Ths(2) — 2T (2))

2. Belatésa
(1.2)-t négyzetre emelve:

(T (2))? = n? sin?(ny)
" sin?p

strendezve és sin’p Atalakitva:

(1 = cos® @) (T, (x))* = n” sin(ne)
(1 —2*)(T,(2))* = n*(1 — cos®(ny))

(1= 2*)(T(2))* = n*(1 — (Tu(2))?)

10



3. Belatasahoz a T,,(x) masodik derivéltjat fogjuk atalakitani:

n(sin(ney))(cos @) — (cos(ny))(sin p)n?
sin3p

T,(x) =
Szorozzunk 4t sin? p-vel:

(1 — cos? )T () = PR (05 0) _ [cos(np)(sin o)

sin @ sin ¢
ahol:
n(sin(ne))(cosp) _ o oonlsin(ng)) o
Sin QO Sin QO
. 2
_Leosmo)EIno)n” oy = —n?T ()
sin

Ezeket visszahelyettesitve a fenti egyenletbe ezt kapjuk:
(1 — cos® )T (x) = cos T (x) — n*T,,(x)
(1 = e)T)(x) = «T}(x) — n*T(2)

(1 — 2T () — 2T (x) + n*Tp(z) =0

A masodik formulat atalakitjuk:

(1 —2*)(T(2))* = n*(1 — (Tu())*)

(1 — 1‘2)<T72<x>>2 1— (Tn(IL’))Q

n2
(T, (x))*
1= (Th(z)* + (1 —2?) p
n sin ny .
hol: (T (x))? _ ( sing ) B sin’ ny
e n2 ~ sin?
2
.9
1= (To(@)* + (1 —2%) g’
sin® ¢
Legyen: U,(z) = S‘;ﬁl—”f és x = cos p, ekkor:

1= (Tu(z))* + (1 = 27)(Un(x))*

Konnyii belatni, hogy ez az U,(z) egy pozitiv egyiitthatos polinom. Ezenkiviil
n-re vonatkozé indukciéval belathato, hogy:

sinnx = p,(cosx)sinx

11



ahol p,, egész egyiitthatds polinom

Bizonyitas

A De Moivre képlet szerint: (cosz + isinxz)" = cos(nz) + i sin(nz)

A fenti kifejezés azonban a binomialis tétellel is kifejezhetd:

n
(cosx +isinz)" = (n) cos"/(isinx)!
J
=0

J

A De Moivre képlet isin(nz) tagja tehat egyenls a fenti 6sszeg paratlan kitevss tagjaival:

i(sinnzx) =i ( (T) cos" ' wsinz — (g) cos" Pz sin®x + (Z) cos"° xsin® x + >

A sin? ! z-es tagokbol kiemelhetiink sin a-et:

3 5

sin®z = (1 — cos® x) sinz, sin’ z = (1 — cos® r)*sinx, ...
Ezeket visszahelyettesitve:

i(sinnz) =

? ( (T) cos" trsinx — <g) cos" 3 2(1 — cos’z) sinz + (7;) cos" % z(1 — cos?z)?sinx + )

i-p(cosx)(sinz)

Vagyis sin(nz) atirhaté egy polinomra cosx szerint, és ez szorozva sin x-el, tehat
készen vagyunk. 0

1.1.1. Definicio (Pell egyenlet). Pell-eqgyenletnek egy
2 —dy? =1

alaki diofantikus egyenletet neveziink, ahol az m (rdgzitett) pozitiv egész és nem
négyzetszam. Az egyenletnek két trividlis megolddsa x = +1 ésy = 0, az ezek-
t6l kilonbozo (y # 0 tipusi) megolddsok a nem trividlis megolddsok. Ha Pell-
egyenletnek létezik eqy nem trividlis megolddsa, akkor végtelen sok megolddsa van.

Az eddigieket arra hasznaljuk, hogy ha ismerjiik az 2% — dy? = 1 Pell-egyenlet
egy megoldasat, akkor ujabb megoldasokat kapunk. Legyen tehat (zq,y;) pozitiv

12



egész megoldasa az 22 — dy? = 1 Pell-egyenletnek. Az alabbi dsszefiiggések alap-
jan:

1= (T, (2)*+ (1 — 2*)U,(x)

2

1

1= (T,(z1))? + (iU (1))

(Itt T,, az n-edik Csebisev-polinom, U, pedig a fentebb emlitett polinom.) Mivel
11,7 megoldasa a Pell-egyenletnek, azaz x5 — dy? = 1, vagyis 1 — 23 = d — dy3,
ezért ezt visszahelyettesitve a fenti egyenletbe:

2

| = (Tu(an))? — dy—?(y%zfz(:m))

1= (Ty(z1))? — d(y3U (1))

1= (To(21))? = d(y,Un(21))?

Ezzel igazoltuk az aldbbi allitast:

1.1.1. Allitas. Ha (zy,y1) megolddsa az x* — dy?> = 1 Pell-egyenletnek, akkor
To(x1), 11U (1) szampdr is megolddsa lesz az egyenletnek.

1. Megjegyzés. Bizonyitani lehet, hogy ha (z1,vy1) a Pell-eqyenlet legkisebb po-
zitiv egész megolddsa, akkor az dsszes egész megolddsa elddll a kovetkezd alakban:

To(21), )1 Un (1)

1.2. A Csebisev-polinomok ortogonalitasa

1.2.1. Definicio. Egy euklédeszi tér x és y elemét ortogondlisnak hivjuk, ha (x,y) =
0. Azt mondjuk, hogy az x elem normdlt, ha a skaldris szorzds dltal indukdlt nor-
mdja 1. Eqy vektorrendszer ortogondlis, ha bdrmely két kilénbozd eleme ortogo-
ndlis. Fqy vektorrendszer ortonormdlt, ha ortogondlis és minden eleme normdlt.

Linearisan fiiggetlen vektorokbdl ortonormalt rendszert lehet késziteni. Ezt az
eljarast Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljarasnak hivjuk.

1.2.1. Tétel (GS ortogonalizacid). Ha qi,...,qx egy linedrisan fiiggetlen vek-
torrendszer, akkor létezik eqy olyan ortonormdlt x, ..., xy vektorrendszer, melyre
teljesiil, hogy tetszdleges 1 < | < k-ra a qi,...,q, vektorok dltal generdlt altér,

<q17QQa ~-~7QZ> = <IL‘1,ZE2, ~-~7$l>'
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Bizonyitas

Valasszuk ¢i-et x1-nek, a tovabbi bazisvektorotokat pedig az alabbi egyenletbdl

kapjuk:
-1,

. (G 1) .
q =T, — G (1 =2,...k)
; (Gi> Gi)
Ezek a ¢y, ...¢x bazisvektorok ortogondlisak lesznek, és ha lenorméljuk Gket az
alabbi moédon:

q
G=r (=1 ..k
I

akkor egy qi, ..., i ortonormélt vektorrendszert kapunk, ami megfelel az elvara-
soknak O
A numerikus matematikaban fontos szerepet jatszanak az ortogonalis polinomok.
A polinomok terén tobbféle modon is megadhatunk egy euklédeszi strukturat.
Igy példaul a p,q € R[z] polinomokat ortogonalisnak mondjuk az [a, b] interval-
lumon az s pozitiv sulyfiiggvényre nézve, ha:

b
/ s(@)p(a)q(x)dz = 0

Az 1,2, 22 stb. polinomokbol a [—1,1] intervallumon a Gram-Schmidt orto-
gonalizacios eljarassal késziilt polinomokat kiilonb6z6 s(x) sulyfiiggvények esetén
az alabbi tabldzatban mutatjuk be:

H ‘ ‘ silyfiiggvény ‘ polinom neve H

-1 11 1 Legendre
-1 ] 1 (1— a2 Gegenbauer
-1 |1 |(1-2)1+2)° Jacobi
—00 | 00 exp(—a?) Hermite

De ebbél a tablazatbol kimaradt egy fontos polinom, ami nem maéas, mint a
Csebisev-polinom.

1.2.2. Tétel. A Csebisev-polinomok ortogondlis rendszert alkotnak az [—1,1] in-

tervallumon a w(z) = \/11_7 stilyfiigguény mellett.

Bizonyitas
Legyen n # m. Ekkor az x = cosy helyettesitéssel:

1 d$ ™
T () () —m—— = €os N cos mpd
| m@ s = [ cosngcosmed

Itt most felhasznalunk egy azonossagot, miszerint: cos(x) cos(y) =
Innen:

cos(z—y)+cos(z+y)
2

/ cos i cos mipdp — / cos(m —n)y —;— cos(m + n)(pd(p
0 0
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Mivel m +n és m — n sem egyenlS 0-val, ezért ha szétbontjuk az integralt két
integral Osszegére, mindkét integral 0-val lesz egyenld, ugyanis

/ cos kpdp = 0,ha k # 0.
0

Ez igaz lesz, mert:

i 1 1
/ cos kopdp = —[sinkply = —(0—0) =0
. k k

mivel (sin kp)’ = kcos ky

O
Az ortogondlis polinomok fontos tulajdonsigait foglalja 0ssze az alabbi tétel.

1.2.3. Tétel. Tegyik fel, hogy a po,p1,... (az alsé index a fokszamot jeléli) po-
linomok pdronként ortogondlisak az [a,b] intervallumon egy adott s pozitiv suly-
figgvényre. Ekkor a polinomoknak minden zérushelye valds, egyszeres és az [a, b]
intervallumba esik.

Bizonyitas

Tekintsiik a p; polinomot, és jeldlje zq, ...,z a paratlan multiplicitasa kiilon-
b6z6 valos zérushelyeket [a,b]-ben. Ha k = [, akkor igaz az allitds, hiszen
ekkor minden gyok egyszeres, és [a,b]-be esik. Ha k < [, akkor tekintsiik a
p(x) = (x — z1)...(x — z,) (p = 1,ha k = 0) polinomot, amely k-ad foka. A pp
polinom (I +k)-ad foku, és nem valt elGjelet [a, b]-ben (minden [a, b] intervallumba
es6 valos gyoktényezs paros hatvanyon szerepel). Igy az

b
/ p(x)p(x)s(x)dx =0,

feltétel nem teljesiilhet. Ezzel igazoltuk az allitast.
O
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1.3. Bernoulli-polinomok

Jacob Bernoulli (1654-1705) svéjci matematikus. Baselben sziiletett, Svédjcban.
A csaladja azért is kiilonleges, mivel egyik testvére Johann szintigy matemati-
kus volt. Edesapja kivansagara a bazeli egyetemen teologiat és filozofiat tanult.
1671-ben Magister artium fokozatot ért el és 1676-ban megszerezte a teolégiai en-
gedélyt is. Bernoulli nem csak a matematikaban mélyedt el, hanem a csillagaszat
irént is érdekl6dott. Edesapja nem tdmogatta eme torekvéseit. 1676 és 1689 ko-
z0tt kiilonb6z6 magantanitoi allasokat vallalt el Genf belvarosaban. Ez idd tajt
gvakran megfordult Franciaorszagban. 1681 és 1682 kozott beutazta Nyugat-
FEurépat. Utazasai alatt nem csak a matematika mas részeivel ismerkedett meg,
hanem tébb neves matematikussal is. Késébbi kapcsolatainak tobbsége a korszak
vezetd matematikusaival erre az idészakra vezethetd vissza. Hazatérte utan a ba-
zeli egyetemen 1683-t6l maganelGadasokat tartott kisérleti fizikabol. Ez idd tajt
a René Descartes-i geometriat, valamint John Wallis és Isaac Barrow munkait ta-
nulmanyozta, amelyek felkeltették érdekl6dését az infinitezimalis szamitas irant.
1686-t6l alkalmazta a teljes indukciot, a Bernoulli-szamok segitségével vizsgalta a
fontos potencidlsorokat és megalapitotta a valosziniiségelméletet. 1687-ben fiatal
testvérével (egyben tanitvanyaval), Johannal elkezdte a Leibniz-i infinitezima-
lis szamitast atdolgozni és alkalmazni. A két testvér alkalmazta elGszor ezt az 1ij
kalkulust, anélkiil, hogy Leibniz ismeretségi koréhez tartoztak volna. 1689-ig koz-
zétette a potencialsorral és valosziniiségszamitassal kapcsolatos jelentds munkait,
tobbek kozott a nagy szamok torvényét. 1690-es évek elején elsésorban a valo-
szintiségszamitas teriiletén dolgozott, ahol a differencial-egyenleteket és a fontos
gorbéket vizsgalta. 1699-ben a parizsi Tudomanyos Akadémia tagjai kozé valasz-
tottak.

A Bernoulli-polinomokat tébbféleképpen definidlhatjuk.

1.3.1. Tétel (Bernoulli-polinomok). Létezik a polinomoknak egqy eqyértelmien
meghatdrozott By(X),B1(X),... sorozata a kévetkezd tulajdonsdgokakkal:

Vn € N*-re B,(X +1) — B,(X) =nX""*
1

Vn € N*-re / B,(t)dt =0
0
A fenti tételben szereplS polinomokat Bernoulli-polinomoknak nevezziik.
Bizonyitas

Az egyértelmiiség viszonylag konnyen megkaphato. Ha ugyanis p, ¢ olyan polino-
mok, melyekre

p(X+1)—p(X)=nX""1=q(X +1) - q(X), akkor
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p(X +1) =¢(X +1) = p(X) — ¢(X)
és igy az r(X) = p(X) — ¢(X) polinomra:
r(X +1)=r(X).

De egy polinom csak akkor lehet periodikus, ha konstans, és az

/01 P(X)dX = /Olp(X)dX - /01 ¢(X)dX = 0

feltétel miatt ez a konstans csak a 0 lehet. Igy tehat p(X) = ¢(X), azaz B,(X)
- ha létezik - egyértelmd.

Most megmutatjuk, hogy ha létezik, akkor B,(X) n-edfoku, és a fGegyiittha-
toja 1. Legyen ugyanis

Bn(X) = CLka —+ CLk_le_l + ...+ ag ahol Qg §é 0,
Ekkor B, (X + 1) — By (X) =
ap(X + 1) +ap (X + 1)+ ag—

—aka — ak,lefl — ... — Qg

k
— 0 . Xk + ((Ik(l) + Qp_—1 — ak_1> Xk_l +

és itt az 2F71 tag egyiitthatoja k - ar, # 0. Mivel ez a kiilénbség n - X" -gyel
egyenld, azt kapjuk, hogy k =n, és k- a, =n - a, = n, vagyis a, = 1.

Vegyiik most észre, hogy a B, (X + 1) — B,(X) kifejtésébdl a tobbi egyiitthatot
is rekurzivan kiszdmolhatjuk. Példaul X"~? egyiitthatoja:

an n— n—2 n—a
9 Ap—1 1 Ap—9 Ap—2

és ennek 0-t kell adnia. Mivel a,, értékét mar kiszdmoltuk, azt kapjuk, hogy
n-ap1 = —1(3). Hasonloan szamoljuk ki a,_o értékét az X" 3 egyiitthato-
jabol stb. Sajnos, a konstans tagra mar nem kapunk egyenletet a rekurziobol,
de az integralos feltétel - a tobbi egyiitthatd ismeretében - a konstans tagot is
egyértelmien megadja. Ezzel a B,, polinomokat rekurzivan megkonstualtuk és az
egyértelmiségiikre is kaptunk egy tjabb bizonyitast.

0J
Az els6 néhany Bernoulli-polinom polinom:

By(X) =1
1

Bi(X) =X~
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1
By(X)=X*— X + -

6
3 3 2 1
By(X) = X* — 2X* + oX

1
By(X) = X' —2X* 4 X* - oo X

Szokas a Bernoulli-polinomokat komplex fliggvénytani eszkozdkkel is bevezetni,
de ettSl most eltekintiink. A kévetkezs tételt melybe a Bernoulli-polinomok né-
hany tulajdonsagat soroljuk fel, bizonyitas nélkiil kézoljiik.

1.3.2. Tétel. (i.) minden pozitiv n szaimra Bl (X) =nB,_1(X)
(ii.) minden pozitiv n szdmra B,(1 — X) = (—=1)"B,(X)
(7ii.) minden nem negativ n-re és minden pozitiv p-re:

122 X4k 1
- E By( )= —an(:C)
P p p

A bizonyitas megtalalhato |K]-ban.
A tovabbiakban megmutatjuk, hogy Bernoulli-polinomokbdl egy nevezetes szam-
sorozatot is megkaphatunk.

1.3.1. Definici6é (Bernoulli-szamok). n > 0-ra b, = B,(0)-t az n-edik Bernoulli-
szamnak nevezziik.

Ismét bizonyitas nélkiil kozoljiik a Bernoulli-szamok egyes tulajdonsagait 6sszegz6
tételt.

1.3.3. Tétel. (i.) minden pozitiv n szamra bepy1 = 0 €s by, = Bay,(1)
(i.) minden nem negativ n szamra B,(3) = (2" — 1)b,
(15i.) minden nem negativ n szamra:

B(X) = Y <Z) by X"

w. minden pozitiv n szdmra:
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1.4. Bernoulli-polinomok alkalmazasai

1.alkalmazas

Az 1.3.3 (iii) Tételben a B, (X) polinomkat kanonikus alakban fejeztiik ki. Vagyis
B, (X)-et felirtuk az X hatvanyok kombinéciojaként. Most megmutatjuk, ho-

gyan lehet az X™ hatvanyokat felirni a B;-k segitségével.

Az 1.3.2 (i) része alapjan képletet kaptunk a B,,(X) polinom k-adik derivéltjara,

majd hasznalva ezt a képletet irjuk fel a B,, n-edik Taylor-polinomjat.

B (X +Y) = Xn: (Z) B n(X)Y*

k=0
Itt Y = 1 behelyettesitéssel a kovetkezs kapjuk:

(an n+1
Bua + )= 3 (") Brera()
k=0

A definialo relaciobol azt kapjuk, hogy:

Bu(X +1) = By (X) + (n+ 1) X"

és igy:

(n+1)X" = % (” . 1) Bos1 (X) no (" ! 1) Bu(X)

k=1

és ezt atrendezve megkapjuk a X"-t:
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2.alkalmazas

Nem negativ n és pozitiv m esetén legyen:

Su(m) =1"+2"+ .+ m" =) k"
k=1

Kozismertek példaul (és indukcioval kénnyen bizonyithatoak) az alabbi zart kép-
letek:

1+2+3+...+m:w
12+22+32+m+m2:m(m+1gj(2m+1)
P+22+3+ . +m’= —m2(m4+ s
ot ygiy o= m(m+1)(2m+3(1))(3m2+m—1)

Ezen sordsszegeket akar Bernoulli-polinomokkal is megadhatjuk az alabbi mo-
don:

1
k" = n—+1<B"+1(k +1) = Buya(k))
és igy:
1
Sn(m) = n—_H(Bn—f—l(m +1) = B,41(0))

Vagyis a természetes szamok hatvinyainak osszegét a Bernoulli-polinomok isme-
retében konnyen kiszamolhatjuk.
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2. fejezet

Grafpolinomok

A gréfelméletben sokféle eszkozt hasznalunk: linearis algebrai eszkozoket, kombi-
natorikai megfontolasokat, leszamlalasokat, de sokszor elgfordulnak polinomok is.
Példaul: parositasi-polinom, rang-polinom, kromatikus polinom, karakterisztikus
polinom. Ezek koziil az utobbi kettét valasztottam ki és ezt fogom a kévetkezdk-
ben targyalni.

2.1. Kromatikus polinomok

2.1.1. Definicié (kromatikus szam). Ha egy X grif k szinnel szinezhetd, de
k—1 szinnel nem, akkor k-t az X grdf kromatikus szamdnak nevezzik és v(X)-szel
geldlyiik.

Vilagos, hogy az iires grafnak a kromatikus szama 1. Mennyi lesz a parosgraf
kromatikus szdma? Egy graf akkor és csakis akkor szinezheté két szinnel, ha
nincs benne paratlan hosszi kor. Annak, hogy egy X graf parosgraf, sziikséges és
elégséges feltétele, hogy minden X-beli kor paros hossztusagi. Ebbdl kovetkezik
a parosgraf két szinnel szinezhets és mivel egy szinnel nem szinezhetd ki, igy a
kromatikus szdma 2. Az &tszog kromatikus szama 3, mert ha megprébaljuk 2
szinnel szinezni, akkor az 5. cstucsnél elakadunk az alabbi modon:

.\E—/

A kromatikus szamokat a térképészetben is hasznalhatjuk. Vegyiink egy tet-
sz6leges G grafot. A G graf cstcsai legyenek egy-egy orszag, és ezeket az orsza-
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gokat abrazoljuk egy térképen. Ennek a G grafnak mi lehet a kromatikus szama,
vagyis hany szinnel szinezhet§ ki a térkép?

2.1.1. Tétel (négyszintétel). Minden sikba rajzolhatd grdaf kiszinezhetd négy
szinnel.

Ebbdl a tételbdl kovetkezik, hogyha feltessziik, hogy minden orszig osszefiiggs,
vagyis egyetlen részbdl all, akkor a barmely térképet 4 szinnel ki tudunk szinezni.
Elég lenne haromszin is? Nem lesz ra elég, nézziink ra egy ellenpéldat. Tekintsiik
az USA tagallamainak térképét. Feltessziik, hogy minden tagallam Osszefiiggs.
Harom szint fogunk hasznalni a tagallamok szinezéséhez, mondjuk pirosat, lilat
és zoldet. Kezdjik példaul Nevada pirosra szinezésével. A Nevadaval szomszé-
dos ekkor csak lilak és zoldek lehetnek. Legyen Kalifornia zold. Az éramutato
jarasaval egyez6 irdnyban haladva, a kovetkez6 szomszédos allam Oregon, amely
Nevadaval és Kalifornidval is szomszédos 1évén, csak lila lehet. A soron kévetkezs
Idahonak zoldnek, Utah allamnak pedig lilanak kell lennie. Arizonanal azonban
elakadtunk: szomszédjai k6zott van mar piros, lila és zold is, kiszinezéséhez tehat
egy negyedik szinre is sziikségiink van. Tehat nem elég 3 szin.

New Hampshire .

Washington .
Vermon s N,

Massachusetts, ", ",/ Maine

Mentana North Dakola  prinnesota
Orego
o Wiscongin :
g o Michigan sy
Wyomin,
LS %" Rhode Island
Nevada Nebraska e Pennsylvania 4§ " Connecticut
Ohio e
Utah lineis L
Colorado Indiana: Ml \‘\\“'“ Delaware
Caiitatnla Kansas Missouri ey Virginia \ “~ Maryland
“-i_Washington, D.C.
North Carolina © ™.
s Toxaneates = ~ West Virginia
Arizona anoma | Arkansas South
New Mexica Carolina
Mississippi Georgia

Alabama

Florida

Hawall
Ezt matematikailag is belathatjuk. Tekintsiik Nevada allam 5 szomszédjat. Ha
minden allamot a graf egy cstuicsanak tekintiink, akkor ez az 5 allam egy 6tszo-
get alkot. A veliik szomszédos Nevada allam lesz a hatodik cstcs, ami mindegyik
csucsal Gssze van kotve (mivel mindegyikkel szomszédos orszag). Az elébb lattuk,
hogy az 6tszog kromatikus szama 3, tehat legalabb 3 szin kell a kiszinezéséhez,
és igy e 3 szint mar nem hasznalhatjuk az 6todfoka csics szinezésénél, ezért egy
negyediket kell el6venniink. Igy tehat mégegyszer belattuk, hogy 3 szin egy tér-
kép kiszinezésére nem lesz elegendd.

Bonyolult grafok esetén a kromatikus szam kiszamolasa nem trividlis és a leg-

nyilvanvalobb, egyszerd algoritmusok meglehet&sen hossztiak. Viszont a kovet-
kez6kben megmutatjuk, hogy egy bonyolultabbnak tiné fogalom segitségével ezt
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mindig meg tudjuk hatarozni.

Vezessiik be a kovetkezs jelolést. Legyen P(X,t) az a szam, amely azt mutatja
meg, hogy hanyféleképpen lehet X grafot legfeljebb t szinnel szinezni tgy, hogy a
szomszédos csticsok kiilonbo6z6 szintiek. Néhany grafon ezt konnyen kiszamolhat-
juk.

Vegyiik elGszor K,-t, az n cstcsu teljes grafot

P(K,,t) =t(t—1)..(t —n+1)

Vil4dgos ugyanis, hogy az els6 csticsnal az 6sszes szint hasznalhatjuk, a masodiknél
az els6 csicsndl haszndlt szinen kiviil az 6sszes tobbit és igy tovabb. Masodiknak
vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor T egy fa. A fat gy szinezziik t szinnel, hogy
elgszor kiszinezziik a gyodkeret, utdanna a gyokértsl 1 tavolsdgban 16v6 csticsokat
(a gyokér szomszédjait), aztan a gyokértsl ketts tavolsagra 16vs csucsokat és igy
tovabb. Mivel csiicsbol egyértelmi ut vezet a gyokérbe, ezért amikor egy cstcsot
megszineziink pontosan egy szomszédja lesz addigra megszinezve. Ez azt jelenti,
hogy a szin kivalasztasanal a szomszéd szineit nem vélaszthatjuk (azt az egyet)
az 0sszes tobbit igen. Mivel a gyokérbdél indulunk ki szinezésnél, neki még nincs
szinezett szomszédja, ezért ¢ szint hasznalhatunk a szinezésére (vagyis az Osszes
szint), az Osszes tobbi csucsnal pedig ¢t — 1 szint hasznalhatunk. Tehéat a T fat ¢
szinnel ennyiféleképpen szinezhetjiik ki:

P(T,t) =t(t—1)""

Most be fogunk vezetni par jelolést. Legyen X egy graf, e—uv a graf egy éle.
Az X\ e graf azt jelenti, hogy a csticskészlet V(X)) marad, az élkészlet pedig az e
csucesal csokken E(X) \ e, mert e-t kitoroltiik. Az X /e grafot gy konstrualjuk
meg, hogy u és v cstucsokat Osszevonjuk, lesz bel6liik egy 1j w csiics, amelynek a
fokszama megegyezik az u+v fokszamaval. Ha volt egy olyan x csics, ami u-val
és v-vel is szomszédos volt, akkor x és az ij w cstlics kozott annyi él megy, ami a
két régi cstics és x kdzott ment. Tovabba ha X grafban u és v kozott tobb él fut,
akkor azok X /e gratban hurokélekké valnak, pontosan annyi hurokéllé, amennyi él
ment X grafban u és v kozott. Helyzettdl fligg, de néha lehetséges, hogy kizarjuk
a hurokéleket vagy a tobbszords éleket, vagy mindkettét egy feladat megoldésa
soran.
A P(K,,t) és P(T,t) fiiggvények t-nek egy polinomjai. A kovetkezs tételbsl ko-
vetkezni fog, hogy ez minden graf esetén igy lesz.

2.1.2. Tétel. Jelole P(X,t) az X grdft szinnel vald szinezéseinek szamdt. Ekkor
P(X, 1)~ 0, ha X tartalmaz hurokéleket;
P(X \ e, t)— P(X/e,t), ha e él nem hurokél.

Bizonyitas

Ha X az iiresgraf, akkor P(X,t) = t". Ha X tartalmaz hurok élt, akkor nincs
megfelel§ szinezés. Egyébként meg tegyiik fel, hogy u és v az e él két végpontja.
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Az X \ e minden olyan t-szinezése, ahol u és v kiilonb6z6 szinekkel rendelkezik,
egyuttal az X megfelel§ t-szinezése is, mig azok a szinezések, ahol u és v azonos
szintiek, egy az egyben megegyeznek X /e szinezésével. Ezért:

P(X \ e,t) = P(X,1) + (X/e, )
Es ha ezt atrendezziik, akkor latjuk, hogy a tételt belattuk. 0

Az élek szamara indukcioval azt kapjuk, hogy P(X,t) polinom t-ben, minden
X grafra. Ezt a polinomot kromatikus polinomnak hivjuk.

2.1.1. Allitas. A C,, kor kromatikus polinomja:

PC,,t)y=(t—1)"+(—-1)"(t—1)

Bizonyitas

Teljes indukcioval

n=2re: t? —2t+1+t—1=1t*—tigaz lesz, mert P(Cy,t) = t* — ¢ valoban
Tegyiik fel, hogy n — l-re igaz, vagyis P(C,_1,t) = (t — )" 4+ (=1)""1(t — 1)
és lassuk be, hogy n-re igaz. Elgszor alakitsuk at a P(C,,t)-re igazolni kivant
képletet:

P(Cpt)=(t=1)"+ (=1)"(t=1) =t(t = 1)" " = (t = )"+ (=1)"(t - 1) =
tE—1)" = (= D"+ (=) (- 1))

Alkalmazzuk a 2.1.2. Tételt. A P(X \e,t) = t(t—1)""! vagyis az n cstcsu fa graf
kromatikus polinomja é¢s P(X/e,t) = (t — 1) ' + (=1)""1(t — 1) = P(C,_1,1),
amit feltettiink, hogy igaz. Es mivel a tételben P(X,t) = P(X \e,t)— P(X/e, 1),
ezért n-re is igaz lesz az allitasunk.
U
Az el6z6 tétel arra is modszert ad, hogy konkrét grafok kromatikus polinomjat
is kiszamoljuk. Ha alkalmazzuk ezt a torlés-Osszehuzas algoritmust a Petersen-
grafra is, akkor szintén egy kromatikus polinomot kapunk:

tt —1)(t — 2)(t" — 12t° + 67> — 230t* + 529t — 814¢% + 775t — 352).

Vegyiik észre, hogy egy graf kromatikus polinomjat kiszdmolva a graf kromatikus
szama is megkaphato: v(X) = min{n: P(X,n) # 0}, azaz a kromatikus szdm a
legkisebb olyan pozitiv egész szam, ami nem gyoke a kromatikus polinomnak.
Példaul a fentiekbdl latszik, hogy a Petersen-graf kromatikus szama 3. Az alab-
biakban megadunk egy 3-szinezést.
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2.2. Grafok spektruma

Ahhoz, hogy a grafelméletben linearis algebrai eszkozoket is hasznaljunk nagyon
sokszor a grafok adatait matrixban taroljuk. Két métrixszal szoktunk dolgozni:
a szomszédsagi és az illeszkedési matrixszal.

Tegyiik fel, hogy X egy iranyitatlan graf, amelynek a csucskészlete V(X), vagyis a
V1, Vg, ..., Uy, élkészlete pedig E(X). Ha v;, v; € E(X), akkor v; és v; szomszédosak.

2.2.1. Definicio (Szomszédsagi matrix). Legyen az X irdnyitatlan graf szom-

1, ha 3 v;-bdl v;-be mend €l;

szédsdgi mdtriza A = A(X), amely gy néz ki, hogy: a;;= o /
0, egyébként.

Kovetkezik a definiciobol, hogy:

e A szimmetrikus ha X irdnyitatlan és A 0 — 1 matrix (ha X-nek nincs t6bb-
szOros éle)

e A fGatlojaban csupa 0 van, ha nincs benne hurokél

A szimetrikussadg miatt az iranyitatlan grafok szomszédsagi matrixa diagonizal-
haté ortogonalis matrixszal, és a sajatértékei valos szdmok lesznek. A szomszéd-
sdgi matrix sajatértékeinek halmazat (vagy rendszerét) nevezziik a graf spektru-
manak.

2.2.2. Definici6 (Illeszkedési matrix). Legyen az X irdnyitatott grdf illeszke-
dési mdtriza B = B(X), amely gy néz ki, hogy:

0, ha a j-edik €l nem illeszkedik az i-edik ponthoz,
bij =1 1, ha a j-edik élnek az i-edik pont a kezddpontja,
—1, ha a j-edik élnek az i-edik pont a végpontja,
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Legyen megdllapodds szerint b;; = 1 akkor is, ha a j-edik €l az i-edik pont-
hoz illeszkedd hurokél. Irdnyitatlan esetben is ez a definicid, csak ott a j-edik €l
mandkét végpontjanak megfeleld mdtriz elem 1.

Szép és mély grafelméleti tételek bizonyitésa fiizédik a spektrum vizsgalatahoz,
példaul a Hoffman-Singletion tétel bizonyitdsa. Most a szomszédsigi matrix
karakterisztikus polinomjarol és spektrumarol sorolunk fel néhény érdekességet.
Megvizsgaljuk néhany graf spektrumaéat, megnézziik mit tudunk a karakterisztikus
polinom egyiitthatoirdl, és végiil néhany érdekesebb tételt is kimondunk.

2.2.3. Definicié. Az X grdf spektrumdn azokat a szdmokat értjik, amelyek az
A(X) szomszédsdgi mdtriz sajatvektorai, multicipitdsokkal egyiitt. Ha Ao, A1, ..., As—1
az A(X) kilonbozd sajatvektorai és m(Xg), m(\1), ..., m(As_1) a multicipitdsuk,
akkor az X grdf spektruma:

Spec X — |: )\0 )\1 >\871 :|
m

(Ao) m(A1) m(As-1)

Most nézziik meg par egyszeri graf spektrumat. ElGszor tekintsiik az n cst-
csu, él nélkiili G grafot. Ennek a grafnak a szomszédségi métrixa a 0 matrix lesz,
tehéat a grafnak a spektruma:

0
SpecG—{n}

Az n csicson megadott K, teljes graf szomszédsagi matrixa gy néz ki, hogy a
féatloban 0-k, mindenhol mashol 1-esek vannak. Ennek a matrixnak sajatértéke
az n — 1 (méghozza a hozza tartozo sajatvektor, példaul a csupa 1-es vektor).
Ugyanakkor a sajatérték lesz a -1 is, méghozza (n — 1)-szeres, mert a csupa 1-es
matrix (ami A — (—1)I-vel egyenld) rangja 1, és igy a (—1)-hez tartozo sajataltér
dimenzidja n — 1. Ez azt jelenti, hogy:

SpeCKn:{m_l) -1 }
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Most par kisebb C,, (kor) és rovidebb P, (tt) spektruma kovetkezik.

H kor ‘ spektrum megjegyzes
04 2,02,—2 €Z a K22

Cs | 2,(F55)2, (258)?

Cs 2,(—1)? ez a K3
C16 27127<_1)27_2

H ut ‘ spektrum ‘ megjegyzeés H
P 0 ez a K3
P 1,—1 ez a Ky

P3 \/_ 0 \/_ eZ a KLQ

P, 1+ﬁ —1+f 1 2\/5 —1;/5

P; \/‘,1,0 -3

Altalaban mi a A = A(X) sajatértékeire gondolunk, mikor az X graf sajit-
értékeirdl beszéliink. A karakterisztikus polinomot det(A — A) — ot sokszor X
karakterisztikus polinomjaként is emlitjiik, és az alabbi modon jeloljiik: x (X, \)
Tegyiik fel, hogy X karakterisztikus polinomja:

XN =X+ N N2 A L e,

A fenti jeloléssel példaul ¢; = 0, ha nincsenek hurokélek, mert ilyenkor az atléban
minden elem 0. Valamint viszonylag kénnyen belathaté az is, hogy (—cz) meg-
egyezik a graf éleinek a szdmaval. Példaul Cs kor polinomja 23 — 3z — 2, és itt az
élek szama 3.

Most felsoroljuk a y karakterisztikus polinom néhany tulajdonsagat.

2.2.1. Tétel (Egy redukcios formula yx -re). Tegyiik fel, hogy X egy grdf, eqy
foku vy csicesal, amelynek szomszédja a vy csics. Tovabbd X1 X azon indukdlt
részgrdafja, amibdl a elhagyjuk a v, csicsot és X o, amelybdl elhagyjuk v, és a vy
cstucsot 1s. Ekkor:

X(X,A) = A x (X, A) — X(X1,27 A)

Ezt a formulat arra hasznaljuk, hogy kiszdmoljuk az X fa karakterisztikus poli-
nomjat, mivel egy fdnak mindig van csiicsa ami els6 fokta. Egy még altalanosabb
redukcios formula is létezik, ezt Rowlinson fedezte fel 1987-ben.

2.2.2. Tétel (a x polinom derivaltja). Legyeni = 1,2,....n és legyen X; rész-
grafja X-nek (V(X) —v;), ekkor x polinom derivdltja:

= ZX(X17/\
=1
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A Csebisev-polinomokkal kezdtiik és azzal is zarjuk a szakdolgozatot.

2.2.3. Tétel (Az at karakterisztikus polinomja). Legyen P, a kovetkezd it
a grifban vy, va, ..., v, €s az élek v, v (1 < i <n—1). Fkkor n > 3-ra beldthatd,
hogy:

X(P’m /\) =\ X(Pn—h /\) - X(Pn—Qu )‘>

A fenti rekurzio erdsen emlékeztet a Csebisev-polinomok tulajdonsdgdra. Az ilyen
rekurzionak eleget tevd polinomokat nevezziik mdsodfaju Csebisev-polinomoknak.
Tehdt x (P, \) = Un(%), ahol U,, az ugynevezett mdsodfaji Csebisev-polinom.

28



Irodalomjegyzék

[Pl
[FH]
[GR]
[FGY]
[LPV]

[ES]

K]

PrAsoLOV, V. V.: Polynomials, Springer, 2000.

FARAGO 1., HORVATH R.: Numerikus mddszerek, Typotex, 2013.
GobsiL, C, ROYLE, G., F.: Algebraic Graph Theory, Springer, 2001.
FREUD R., GYARMATI E.: Szdmelmélet, Nemzeti tankénykiado, 2000.

LOVASZ L., PELIKAN J., VESZTERGOMBI K.: Diszkrét Matematika, Ty-
potex, 2006.

FEasy spectra-Néhany egyszerd grdf spektruma (jegyzet), 1-2.
http://www.win.tue.nl/~aeb/2WF02/easyspectra.pdf

Kousa, O.:Bernoulli polynomials and applications (jegyzet),
https://arxiv.org/pdf/1309.7560.pdf

[KRSZ| KATONA GY.Y., RECSKI A, SZABO Cs.: A szdmitdstudomdny alapjai,

[BI

[T]

Typotex, 2001.

Bicas, N.: Algebraic Graph Theory, Cambridge Mathematical Library,
1993.

térkép https://www.worldatlas.com/
articles/u-s-states-bordering-the-most-other-states.html

29



