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1. Bevezetés

Dolgozatom célja a keresési algoritmusok matematikdjanak bemutatasa. A
keres6motorok azon részére fektetek nagy hangsulyt, ami a talidlatok sorba-
rendezéséért felelGs. Erre azért van nagy sziikség, mert egy keresés soréan a
Google akar tobb szazmillio oldalt is talalhat.

Az iterativ eljaras soran nemnegativ matrixok gyors hatvanyozésara van
sziikség, ezért az algoritmus matematikai hatterének bemutatisa soran po-
zitiv, majd altalanosabban, nemnegativ matrixokrol lesz sz6. Az alkalmazas
szempontjabol fontos megvizsgilni ezen matrixok sajatértékeit és sajatvek-
torait, a matrixok hatvanyozasaban ugyanis donté szerepet jatszanak a sa-
jatértékek.

A masodik fejezetben bemutatom a Perron-tételt és annak bizonyitasat.
Ezt kévetGen pedig egy altalanosabb forméaban ismertetem a tétel nemnega-
tiv matrixokra valo kiterjesztését, az tigynevezett Frobenius-tételt. Késébb,
a keresd algoritmus bemutatasa soran lathatjuk, hogy az iterdcidoban nemne-
gativ, azaz nem feltétleniil pozitiv matrixokkal szamolunk, ezért van sziikség
az altalanositis részletesebb megismerésére. A fejezetben szerepld definiciok
és tételek attekintéséhez Peter D. Lax Linearis Algebra és alkalmazasai cimi
konyvet [6] vettem alapul, noha az altalanos tétel bizonyitasaban kissé méas
utat kovettem.

A harmadik fejezetben nagy vonalakban bemutatom a Google keresémo-
tor altal hasznalt rangsorol6 algoritmust, majd egy példa segitségével szem-
léltetem a miikodését.
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2. Algebrai bevezetd

Ebben a fejezetben méatrixok sajatértékeivel és sajatvektoraival kapcsolatos
definiciokat és tételeket fogok ismertetni, amikre késébb is tamaszkodni fo-
gunk. Néhanyat koziiliik ismertnek tekintek, ezért ezeket csak vazlatosan fo-
gom leirni. A tovabbiakban az A € C™" matrixot, x € C" vektort és A € C
skalart fog jel6lni.

2.1. Definicid. (Sajatvektor, sajatérték) Ha v # 0 olyan vektor, melyre
Av = \v, (1)

akkor azt mondjuk, hogy v az A métrix sajdtvektora, és A az v-hez tartozo
sagjatértéke.

2.2. Tétel. Az A mdtriznak pontosan n darab sajdtértéke van a multiplicitd-
sukat is figyelembe véve. A sajdtértékek a det(A—NI) = 0 egyenlet megolddsai.
A X sajdatértékhez tartozd sajdtvektorok pedig a (A — XN )v = 0 egyenletrend-
szer nullvektortol kilénbozé megolddsas.

2.3. Definici6. (Karakterisztikus egyenlet, karakterisztikus polinom)
A det(A — M) = 0 egyenletet az A matrix karakterisztikus egyenletének ne-
vezziik, és ha A egy n X n-es matrix, akkor az egyenlet bal oldala a determi-
nans kifejtése utan egy n-edfokd polinom. Ezt az A matrix karakterisztikus
polinomgdanak nevezziik és, ka(\)-val jeloljik.

2.4. Tétel. Ha ks az A mdtriz karakterisztikus polinomgja, akkor igazak az
aldbbe dllitdsok.

(i) A ka n-edfoki polinom (—1)" féegyiitthatival.
(11) A ka karakterisztikus polinom gydkei az A sajdatértékei.

(15i) A sajdtértékek osszege az A mdtriz nyoma, amit a fédtldban dlld elemek
osszegeként definidlunk. Ez pedig megegyezik a karakterisztikus polinom
(n — 1)-edfoki tagjdhoz tartozd egyiitthatd (—1)-szeresével.

(iv) A sajatértékek szorzata egyenld az A mdtriz determindnsdval. Ez a ka
polinom konstans tagja.

2.5. Tétel. Az A mdtriznak és transzpondltjdnak karakterisztikus polinomja
megeqyezik, ezért a sajatértékeik 1s megegyeznek.
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2.6. Tétel. (Sajatalterek) Az A mdtriz eqy \ sajdtértékéhez tartozo sajdt-
vektorai és a nullvektor eqyiitt a C™ eqy alterét alkotjdk. Ezt a X sajdtértékhez
tartozo sajdataltérnek nevezzik és dltalaban Sy-val jelélyiik.

2.7. Definicié. (Multiplicitas) Ha a A\ k-szoros gyGke a karakterisztikus
egyenletnek, akkor azt mondjuk, hogy A\ az A matrix k-szoros sajdtértéke,
vagy hogy X\ algebrai multiplicitisa k. A X\ geometriai multiplicitdsa pedig a
A sajatértékhez tartozo altér dimenzidja.

2.8. Tétel. Egy sajdatérték geometriai multiplicitdsa nem lehet nagyobb, mint
az algebrai multiplicitdsa.

Bizonyitas. Legyen az A matrix egy \g sajatértékének geometriai multipli-
citasa g. Ez azt jelenti, hogy az S, sajataltérnek van g vektorbol 4ll6 bazisa.

Ezek legyenek a vq,...,vg vektorok. Egészitsiik ki ezeket a C" egy bazisira
a Vgi1,...,Vvn vektorokkal. Ha ezekbdl a fiiggetlen vektorokbdl irunk fel egy
B =[v1,...,Vg, Vgi1,..., Vy| matrixot, akkor ez invertalhato lesz. Irjuk fel

ezt a matrixot B = (X|Y’) alakban gy, hogy X a vq,. .., vg vektorokbol allo
blokk. Mivel ezek a vektorok a Ay sajatértékhez tartozo sajatvektorok, ezért

AX = M X. Ezutan a B inverzét is blokkokra bontjuk (If/) alakban, ahol

Z az els6 g sorbol all. Ekkor a B~'B = I 6sszefiiggést felirhatjuk ezekkel a
blokkmatrixokkal.

se-(p) e n-(G )= (0 e

Ebbdl pedig leolvashato, hogy WX =0, ZY =0, ZX = 1, WY = [,_,.
Ezeket felhasznélva
A ZAX ZAY Mol, ZAY
-1 _ _ _ 0Lg
Bfw‘(w)“qu_qu’WmJ_(o WMJ’(m
mert ZAX = ZX\X = XNZX = Nly és WAX = WA X = AWX = 0. Az
A és a B7'AB matrix karakterisztikus polinomja megegyezik, ezért

Nol, — M, ZAY

det A = det(B 'AB) = 0 WAY
— Mo,

(4)

0 g alakt matrix determinansa det A - det C', ezért
ka(A) = (Ao—A)9det(WAY —x1,_,). Ez pedig azt jelenti, hogy a karakterisz-
tikus polinomnak A legaldbb g-szeres gyoke, tehat az algebrai multiplicitdsa
legaldbb ¢g. U

Belathato, hogy a (A
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2.9. Definici6. (Jordan-blokk, Jordan-alakti matrix) A Jy,, mxm-es
matrixot \-hoz tartozo Jordan-blokknak nevezziik, ha f6atlojaban A\-k, folotte
1-esek, az Gsszes t6bbi helyen pedig 0-k szerepelnek, tehat az alakja

A1 O 0 0
0 N 1 0 0
0 0 X 0 0
J/\,m - M M (5)
0 0 0 Al
0 0 0 0 A

Egy matrix Jordan-alaki, ha diagonalisdban Jordan-blokkok szerepelnek, a
tobbi elem pedig 0.

2.10. Tétel. (Jordan) Minden A € C"*" mdtrizhoz létezik olyan S € C"*™
invertdlhato mdtriz, hogy J = S™YAS Jordan-alaki, és ez a blokkok sorrend-
jétdl eltekintve eqyértelmi. Azaz minden X\ és m esetén eqyértelmien megha-
tdrozott, hogy hdny darab Jy , blokk szerepel a J mdtrizban.

Egy matrix hatvanyozésa akkor a legegyszertibb, ha diagonalis. Tud-
juk, hogy nem minden matrix hozhaté diagonéalis alakra, viszont Jordan-
normalalakja minden méatrixnak van. Ezért fontos az alabbi teljes indukcioval
bizonyithato tétel.

2.11. Tétel. Ha k egy természetes szdm, akkor a Jy,, k-adik hatvinya a
kévetkezd.

A1oo o0\ A (B N2 k) \r=m
0 A1 0 0 AP (DA M)A

0 0 A 0 0 0 Ak (,,F ) AR (m=2)
000 1 0 0 0 (’1“))\%—1

0 0 0 A 0 0 0 Ak

(6)

2.12. Megjegyzés. Ha a \ sajatérték abszolut értéke kisebb mint 1, akkor
k — oo esetén a hatvanyok sorozata a 0 matrixhoz tart.

2.13. Definici6. (Spektralsugar) Az A matrix p(A) spektrilsugara a leg-
nagyobb abszolutértéki sajatértékének abszolutértéke.
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2.1. Gersgorin-korok

Ha a sajatértékeket direkt modon szeretnénk szamolni, a karakterisztikus
egyenletbdl, akkor felmeriilhetnek problémak. Példaul, ha a karakterisztikus
egyenlet négynél nagyobb foki, akkor direkt megoldoképlet nem létezik. Sze-
rencsére sok esetben nincs sziikségiink a pontos értékre, elég, ha csak becsiil-
jiik Gket, vagy iteracios lépésekkel kozelitjiik. Az alabbi moédszerrel nagyon
egyszerli szamitasokkal becslések adhatok a méatrix sajatértékeire nézve a
komplex szamsikon.

2.14. Definici6. (Gersgorin-kordk) Tekintsiik az A € C**" méatrixot. Az
a; kozépponta, > a;|(i = 1,...,n) sugart K, koroket az A maétrix

J=L1j#
Gersgorin-koreinek nevezziik.

2.15. Tétel. Az A mdtriz sajdtértékei az UJ,_, _, Ki halmazban vannak.

Ismeretes ennek a tételnek egy kibdvitett verzidja is, az tigynevezett ma-
sodik Gersgorin-tétel, ami a sajatértékek elhelyezkezkedésére még pontosabb
becslést adhat.

2.16. Tétel. Ha a Gersgorin-korék kézil s darab diszjunkt a tobbi kértdl,
akkor pontosan s darab sajatérték van ezen s darab kor unidjdban.

2.17. Megjegyzés. A tétel specilisabb formaja, valés elemd matrix esetén,
ha barmely két kor diszjunkt, akkor minden korbe pontosan egy sajatérték
esik. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy ha egy métrix barmely két Gersgorin-
kore diszjunkt, akkor a métrix minden sajatértéke valds, mert ha egy sajat-
érték komplex, akkor a konjugaltjanak is a koron beliil kellene lennie.

2.2. Hatvanymodszer

Ahogy koradbban emlitettem, sokszor elegendd, ha iteracios modszert alkal-
mazunk, amivel a sajatértékek tetszélegesen pontos kozelitését adhatjuk meg.
Ebben a fejezetben az egyik legismertebb ilyen modszert mutatom be, a hat-
vanymodszert.

Tegyiik fel, hogy az A € R™"™ maétrix diagonalizalhato, és létezik egy
A1 sajatértéke, ami egyszeres, és abszolutértékben a legnagyobb. Az, hogy
egy matrixnak mikor létezik ilyen specidlis sajatértéke, és milyen tovabbi
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tulajdonsagokkal rendelkezik, a késébbiek soran keriil bemutatasra. A sajat-
értékeket a kovetkezSképpen fogom indexelni.

(A > Ao = = A (7)

v; pedig legyen a \;-hez tartozo sajatvektor. A diagonizélhatosag miatt fol-
tehetd, hogy a vi-k linearisan fiiggetlenek.

A modszer alapotlete a kdvetkez6. Ha a matrix diagonalizélhato, akkor
minden x € R" vektor felirhatdé x = ayvy +ayva+. .. +a, v, alakban. Ekkor
tetszoleges k € Z, k > 0 esetén teljesiil az, hogy

Afx = 0 APy + APV + . 4 a Al =

(8)

k k k
= al)\lvl -+ 042)\2V2 + ..+ Oén)\nVn

Ekkor a A\¥-nal val osztas utan, ha k — oo, azt kapjuk, hogy

k k
An
_Akx = 1V1 + Qo (—2> Vo + ...+, ()\—) Vnp — /\1V17 (9)
1

mert (A;/A\1)¥ — 0, ha 1 < i < n. Tehat A*x iranya a v, sajatvektor iranya-
hoz tart. Ha A\; # 41, akkor a keletkez6 vektorok hossza vagy nulldhoz, vagy
végtelenhez fog tartani, ezért célszerd az iterdcié minden lépésében normalni
a kapott vektort. Igy kapjuk a modszer végsé alakjat, amit a kovetkezd tétel
foglal Ossze.

2.18. Tétel. (Hatvanymodszer) Ha A € R™" és az yo € R™ kezddvek-
torra teljesiil, hogy viyoe # 0 és ||yol| = 1, ahol a ||.|| az euklideszi normdt

jeloli, akkor a kovetkezd rekurzioval kapott vy, szamok a A\ sajdtértéket koze-
litik.

Xk = AYk—1

Xk 10
Yk —

Tl (10)

U = yi Ay
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3. Pozitiv matrixok

3.1. Definicié. (Pozitiv és nemnegativ matrix) Egy A € R™"™ métrix
pozitiv, ha minden eleme pozitiv, és nemnegativ, ha minden eleme nemnega-
tiv.

Jelolés: A >0és A> 0.

Erdekes kérdés lehet, hogy mit tudunk ezeknek a specilis matrixoknak
a sajatértékeirsl. A tovabbiakban errdl fogok irni, majd bemutatom, hogy a
matematikdnak ezen része nemcsak szép, hanem hasznos is.

3.1. Perron-tétel

El6szor olyan matrixokat fogok vizsgalni, ahol a szigori egyenlGtlenség tel-
jesiil. Ezekre alkalmazhato az a tétel, ami Oskar Perron nevéhez fizédik. O
ugyanis 1907-ben csak pozitiv matrixokra vonatkozoban irta le a tételt, majd
1912-ben Ferdinand Georg Frobenius terjesztette ki nemnegativ matrixokra
is.

3.2. Tétel. (Perron) Legyen P € R™" pozitiv mdtriz. Ekkor a P mdtriz-
nak van eqy A(P) kitintetett sajdtértéke amelyre igazak az aldbbi dllitdsok:

(i) A(P) pozitiv, és van olyan A\(P)-hez tartozd h sajdtvektor, melynek kom-
ponensei pozitivak

Ph = A(P)h, ahol h > 0. (11)

(ii) N(P) egyszeres sajatérték.

(i4i) P minden mds k sajdtértéke abszohitértékben kisebb, mint A(P). Igy
tehdt \(P) = p(P).

(iv) Ha v nemnegativ sajitvektora P-nek, akkor v = ph, valamely pn > 0
valos szamra.

Bizonyitas. Jelolje p(P) azon A € R, A > 0 szamok halmazat, amelyek
esetén létezik olyan x vektor, amelyre x > 0, x # 0, és

Px > \x. (12)

Bizonyitsunk be el6szor egy erre vonatkoz6 lemmét!
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3.3. Lemma. P > 0 esetén:
(i) p(P) nem iires, és tartalmaz pozitiv szamot.
(i1) p(P) korldtos.

(7ii) p(P) zdrt.

Bizonyitas. Legyen x > 0 tetszéleges vektor. Mivel P > 0, igy Px > 0.
(12) egyenl6tlenség teljesiil. Ez igazolja a lemma (i) részét.

Most norméljuk az x vektort gy, hogy > x; = 1 teljesiiljon. Jelolje £ a
csupa egyeshdl allo sorvektort. Ekkor, ha balrol beszorozzuk a (12) egyenl6t-
lenséget a & vektorral, akkor a kovetkez6t kapjuk:

EPX > AEx = . (13)

Jelolje b a &P vektor legnagyobb komponensét, b tehat nem mas, mint P
oszloposszegei koziil a legnagyobbik. Ekkor b > £ P. Ebb6l kévetkezik, hogy

bEx > EPx > A, (14)

és itt éx = 1 miatt béx = b. Tehat b > . Igy p(P) korlatos, ez pedig az
allitas (ii) része.

Az (iii) rész bizonyitésahoz tegyiik fol, hogy A egy sorozat p(P) elemei-
bél, amelyre teljesiil az, hogy A\ — A, és xi olyan vektor, melyre

PXk Z )\ka, ahol Xk Z 0. (15)

Feltehetd, hogy az x; vektorokra szintén igaz, hogy £x, = 1. Ekkor az xj
vektorok az R” tér egy korlatos és zart részhalmazat alkotjak. Igy egy xix
részsorozat egy x > 0 vektorhoz tart, ami szintén normalt, és \;; pedig a
A értékhez tart. Ekkor Px;, > \;pxp miatt Px > Ax. Ez azt jelenti, hogy
A € p(P), vagyis p(P) zart és ezzel belattuk az (iii) részt is. O

Térjiink vissza a Perron-tétel bizonyitasahoz. A fenti lemmara azért van
sziikség, mert ha p(P) zart és korlatos, akkor van maximuma, ami az (i) rész
miatt pozitiv. Nevezziik el ezt az elemet p/(P)-nek. Most azt fogjuk meg-
mutatni, hogy ez a P matrix sajatértéke. A p(P) halmaz definicioja szerint,
létezik egy h nemnegativ vektor, amelyre

Ph > p/(P)h, ahol h > 0. (16)
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A tovabbiakban azt kell belatnunk, hogy itt egyenldség teljesiil. Indirekt mo-
don tegyiik fel, hogy 1étezik olyan k komponens, amelyre

(Ph)y, > p'(P)h,

(Ph); > p/(P)h;, ha i # k. (17)

Definialjunk egy h’ = h+ eey vektort, ahol € > 0 szam, és az ey vektor k-
adik komponense 1, a tébbi pedig 0. Ezt helyettesitsiik be a (16) formuléba.
Ekkor (Ph'), > (Ph)g > p'(P)hy miatt, ha € > 0 elég kicsi, még az is igaz
lesz, hogy

(Ph)y, > p'(P)hi + p'(P)e = p/(P)(0)y, igy

(PW), > (PR, %)
Az i-edik komponensben pedig, i # k-ra
(Ph'); > (Ph); > (p/(P)h); = (p'(P)h');. (19)
Tehét elég kis € esetén
Ph' > p(P)h'. (20)

Mivel itt szigort egyenlGtlenség teljesiil, ezért a p/(P) helyére (p'(P) + d)-t
irhatunk, elég kis 0 esetén. Ezzel pedig ellentmondésra jutottunk, mivel p/(P)
maximalis volt, igy belattuk, hogy p'(P) a P métrix sajatértéke, és h pedig
a hozza tartozdé nemnegativ sajatvektor. A tovabbiakban nevezziik a p/'(P)
értéket \,,q.-nak, mert ez jobban tiikrézi azt, hogy ez a maximalis abszoluat-
értéki sajatérték.

A (i) rész bizonyitasahoz sziikséges még belatni, hogy h pozitiv. Mivel
P >0, és h > 0, valamint h # 0 miatt Ph > 0, és igy Ph = \,,,.h-bél azt
kapjuk, hogy h > 0. Ezzel a tétel (i) részét belattuk.

Most mutassuk meg, hogy A, geometriai multiplicitasa 1, azaz a hozza
tartoz6 sajataltér dimenzidja 1. Legyen h egy pozitiv sajatvektor a Az
sajatértékkel. Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik y € Sy ..,y #0,ésy
fiiggetlen h-tol. Tehat h 4 cy # 0 tetsz6leges ¢ € R szam esetén, és elég kis ¢
valasztéssal h 4+ cy > 0. Viszont ha noveljiik a ¢ értéket, akkor vagy h + cy
vagy h — cy egyik komponense 0-va fog valni dgy, hogy a tobbi komponens is
nemnegativ lesz. Ez pedig ellentmond annak, amit az el6bb belattunk, hogy
a A\pmar-hoz tartozd nemnegativ sajatvektor pozitiv.

A (ii) rész bizonyitasdhoz még be kell latnunk, hogy A4, algebrai multip-
licitasa is 1. Tehat a karakterisztikus polinomnak nem osztoja az (X — Anaz)?.
Ehhez ismét egy lemmat fogunk hasznalni.
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3.4. Lemma. Ha (x — \)? | ka(z) valamely A € T™™ tetszéleges test feletti
mdtrizra és v egy \-hoz tartozo sajdtvektor, akkor létezik egy u # O vektor,
ami fiiggetlen v-tdl és Au = Au + cv teljestil eqy ¢ konstansra.

Bizonyitas. Irjuk fol az A-hoz tartozo linearis transzformaciot egy olyan

*\ el s
0 B és a kifejtési

tételbol ka(z) = (A — ) - kg(z). Igy A sajatértéke B-nek, tehat

bazisban, melynek els6 eleme v. Azt kapjuk, hogy A ~ (A

A x *
A~ |0 X «]. (21)
00 C

Ez pedig azt jelenti, hogy A hasonlit egy ilyen alakt matrixhoz, vagyis létezik
olyan bézis, aminek eleme v és valamilyen u, amelyekre Av = \v és Au =
Au+cv. U

Most azt fogjuk belatni, hogy a A, sajatértékhez nem létezik ilyen u
vektor. Ehhez tegyiik fol, hogy u mégis ilyen. Ekkor Pu = A\, u + ch, ahol
h tovabbra is a \,.,-hoz tartoz6 pozitiv sajatvektor, u és v pedig linedrisan
fiiggetlenek. Azt is tudjuk, hogy c¢ # 0, mert dim Sypy = 1, ezért az u nem
sajatvektor. Nyilvan u megvélaszthato gy is, hogy ¢ > 0 teljesiiljon. Ez utan
u helyére irjuk be az v’ = u + bh vektort.

Pu’' = Pu+ Pbh = \,,,,u+ch + \,..0h = \,..0 + c’h (22)

Ha ¢,b > 0, akkor ¢ > 0 is teljesiil, tovabba elég nagy b > 0 valasztassal
u’ > 0 is elérhet6. De mivel, ha u’ > 0, és Pu’ = \,..u + ch esetén
Pu’ > A0, igy 36 > 0, melyre Pu’ > (A4, +9)u’. Ez viszont ellentmond
annak, hogy Amee a p(P) maximalis eleme. Igy belattuk, hogy a dominans
sajaterték egyszeres sajatértéke P-nek, ami a (ii) allitas volt.

Most igazoljuk a tétel (iii) allitasat. Tegyiik fol, hogy x # \(P) sajatértéke
a P matrixnak, és y egy hozza tatozo sajatvektor. Ekkor Py = Ky, tehat

Zpijyj = ky;, V1 < i < n. (23)
j=1
Alkalmazva a haromszog-egyenlGtlenséget azt kapjuk, hogy

n

> vilysl = 1Y iyl = |6l i, V1 < i <. (24)

j=1 j=1
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Ezért a |k| € p(P), tehéat |k| < Anae. Ha egyenlGség all fenn koztiik, akkor a
korabbi érvelések egyike miatt az az y’ vektor, melyre y. = |y;| a Apaz-hoz
tartozo sajatvektor, ezért dim S),,,, = 1 miatt y’ a h tobbszorose, tehat
ly;| = ch;. Mivel ekkor a haromszog-egyenlGtlenség egyenlGséggel teljesiil, ez
azt jelenti, hogy az y vektor komponensei azonos allastak, azaz

Al"g Yi = AI‘g yj7Vi7j (25)

tehat y = ey’ = ech, ahol ¢ > 0 és € € C, |¢| = 1. Ez viszont azt jelenti, hogy
k = A(P), ami pontosan (iii) allitast igazolja.

Végezetiil megmutatjuk, hogy a dominans sajatértéken kiviil nincs olyan
sajatérték, aminek van nemnegativ sajatvektora. Tegyiik f6l, hogy f > 0 a
P matrix sajatvektora, tehat Pf = uf. Azt kell megmutatnunk, hogy p =
Amaz- Legyen g > 0 vektor a PT dominans sajatértékéhez tartozod pozitiv
sajatvektora, tehat a transzponaltjara igaz, hogy g/ P = \neeg’ . Ekkor

(g, Pf) = (g, uf) = (g, 1) (26)
Viszont ha masképp alakitjuk at a szorzatot, akkor azt kapjuk, hogy
(g, Pf) = (PTg,f) = (Mnae, £) = Anaz (g, ). (27)
Tehat u(g, f) = AM(P)(g, f), amibdl az kovetkezik, hogy
5= A(P). (28)

mert ha g > 0 és f > 0, valamint f # 0, akkor (g, f) # 0. Ezzel belattuk a
(iv) allitast is. O
3.5. Definici6. (Dominans sajatérték) A fenti tulajdonsagokkal rendel-

kezd sajatértéket domindns sajdtértéknek nevezziik. A h pedig a hozza tar-
tozo domindns sajdtvektor, amire igaz, hogy > h; = 1.

3.6. Megjegyzés. Ez megegyezik azzal a specidlis \; sajatértékkel, amirdl
a hatvinymodszer kapcsan esett szo.

3.2. A Perron-tétel alkalmazasa

3.7. Definici6. (Sztochasztikus matrix) Egy A € R™" matrix sztochasz-
tikus, ha minden eleme nemnegativ, és igaz r& az, hogy

Zaijzl,aholjzl,...,n, (29)
i=0

tehat az egy oszlopban allo elemeinek Gsszege 1.
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3.8. Tétel. Ha az S egy pozitiv sztochasztikus mdtriz, akkor teljesiilnek rd
az alabbiak.

(i) Az S domindns sajdtértéke 1, tehdt \(S) = 1.
(11) Ha x > 0 tetszdleges vektor, akkor

lim S*x = ch, (30)

k—o00

ahol h a domindns sajdtvektor és ¢ pedig eqy x-t6l fiiggd pozitiv kons-
tans.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy ha S pozitiv, akkor ST is szintén pozitiv. Egy
korabbi tételbdl azt is tudjuk, hogy ha X sajatértéke az ST matrixnak, akkor
az S-nek is sajatértéke. Konnyen lathato, hogy a csupa egyesbdl allo oszlop-
vektor az ST sajatvektora 1 sajatértékkel és mivel ST pozitiv, ezért a csupa
egyes vektor a dominans sajatvektora, és igy az 1 dominéns sajatértéke. Fzzel
be is lattuk a tétel (i) allitasat.

Az (ii) bizonyitasahoz legyen az S matrix hasonlé J-hez, ami egy Jordan-
alaki méatrix. Tudjuk, hogy az 1 dominans sajatérték, tehat a J dgy néz ki

hogy,
1 0
(). -

A J szintén Jordan-alakn és sajatértékei abszolutértékben biztosan kisebbek
mint 1, a Perron-tétel miatt. Ezért ha hatvinyozzuk a J méatrixot, akkor azt

kapjuk, hogy
: k1 1 0\ (10
=t (o ne) = o o) (%)

valamint, ha jobbrol szorozzuk az x vektorral, akkor

(o1

0
lim J*x=| . |. (33)
k—o0 :

0

A hasonléség azt jelenti, hogy J = T~1ST, ahol T' = (h,...) matrix. Ezt
atalakitva kapjuk, hogy
S=TJT™, és

34
SFx = TJ T x. (34)
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Legyen T 'x = | . |. Ekkor az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy

c
. krp—1 0
lim J"T 'x = | | (35)
k—o0 :
0
és igy azt kapjuk, hogy
c
. krp—1 . k 0
lim TJ*T'x = lim S*x =T | . | =ch. (36)
k—o0 k—o0 :
0
Mivel x > 0 és S > 0, ezért ¢ > 0. Jelolje ismét £ = (1 ... 1) vektort.
Ekkor £S5 = &, mivel S sztochasztikus matrix, és igy
fSNX:fx:in. (37)
i=1
A szorzas folytonossaga miatt pedig
nlglg() ESTx = 1115202_;% &(ch) =c. (38)

Tehat x # 0 és x > 0 esetén teljesiil, hogy a ¢ egy pozitiv konstans. [J

3.3. Altalanositas nemnegativ matrixokra

A tételkor alkalmazéasanak szempontjabol fontos megvizsgalni, hogy a Perron-
tétel allitasaibol mi tarthatdé meg nemnegativ métrix esetén. Konnyen ész-
revehets, hogy egyes nemnegativ méatrixoknal nem teljesiil minden allitas.
[lyen példaul az egységmatrix, aminek az 1 lehetne dominans sajatértéke,
de nem igaz, hogy egyszeres sajatérték, mert a karakterisztikus egyenletnek
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1 . . X
10 matrix. Ennek a —1 is, és a +1 is
sajatértéke, tovabba nincs pozitiv elemi sajatvektora.

Most tehat lassuk, hogy milyen feltételeknek kell teljesiilnie egy adott
matrixra, hogy létezzen a Perron-tételben definidlt sajatértéke, illetve a tétel

melyik részei nem igazak, ha létezik O eleme is a matrixnak.

kétszeres gydke. Méasik példa az (O

3.9. Definicid. (Irreducibilis és reducibilis méatrix) Azt mondjuk, hogy
az A € R™™, A > 0 matrix irreducibilis, ha P permutacié matrix, amire

PlAP = (AO” ﬁ;z) : (39)

ahol Ajq, Ass négyzetes matrixok. Egyébként A reducibilis.

3.10. Definicid. Legyen A € R™" A > 0 matrix grdfja G4, ami egy n
csticsu irdnyitott graf, és ha

(40)

>0 , akkor 3¢ — j, és
Qij = . .
0 , akkor i — j.

3.11. Definici6. (Erdsen Osszefiiggs graf) Egy iranyitott graf erdsen dssze-
fiiggd, ha minden v; és v; csticshoz létezik irdnyitott it v-bol vj-be.

3.12. Definici6. (Primitiv matrix) Az A € R™" matrix primitiv, ha van
olyan m szam, amire A™ > 0.

3.13. Tétel. A nemnegativ A € R™"™ mdtrizra ekvivalensek az aldbbi dlli-
tasok:

(i) Az A mdtriz irreducibilis.
(ii) G4 erdsen idsszefiiggd grdf.
(iii) (A4 1)" >0, tehdt (A+ I) primitiv.

3.14. Megjegyzés. A tétel elemi kombinatorikai eszkézokkel konnyen be-
lathato. A bizonyitéas alapgondolata, hogy az (iii) allitas jelentése grafos meg-
kozelitésben az, hogy a G441 graf minden cstcsparja kozott van n hosszi
ut. Az (A+ I)-hez tartozo graf pedig annyiban kiilénbozik az eredeti G 4-t6l,
hogy minden cstiicshoz keriil egy hurok él. Ezért ha a G4 erGsen Osszefiiggd,
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akkor G 4 ;-ben barmely két cstcs kozt van pontosan n hosszisagi ut. Meg-
forditva, ha G 4, -ben barmely két csics kozt van n hosszisigu ut, akkor
G ayg és igy nyilvan G4 is erGsen Osszefiiggd.

Ezt a tételt a kés6bbiekben fogjuk alkalmazni.

3.15. Tétel. Ha a P matrix primitiv, akkor P-nek van domindns sajdtérté-

ke.

Bizonyitas. Ha P™ porzitiv, akkor a Perron-tétel miatt létezik dominans
sajatértéke. Bzt jelolje p és v legyen egy hozzé tartozd pozitiv sajatvektor.
Tehéat

P™v = pv. (41)

Ekkor
P"ly = P"Pv = uPv, (42)

amibdl az kovetkezik, hogy Pv is a P™ matrix p sajatértékhez tartozo sajat-
vektora, ezért Pv = cv, ugyanis dim S, = 1. Ha P™ hatvanyaira ismételten
alkalmazzuk a fenti szamitast, akkor azt kapjuk, hogy P™v = v, azaz
"= p. Mivel Pv = cv, tudjuk, hogy ¢ egy pozitiv, valds szam, ezért a ,un
valos. Igy azt kapjuk, hogy a ¢ = ,un a P matrix dominans sajatértéke. [

3.16. Tétel. (Frobenius) Ha A # 0 nemnegativ irreducibilis mdtriz, ak-
kor a p(A) spektrilsugdr az A mdtriz egy sajdtértéke és igazak rd az aldbbi
dallitasok.

(1) p(A) pozitiv és, van olyan p(A)-hoz tartozd v sajdtvektor, melynek kom-
ponensei pozitivak

Av = p(A)v, ahol v > 0. (43)

(i1) p(A) egyszeres sajatérték.

(iii) Az A mdtriz birmely k sajdtértékére igaz, hogy |k| < p(A), és ha k darab
olyan sajatérték van, amire |k| = p(A), akkor ezek a sajdtértékek:

21

2
ﬁj:(cosj?—kisinj%)p(fl), ahol j=0,....k—1. (44)
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Bizonyitas. A bizonyitashoz hasznaljuk a Perron-tétel bizonyitasanal al-
kalmazott halmazt, tehat p(A) legyen azon A € R, A > 0 szamok halmaza,
amelyek esetén létezik olyan x > 0, x # 0 vektor, amelyre

Ax > Ax. (45)

A tovabbiakban hasznaljuk az alabbi jeloléseket.

p'(A) = supp(A), (46)
és v > 0-ra
Py (A) =sup{r > 0| Av > rv}. (47)
Vegyiik észre, hogy p'(A) = sup{p, (A) : v > 0}.
1 .01
Legyen ¢ > 0 esetén A. = A+ ¢€J, ahol J = | ¢ . :|. Ekkor az
1 ... 1

A, pozitiv matrix, ezért tudjuk, hogy p(A.) = p'(Ae), és Iv. > 0, amire
Acve = p(Ao)ve.
Ha e < 1, akkor a fenti jeloléseket hasznalva azt kapjuk, hogy

Pe(A) < py(Ad) < py(Ar), (48)
amibdl az kovetkezik, hogy
sup{p, (4) : v > 0} < sup{p{(Ac) : v = 0} < sup{p{ (A1) : v 2 0}, (49)

azaz,

p(A) < p'(A) < p'(A), (50)

és itt az is igaz, hogy p/'(A.) = p(Ae) és p' (A1) = p(Ay).
Valasszunk most egy 0-hoz tarto sorozatot, példaul az % sorozatot. Ekkor
A1 korlatos, és p(Ai) az el6bbiek szerint szintén korlatos. Tudjuk, hogy

n

minden n-hez valaszthatunk egy olyan vi > 0 vektort, hogy |[vi| = 1, és
Ai1vi = p(Ai)vi. Ez a vi szintén korlatos, ezért 3In; részsorozat, amire

p(AL) — p, ahol p # 0,

1
ni

vi — v, aholv>0,|v|=1 (51)

nj

AL—>A.

g
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Tehat az
A

A%

=p(AL)ve (52)

1V
g B ni nj

egyenl@ség miatt Av = pv, azaz p sajatértéke A-nak. A p értékrdl pedig
tudjuk, hogy

g

p < p(A) <p'(A) <p'(AL), (53)

¢s mivel p'(AL) — p, ezért p = p(A) = p'(A). Ezzel pedig belattuk a tétel
(i) allitasas.

Az (ii) rész bizonyitasahoz hasznaljuk a (3.13) tételt. Az irreducibiliasbol
kévetkezik, hogy (A + I) primitiv. Egy korabbi tételbdl pedig tudjuk, hogy
létezik dominans sajatértéke pozitiv sajatvektorral.

Ha Av = Av, akkor (A+I)v = (A + 1)v, tehat ha v sajatvektora A-nak,
akkor sajatvektora az (A + I) méatrixnak, és ha \ sajatértéke A-nak, akkor
(A + 1) sajatértéke (A + I)-nek.

Haa (A+1) az (A + I) dominans sajatértéke, ekkor a (A + 1) egyszeres
sajatérték, tehat a A is egyszeres sajatértéke A-nak. Ez a gondolatmenet azt
is mutatja, hogy ha A irreducibilis, akkor a dominans sajatértékhez, p(A)-hoz
tartoz6 nemnegativ sajatvektor hatarozottan pozitiv. Ezzel erdsithetjiik az
(i) allitast.

Most lassuk be a (iii) allitast. Legyen || = p(A) és v egy hozza tartozo
sajatvektor. Ekkor ugy is megfogalmazhatjuk az allitast, hogy x = p(A)c,
ahol ¢ € C, |c| = 1. Megmutatjuk, hogy ekkor A hasonl6 cA-hoz.

|v1]
Jelolje w = : ekkor v; = d;|v;|, azaz v; = d;w;, ahol d; € C,
|Un,
|d;| = 1.
A fenti jeloléseket hasznélva kapjuk, hogy
p(A)chwZ = Z Qjj (djo)7 (54)
J
valamint

Pl (Aw; = p(A)w; = [p(A)edawi] = | ) aydjw;| < aiw;,¥1 <i<n. (55)

J

A korabbiakhoz hasonléan azt kapjuk, hogy w sajatvektor p(A)-hoz, és ha
A irreducibilis, akkor a (ii) bizonyitasa utani megjegyzés értelmében w > 0.
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Igy egyenlGség van a haromszog-egyenlétlenségben, ami azt jelenti, hogy
a;jd; egyirdnyt Vi-re. Ugyanakkor ) . a;;djw; egyiranyt cd;-vel. Ezért d;  a;;d;
egyiranyt c-vel Vij-re, és |d; " a;;d;| = aij, 1gy di 'aijd; = ca;j, Vi, j.

di
Ebbdl pedig az kdvetkezik, hogy D = diagonalis matrixra
dTL
D 'AD = cA, azaz A hasonl6 a cA matrixhoz.

Tehat ha cp(A) sajatérték, akkor a c?p(A) is sajatérték, amibgl kovetke-
zik, hogy c3p(A) is az, és igy tovabb. De tudjuk, hogy véges szamu sajatérték
van, ezért Ik # [, hogy *p(A) = c'p(A), azaz & = !, tehat a s egységgyok.

Legyen most ¢ = ﬁ olyan, hogy e szoge minimadlis a spektralkéron
1év6 k sajatértékek kozott. Az el6bb belattuk, hogy a sajatértékek halmaza
invarians az e egységgyokokkel valé szorzasra, ezért

2 2
e:cos%r—i—isin?7r (56)

alakt, és a spektralkoron lévé sajatértékek halmaza megegyezik az

{¢-p(A)]0<j<k-1} (57)
halmazzal. Ezzel pedig belattuk az (iii) allitast is. O

3.17. Megjegyzés. Lathatjuk, hogy az (i) allitas bizonyitasakor nem hasz-
naltuk azt a feltételt, hogy a matrix irreducibilis. Ez az allitas tehat igaz
minden nemnegativ matrixra.

A tétel (iii) részérdl is belathato, hogy teljesiil minden nemnegativ matrix
esetén, viszont bonyolultabbé teszi a bizonyitéast, ha az irreducibilitasrol sz6lo
feltételt elhagyjuk.
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4. A Page Rank algoritmus

A kordbban targyalt Perron-Frobenius tételkérnek van egy olyan alkalma-
zdsa, amit valdsziniileg mindannyian ismeriink, és napi szinten hasznalunk
is. Ez a Google keresémotor egyik legfontosabb eleme, a Page Rank algorit-
mus, ami egy adott kulcsszora érkezé talalatokat rendezi sorba gy, hogy egy
értéket rendel minden oldalhoz. Ezt a szdmot is Page Ranknek nevezik, és
megadja, hogy az adott oldal milyen szerepet t6lt be az internet hivatkozasi
grafjaban.

4.1. Keres6motorok a Page Rank el6tt

A 90-es évek elején a World Wide Web Worm nevii els§ keres6motor koriil-
beliil 110 ezer oldal kozott tudott keresni és ekkor még a felhasznalok kore is
joval kisebb volt. Naponta atlagosan 1500 keresést hajtott végre. Ezek a sza-
mok viszont az évek soran rohamosan néttek. Par év alatt az oldalak szama
100 milliora nétt, és naponta koriilbeliil 20 milli6 lekérdezés érkezett be. Ez
a novekedés azt eredményezte, hogy a talalatok koézott sok olyan oldal is sze-
repelt, ami kevésbé volt relevans a felhasznalok altal keresett témaban. Ezért
megndtt az igény egy olyan keresére, ami képes felvenni a 1épést a vilaghalo
folyamatos fejlédésével és névekedésével.

4.2. Motivacid

Larry Page és Sergey Brin 1998-ban fejlesztették ki a Google keresémotort.
Munkajuk soran szamos elvarasnak kellett eleget tenniiik ahhoz, hogy kere-
s6jlik a jovében is képes legyen kiszolgalni a felhasznalokat. Tobbek kozott
figyelniiik kellett arra, hogy a folyamatosan novekedd halézat adatai mindig
frissen rendelkezésre alljanak, és hogy ezeket hatékonyan taroljak. Szerették
volna, hogy egy olyan keres késziiljon, ami a késGbbiekben is fejleszthetd,
és amibe az 1j technologidkat is konnyen be lehet épiteni. A dolgozatom
szempontjabol legfontosabb a taldlatok minGségének javitdsa volt. Ugyanis
egy atlagos felhasznalo koriilbeliil 10-20 oldalt hajlandé atbongészni a kere-
sése soran, ezért fontos, hogy a tobb millié taladlat koziil a legfontosabbak
keriiljenek elére a taldlatok listazasa sordn. Felmeriilhet, hogy a latogatasok
szaméanak segitségével allapitsuk meg ezt a rangsort, de sok olyan oldal van,
ahol nem rogzitik ezt az adatot.
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4.3. A Page Rank alapotlete

A fejleszték tugy vélték, hogy jol tiikrozi a felhasznalok szerinti fontossagi
sorrendet, ha az oldalak az egymas kozti linkstruktira segitségével vannak
sorba allitva. Emogott az az elképzelés all, hogy ha valaki hivatkozast helyez
el a sajat oldalan, akkor ezt azért teszi, mert szerinte hasznos informéciot
tartalmaz a méasik oldal. Ezért ezt ugy kell elképzelni, mintha minden oldal
a hivatkozéasaival egy szavazatot adna le, viszont ezek nem egyenértékiek:
a fontos oldalak szavazatai tobbet érnek. Az pedig, hogy egy oldal mikor
fontos, az azon mulik, hogy héany, és mennyire fontos oldal mutat ra.

Larry Page és Sergey Brin megjelentettek egy cikket a keresémotorrol
az 1998-as induléskor. Ebben irnak arrdl, hogy az altaluk megalkotott al-
goritmus miikodésének alapja a kdvetkezs. Képzeljiink el egy az interneten
keresgél6 (,s5761f626”) személyt, aki véletlenszertien valaszt az oldalakon tall-
hato hivatkozasok koziil és igy halad egyik oldalrél a masikra, viszont amikor
ezt megunja, akkor véletlenszertien atugrik egy maésik oldalra. Az algoritmus
ezt a miikodést kovetve rendez sorba, és a Page Rank érték pont azt adja
meg, hogy mennyi a valoszintisége annak, hogy a véletlen szorf6z6 egy adott
oldalra érkezik.

A cikkben a kidvetkezoket javasoljak. Tegyiik fol, hogy az A-val jelolt web-
oldalra k darab mésik oldal mutat. Jelolje ezeket T4, ..., Ty, és az oldalakon
16vG hivatkozasok szamat jelolje C'(7;). Ha PR(A) jeloli az A oldal Page Rank
értékét, akkor els§ kozelitésben PR(A) a PR(T;) értékekbdl tevidik Ossze,
természetesen mindegyik PR(T;) értéket le kell osztani C(T;)-vel. Technikai
okok miatt, (példaul mert a szorfoz6 gy is tovabbhaladhat, hogy nem egy
hivatkozast kévet, hanem bekér egy konkrét oldalt) ezt a képletet célszert egy
tigynevezett csillapité tényezével modositani (jeldlje ezt d). Igy a kovetkezs
képletet kapjuk:

PR(A) = ( ; D g (PC]:E(T? o+ Pﬁg’?) . (58)

4.4. Az egyszeriti Page Rank algoritmus miikodése

Ha a weblapok halézatat ugy képzeljiik el, mint egy iranyitott grafot, ahol a
cstucsok az oldalak, és az élek a hivatkozéasok két oldal kozt, akkor fel tudunk
irni egy olyan méatrixot, ami jol reprezentélja az oldalak kozti fiiggGségeket.

Ezért definidlunk n darab laphoz egy n x n-es matrixot gy, hogy ha az
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i-edik oldalon m darab hivatkozas talalhat6, akkor

A — {l ha j-r6l mutat link i-re (59)

0 egyébként.

Az oldalak Page Rank értékét pedig taroljuk egy vektorban, amit jeloljiink
p-vel, és p = (21,...,2,)T. Az els6 oldal Page Rank értéke tehat x;, a méaso-
diké z5 és igy tovabb. Az oldalak fontossagat, azaz a Page Rank értékét egy
iteracios eljarassal kapjuk meg. Kezdetben minden oldal rangjat egyenlének

vessziik, ezért
1

Po=|: |- (60)

1

Rekurzivan pedig ugy adjuk meg a py értékét, hogy

Pk = Apk-1. (61)
azaz

pr = A*po. (62)
Az egyes oldalak Page Rank értékét igy a px vektorsorozat hatarértéke fogja
megadni.

Az algebrai bevezet§ részben felmeriilt, hogy a Jordan-blokkok hatvanyo-
zasa egyszeriibb, igy az A matrix hatvanyozasa is hatékonyabb lehet, ha a
matrixot Jordan-normalalakra hozzuk.

4.5. Példa

Az aladbbi példaval szeretném szemléltetni az algoritmus mikddését. Termé-
szetesen ez a kis graf a teljes hélozattal Gsszemérhetetlen, mégis jol lathato,
hogy hogyan miikodik az algoritmus, és hogy milyen probléméakba iitkézhe-
tiink a rangsorolas soran.

Lassunk tehat hét weblapot, amik hivatkoznak egymasra. Ezeket a kap-
csolatokat az aldbbi graf szemlélteti.
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Az ehhez tartozo, korabban definidlt matrix a kévetkezd.

(63)

s

I
el elNeoNell S =
S OO OO oo
O O O O O
SO+ OO oo
OO O = OO o

= O glRa—ut ot = O
Ol O Okl s =

1

7
A kiindul6 vektor pedig po =
1

7
A korabbi képletbe vald behelyettesités utan a kovetkezs értékeket kapjuk:

p:’ = (0,04 0,28 006 0,17 0,17 0,11 0,03),
p2" = (0,01 0,10 0,03 0,19 0,19 0,04 0,02),
ps’ = (0,00 0,03 0,01 020 0,20 0,02 0,01),
ps’ = (0,00 0,02 0,01 020 0,20 0,01 0,00),
ps’ = (0,00 0,01 0,00 021 0,21 0,00 0,00).

Lathatjuk, hogy néhany iteracié utan a 4. és 5. oldal begyfijti az 6sszes sza-
vazatot. Ezen oldalak Page Rank értéke 0,21, a tobbié viszont méar az 5.
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iteracié utan nagyon kicsi. A masodik oldal értéke is, pedig a grafot tekint-
ve azt varnank, hogy begytijti a szavazatokat, mivel nincs rajta hivatkozas.
Ennek az az oka, hogy a 2. oszlopban csupa 0 szerepel, és ezért a métrix
nem sztochasztikus. Ezt tudjuk tgy orvosolni, hogy a 2. sor 2. elemét atirjuk
1-re, ami azt jelenti, hogy ha a 2. lapra ériink akkor 1 valésziniiséggel ott is
maradunk.

Ezt a matrixot behelyettesitve ténylegesen azt kapjuk amit varunk, hogy
a 2. weblap gyfjti be a legtébb szavazatot.

p:" = (0,04 042 006 0,17 0,17 0,11 0,03),
p2" = (0,01 052 0,03 0,19 0,19 0,04 0,02),
ps’ = (0,00 0,55 0,01 0,20 0,20 0,02 0,01),
ps’ = (0,00 0,57 0,01 0,20 0,20 0,01 0,00),
ps’ = (0,00 0,58 0,00 0,21 0,21 0,00 0,00).

4.6. Problémak az egyszertd miikodéssel

A fenti algoritmus egyel6re még csak azt foglalja magaban, hogy a szorf6z6
mindig valaszt véletlenszertien egy oldalt és igy halad oldalrol oldalra. Ezzel
viszont akad némi probléma.

Az egyik probléma akkor meriil fel, ha van olyan oldal, amin nincs elhe-
lyezve hivatkozas. (Az el6bbi példaban ilyen volt a 2. cstcs.) Az ilyen zsdkutca
jellegii oldalnak az A-ban csupa nullabél all6 oszlopa van, tehat az iteracio-
ban nem osztja szét a sajat szavazatat, és mint az el6bb lattuk, torzulnak az
eloszlas értékei. Ha pedig azt foltételezziik, hogy a zsakutcabol nem megyiink
tovabb, és mint a példanal tettiik, a 0-s oszlopot médositjuk azzal, hogy a f6-
atlo elemét 1-esnek véalasztjuk, akkor az ilyen oldalak jogtalanul fognak elére
keriilni a rangsoroldsban.

Hasonlo6 probléma 1ép fel, ha a graf csticsainak a halmaza erésen sszefiig-
g6, de egy valodi részhalmazbol nem vezet ki él. Ez azt fogja eredményezni,
hogy ez a részhalmaz szintén be fogja gyijteni a szavazatokat, és a tobbi
csics rangja 0 lesz egy id6 utan. Ezért van sziikség az iteracié egy kibdvitett
verzigjara.
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4.7. Kibé6vitett Page Rank algoritmus

A el6bb emlitett problémak miatt az algoritmusnak nem ez az egyszerii ver-
zioja keriilt be a Google keresGmotorjaba, hanem egy kibgvitett forméja.

A zsékutca problémara az is lehet egy megoldés, hogy az A matrix csupa
nullabol all6 oszlopainak elemeit kicseréljiik %—re. Igy ez azt jelenti, hogy ha a
sz0rf6z6 egy olyan oldalra ér, amin nincs hivatkozas, akkor egyenld valoszinii-
séggel valaszt egy masik oldalt. Ebben az esetben a kévetkez6 eredményeket
kapjuk:

= (0,06 0,30 0,08 0,19 0,19 0,13 0,05),
"=(0,05 0,18 0,08 0,26 026 0,10 0,07
ps’ = (0,04 0,16 0,06 0,30 0,30 0,08 0,04
"=(0,03 0,12 0,05 0,34 0,34 0,06 0,04),
ps’ = (0,03 0,10 0,04 037 0,37 0,05 0,03).

Latjuk, hogy a 2. oldal szétosztotta a szavazatait, és ismét a 4. és 5. oldal
lett a legmagasabb rangi.

A fenti 6tletet atgondolva, feltételezhetjiik, hogy a sz6rf6z6 nem csak ak-
kor ugrik 4t véletlenszerten egy masik oldalra, amikor egy zsdkutca oldalra
ér, hanem barmikor megunhatja azt, hogy hivatkozasok mentén bongészik,
és véletleniil valaszthat egy masik weblapot. Az algoritmus bdévitésével ezt
a jelenséget is beépitették a fejlesztGk, ezért vezették be a 0 < d < 1 para-
métert. Ilyenkor azt feltételezziik, hogy a szorfo6z6 d valoszintiséggel koveti a
linkeket, (1 — d) valoszintiséggel viszont ugrik egy véletlenszertien valasztott
oldalra. A Google alapitasakor megjelent cikk szerint altalaban d = 0,85.

Ezekkel pedig tigy modosul a korabbi A matrix, hogy

1
A= (1—d)-E+dA, (64)

ahol £ = | .
1 ...1

Igy megoldottuk az irreducibilitas problémajat, azaz nem lesznek olyan
halmazok, amibdél nem vezet ki él.

Most térjiink vissza a korabbi példahoz. Ha a d értéke 0,85, akkor az

1
A'=0152F +0,85A. (65)



4. A PAGE RANK ALGORITMUS 28

Ha ezt a modositott A’ méatrixot hasznalva szamolunk az iteracios lépésekben,
akkor azt kapjuk hogy,

p:’ = (0,06 0,26 0,08 0,17 0,17 0,11 0,05),
p2’ = (0,03 0,12 0,05 0,18 0,18 0,06 0,04),
ps’ = (0,02 0,08 0,03 0,18 0,18 0,04 0,02),
ps’ = (0,02 0,06 0,02 0,17 0,17 0,03 0,02),
ps’ = (0,01 0,04 0,02 0,16 0,16 0,02 0,02).

4.8. Markov-lancok és a Page Rank

Most a probléméat egy teljesen mas szemszoghdl fogom vizsgalni, a valoszint-
ségszamitas eszkozeit hasznalva. A fejlesztSk is igy fogalmaztak meg cikkiik-
ben a Page Rank miikodését, mint egy valosziniiségi eloszlast, ami megadja,
hogy a szorf6z6 milyen eséllyel latogat el egy adott oldalra.

4.1. Definici6. (Markov-tulajdonsag, Markov-lanc) Ha az X,,, n € N
folyamat, ahol az X,, valdsziniségi vdltozok I értékkészlete véges halmaz. Azt
mondjuk X,,-re, hogy Markov-tulajdonsdgi, ha igaz ra, hogy

P(XnJrl = .I'nJrl‘Xn = Tpy--- 7X0 = .1’0) = P(XnJrl = wnJrl‘Xn = l'n) (66)

barmely i esetén. Tehat ha az (i + 1)-edik idGpillanatbeli dllapot csak az
el6z6, i-edik idGpontbeli &llapottol fiigg.

A Markov-tulajdonsagu folyamatokat Markov-folyamatoknak hivjuk. Az
olyan véges Markov-folyamatot pedig, aminek allapottere diszkrét, Markov-
lancoknak nevezziik.

Ez azt jelenti, hogy a folyamat egy bizonyos allapota teljesen magaba foglalja
az Osszes olyan informéaciot, ami befolyasolhatja a jovébeli valtozast.

A Page Rank is ilyen tulajdonsagu, ugyanis az algoritmus szerint a szor-
f6z6t nem befolyasolja, hogy korabban melyik oldalakon jart, csak az, hogy
az adott lépésben mely hivatkozasok mentén tud tovabbhaladni.

4.2. Definicié. (Atmenet-valoszintiség) Egy Markov-lanc dtmenetvald-

szinisége az n-edik 1épésben
pij(n) = P(X,, = j|X,_1 =1), ahol i,j € I. (67)

A négyzetes P matrixot, aminek az ¢. sor j. eleme a p;; dtmenet-valoszintiség,
atmenet-valosziniség matriznak nevezziik.
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4.3. Megjegyzés. Ez egy sztochasztikus matrix, hiszen 1 a valoszintisége
annak, hogy a folyamat a kdvetkezs lépésben az értékkészlet elemei koziil az
egyikben lesz.

4.4. Definicié. Egy Markov-lanc kezdeti eloszldsa az a vektor, amely meg-
adja, hogy melyik allapotbol milyen valdszintiséggel indul ki a folyamat. Je-
16lje ezt a vektort vg.

4.5. Tétel. Eqgy véges Markov-ldncnak az eloszldsa legyen vy, a kezdeti el-
oszldsa vo, és az dimenet-valosziniséqg mdtriza pedig P. Fkkor

Vp = PnVo- (68)

Erre pedig tudjuk alkalmazni a pozitiv sztochasztikus matrixokra vonatko-
z0 (3.7) tételt. Ugyanis, mint emlitettem, a P méatrix sztochasztikus. Igaz,
hogy a tétel pozitiv matrixokra vonatkozik, de a Frobenius-tétel segitségével
altalanosithato, hogy nemnegativ matrixok esetén is teljesiiljon.
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5. Egyéb rangsorold algoritmusok

Ha mar halozati kereséssel és linkstrukturat alkalmazé rangsorolasokkal fog-
lalkozunk, akkor érdemes megemliteni a kérdésfiiged algoritmusokat. Ezek
abban kiilénboznek a korabbitdl, hogy amig a Page Rank az Osszes oldalra
meghataroz egy rangsort, ezek az algoritmusok csak a kérdéstdl fiiggGen, az
oldalak egy részére futnak le. Igy persze kevesebb futasi koltséget igényelnek,
viszont minden keresés alkalmaval Gjraszamitodnak az értékek. Ezzel ellen-
tétben a Page Rank csak egyszer fut le és a kovetkez6 futasig, hasznalhatoak
a kapott értékek.

Két algoritmus ismeretes, a HITS és a SALSA. Ezekben két kozos van, az
egyik, a kéréstdl fiiggs részhalmaz elgallitasanak modja, a masik pedig, hogy
az oldalakat kozponti lapokra és linkgytjteményekre osztjak.

Egy kérdéshez tartozo oldalak halmazanak meghatarozasa tgy torténik,
hogy vesziink egy alaphalmazt, ami egy hagyoményos széveges keresés els
néhany talalatabol all. Majd ezt bévitjiik azokkal az oldalakkal, amik ezekre
mutatnak, illetve amikre hivatkoznak az alaphalmazbeli oldalak. Igy megkap-
juk azt a részgrafot, aminek a csicsait az algoritmusok rangsorolni fogjak.

Az oldalak kozti hivatkozasokat most is, a Page Rankhez hasonloan, fel-
foghatjuk gy mint szavazatokat, csak ez esetben kétféle szavazatot kiilon-
boéztetiink meg. Az egyik az a, mint authority, ami az oldalra mutaté élek,
tehat a jo kozponti oldal mértéke, a masik pedig a h, mint hub, az oldalrol
mutato élek, igy a jo linkgyijtemény mértéke.

A kovetkez6 alfejezetben vazlatosan bemutatom a HITS algoritmus mt-
kodését.

5.1. A HITS algoritmus

A HITS algoritmust 1998-ban Jon Kleinberg publikalta. Az linkstrukturat
leir6 graf szomszédsagi matrixa legyen A. Az a, illetve h vektorok megha-
tarozésahoz vezessiink be két jelolést. A B(i) = {k: k — i} az i. oldalra
mutato lapokat jelenti, és a C(i) = k: i — k pedig azokat a lapokat jeloli,
amikre az i. oldal mutat. Igy minden i oldalra:
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tehat
a= ATh,
h = Aa (70)
azaz
a= AT Aa, (71)
h = AATh.

Ez a modell leirja azt a miikddést, hogyha egy oldalra sok jo gytijté oldal
mutat, akkor az valoszintileg egy hasznos kozponti oldal, és forditva, egy
oldal akkor lesz jo gyiijts, ha az sok j6 kozponti oldalra mutat.

Ezen vektorokat iterativan a kovetkezGképpen szamolhatjuk. Kezdetben

1

ap = ho = . s (72)

S -

majd minden lépéshen

(a)k =Y (hj)k-1,

JEB(7)
(73)
(k=Y (ag)k-1,
7eC (i)
a vektorok minden 7. eleme esetén, azaz
a, = ATh,_4,
k k—1 (74)

h;, = Ah;_;.

Az iteracié minden 1épésénél normalni kell az igy kapott vektorokat.

Kleinberg bizonyitotta, hogy az a, és h vektorok iranya az AT A, illetve a
AAT matrixok dominans sajatértékhez tartozo, pozitiv sajatvektor iranyahoz
tart.
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