Jarvanyterjedés modellezése adaptiv

halozatokon

Szakdolgozat

[rta: Major Levente Attila

Matematika BSc

elemz§ szakirany

Témavezets: Bodo Agnes

PhD hallgato

Alkalmazott Analizis és Szamitasmatematikai Tanszék

E6tvos Lordnd Tudoméanyegyetem
Természettudoméanyi Kar

Budapest, 2018



Tartalomjegyzék

Bevezetés|

(1. Differencialegyenletek és bifurkacioelmélet|

[1.1. Differencialegyenletekl . . . . . . . ... ... ... ...

[2. Halbézati folyamatok]
[2.1. Adaptiv haloézatokl . . . ... ... ..o
[2.2. Jarvanyterjedési modellek{ . . . . . . ... ...

[2.3. Adaptiv jarvanyterjedési modellek leirasal . . . . . . . . ... ... ..

[3. Adaptiv jarvanyterjedési modellek vizsgalatal

[3.1. Adaptiv, parok szintjén telirt, atlagolason alapulé SIS modelll . . . . .

[3.2. Adaptiv, parok szintjén felirt, atlagolason alapulé SIRS modelll . . . .

|Osszefoglalas|

[(Irodalomjegyzék]

18
18
20
24

26
26
34

40

41



Koszonetnyilvanitas

Eztton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Bodo Agnesnek, hogy
elvallalta a konzulensi teenddket. Halads vagyok a rengeteg segitségért, jotanacsért,
és nem utolsésorban a végtelen tiirelméért.

Tovabbéa koszonetet szeretnék mondani csalddomnak és barataimnak, hogy a

szakdolgozat irdsa alatt végig biztattak és tamogattak.



Bevezetés

WA hdlozatokkal az a szerencse, hogy mindenki taldlkozott mdr velik. Ba-
rdataink, ismerdseink révén tarsadalma hdaloban élink; naponta haszndljuk
a vilaghdlot, s mikézben laprol lapra vandorolunk, egyre inkdbb érezziik,
hogy minden dsszekapcsolodik; tudjuk, hogy gondolkoddsunk szoros kap-
csolatban dallo neuronok hdlojdn alapszik; és ha nem is gondolunk rd,
minden sejtinkben bonyolult hdlozatok szabdlyozzdk génjeink kolcsonha-
tdsait. Azt azonban valdszinileg kevesen tudjdk, hogy ezek a hdlozatok,
amelyek az élet szamos teriiletén megjelennek, mély matematikar torve-

nyekkel és roppant bonyolult dsszefiiggésekkel irhatok le.”
Silberer Vera

A halozati folyamatok témakore napjaink fontos kutatési teriilete. Halozati folya-
mat példaul az aktivitas terjedése neuralis halozatokon, vagy a vélemények terjedése
tarsadalmi hélozatokon, illetve egy populacion beliili fert6zés terjedésének idébeli le-
folyasa. A dolgozatban utobbival fogunk részletesen foglalkozni.

Az emberiség torténelmét a kezdetek 6ta meghatarozzak a jarvanyok. Egész né-
peket, civilizaciokat soportek le a térképrél az évszézadok alatt. Példanak okaért
vegylik a bibliai tularémia jarvanyt, amely Egyiptomot sijtotta Kr. e. 1715 koril
[26], vagy akéar az Athénban, Kr. e. 430-425 koriil a periklészi aranykor pusztulasat
okozo betegséget, amelyrél a tudosok maig csak taladlgatnak, hogy milyen koérokozo
okozhatta [13]. Ezen feliil gondolhatunk a kézépkorban, 1346-ban felbukkano fekete
halalra vagy més néven buboépestisre, amely becslések szerint 6t év alatt Eurdpa
lakossagat 60%-kal csokkentette [2]. Késsbb, a 16. szdzadban a ,cocolitzi” betegség
ttotte fel fejét, amely 13 millio halalos dldozatot kévetelt [I]. Ezt kdvetSen, 1817-ben
kelt labra Azsiaban a kolera, amely tobb szézezer ember halalat okozta, és az ezt
kovets évtizedekben a jarvany tjra és tjra kiujult a térségben [8]. Egy évszazaddal
késébb, 1918-19-ben felbukkant a spanyolnatha, amely végigsoport Amerikan, Euro-
pan, Azsian tal Afrikén is. A halalos aldozatok szama a becslések szerint meghaladta

a 40 milli6 f6t. Utobbit még ketts, kevésbé silyos influenzajarvany kévetett 1957-ben
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és 1963-ban [27]. Nemcsak a multban, hanem manapsag is tjabb és Gjabb jarvanyok
iitik fel a fejiiket, mint példaul a szinte éves rendszerességgel kitors influenza, vagy
a nemrég lecsendesiilt ebola-, illetve kanyardjarvany [28] 29)].

A gyors technologiai és elméleti fejlédésnek koszonhetéen dramaian lecsokkent a
jarvanyok okozta haldlozasok szama, hiszen egyre tobb informéacio all az emberiség
rendelkezésére a betegségekrsl. Adott esetekben oltasokkal elGzhetjiikk meg ezeket,
illetve gyogyszereket fejlesztiink ki a betegek gyogyitasara, kezelésére. A higiéniai al-
lapot is nagy mértékben javult a vilag fejlettebb régiviban, amelynek a megel6zésben
van fontos szerepe. Ezeken til kezdjiik jobban megismerni a jarvanyok viselkedését,
amelyeket matematikai médon modellezhetiink, mint ahogy azt a dolgozatomban is
be fogom mutatni. Ezek segitségével optimalizalni tudjuk az olyan fert6zés elterjedé-
sét megakadélyoz6 mechanizmusokat, mint példaul az oltés, karantén hasznélatat.

Ezen dolgozat a jarvanyok terjedésének két modelljét mutatja be és vizsgilja
azt az alkalmazott analizis modszereivel. Az [I] Fejezetben a modell vizsgalatéhoz
sziikséges fogalmakat mutatom be, mint példaul a differencialegyenletek, és bifurka-
civelmélet. A 2| Fejezetben az adaptiv halozat, és jarvanyterjedések modellezéséhez
hasznalt fogalmakat, modellek fajtait tekintjiik at. Végiil a[3] Fejezetben két kiilon-

b6z6 konkrét modell bevezetésére és vizsgalatara keriil sor.



1. fejezet

Differencialegyenletek és

bifurkacidéelmélet

1.1. Differencialegyenletek

Ebben a fejezetben a differencialegyenletek alapvets fogalmait tekintjiik at a [23]
jegyzet alapjan.

A 17. szézad kézepétsl mind az elméleti, mind az alkalmazott matematika szerves
részét képezi a differencidlegyenletek témakore. ElsGként az angol Sir Isaac Newton
(1641-1727) foglalkozott a témaval egy 1670-es években irt dolgozataban, amelyet
azonban csak halala utan, 1736-ban publikaltak [I6]. Ebben elsérendi differenciél-
egyenleteket (amelyeket 6 fluxionald egyenleteknek nevezett) sorolt osztalyokba, és
késsbb meg is oldott. Tdle fiiggetleniil a német Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—
1716) foglalkozott differencidlegyenlettel, amelynek megoldasi modszerét 1693-ban
egyidejiileg publikaltak [12]. Az els6bbség jogat mindkét matematikus magaénak tar-
totta, és az ebbdl adodo vita az egyik leghirhedtebb botrannya valt a matematika
tudoméanyanak torténetében [20]. Ezen fontos események utéan valt a differenciél-
egyenletek témakore a matematikaban egy kiilonallo teriiletté.

Az alabbi részben nézziik at a szakdolgozatban hasznalt fogalmakat. Az elsé kér-
dés, hogy tulajdonképpen mit is neveziink differencidlegyenletnek. Olyan egyenle-
tet, amelyben az ismeretlen, vagy ismeretlenek nem egy-egy szamot, hanem egy-egy
fliggvényt jeldlnek; az egyenlet pedig az ismeretlen fliggvény és annak derivaltja ko-
zOtt teremt kapcsolatot. A kovetkezdkben definialjuk a differencidlegyenlet pontos

fogalmat.

1.1. Definicié. Legyen D C R x R™ dsszefiiggd nyilt halmaz (tartomdny),
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f: D — R™ folytonos fiigguény és (to,po) € D. Ha az I C R nyilt intervallumra és
az x: I — R" differencidlhato fiigguényre teljesiil, hogy

(i) (t,xz(t)) € D barmely t € I esetén,

(i1) ©(t) = f(t,x(t)) mindent € I esetén,
akkor az x fiigguényt az
a(t) = f(t x(t)) (1.1)
differencidlegyenlet megolddsanak nevezzik az

kezdeti feltétel mellett. Az (L.1)) és (1.2)) egyenleteket egyiittesen kezdetiérték-feladatnak

nevezzuk.

A fenti definicioban csak az elsérendi differencidlegyenletet fogalmaztuk meg,
mivel az n-edrendd differencidlegyenlet visszavezethetd elsérendii rendszerré a ko-

vetkezd modon.

1.2. Megjegyzés. Eqy explicit n-edrendi eqyenlet dltaldnos alakja a kovetkezd:

2 (t) = g(t,x(t), @ (t), ..., "V (1)),
ahol g : R" — R folytonos fiigguény. Célszerd bevezetni az aldbbi 1ij vdltozokat:
T = 2,0y = &, ...z, = ™ V. Ezek segitségével az egyenlet az aldbbi elsérendi

rendszerré transzfolmdlhato:

n(t) = g(t, 21 (t), (L), - - xn(t)).

A differencidlegyenletekrsl altalanossdgban elmondhatd, hogy a megoldasukat
explicit médon nehéz megadni, azonban az alkalmazasokban sokszor a megoldés
egzisztencidjanak, unicitasanak igazolasa is elegendd. Definidljunk egy fontos tulaj-

donsagot, amely elégséges feltételt ad a megoldas létezésére és egyértelmiiségére!

1.3. Definici6. Az f: D — R” fiigguényt a mdsodik vdltozdjaban lokdlisan Lipschitz
tulajdonsdginak nevezzik, ha minden (tg, po) € D pontnak létezik U C D kérnyezete

és L > 0 szam, amelyre

’f(tapl) - f(t7p2)‘ S L’pl _P2’

teljestl barmely (t,p1), (t,ps) € U esetén.
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Az el6bb definialt Lipschitz tulajdonség feltétele a Picard-Lindelof tételnek (més
néven Cauchy-Lipschitz egzisztenciatétel), amely a differencidlegyenletek megolda-

sara lokélis létezést és egyértelmtiséget mond ki.

1.4. Tétel. Legyen f : H — RP folytonos fligguény, ahol
H=A{(t,z) e RxRP: |t —ty] <a és|z—po| <b}

henger, valamint (to,p0) € R x RP, 0 < a < 00, 0 < b < oo. Legyen M =
(m)a%{ |f(t,x)|, valamint tegyiik fel, hogy az [ figgvény mdsodik vdltozdjaban Lips-
t,x)e

chitz tulajdonsdgi. Ekkor az (1.1)—(1.2)) kezdetiérték-problémdnak egyértelmiien lé-

tezik megolddsa a [ty — h,to + h] intervallumon, ahol h = min{a, % .

Az el6z6 tétel feltételt ad arra, hogy az (|1.1)-(1.2)) kezdetiérték-feladatnak mikor
létezik megoldasa a ty pont egy kornyezetében. Felmeriil a kérdés, hogy legfeljebb

mekkora intervallumon lehet értelmezni a megoldést.

1.5. Tétel. Legyen f : D — R™ folytonos és mdsodik vdltozojdaban lokdlisan Lipschitz
tulajdonsdgu fliggvény. Ekkor az aldbbi dllitasok teljesiilnek:

(i) Bdrmely (to,po) € D ponthoz létezik egyetlen olyan I(ty,po) nyilt intervallum,
amelyen az (1.1)—(1.2) kezdetiérték-feladatnak van, azonban az ezt tartalmazd

nyilt intervallumon mdr nincsen megolddsa.
(i) Azx: 1(tg,po) — R™ megoldds egyértelmi, és az x(t) értékét jeldlje ®(t,to, po).

(i1i) Ez a megoldds minden K C D kompakt halmazt elhagy, azaz minden K C D
kompakt halmazhoz és (to,po) € D ponthoz léteznek olyan t1,ts € I(to,po)
szamok, amelyekre t1 < to < ta, valamint (t;, ®(t;,to,po)) ¢ K(i =1,2).

Most pedig foglalkozzunk részletesebben egy specialis egyenlettipussal, ahol a
differencialegyenlet jobb oldalan szerepld fiiggvény fiiggetlen az id6t6l, azaz a t val-
tozd explicit médon nem fordul el6 az egyenletben. A fizikai rendszerek, torvények

lefrasara megannyiszor ez a speciélis egyenlettipus alkalmazhato.

1.6. Definicié. Legyen M C R" tartomdny, f: M — R"™ mdsodik vdltozdjaban
lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgi fiigguény. Az

i(t) = f(z(t)) (1.3)

differencidlegyenletet autonom differencidlegyenletnek nevezziik.
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Barmely ty € R és pg € M esetén 1étezik az egyenletnek az kezdeti fel-
tételt kielégits x(t) = (¢, to, po) globélis megoldasa az adott I(tg, py) intervallumon.
Az autonom differencidlegyenletek egyik legfontosabb tulajdonsaga az eltolasinvari-
ancia, azaz ha r: [ — R" fliggvény megoldasa ([1.3)-nek az I intervallumon, akkor
barmely 7 valos szam esetén az y(t) = x(t + 1) fiiggvény is megoldas az [} =1 — 7
intervallumon. Ezért egy autoném differencidlegyenlet esetén elég a ty = 0 kezdeti
idépontban a kiilonbozé p € M pontokbdl indulé megoldasokat ismerni, ugyanis a
t6bbi megoldas az eltolasbol mar kovetkezik. Igy, az egyszertség kedvéért bevezetjiik

a kovetkezd jeloléseket:
I(p) :=1(0,p), ¢&(t,p):=(t,0,p) (p€ M,tel(p).
Ezek alapjan definialhatjuk egy adott pont palyajat.
1.7. Definicio. Tetszdleges p € M pont esetén a p pont palydja/trajektoridja a
{o(t,p) : t € I(p)}
gorbe.

Vannak specialis esetek, mint példaul egy olyan trajektoria, amely egyetlen pont-
bol all.

1.8. Definicié. Egy p € M pontot egyensilyi/staciondrius pontnak nevezink, ha
barmely t € R esetén ¢(t,p) = p.

Hasonloan, eqy p € M pontot T szerint periodikus pontnak neveziink, ha minden
t € R szamra ¢(t + T,p) = ¢(t,p). A periodikus pont pdalydjat periodikus pdlydnak

nevezziik.
Fogalmazzuk meg, hogy mit is értiink az alatt, hogy egy megoldas stabil /instabil.

1.9. Definicié. A t — ®(t,tg, po) megolddst stabilisnak neveziink, ha

(1) [to, +00) C I(to, po),

(11) minden € > 0 és ty € [ty, +00) szdmhoz létezik olyan 6 > 0, hogy

(t1,q) € D, |g — ®(t1,t0,po)| <0
esetén [t1,+00) C I(t1,q) €s
[D(t,t1,q) — (L, to, po)| <,

hat>t;.
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A megolddst instabilisnak nevezziik, ha nem stabilis. Aszimptotikusan stabilisnak ne-

vezziik, ha stabilis és |P(t,t1,q) — P(t,t0,p0)| = 0, t = +00 esetén.

A kovetkezo allitas arra hivja fel a figyelmet, hogy egy egyensulyi pont stabilités-

vizsgalata visszavezethets az azonosan nulla megoldas stabilitasanak vizsgalatara.

1.10. Allitas. Legyen p € M egyensilyi pont. Ekkor az aldbbi hdarom dllitds ekviva-

lens:
(i) a p egyensilyi pont stabilis,
(i1) az y(t) = f(y(t) + p) differencidlegyenlet azonosan 0 megolddsa stabilis,

(iii) barmely € > 0 szdmhoz létezik olyan 6 > 0, hogy q € M, |¢g —p| <, t >0
esetén |p(t,q) — p| < € teljesiil.

Most pedig nézziik meg, hogy hogyan hatarozhatjuk meg egy linearis differenci-
alegyenlet megoldasanak stabilitasat!

Legyen A € R™"™ matrix. Ekkor az
x(t) = Ax(t) (1.4)
allando egyititthatos linearis differencidlegyenletek stabilitasat vizsgaljuk.

1.11. Lemma. (i) Ha az A mdtriznak van nemnegativ valds részi sajdtértéke,

akkor az (1.4)) rendszer nem aszimptotikusan stabilis.

(1) Ha az A mdtriznak van pozitiv valds részi sajdatértéke, akkor az (L.4) rendszer

nem stabilis, azaz instabilis.

(11i) Ha az A mdtriznak van olyan 0 valds részi sajdtértéke, amely a minimdlpoli-

nomnak tobbszoros gyoke, akkor az (1.4) rendszer nem stabilis, azaz instabilis.
1.12. Allitas. A kivetkezdk ekvivalensek:
(i) Az differencidlegyenlet aszimptotikusan stabilis.
(i) Minden A € o(A) esetén Rel < 0.
Tovabba az aldbbi két kijelentés szintén ekvivalens:
(i) Az differencidlegyenlet aszimptotikusan stabilis.

(11) Minden \ € o(A) esetén Red < 0, és Reh = 0 esetén A multiplicitisa a

minimdlpolinomban 1.
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Az alkalmazasban el6fordul6 differencidlegyenletek tobbsége azonban nem line-
aris. Felvet6dik a kérdés, hogy nemlineéris rendszer esetében hogyan vizsgélhatjuk
meg az egyensiilyi pontok stabilitasat. Ehhez hasznaljuk az igynevezett linearizaléas
modszerét.

Eszerint legyen p € M az egyenlet egyenstlyi pontja. Legyen y(t) = x(t)—p.
Ekkor

y(t) = fy(t) +p).

Az f fiiggvény differencidlhatosidga miatt

flp+a) = f'(p)a+alp)
minden ¢ € M pontra a p egy kornyezetében, ahol a olyan fiiggvény, amelyre

o Ja(a)

a=0 [q|

=0.

A fenti két egyenletbdl az y fliggvényre az alabbi differencidlegyenletet kapjuk:

y(t) = f(p)y(t) + aly(t)).

Az . Allitas szerint az differencidlegyenlet azonosan 0 megoldésénak stabi-
litdsa egyenértékd a p pont stabilitdsaval. A linearizalés esetiinkben azt jelenti, hogy
a p pont stabilitasat a lineéris rész, azaz az f'(p) matrix sajatértékeinek segitségével
dontjiik el, tehat az alabbiak igazak.

1.13. Tétel. 1. Ha az f'(p) mdtriz minden sajdtértéke negativ valésrészi, akkor

p aszimptotikusan stabilis egyensilyi pontja az (1.1)) differencidlegyenletnek.

2. Ha az f'(p) mdtriznak van pozitiv valosrészi sajdtértéke, akkor p instabilis
egyensuly: pontja az (L.1)) differencidlegyenletnek.

Ezt az f'(p) matrixot nevezziik Jacobi-matrixnak.

1.2. Bifurkaciéelmélet

Az alabbi szakaszban a [24] jegyzet alapjan tekintsiik at a bifurkacioelmélet alap-
vetd definicidit, és példakkal illusztraljuk.

Gyakran nem lehetséges a differencidlegyenlet pontos megoldésanak meghaté-
rozasa. Ekkor célszerd az ugynevezett fazisképet vizsgalni, amelyhez a megoldasok
pontos ismerete nem sziikséges, azonban kvalitativ tulajdonsagait leirja, mint pél-

daul a monotonitas. Ezt a fogalmat a kovetkezs példaval szemléltetjiik.
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1.14. Példa. Tekintsik az ©(t) = ax differencidlegyenletet, ahol a € R. Ennek az
egyenletnek a megolddsa x(t) = ce™, ahol ¢ € R. A megolddst ¢ = 1 esetén kilonbozd

»a” paraméterértékek esetén az[1.1. dbra szemlélteti.

== 2a=-0.001
==a=-0.01
a=-0.1
—2a=-1
=——a=-15
a=-2
—a=-1.1
=—2a=-0.5
=—a=-0.7
a=-2.2

a > 0 esetén a < 0 esetén

1.1. abra. #(t) = ax egyenlet megoldasa

A megoldds ismerete nélkil is az a megérzésiink, hogy harom esetet kiilonboztet-
hetiink meg. Ez a harom eset: a < 0, a =0, a > 0. Tudjuk, hogy amennyiben a > 0,
a megoldds szigorian monoton niévekvd, a < 0 esetén szigorian monoton csokkend,

a =0 esetén pedig az értéke konstans. Ezen eseteket mutatjik az[1.3. dbran ldthato

fdzisképek.
—)— —— —(—
a > 0 esetén a = 0 esetén a < 0 esetén

1.2. abra. &(t) = ax egyenlet fazisképe

1.15. Definicio. A ¢ : RxR"™ — R” folytonosan differencidlhato fligguényt folytonos

idegi dinamikai rendszernek nevezziik, ha teljesil rda az alabbi két feltétel:
(i) minden p € R™ esetén ¢(0,p) = p,
(i) minden p € R" ést,s € R esetén o(t,p(s,p)) = ¢o(t + s,p).

Egyszertien igazolhato, hogy az differencidlegyenlet megoldasa lényegében
egy dinamikai rendszert hatéroz meg, illetve forditva (egy dinamikai rendszerhez
mindig megadhat6 egy differencidlegyenlet, amelynek az a megoldéasa). Ezért az
autonom kozonséges differencidlegyenletet és a dinamikai rendszert éltaldban egyiitt

szoktak vizsgalni.
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A valos folyamatokat leir6 modellek rendszerint paramétereket is tartalmaznak,
igy természetesen adodik a kérdés, hogy ezen paraméterek hogyan befolyéasoljak a
fazisképet. Amennyiben egy paraméter valtozik, akkor az egyenlet megoldasa is val-
tozik, am ez nem mindig jelentSs, minGségi valtozas. Az el6zd példaban a = 0.001,
illetve a = 0.003 esetén a megoldasok hasonléak, azonban a = 0.001 és a = —0.001
esetén méar egészen kiilonboznek, itt mindségi valtozas kovetkezik be. Azon paramé-
terétékeket, amelyeknél mindségi valtozéas kovetkezik be, bifurkicidés paraméterérté-
keknek nevezziik, a bekovetkez6 mindségi valtozéast pedig bifurkacionak.

A bifurkéci6 elnevezést a francia Henri Poincaré (1854-1912) hasznalta elGszor
1885-ben, amikor ilyen jelenséggel talalkozott [17]. Ezutan az amerikai Edward Nor-
ton Lorenz (1917-2008) meteorologiai kutatésai soran hasznalt modelljében fedezett
fel bifurkaciot, amelybsl késsbb kialakult a pillango effektus fogalma [14]. Majd, a
holland elektromérnok Baltazaar van der Pol (1889-1959) 1927-ben bemutatta a (ma
mér) rola elnevezett van der Pol oszcillatort, amely szintén egy bifurkécio végett ke-
riilt a figyelem kozéppontjaba [18]. Ezeken kiviil még szamos helyen fedezhetiink fel
bifurkaciokat.

A bifurkacié pontos fogalméhoz vezessiink be néhany fogalmat.

1.16. Definici6. Legyenek M, N C R"™ halmazok. Egy h : M — N leképezést ho-
meomorfizmusnak (vagy C°-diffeomorfizmusnak) neveziink, ha folytonos bijekcid és
az inverze is folytonos. A leképezést C*-diffeomorfizmusnak nevezziik, ha k-szor foly-

tonosan differencidlhato bijekcio és inverze is k-szor folytonosan differencidalhato.

1.17. Definicié. Legyenek M, N C R" tartomanyok, azaz dsszefiiggd, nyilt halma-
zok. Azt mondjuk, hogy a ¢ : Rx M — M és : R x N — N dinamikai rendszerek
Ck-ekvivalensek (k = 0 esetén topologikusan ekvivalensek), ha van olyan h : M — N
C*-diffeomorfizmus (k = 0 esetén homeomorfizmus), amely a pdlydkat egymdsba vi-
szi az 1dd wrdnyitasanak megtartdisdval. Pontosabban, ha létezik olyan a : Rx M — R
folytonos fiigguény, amelyre t — a(t,p) szigorian novd bijekcid, és minden t € R,
valamint p € M esetén

h(@(tap)) = 1#(@(@]9), h(p))

s s

1.18. Definici6é. A Ny € R* paraméterérték requldris, ha létezik olyan § > 0, hogy
IA—Xo| < 6 esetén az f(-, \) rendszer topologikusan ekvivalens a f(-, \g) rendszerrel.
A Xg € R* bifurkdcids paraméter, ha nem reguldris. A bifurkdcids paraméternél

bekovetkezd valtozdst nevezzik bifurkdcionak.
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A fenti definicidban az a, illetve h fiiggvények specialis megvalasztasaval kiilonféle
ekvivalenciafogalmakat kapunk, azonban ez nem képezi a dolgozat részét, részletek
a [23] jegyzetben megtalalhatoak.

Most pedig nézziink par példat bifurkaciéra! Az abréakon a vizszintes tengelyen
minden egyes pont egy 1 dimenziés fazisképnek felel meg. A nyilak a trajektoriak

irAnyat mutatjak.
1.19. Példa. (Nyereg-csomo bifurkacio) Tekintsik az

= \— a2

egyenletet, amelyben X € R paraméter. Az egyensilyi pont létezése ez esetben fiigg
a A paraméter értékétdl. Ugyanis ha X < 0, akkor nincsen egyensilyi pont, abban
az esetben pedig, ha N\ = 0, akkor pontosan egy darab egyensilyi pontja van az
egyenletnek, mégpedig az x = 0.Tovabba ha N\ > 0, akkor két egyensilyi pont van,
nevezetesen az Ty = ++v/\. Ezeknek az egyensilyi pontoknak a stabilitdsdt a kordbbi
. Allitds segitségével hatdrozhatjuk meg. Tehdt X # 0 értékek requldrisak és X = 0
érték bifurkdcios érték. Az ilyen bifurkdciot, ahol a paraméter novelésével (illetve
csokkentésével) ,sziletik” egy egyensilyi pont, amely a paraméter tovabbi ndvelésével
(csokkentésével) szétvalik egy stabil és egy instabil egyensilyi ponttd, nyereg-csomad

bifurkdcionak nevezzik, amelyet az[1.3, dbrdn is ldthatunk.

0.8 ]
0.6 1
0.4 1

0.2 ]

02+ i

0.4 r ,__. ]

o5 A 7

1.3. abra. Nyereg-csomo bifurkacio. Az abran a A paraméter fiiggvényében abrazoljuk

az egyensulyi pontokat.
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1.20. Példa. (Transzkritikus bifurkacid) Vizsgdljuk az
= \r — a?

egyenletet, amelyben szintén X\ € R paraméter. Az x1 = 0 pont bdrmely \ esetén
egyensulyi pont, ezen kivil xo = X is egyensulyi pont, tehdt A # 0 esetén két egyen-
sulyi pont van, viszont A = 0 a két egyensulyi pont azonos. Negativ A esetén azx; =0
egyensilyi pont stabil, és az xo = X egyensilyi pont instabil, szintén az . Allitdst
felhaszndlva. Pozitiv A esetén viszont az xo = X egyensuly:r pont stabil, és 1 = 0
egyensiilyi pont instabil. Igy tehdt X = 0 értéknél bifurkdcié van, ezt lathatjuk az .
abrdn is. A létrejovd bifurkdciot a stabilitdsvdltds miatt transzkritikus bifurkdcionak

nevezik.

0.8 ]

0.6 ]

04r .

021 ]

0.2 .

0.4t |

-0.6 b

-0.8 .

1.4. abra. Transzkritikus bifurkaci6. Az dbran a A paraméter fiiggvényében abrazol-

juk az egyensulyi pontokat.

1.21. Példa. (Vasvilla-bifurkacid) Tekintsiik az

&=\ —a°

egyenletet, amelyben ismét A € R paraméter. Az x1 = 0 pont ebben az esetben is
barmely \ esetén egyensilyi pont. Ezen kivil x93 = +V/\ is egyensilyi pont A > 0
esetén. Tehdt A < 0 esetén eqy egyensulyi pont van, X > 0 esetén pedig hdrom, igy a

A = 0 érték bifurkdcios érték, ezt az aldbbi fdzisképen is lathatjuk. Negativ \ esetén
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az x1 = 0 egyensilyi pont globdlisan stabil, pozitiv X esetén viszont az x93 = +v/\
egyensulyi pontok veszik dt a stabilitdst. Ezt a bifurkdciot a bifurkdcios gorbe alakja
miatt vasvilla-bifurkdcionak nevezik. Ez ldathato az[1.5. dbrdn.

0.8 ]

0.6 ]

0.4 r .

0.2r .

0.2 .

-0.4 1

-0.6 .

-0.8 .

1.5. abra. Vasvilla-bifurkaci6é. Az abran a A paraméter fiiggvényében abréazoljuk az

egyensulyi pontokat.

Elsfordulhat az, hogy nem csak egy, hanem tobb paraméter is szerepel az egyen-

letben. Ilyen a kovetkezd példa is.

1.22. Példa. (Andronov—Hopf-bifurkacioé) Vizsgdljuk a poldrkoordindtikkal meg-
adott

F=\r+or’,

¢=1
kétdimenzios rendszert, amelyben \,o € R paraméterek. Rogzitsik eldszor a o = —1
értéket és vizsgdljuk a faziskép alakuldsdt, amint X értéke vdltozik. Az origo bdrmely
A esetén egyensulyi pont, stabilitdisa az v fiigguényre vonatkozo differencidlegyenlet
segitségével konnyen eldinthets. Ha ugyanis X\ < 0, akkor v = M —r3 < 0, azaz r
szigoruan monoton csékkend fiigguény, tehdt minden megoldds az origohoz tart. Ha
viszont A > 0 és < /A, akkor i = r(A — %) > 0, azaz r szigorian monoton nové
fiigguény, tehdt az origd instabil. Ezenkiwvil r = VX esetén i = 0, azaz a VA sugari

kor a rendszer periodikus pdlydja, amely orbitdlisan aszimptotikusan stabilis, mivel
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r < VX esetén i > 0 és r > VA esetén © < 0. Bifurkdcid tehdt X = 0 értéknél
kovetkezik be, a A # 0 értékek pedig requldrisak. Abban az esetben, ha \ < 0, akkor
az origo globdlisan aszimptotikusan stabilis, ha pedig A > 0, akkor az origo instabilis
€s a vonzast eqy stabil hatdrciklus veszi dat, amelynek mérete \ értékével novekszik.
Ez a bifurkdcio szuperkritikus Andronov—Hopf-bifurkdcio néven ismert.

Egy mdsik esetként rogzitsiik a o = 1 értéket, €s vizsgdljuk meg a fdziskép alaku-
lasdt, amint X\ értéke valtozik. Az origo barmely A esetén egqyensilyi pont, stabilitdsa
az r fiigguényre vonatkozo differencidlegyenlet seqitségével eqyszerien eldonthetd. Ha
ugyanis A > 0, akkor 7 = \r+1r3 > 0, igy r szigoriian monoton névd fiigguény, tehdt
minden megoldds instabil. Ha X\ < 0, és r < VX, akkor i = \r + 13 < 0 igy az origé
stabil, ezen kivil r = VX esetén © = 0, azaz a VX sugard kér a rendszer periodikus
pdlydja, amely orbitdlisan instabilis, mivel r < \/X esetén i < 0, és r > VX esetén

7> 0. Ezt a bifurkdciot szubkritikus Andronov—Hopf-bifurkdcionak nevezik.



2. fejezet

Halozati folyamatok

2.1. Adaptiv hal6zatok

A valo életbeli problémék leirasara régota alkalmaznak grafokat, ugyanis a vizs-
galando halozatok jol megfeleltethetGek ezeknek a cstcsokbdl és élekbdl allo rend-
szereknek. Tébbek kozott ilyen az utakat és a forgalmakat leiré halozat, vagy az
emberi testben talalhato érrendszer, vagy mint latni fogjuk, egy adott populécid
egyedeit, illetve a kozottiik 1évé kapcesolatokat leird halozat. Ezeket abrazolhatjuk
stlyozott vagy silyozatlan, illetve iranyitott vagy iranyitatlan grafokkal. A jelenséget
reprezentalhatjuk statikus, azaz idében allandé grafokkal. Azonban a fenti példakra,
gy mint a valos problémaéak jelentds részére jellemzd, hogy idében véltozhatnak, te-
hat a graf strukturdja az id6 elérehaladtaval modosul. Az ilyen grafokat dinamikus
grafoknak nevezziik.

Sokaig a dinamikus halozat két, teljesen kiilonbo6z6 fogalmat takart [4]. Jelenthe-
tett olyan halozatot, amelynek szerkezete, azaz az éleinek felépitése id6ben valtozat-
lan, azonban a cstucsok kiilonféle allapotban lehetnek, amelyek az idében valtozhat-
nak. A cstucsok dinamikus allapotat jellemezhetjiik egy diszkrét valtozoval (példaul:
foglalt /szabad, aktiv/passziv) vagy vektorral, amely ketts vagy tobb véltozot is tar-
talmazhat. Ilyen halozat példaul a jarvanyterjedés statikus halézaton, ahol a graf
csucsai kozott 16ve élek, azaz a kapcsolatok nem valtoznak, de a csiicsok allapotai
igen. Ezen csucsok allapota a szomszédos cstcsok allapotaitol fliggéen valtozik, azaz
a graf strukturaja hatassal van a rendszer dinamikajara, lasd 2.1 abra. A masik el-
mélet szerint dinamikus halézaton olyan halézatot értiink, ahol a cstucsok allapotai
valtozatlanok idében, azonban a graf szerkezete valtozik. Ilyen példaul az utakon
lévs forgalmakat leir6 halézat, mivel a varosok — mint cstcsok — valtozatlannak

tekinthet6ek az id6ben, azonban az utak, és a rajtuk 1évé forgalom — élek, illetve

18
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O—® = O

2.1. abra. Két cstcsbol allo allando szerkezett, dinamikus allapotu halézat. A csi-
csok allapotait jelolje A (piros) és B (kék). Az id§ el6rehaladtaval az A allapott

csucs atadja a méasik csicsnak az allapotat, igy mindkét csics A allapotu lesz.

¢éleknek sulya — valtozik. Ezt szemlélteti a [2.2] abra. A halozat felépitésének val-
tozasa kiilonféle lehet a vizsgalt rendszertdl fliggGen. Nézziik meg a leggyakrabban

alkalmazottakat.

(i) Az élek természetének valtozéasa: ez a halozat fejlédésének leggyengébb valtoza-
ta, ugyanis a f6 halozati szerkezet valtozatlan marad, csupan az élek természete,

jelleme véaltozik, ez jelentheti az élek stlyanak vagy irdnyanak véltozasat.

(ii) Elek létrehozasa/torlése: ebben az esetben a halézat szerkezete drasztikusab-
ban valtozik az el6z6 esethez képest. Ekkor bizonyos élek megsziinhetnek vagy
létrejohetnek. Ennek két valtozata lehetséges: két adott cstucs kozotti él telje-
sen megsziinik és két, ezektsl a cstucsoktol fiiggetlen cstcs kézott keletkezik él,
illetve, hogy az egyik csics fokszama valtozatlan marad, és egy masik cstcesal

létesit kapcsolatot.

(iii) Csucsok létrehozéasa/torlése: ez a halozat fejlédésének legerdsebb forméja. Eb-
ben az esetben 1j csticsok jonnek 1étre, illetve mar létezé csiicsok sziinnek meg.

Ekkor nemcsak a cstucsok, hanem a hozzajuk tartozo élek is megsziinnek.

=

(D—=

2.2. abra. Harom cstcsbol allo véltozo szerkezett, allandé allapotu halozat. A csi-
csok allapotait jelolje A (piros) és B (kék). Elgszor a két B allapotu cstics kozott
nem megy él, azonban az id6 el6rehaladtaval az azonos allapoti csticsok kozott él

jon létre.

Az adaptiv héalozat a fent emlitett kétféle definicionak az 6tvozete: egy olyan fej-
16d6, dinamikus hélézat, amelynek szerkezete a csticsok allapotatol fiiggden valtozik,
és amelyben a cstucsok éllapota a halozat szerkezetétsl fliggGen vagy fiiggetleniil val-
tozik, lasd [2.3] &bra.
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2.3. abra. Négy cstcsu adaptiv halozat. A csicsok allapotat jelolje A (piros) és B
(kék). A halozat strukturaja a cstucsok allapotatol fliggden valtozik, és a csicsok

allapota a halozat szerkezetétdl fiigg.

2.2. Jarvanyterjedési modellek

Az emberek kozotti kapcsolatokat leiré folyamatok (mint példaul a jarvanyter-
jedés) azokon az egyszerd megfigyeléseken alapulnak, hogy egyrészt az egyének al-
lapotai a masokkal valdé kapcsolataik alapjan megvaltozhatnak, mésrészt hogy az
egyedek adott esetben megvélaszthatjak, hogy kikkel lépnek kapcsolatba [7]. Ezt a
két megfigyelést egy grafon modellezhetjiik, ahol a cstcsok az egyéneket, az élek
pedig az egyének kozotti kapcsolatokat reprezentaljak. Ennek a grafnak a dinami-
kajat két tényezs szabja meg: az egyén allapotédnak dinamikus véltozésa (amely a
szerkezettdl fiigg), valamint az élek allapotszelektiv fejlédése. Ennek a kettének a
kombinaciojaval kapjuk meg a kapcsolatokon alapulé adaptiv halézaton modellezett
folyamatokat.

Ilyen folyamatok példaul a politikai preferenciak, vagy a jarvanyok terjedése. Bar
ezen leir6 modellek sok tekintetben hasonléak, azonban van kozottiikk néhany meg-
hatérozé kiilonbség. A modellek hasonlésiga legf6képp a modellek altalanos felépi-
tésében jelenik meg. Egyrészt az allapotok kozvetitése csakis a szomszédos csticsok
kozott lehetséges (csak olyan embert fertézhetiink meg, illetve csak olyan embert
tudunk meggy6zni a politikai nézeteinkrdl, akivel kapcsolatba keriiltiink), masrészt
mindkét folyamatot hasonlé6 médon tudjuk leirni egy-egy kompartment modellel. A
modellek kozotti kiilonbségek elsGsorban a vizsgalt folyamatok természetébdl adod-
nak, nevezetesen a jarvanyoknél a folyamat allapot specifikus (az egészséges allapot
nem terjedhet), tehat aszimmetrikus a modell, mig a vélemények, meggy&zsdések
modellezésénél a kiilonbo6z6 vélemények altalaban egyenlGen vannak kezelve, igy a
modell szimmetrikus. Tovabba a jarvanyterjedés modellezésénél az allapotfiiggs fo-
lyamatokbol adodoan tovabbi d&tmeneteket sziikséges bevezetni, ha az allapotok szé-
ma nd, mig a politikai preferencidk modellezésénél ez nem sziikségszer.

Most pedig tekintsiik at a jarvanyterjedés modellezésénél leggyakrabban hasznalt
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fogalmakat.

2.1. Definici6. Legyen adott egy egyszeri, irdnyitatlan G = (V, E) grdf, ahol V
jeloli a csucsokat, E pedig az éleket. Jeldlje L = {A, B,C} a modell csicsainak
lehetséges dllapotait. A grdf a populdcioban lévd egyedeket, illetve a kézéttik lévd
kapcsolatokat irja le. Tovdbbd jelolje [A] = [A](t) a t iddpillanatban az A dllapo-
ti csucsok vdrhato értékének szamdt, [AB] = [AB|(t) jelentse az A tipusi, illetve
B tipusi csucsokat osszekotd élek vdrhato értékének szamdt a t iddpillanatban, és
jelentse [ABC| = [ABC](t) azon kettd hosszi utak vdrhato értékének szimdt a t
iddpillanatban, amelyek eqy A és eqy C' tipusi csucsokat kot dssze, kdzbeiktatva eqy
B dllapoti csicsot.

A fent definidlt [A], [AB] fiiggvények nemnegativ, korldtos fiiggvények:

0 <[4] <N, Og[AB]gw

ahol N jeloli a grif csicsainak szamdt, azaz N = |V/|.

A leggyakrabban vizsgalt jarvanyterjedési modellekben a kovetkezd allapotok
(A, B, C lehetséges fajtai) fordulnak eld:

e S: egészséges, fertézhet tipusu csucsok (az angol ,Susceptible” szobol),
o [: beteg, fertézott tipusu csucsok (az angol ,Infected” szobol),
e R: meggyogyult, immunis tipusi cstcsok (az angol ,Recovered” szobol),

e F: latens, fert6zott, de még nem fert6z6 tipusi csicsok (az angol ,Exposed”

szObol).

A jarvanyokat leir6 modelleket nem csupan az egyének allapotai, hanem az allapotok
kozotti lehetséges atmenetek is jellemzik. Az adtmeneteket tekintve két f6 tipust
kiilonboztetiink meg: spontan atmenetet, ahol az dtmenetet nem befolyasoljik a
szomszédos csucsok allapotai, illetve olyan dtmenetet, ahol a szomszédos cstcsok
befolyéasoljak az atmenetet. Ezen atmeneteket a leggyakrabban Poisson-folyamattal
modellezziik. Tehat annak a valészintisége, hogy egy A allapotban 1év cstcs B
allapotba keriiljon ot id§ alatt

1 — 6_)\5t,

ahol a A > 0 szdmot az A — B éllapotvaltozas ratajanak nevezziik. Ahogy korabban
emlitettiik, ez a A szam néhany esetben fligghet a szomszédos cstucsok allapotaitol,
més esetben viszont konstans.

A szakirodalomban leggyakrabban a kévetkezd atmeneti ratakat alkalmazzak:
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o A fertdzés: rataja k > 0 adott szdm, amely az egészséges és fert6z6 tipusi

csuicsok kozotti élek szamatol fligg,
e A gyogyulas: rataja r > 0 adott szam, fiiggetlen a szomszédoktol,

e Az immunitas elvesztése: rataja ¢ > 0 adott szam, fliggetlen a szomszédok-

tol.

Nemcsak a graf csticsai, hanem élei is valtozhatnak a folyamat sorén. Jelolje asp
annak a ratajat, hogy egy A és egy B allapotban 1évs csiics kozott él jon létre,
illetve jelolje wap annak ratajat, hogy egy A illetve egy B éllapotban 1év6 cstcs
kozott él sziinik meg. Ez a véltozas bekovetkezhet egy specidlis formaban, amely
az irodalomban okos &tkotés néven ismert. Ugyanis ekkor egy fert6zott és egy nem
fert6zott egyed kozotti él torlgdik, és a nem fertézott cstces e helyett egy maésik,
nem fertézott egyeddel létesit 0j kapcsolatot. Igy a fert6zott egyed éleinek szama
csOkken, azonban a nem fert6zott egyén éleinek szama valtozatlan marad. Mind az
él torlésének, mind az él létrehozasanak ratajat jeloljiik a tovabbiakban w-vel. Ennél
a mechanizmusnél egyszerre sziinik meg él és jon létre 1j, igy a folyamat soran az

élek szama nem valtozik. Az okos atkotést a 2.4l abra szemlélteti.

<

2.4. abra. Okos atkotés egy hat cstucsbol allo halozaton. A csiicsok allapotat jelolje

A (piros) és B (kék). A piros él az id§ elérehaladtaval megsziinik, és helyette egy

maésik, vele megegyez6 allapotu csucs kozott jon létre (egy kék) él.

Az aldbbiakban megemlitiink néhany gyakran alkalmazott jarvanyterjedési mo-
dellt.
Az egyik legegyszertibb modell az tigynevezett ST modell, ahol az egyedek kétféle

allapotban lehetnek: S és I, tovabba egy allapotvaltozas lehetséges, nevezetesen az
S—1

fert6zés, tehat egy egészséges egyed a fert6zott szomszédai hatasara megbetegedhet.
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Kezdetben ilyen modellt alkalmaztak a HIV betegség modellezésére vagy példaul a
herpesz terjedésének leirasara.

Tovabbi széles korben elterjedt modell az SIS tipusu jarvanyterjedés, ahol az
egyedek szintén a fenti kétféle allapotban lehetnek, azonban ebben az esetben kétféle
allapotvaltozas lehetséges:

S—1—28,

azaz egy egészséges egyed szintén megfert6zédhet, ahogy a korabbi modellben, azon-
ban egy fert6zott egyed meg is gyogyulhat. Ezt alkalmazzak szdmos nemi tton ter-
jedd betegség, mint példaul a gonorrhoea vagy a szifilisz modellezésére.
Természetesen olyan betegségek is léteznek, ahol a fertézésen &atesett egyedek
immunitast nyernek, igy nem fertéz6dhetnek meg tjra (példaul baranyhimls, ka-
nyaro). Ilyen betegségek modellezéséhez célszert bevezetni a korabban emlitett R
osztéalyt, amely az immunis egyedeket tartalmazza. Az SIS modellhez hasonléan az
ugynevezett STR modellben is kétféle atmenet lehetséges, azonban ettdl eltéréen a

fert6zott egyed nem egészségessé, hanem immunissé valik:
S—1—R.

Olyan eset is gyakran el6fordul, hogy az immunis egyed egy id§ elteltével Gjra fertéz-
het6vé valik, vagyis elvesziti az ellenalld képességét. Ilyen tipusa fertézések leirasara
célszerd az STRS modellt alkalmazni, ahol az el6bbi modellhez képest még egy to-

vabbi atmenet lehetséges :
S—I—-R—S.

Ilyen modellt alkalmaznak példaul az influenza, rubeola, mumpsz, kanyaro6 leirasara.

Az SEIR modellben még egy tovabbi adtmenet lehetséges, ahol az egészséges
egyed elGszor egy latens osztalyba keriil, azaz fertézott, de még nem fert6zé. Ilyen
betegségnek tekinthets a dengue-laz, sarga laz, vagy a lyme-kor, melyeknél szignifi-
kédns a lappangasi id6szak. Ebben a modellben az immunitast megszerzett egyének

megtartjak az ellenalloképességiiket, igy a kovetkezd§ atmenetek lehetségesek:
S—FE—=I—=R.

Lehetséges az is, hogy az el6bbi modellben az immunis egyedek elveszitik az immu-

nitasukat, ezt irja le az SEIRS modell. Ekkor az atmenetek:

S—F—>1—-R—S.

Ezzel a modellel leirhatd betegség a malaria, és a rotavirus terjedése, mivel ezeket a
betegségeket hosszu lappangasi id6 jellemzi, és meggyodgyulasa esetén csak ideiglenes

immunitast kap a szervezet.
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2.3. Adaptiv jarvanyterjedési modellek leirasa

A jarvanyterjedést legpontosabban leir6 modell az alapegyenlet, amely a rend-
szer lehetséges allapotainak valdszintiségére felirt differencialegyenlet-rendszer. Ezen
differencialegyenlet-rendszert megoldva megkapjuk, hogy az egyes allapotban mek-
kora valoszintiséggel talalhatod a rendszer a t idépillanatban. Azonban ezen rendszer

annyi differencidlegyenletet tartalmaz, amennyi allapot lehetséges, amely példaul az
N(N-1)

adaptiv SIS tipust jarvanyterjedés esetén 2V - 2 , mig STRS tipusu jarvany-
terjedés esetén 3%V - 9 egyenlet. Az allapotok szama konnyen meghatarozhato,
ugyanis példéul az STRS tipust jarvanyterjedés esetén minden egyes cstcs 3 allapot-
ban lehet, illetve 9™5 Liilsnboz6 modon alakulhat az egyének kozotti kapcsolati
rendszer. Nézziik meg az alapegyenletet N = 2 csticsti adaptiv STRS jarvanyterjedés
esetén. Jelolje Xap, (A, B € {S,I}) annak a valoszintiségét, hogy rendszer csicsai
rendre A illetve B éallapotban vannak és nincsen kozottiik él, valamint jelole X5,

(A, B € {S,1}) annak a valoszintiségét, amikor él van koztiik. Ekkor az alapegyenlet:

X5 = a(Xzp + Xgs) + wXss,

Xss = q(Xsr + Xrs) — wXss,

XW = qXg7 — pXg7 — wXg7 — rXg7,
Xsr = qXpr +wXgr — rXsy,

Xﬁ = g X757 — pX75 — wX75 — rX7g,
X1s = qXir + wX75 — rXrs,

Xﬁ = pXg7 + pX7g — 2r X4,

XH = —2r Xy,

Xﬁ = qXgzp +rXgr +wXsr — ¢ Xgp,
Xsr = qXrr+1Xsr — wXsr — qXsr,
Xﬁ = qXgzr +rX7g + wXgrs — ¢ X5g,
Xrs = qXrr +1rX1s — wXgs — qXrs,
Xﬁ =1 X — r X — wXp — 9 XR,
X=X —rXip+ WXt — qX1r,
Xﬁ = r X7 — r X7 — wX7z7 — 9 XFH7,
Xpr=rX1 —rXgpr +wXgr — ¢Xrgi,
Xﬁ = rXip +rXgr — 29Xz + wXgg,
Xrr =rXir+rXgr — 2gXgr — WXRR.
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Lathato, hogy mar kis cstcsszam esetén is ezen egyenletrendszer analitikusan
megoldhatatlan, nagy egyedszam esetén pedig a rendszer numerikus kozelitése is a
gyakorlatban kivitelezhetetlen.

Az el6z6ekben tapasztaltuk, hogy az adaptiv jarvanyterjedés modellezésére a gya-
korlatban nem alkalmas az alapegyenlet, ezért célszerd mas, kevésbé pontos, azonban
nagy csucsszam esetén is alkalmazhatoé modelleket vizsgélni. Ilyen az tgynevezett
mean-field, vagy més néven atlagoldson alapuldé modell. Ez az alapegyenlethez hason-
l6an egy differencidlegyenlet-rendszer, azonban itt az egyes egyenletek a kiilonbo6zé
allapotban 1év6 cstucsok varhato értékeinek idGbeli valtozasat adja meg.

Az éatlagolason alapulé modell STRS tipusi jarvanyterjedés esetén a kovetkezd:

[S] = q[R] — p[ST],
1] = p[S1] - r[1], (2.1)
[R] = r[1] - q[R],

ahol az egyenletrendszert megoldva megkapjuk az egészséges, fertézott, illetve az
immunis tipust cstcsok varhato értékeinek idébeli valtozasat. A rendszer nem
zéart, ugyanis tartalmazza az [ST] mennyiséget, amely az S és I allapotban 16v6 csu-
csok kozotti élek varhato értékének széama. Erre a mennyiségre vagy tovabbi differen-
cidlegyenletet frunk fel, amely tartalmazni fogja a tobbi tipust él varhato értékeit,
ezaltal ezekre szintén differencidlegyenleteket sziikséges felirnunk; vagy kozelithetjiik
az [SI] mennyiségét a cstcsok varhato értékeivel az alabbi modon:

n
N -1

[S1] = 111, (2:2)

ahol N jeloli a graf csicsainak a szamat, n pedig az atlagfokszamot.

Adaptiv jarvanyterjedési modell esetén célszeri felirni az élekre vonatkozo dif-
ferencidlegyenleteket, ugyanis a rendszer adaptiv tulajdonsaga az élek valtozasaban
jelenik meg. Az igy felirt differencidlegyenlet-rendszerben szintén megjelenik t&bb 1j
mennyiség, amely az adott allapotban 1évé csiicsharmasok varhato értékét mutatja.
Ezekre is alkalmazhatunk egy lezarast, amelyet majd a[3] Fejezetben be is mutatunk.

Az atlagolason alapulé modell nagy hatranya, hogy mivel kompartment modell,
ezért nem képes figyelembe venni, hogy a fert6zés melyik egyedrsl melyik egyedre
terjed at. Ezért a folyamat modellezésére gyakran alkalmaznak sztochasztikus szi-
mulaciot. Adaptiv esetben ez a sztochasztikus szimulacié a Gillespile algoritmuson

alapul [B] [6], azonban ez nem képezi a dolgozat részét.



3. fejezet

Adaptiv jarvanyterjedési modellek

vizsgalata

3.1. Adaptiv, parok szintjén felirt, Atlagolason ala-

puldé SIS modell

A kovetkezékben a [25] publikacio alapjan vizsgaljuk meg az adaptiv, parok szint-

jén felirt, varhato értékeken alapuld STS modellt. Az altalanos modell a kovetkezs:

1] = p[SI] - r[1],
[S1) = r([11] = [ST]) + p([SST] — [181) = [SI]) + as:([S][1] — [ST]) — ws[ST],
[I'I] = =2r[I1] + 2p([ISI] + [SI]) + arr([I)([I]) = 1) — [I1]) — wyr[11], (3.1)
[SS] = 2r[ST] — 2p[SST] + ass([S]([S] — 1) — [SS]) — wss[SS],

ahol p jeloli a fert6zési ratat, r a gyogyulasi ratat, aap, illetve wyap annak a rata-
jat, hogy egy A és B tipusu cstcs kozott él jon létre, illetve sziinik meg. A
modell dltalanos abban az értelemben, hogy lehetévé tesz akarmilyen tipusi él létre-
hozasat/torlését. A modellre teljesiil, hogy barmely ¢ esetén [S] + [I] = N, tehat az
egyedek szadma idGben allandé. Felfigyelhetiink arra, hogy az egyenlet tartalmazza
az [SS1] és [1S1] tipust harmasokat. Ezért ezekre a véaltozokra is vagy differenciél-
egyenleteket irunk fel vagy kozelitjiik Gket az élek és a csticsok szamainak varhato
értékeivel. Jelen esetben alkalmazzuk az utobbit, mégpedig az irodalomban gyakran

hasznalt

(ks — 1)[SS][ST]
ks[S] ’

(ks — DIS][ST]

S Rsl)

[1S1] =

(3.2)

26
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kozelitéssel, ahol kg jeloli az S allapotban 1évs cstucsok atlagos fokszamét, amelyre

SS] + [S1]

|
ks = 5] (3.3)

teljestil.

A tovabbiakban a (3.1) modell egy speciélis esetét vizsgaljuk, ahol:
asr=a;r=0, ass#0, wr=wss=0, ws#0.

Ezen utobbi él torlési és létrehozasi ratdk megvalasztasat az az egyszert, hétkoznapi
gondolat indokolja, hogy a jarvany elterjedését ugy probaljuk meg megakadélyozni,
hogy az egészséges egyedeket elszeparaljuk a fertézott egyedektsl, tehat ST tipusta
éleket torliink, ezaltal csokkentjiik annak a valoszintiségét, hogy ezen egészséges
egyed fert6zotté valjon. Tovabba annak érdekében, hogy az egyedeket ne izolaljuk
el teljes mértékben és részben megérizziik a hélozat szerkezetét, SS tipusu éleket
hozunk létre. Ezt a modszert, amelyet a[2.3] fejezetben emlitettiink, okos atkotésnek
nevezziik.

A rendszerben kétféle egyensulyi pont fordulhat els. Egyrészt a trivialis egyen-

salyi pont, amely esetén csak egészséges egyed talalhato a rendszerben, tehat
(], [S1),11],[SS]) = (0,0,0, N(N —1)).

Masrészt el6fordul egy nemtrivialis, igynevezett endemikus egyensulyi allapot, ami-
kor a rendszerben a fertézottek varhaté szama nem nulla konstans.
Tekintstik a (3.1]) differencidlegyenlet-rendszert a (3.2]) lezarast alkalmazva. A

rendszer egyensulyi pontjait a kdvetkezs algebrai rendszer hatarozza meg:

0= p[SI| —r[], (3.4)
0=[SI] (%([SS} ) wsj) +r[I], (3.5)
0= —2r[I1] + 2p[SI](—(ks ];[2][3[] +1), (3.6)
plks — 1[SS]
0=2[81)(r = g =) +ass(S1(8] - 1) - 159)) (3.7)
Mivel [I] = N — [S], ezért a (3.4)-bol:
[S1] = ];[f] = {9(N - [SD). (3.8)

Tovabba a (3.5]) egyenletet 2-vel megszorozva, majd (3.6)) és (3.7) egyenleteket hoz-
zéadva kifejezhetjiik [SS]-t [S] és [I] fiiggvényében, nevezetesen:

wsgrT

[SS5] = [SI([ST = 1) =2

el (3.9)
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Ezek utan a ({3.6]) egyenletbdl pedig:
S| /[SI] [ST]
= +1). 3.10
( [S]  [SS]+ [ST] (3.10)
Ekkor a (3.5) egyenletet 2-vel megszorozva, majd (3.10) egyenletet hozzaadva az
alabbi egyenletet kapjuk:
2k, — 1[SS][SI]

[H]:p[r

s — 2r[S1] — 2wss[SI] = 0. (3.11)
A fenti egyenletet leosztva 2[ST]-vel a kovetkezdre jutunk:

[SS] [SS] rHwsr

[S] SST+sn - p

Ebbe az egyenletbe (3.10)), (3.8)) egyenleteket felhasznalva az aldbbi negyedrendii
egyenlet adodik:

ot 4+ Azx® + Agx® + Ajz + Ag = 0, (3.12)
ahol az egyszertiség kedvéért az x = [S] jelolést hasznaltuk, tovabba ahol
As =4ab — 3 —2b —c,
Ay =24 2b+ ¢+ b® + be — 6ab — 4ab® — 2abc + 4a*b* + Nb(1 — 4a),
Ay =Nb(—1+ 6a — b — ¢ + 6ab + 2ac — 8a®b),
Ay =2N?ab*(1 — 2a),

a = %, b= }%, c= % értékekkel. A egyenlet numerikus vizsgalata alapjan
tetszdleges paramétervalasztas esetén legfeljebb egy nemtrividlis megoldasa 1étezik
a rendszernek, amely biologiailag is realisztikus (tehat az egyensulyi pont minden
koordinataja pozitiv). Fontos megjegyezni, hogy a szamités nem veszi figyelembe a
trivialis egyenstlyi pontot, ugyanis a szamités soran 2[S1]-vel osztottunk. Tovabba a

rendszer trividlis egyenstlyi pontjanak stabilitdsara a kovetkezd allapitast tehetjiik.
3.1. Allitas. A rendszer trividlis egyensilyi pontja pontosan akkor stabil, ha

wsr > p(N —2) —r. (3.13)
Bizonyitds. Az ([I],[SI],[I1],][SS]) = (0,0,0, N(N—1)) pontban felirt Jacobi-méatrix

meghatarozza a trivialis egyenstlyi pont stabilitasat, az [1.13] Tétel miatt. A (3.2)

lezaréast felhasznalva a Jacobi-méatrix megadhat6 a kovetkezd alakban:

—r P 0 0
J— 0 —r+p(N—=2)—p—wsr T 0
0 2p —2r 0

ass(l — 2N) 2r — Zp(N - 2) 0 —Qags
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500 w
—[1](0)=500
=— [1](0)=400
400 —[1](0)=300 | |
= [1](0)=200
===11](0)=100
300 [110) |
200
100
0
0 0.5 1 1.5 2
t
3.1. abra. A eset. Fert6z6 cstuicsok szamainak idébeli valtozasa p = b ,wgr =
10000, agg = 0.1, = 5, N = 500 esetén.
500
=== [1](0)=500
=—[1](0)=400
400 ——[1](0)=300 | |
= [1](0)=200
===11](0)=100
300 [11(0) |
200
100
0 L L L
0 1 2 3 4 5
t
3.2. abra. B eset. Fert6zd cstucsok szamanak id6beli valtozédsa p = 20,ws; =

500, ags = 0.1,7 = 5, N = 500 esetén.
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A kifejtési tételt hasznalva felfedezhetjiik, hogy —agg és —r a méatrix sajatértékei,

és a fennmarado két sajatérték pedig megegyezik az alabbi métrix sajatértékeivel:

—r+p(N—-2)—p—wsr T
2 —or )

Az . Allitas miatt a trivialis egyenstlyi pont pontosan akkor stabil, ha a métrix
barmely sajatértékének valos része negativ. Ezt csupan a fenti 2 x 2-es méatrixra kell
ellenérizni, mivel —agg és —r minden esetben negativ valds résszel rendelkeznek.
Utobbi matrix determinansa konnyen kiszamithato, és értéke pozitiv, ha r + wgy —
p(N —2) > 0. Tovabba a matrix nyoma is pozitiv, ha 3r + ws; — p(N — 3) > 0.
Egyszert, azonban lényeges észrevétel, hogy az elsé egyenlGtlenség teljesiilése maga
utan vonja a masodik egyenlétlenség teljesiilését is. Igy arra a kovetkeztetésre jutunk,
hogy a matrix barmely sajatértékének valos része pozitiv, amennyiben wg; > p(N —
2) —r. O

Nézziik meg a trividlis egyensilyi pont stabilitdsat p = 5,wg; = 10000, ags =
0.1, = 5, N = 500 paraméterekre. Ebben az esetben a egyenlGtlenség a
kovetkez6képpen alakul: 10000 > 5 - (500 — 2) — 5, amely teljesiil, tehat a trivialis
egyenstlyi pont ebben az esetben stabil. Ezt az esetet lathatjuk a [3.1} abran.

3.2. Allitas. A rendszerben van endemikus egyensilyi pont, és koordindtdi

Sl=2, [=N-=z  [SI]=_(N—uq),
werr pr(N _2)?  (N-a)ss] (14
[SS]=x(z—1) — 2aSSP(N —x), 1] = T + SRR

ahol x a (3.12)) egyenlet megolddsa, és x € (0, N).

Az endemikus egyenstlyi pont stabilitasat csak numerikusan tudjuk meghata-
rozni. Adott paraméterek esetén a egyenletet és a . Allitast felhasznalva
kiszamithatjuk az endemikus egyensulyi pont koordinatéait. A J Jacobi-méatrixban
szerepld parcialis derivaltakat analitikusan ki tudjuk szdmolni, ezt kovetGen ebbe
helyettestitve az endemikus egyensilyi pont numerikusan kiszamitott koordinaja-
it, megkapjuk a Jacobi-matrix elemeit numerikusan. Ekkor [I.13] Tételt alkalmazva
megkapjuk, hogy az adott koordinatdknal az endemikus egyenstlyi pont stabil, ha
minden sajatértéke negativ valosrészii. Nézziik meg a fert6z6 csticsok szamanak id6-
beli valtozasat p = 5,wsr = 500,ass = 0.1,r = 5, N = 500 paraméterértékek
esetén, amely a[3.2] abran is lathato. Ezek alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy a
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500
—[1](0)=500
= [1](0)=400
400 [11(0)=300 | |
= [1](0)=200
200 [1(0)=100 |

200

3.3. abra. C eset. A fert6zd cstuicsok varhato értékének idébeli valtozasa p = 5, wgr =
500, agg = 0.1,7 = 5, N = 500 esetén.

rendszerben Andronov—Hopf-bifurkacié 1ép fel. A bifurkicié tartomény meghataro-
zasahoz hasznaljuk fel a kovetkezGben targyaltakat.

Egy 4 x 4-es matrix karakterisztikus polinomja felirhato
At = b3A? + b A? — by A + by

alakban, ahol b3 = TrJ, by = detJ, és by, by pedig a Jacobi-méatrix bizonyos al-
determinénsok Osszegeibdl szarmaztathato, amelynek konkrét formajara most nem
térnénk ki. A sziikséges és elégséges feltétel a tisztan képzetes sajatértékek létezésére

4 X 4-es matrix esetén
bobs = by (babs — by), valamint sign(b) = sign(bs). (3.15)

Ezek alapjan meghatarozhatjuk, hogy a (p, wsy) paramétersikon hol 1ép fel Andronov—
Hopf-bifurkaci6. Adott p érték esetén numerikusan kiszamitjuk bob3 = by (babs — by)
egyenletet wg; paramétert valtoztatva. Numerikus vizsgalatok alapjan megallapit-
hatjuk, hogy bizonyos p paraméterek esetén ez a kifejezés kétszer is elGjelet valt,
ahogy wg; értékét valtoztatjuk. Pontosabban, adott N,r ags paraméterek esetén
léteznek pq, py szamok, amelyekre ha p € (p1,p2), akkor létezik olyan wy, illetve
wy, hogy wer = w;, (i = 1,2) esetén byb3 = by(bebs — by), vagyis Andronov-Hopf-
bifurkacio 1ép fel. Ha p & (p1, p2), akkor nem lép fel Andronov—Hopf-bifurkacio, vagy-
is bobs = by (babs — by ) egyenlet nem igaz. Amennyiben p € (py,pa), és wsr € (w1, ws),
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akkor létezik egy stabil periodikus palya. Ha wgr az (wy,ws) intervallumon kiviilre
esik, akkor nem létezik periddikus palya, és vagy az endemikus egyensilyi pont, vagy
a trivialis egyenstlyi pont stabil.

Az Andronov—Hopf-bifurkacié mellett transzkritikus bifurkacié is megtalalhato

a rendszerben.

15000 T T T T T
s Transzkritikus bifurkacio
mmm Hopf bifurkacié

10 000 XA b

11
3V1
5000 b
0 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

3.4. abra. A modell bifurkacios diagrammja a (p,wss) paramétersikon N = 500, 7 =
5,as5s = 0.1 esetén. Az A, B, C pontok jel6ljék azokat a paraméterparokat, ame-

lyekre megvizsgaltuk a fert6z6 csiicsok szamanak idGbeli valtozasat.

A rendszer bifurkacios abraja a (p,wss) paramétersikon a abran lathato. A
bifurkéciés dbra alapjan a (p,wsr) pont elhelyezkedése szempontjabol a modell két
lényegileg eltéré modon alakulhat.

Az egyik lehetséges eset az, amikor wgy értéke aranylag nagy. Ekkor alacsony
értékd p paraméter esetén egyetlen egyenstilyi pont van, a trivialis egyensilyi pont,
amely stabil. Ebben az esetben az endemikus pont negativ értéket venne fel, amely
a modell esetében nem értelmes. Ha noveljik a p paraméter értékét, elériink egy
pontot, ahol a trivialis egyensilyi pont elvesziti a stabilitdsat, és instabil lesz, va-
lamint létrejon egy endemikus egyensiilyi pont, amely stabil. A stabilitasvaltas ko-
vetkezGképpen a formulaval meghatarozott egyenes mentén torténik, tehat itt
transzkritikus bifurkacio figyelheté meg. Ezt szemlélteti a [3.5 abra. Az abrahoz a
Matlab Matcont csomagjat hasznaltam [15].

A mésodik lehetséges eset akkor 1ép fel, amikor az wg; értéke aranylag kicsi.

Ebben az esetben alacsony p paraméter esetén a rendszer viselkedése megegyezik
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15 . T .
mmm=_ Stabil egyensulyi pont
mm=_|nstabil egyensulyi pont
10
5 -
0 . . .
20 40 60 80 100

p

3.5. abra. Az egyenstlyi pont elsg koordinatajanak (I) valtozasa p paraméterérték

fliggvényében wgr = 15000, ags = 0.1,7 = 5, N = 500 esetén.

5 0 T T T T
o B Stabil egyensulyi pont
40 | o mm— nstabil egyensulyi pont 1
= Periodikus pont

30

20

10

3.6. abra. Az egyenstlyi pont elsg koordinatajanak (I) valtozasa p paraméterérték

fiiggvényében wg; = 400, ags = 0.1,7 = 5, N = 500 esetén.

a korabbival. Ezek utan p értékét novelve szintén fellép egy transzkritikus bifurké-
ci6, amelyben létrejon egy 1j stabil egyenstilyi pont, és az eddigi trividlis egyensilyi
pont instabilla valik. Majd, p paraméter értékét tovabb novelve ismét egy bifurka-

ci6 1ép fel, ezuttal egy Andronov—Hopf-bifurkacio, amelynek kovetkeztében a stabil
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egyensilyi pont megsziinik, és helyette egy periodikus pélya jon létre. Amennyiben
p értékét tovabb ndveljiik, ismét egy Andronov—Hopf-bifurkacio 1ép fel, amelynek
koszonhetGen a periodikus péalyabol ismét egy stabil egyensilyi pont lesz. Ezt az
esetet lathatjuk a abran.

Ezekbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a paraméterek barmilyen értéket is vesznek
fel, mindig lesz olyan p érték, amelyre a rendszer stabil egyenstlyi pontja a trivialis

egyensilyi pont.

3.2. Adaptiv, parok szintjén felirt, Atlagolason ala-

pulé SIRS modell

Az alabbi fejezetben a [21] kutatasban szerepld modellbdl fogunk kiindulni, azon-
ban az el6z6 részben szereplé modellel valé konzisztencia miatt a csticsok és élek
allapotainak valoszintiségeit leiré differencidlegyenletek helyett itt is a csticsok és
élek allapotainak varhato szamat leir6 differencidlegyenleteket fogunk hasznélni. A
fejezetben szerepld abrakhoz a Matlab Matcont programcsomagjat hasznaltam [15].

Ezen modell az SIRS tipusu (fertézhets, beteg, immunis, fert6zhets) betegsé-
gek viselkedését modellezi, vagyis, hogy egy egészséges egyén megfertézédhet, majd
miutdn meggyogyul, immunitast szerez, amely azonban az id6 el6rehaladtaval meg-
szinik, igy ismét fert6zhetsvé valik. Ilyen betegség példaul a rubeola, mumpsz, illetve
az influenza is.

A modellben szerepld atkotés ,jokos atkotés”’, azaz egy egészséges vagy immunis
egyed megsziintetheti a kapcsolatat egy fert6zott egyénnel, és helyette egy méasik
egészséges vagy immunis egyeddel 1étesit kapcsolatot. Az ebben a modellben hasznalt
atkotés abban kiilonbozik az el6z6 modellben szerepl6tsl, hogy az wg; és az aSS

értéke megegyezik, amelyet a tovabbiakban w-vel jel6liink.
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A modellt a kévetkezs alakban irhatjuk fel:

[S] = q[R] - p[ST],
1] = plSI] -1,
[R] = r[I] - q[R],

‘o [S]
(SS] = q[SR]—i—wm[

[SI] = 2p[SSI] + q[IR] — r[SI] — w[SI] — p([SI] 4 [1S1]) — 2r[I1],
(11} = p([ST] +[1S1]) —2r[11],

SI] — 2p[SSI], (3.16)

5]

T [R]
[SR] = r[SI|+w m[

| ST+ ]
[IR] = 2r[lI]+p[ISR]—q[/R]—r[IR] —w[IR],

SI] + 2q[RR] — q[SR] — p[ISR] + w IR],

S [R]
[RR] = r[IR] - 2q|RR) +wm[1m.

Mivel a modell nem veszi figyelembe a sziiletést és a halalozast, az alabbi meg-

figyelést tehetjiik:

[S]+ U]+ [R] = N,
[SS]|+ [SI]+ [II]+ [SR]+[IR]+ [RR] = K,

ahol N jeloli a modellben szerepld cstucsok, K pedig a modellben szerepld élek sza-
mat. Utébbi az okos atkotés miatt allando. Mivel a csticsszam és az élszam allando,
ezért példaul az [R] és [RR] valtozokra vonatkozd egyenletet kikiiszobolhetjiik a
rendszerbél. Eszrevehetjiik, hogy a rendszer nem zéart, ugyanis tartalmazza
az [SSI],[ISI],[RSI] csucsharmasokat. Ezekre alkalmazhatjuk a kovetkezd lezara-

sokat:
(ks = 1)[SS][ST]
SH ks[S] ’
(ks = D)[ST][ST]
181} = ks[S] ’
_ (ks = D[SR][ST]
BST) = == ks[S] 7
ahol
ks = [SS]+ [SI] + [SR]

[5]
Az el6z6 modellhez hasonléan ennek a modellnek is kétféle egyensilyi pont-
ja lehet: a trivialis egyensulyi pont, amely esetén a modellben a betegség meg-

szlinik és egy adott id6 utan mar csak egészséges egyed talalhatdo a modellben.
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Ekkor ([S], (1], [R],[SS],[S1],[I1],[SR],[IR],[RR]) = (N,0,0,K,0,0,0,0,0). Egy
olyan esetre lathatunk példat a [3.7] abran, amikor ez a trividlis egyensulyi pont
minden bizonnyal stabil. Tovabbé a rendszernek létezhet egy endemikus egyensiilyi
pontja is, amely esetén a rendszerben 16v6 fertézottek (illetve immunis egyedek) szé-
ma nem nulla, azonban allandé. Egy olyan eset lathato a 3.8, abran, amikor ez az
endemikus egyensulyi pont vélhetGen stabil. A modellel ellentétben a ((3.16))

500
— [1](0)=500
—[](0)=400
400 [1(0)=300 | |
—[1](0)=200
e [11(0) =100
a00! [1(0)=100| |
200} |
100 .
0 Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

t

3.7. abra. A eset. A fertézd csicsok varhato értékének idébeli valtozasa p = 25, w =
1200, = 64,7 = 20, N = 500, K = 5000 esetén. A rendszer megoldasa a trivilis
egyensulyi ponthoz tart.

modell endemikus egyenstlyi pontjanak meghatarozasa a modell komplexitasa mi-
att nem lehetséges. Hasonl6an a stabilitasvizsgalat sem vezet eredményre. Azonban
numerikus vizsgalatok alapjan azt a kovetkeztetést tudjuk levonni, hogy adott w
esetén a trividlis egyensulyi pont a p értékét novelve egy adott értéknél elvesziti a
stabilitasat, az el6z6 fejezetben vizsgalt modellhez hasonloan. A (w, p) paramétersi-
kon ezen pontok egy egyenest hataroznak meg, amelyen transzkritikus bifurkéacio 1ép
fel. Adott paraméterek esetén ez az egyenes megtalalhato af3.10] 4bran. A rendszer
q = 64,7 = 20, N = 500, K = 5000 paramétereit rogzitve, a [3.10] abran lathato a
bifurkacios gorbe a (p, w) paramétersikon. Ezt az abrat a bifurkacios gorbék négy jol
elkiilonithets részre osztjak. Az 1. tertileten csak a trividlis egyensulyi pont 1étezik,
amely stabil. Ahogy a rendszer athalad a nyereg-csomo bifurkaciés ponton, kis w

esetén létrejon egy stabil, illetve egy instabil endemikus egyensulyi pont. Itt, a III.
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500
—[1](0)=500
—[1](0)=400

400 ——[1](0)=300 | |
— [1](0)=200 =
—[1](0)=100

500 [11(0)=100 | |

200}

100

0 1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

t

3.8. abra. B eset. A fert6z6 cstucsok varhatod értékének idébeli valtozasa p = 40, w =
500,q = 64,r = 20, N = 500, K = 5000 esetén. A rendszer megoldasa az endemikus
egyensulyi ponthoz tart.

500
—[1](0)=500
= [1](0)=400
400 ——[11(0)=300 | |
=— [1](0)=200
——[1](0)=100 ™
500 [11(0)=100 [~
200
100
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

t

3.9. abra. C eset. A fert6z6 cstucsok varhatod értékének idébeli valtozasa p = 35, w =
1000, g = 64,r = 20, N = 500, K = 5000 esetén. A rendszerben két stabil egyenstlyi
pont talalhato, igy a kezdeti koordinatak értékétdl fiigg, hogy a rendszer megoldasa

a trivialis vagy az endemikus stabil egyensilyi ponthoz tart.
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1500
1000 ]
i I
500 XB -
= Nyereg-csomo bifurkacio
= Hopf bifurkacio
IV Transzkritikus bifurkacio
0 » 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

p

3.10. abra. A modell bifurkéiciés diagrammja a (p,w) paramétersikon ¢ = 64,r =
20, N = 500, K = 5000 esetén. Az A, B, C pontok jeloljék azokat a paraméterparo-

kat, amelyekre megnéztiik a fert6z6 cstcsok varhato értékének idgbeli valtozasat.

teriileten bistabilitas fedezhetd fel, ahol a kezdeti koordinatéktol fiigeg, hogy a rend-
szer megoldasa a trividlis vagy az endemikus egyensulyi ponthoz tart. Ezt az érdekes
esetet szemlélteti a[3.9] abra. Ahogy a p paraméter értékét tovabb noveljik, egy kri-
tikus értéknél transzkritikus bifurkicié megy végbe, azaz a trividlis egyensiilyi pont
elvesziti a stabilitasat, és instabil lesz, mig az endemikus egyensulyi pont stabilis
lesz. A stabilitast valtott endemikus egyensulyi pont azonban nem értelmezhets a
modell szempontjabol, mivel ezekben az egyensulyi pontokban a fertézott egyedek
varhato szama negativ értékd lesz. Ahogy a transzkritikus bifurkéacié végbement,
atléptiink a IV. teriiletre, ahol mar csak az endemikus egyensulyi pont stabil, mig a
trivialis egyensulyi pont instabil. Egy ilyen eset lathato a [3.11] dbran p paraméter
fiiggvényében.

Amennyiben nagyobb w paraméterérték esetén vizsgaljuk, a nyereg-nyereg bifur-
kaci6 hatasara két instabil endemikus egyenstlyi pont jon létre, amely a[3.10] 4bran
a II. teriileten talalhat6. A p paramétert tovabb novelve a rendszer egyik endemikus
egyensilyi pontja atlép egy Andronov—Hopf-bifurkacion, amely hatésara az endemi-
kus egyenstilyi pont stabilld valik, és atlép az abran a III. tertiletre, ahol bistabilitas
talalhato, mind az endemikus, mind az endemikus, mind a trivialis egyenstlyi pont
stabil. Vegyiik észre, hogy az Andronov—Hopf-bifurkacié goérbéje szintén egy zart
teriiletet ir le, azonban ez a tartomény nagyon sziik. A fertézési rata értékét tovabb

novelve itt egy transzkritikus bifurkacio 1ép fel, amely hatasara a trividlis egyensu-
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lyi pont elvesziti a stabilitasat, és a rendszerben egyetlen stabil egyensilyi allapot
talalhato, az endemikus. A [3.12] 4brat mas g érték esetén készitettiik el, mint ami a

bifurkicios diagrammhoz tartozik, ugyanis ebben az esetben a II. tartomany bévebb.

400 T T T T
300 7
— 2001 7
100 mmm Stabil egyensulyi pont 7
= |nstabil egyensulyi pont
0 Ll :
0 10 20 30 40 50

P

3.11. 4bra. Az egyenstlyi pont els§ koordinatéinak (/) valtozasa p paraméter fiigg-

vényében w = 400, q = 64,r = 20, N = 500, K = 5000 paraméterek esetén.

200 T T T T
150 r
— 100 r
50 - mmm Stabil egyensulyi pont
mmm |nstabil egyensulyi pont
0 Lt :
0 10 20 30 40 50

P

3.12. 4bra. Az egyenstlyi pont els§ koordinatainak (/) valtozasa p paraméter fiigg-

vényében w = 400, ¢ = 16,r = 20, N = 500, K = 5000 paraméterek esetén.



Osszefoglalas

A dolgozatban jarvanyterjedési folyamatokat vizsgaltunk adaptiv hal6zatokon.
Az els6 modellben a parok szintjén felirt, atlagolason alapulé S1.S modellt vizsgal-
tuk meg. Az egyenstlyi pontok szama és stabilitas alapjan az (p, wsy) paramétersikot
hérom kiilonb6z6 teriiletre oszthattuk fel. Ezt a modellt egy speciélis esetben kiter-
jesztettiik STRS dinamikara, ezaltal tjabb valtozokat és egyenleteket volt sziikséges
bevezetni. Ez utobbi a modell 6sszetettségét novelte, azonban a Matlab Matcont
programcsomagja segitségével itt is felosztottuk a (p,w) paramétersikot, amelyet
ebben az esetben négy részre particionaltunk. Altalanosan is elmondhaté, hogy a
modellben az allapotok és atmenetek szamét novelve a rendszerek analitikus és nu-

merikus vizsgélata is komplikaltabbé valik.
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