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1. fejezet

Bevezetés

"Mathematics has beauty and romance. It’s not a boring place to be, the
mathematical world. It’s an extraordinary place; it’s worth spending

time there.”
Marcus du Sautoy

Szakdolgozatom téméaja a HIV/AIDS és a tuberkulézis jarvany terjedé-
sének modellezése differencidlegyenletek segitségével. A HIV és a TBC gyakran
egyiitt van jelen a fert6zottekben, mivel a HIV altal legyengitett egyének szer-
vezetét konnyebben megtamadja a TBC baktérium. Ezt jol mutatja a WHO
jelentése, mely szerint 2016-ban 1,7 milli6 ember halt meg TBC miatt, koztiik 0,4
milli6 ember nem csak TBC, de HIV fert6zott is volt egyszerre [1].

Az emberiség torténelmében, a nagy vilagjarvanyoktol eltekintve is, egé-
szen a kozelmiltig, a legtébb halalt a fert6z6 betegségek okoztak. Még a nagy
habortk pusztitasai sem érték el a jarvanyok emberaldozatainak szamat. Erzé-
keltetve a probléma nagysagat, a tuddsok probaltiak dsszehasonlitani a jarvanyok
destruktiv ratéjat egyéb katasztrofakkal és egészen 70 ezer évvel korabbra kellett
visszamenniiik, mikor egy szupervulkan tort ki és majdnem elpusztitotta az em-
beriséget. Athénban a peloponnészoszi haboruk idején egy, a jelen kor szaméra
ismeretlen jarvany tort ki. Mivel kis helyre voltak bezstfolva az emberek, gyorsan
terjedt a korokozo oridsi kart hagyva maga utan. A fert6zés Athén lakossdganak
1/3-at elpusztitotta és még Periklész is meghalt. Jol mutatja a jarvanyok tor-
ténelem formalo erejét, hogy Athént és politikai erejét mennyire meggyengitette
a veszteség. Ma, a két targyalt jarvanyt illetGen, a Fenntarthato Fejlédési Cé-
lok ko6z0tt szerepel, hogy 2030-ra teljes mértékben felszamoljak az AIDS és TBC
jarvanyos betegségeket.

Jelen dolgozatban el6szor is bemutatom a két betegség jellemzGit, torté-



netét, kezelését, a jarvannyal kapcsolatos nehézségeket és érdekességeket, hogy a
modell felépitése soran kell6 informéacioval rendelkezziink és felkeltsem az Olvaso
érdeklédését. A masodik fejezetben bemutatom a HIV modell felépitését, majd
kiszamolom az egyenstlyi helyzeteket és bizonyitom a betegségmentes egyenstlyi
helyzet globalis stabilitasat Ljapunov modszerével és a La Salle elv felhasznalasa-
val. A harmadik fejezetben hasonléan a HIV modell vizsgalatahoz, végigvezetem
a TBC modell vizsgalatan az Olvasot. Ezt kdvetéen szimulacios eredmények be-

mutatasaval zarom a dolgozatot.

1.1. A HIV virus ismertetése

A huméan immundeficiencia virus, ismertebb nevén az angol Human Im-
mundeficiency Virus kifejezésb6l ered6 HIV, napjainkban az egyik legtobb ha-
lalozasért felelGs korokozd. A World Health Organization (réviden WHO) 2016
év végi becslése szerint vilagszerte megkozelitleg 36,7 millio HIV-fertézott él,
egy év alatt 1,8 millio 1j fert6z6dés tortént és 1 millidan haltak meg a virus mi-
att. A fertézottek szama aranyaiban is jelentGs, a szexudlisan aktiv populacio
1%-4t érinti a Foldon |2, 3]. A HIV elsGsorban szexualis kapcsolat, fecskendoti,
szennyezett vératomlesztés ttjan és anyardl gyermekre terjed terhesség, hordozas
vagy szoptatas soran.

A HIV célpontja az immunrendszer szamara fontos fehérvérsejtek cso-
portja, a T-limfocitak, pontosabban a segité T-sejtek, melyeket a feliiletiikon ta-
lalhato CD4 protein miatt CD4-+ T-sejteknek is hivnak. Ezen immunsejtek koz-
ponti szerepet jatszanak az immunvalaszok normél mikodésében azaltal, hogy
olyan anyagot valasztanak ki, mely aktivizalja a tobbi sziikséges immunsejtet,
példaul a fertGzéseket lekiizdG antitesteket termeld B-limfocitédkat, a fertGzott
sejteket elpusztito, 616 T-sejteket és a makrofagokat [4].

A HIV egy retrovirus és a lentivirusok csaladjaba tartozik, tehat lassa
lefolyast. A kezdeti akut HIV fertGzéses stddiumban a fert6zés uténi 2—4 héttel
laz, fejtajas, borkiiités jelentkezik, a virus gyorsan szétterjed a testben és magas a
virusszint, igy a fertézés kockazata is. A virus, amikor a szerveztbe keriil, a CD4
molekulajanak és kemokinreceptoranak segitségével a sejtbe jut, majd a szabad-
da valo virélis ribonukleinsav a reverz transzkiptaz segitségével atirodik. Ezutan
a virus cDNS beépiil a gazdasejt genomjaba és j virusokat termel, melyek érés
utan kiszabadulva tovabbi sejtek megfertGzésére képesek. A masodik, kronikus

stadiumban, a virusszint alacsonyan marad, a beteg HIV-hez kothets tiineteket



nem produkal, viszont tovabbra is fert6z§. A virus folyamatosan pusztitja az im-
munsejteket és karositja azok funkcioit, ezzel fokozatosan immunhidnyossa téve a
fert6zott egyéneket. Az immunfunkcio szintjét tipikusan a CD4+ T-sejtek szdma-
val mérik. Az immunhianyos allapot fokozott érzékenységet okoz sokféle fertGzés-
sel, rakkal és egyéb betegségekkel szemben, amit az egészséges immunrendszerrel
rendelkez6 emberek szervezete le tud gy6zni. Kezelés nélkiil, koriilbeliil 10 év
alatt a HIV fertGzés eléri végsd stadiuméat, a szerzett immunhianyos allapotot
(Acquired ImmunoDeficiency Syndrome, réviden AIDS), mely az immunrendszer
miikodésének Gsszeomlasdhoz, opportunista fertGzések kialakulasahoz, idegrend-
szeri degeneracios folyamatokhoz és rosszindulata daganatok kifejlédéséhez vezet.
Ha még ekkor sem torténik kezelés, az AIDS stadium tipikusan 3 évig tart és ha-
lallal végzadik [4, 5, 6].

Az Orszagos Epidemiologiai Kozpont 2017. marcius 31-én kiadott infor-
macioi szerint, Magyarorszdgon 3344 HIV pozitiv ember él, melybdl koriilbeliil
a fele Budapesten. Kozel 400 ember halt meg AIDS betegséghen Magyarorsza-
gon. Ezekkel az statisztikai adatokkal Magyarorszagot az alacsonyan fert6zott

orszagok kozé soroljak |7].

Torténeti hattér

A HIV virus a Kong6i Demokratikus Koztarsasag févarosabol, Kinsha-
sabol eredeztethetG. Ebb6l a varosbol szarmazik a minta, mely szerint a virus
95%-0s valoszintiséggel 1909 és 1930 kozott alakult ki és terjedt el Afrikaban,
majd globalis jarvannya valt [8].

A HIV virus feltehetGen a csimpanzokrol terjedt 4t az emberekre oly mo-
don, hogy az afrikai torzsekben a vadaszat soran megsériilt egyének vérébe jutott
az elejtett majom vére. A HIV virus a STV virus mutéacié soran létrejott valtozata.
A SIV a Simian Immunodeficiency Virus roviditése, mely majom immundeficien-
cia virust jelent és kimutathaté a majmok tébb fajanal, viszont a fajok tobbsé-
génél nem okoz AIDS jellegii tiineteket, a virus békésen egyiitt él a majmokkal
és nem végzidik ebbdl az okbol bekovetkezd haléllal. Ennek ellenére vannak fa-
jok, ahol az emberhez hasonléan, ugyanigy AIDS jellegi tiineteket produkalnak
a SIV-fert6zott egyedek, ezt tapasztaltak példaul a gorillakndl. Felmeriilhet a
kérdés, hogy azel6tt miért nem nyert teret a virus terjedése, azonban mar erre
is észszeri valasszal szolgalnak az ezt kutaté tuddsok: kordbban a majomvada-

szatot folytatd torzsek tagjai a vilagtol elzart, sziik kozosségekben éltek, mely



kedvezéGtlen koriilményeket jelentett a jarvanyterjedés szamara. A problémat a
XX. szazadi gyarmatositas jelentette, mely alapjaiban alakitotta at a tarsadalom
szerkezetét és segitette a virus terjedését. Az 1960-as évekre kiépiilt infrastruk-
tara, forgalmas dtvonalak jelent&s szerepet jatszottak a virus nagy tavolsagokra
valo eljutasaban.

Elsszor 1981-ben az Egyesiilt Allamokban, San Franciscoban lettek fi-
gyelmesek egy fiatal homoszexudlis férfi szokatlan, tiid6gyulladés okozta halalara,
majd ezt tovabbi hasonlé esetek kovettéek vilagszerte, de kezdetben ezeket még
nem hoztak egymassal kapcsolatba. Késébbi vizsgalatok alkalmaval tapasztalték,
hogy sok esetben ugyanaz a korokozéd volt jelen a betegek szervezetében, majd
kideritették, hogy opportunista fert6zések és a CD4+ T-sejt szamanak drasztikus
csokkenése okozta a halalos problémat [9].

1983-ban, 2 kiilonallo kutatocsoport, az amerikai Robert Gallo és a fran-
cia Luc Montagnier kutatocsoportja egyidében azonositottdk a virust, emiatt
vita alakult ki az els6bbségrél. Végiil, 2008-ban Luc Montagnier és Frangoise
Barré-Sinoussi kapott Nobel-dfjat a virus felfedezéséért, érdekességképp megem-
litve, hogy Harald zur Hausennel megosztva, aki a méhnyakrakot okoz6 humaéan

papillomavirusok felfedezéséért kapta [9].

Az ART kezelés

Az AIDS ellen nincs sem gyogymod, sem oltéanyag, azonban az antiret-
roviralis terapia (ART) segit erdsiteni az immunrendszert és 1ényegesen csokkenti
a HIV atadasanak kockazatat. Cristiana J. Silva és Delfim F. M. Torres A TB-
HIV/AIDS coinfection model and optimal control treatment cimi tanulmanyuk-
ban [10] megemlitik, hogy az elmilt évtizedekben egyarant megfigyelték a magas
és alacsony jovedelmi orszagokban is, hogy az ART terapidban részesiil6 HIV-
fert6zott egyének varhato élettartama hogyan alakult és akar a fertézés nélkiili
populécio varhato élettartaméat is megkozelithetik. Ugyanakkor az ART kezelés
hatasa még mindig alapvetéen korlatozott: nem tudja teljesen helyredllitani az
egészséget, vannak mellékhatésai, a gyogyszerek dragék és nincs teljes mértékben
gyogyulas.

Az antiretroviralis terapia a HIV virus visszaszoritasat veszi célba HIV
gyogyszerek keverékét alkalmazva. Ahogy mar emlitettem, a virus a CD4+ T-
sejteket tdmadja meg és csokkenti azok szamat, ezéltal gatolva a szervezetet

a fertGzések és bizonyos daganatos megbetegdések elleni kiizdelemben. A HIV



gyogyszerek akadalyozzédk a HIV virus multiplikiciojat, ezzel cskkentve a virus-
szintet és lehet6vé téve az immunrendszer helyredllasat. Habar a HIV tovabbra
is jelen van az immunrendszerben, az elég erds ahhoz, hogy legy6zze a fertézése-
ket. Fontos megemliteni, hogy a terapia alatt 4llo fert6z6tt egyének alacsonyabb
virusszintje hozzajarul az atadas kockdzatanak csckkentéséhez is.

A kezelést minél hamarabb meg kell kezdeni, amint kideriil, hogy az
egyén HIV-fert6zott. Mivel a HIV-fert6zottek tolerancidja, szervezete eltérd, igy
egyénre szabva kapjik a gyogyszer kombinécidjukat 6 gyogyszercsoportbol, amik
a HIV elleni kiizdelem modjaban és produkalt mellékhatasokban térnek el. Egy
kezdeti kezelés 3 HIV gyogyszerbdl all, minimum 2 csoportbol valasztva.

A kezelés is rengeteg veszéllyel jar, szamos mellékhatasa van és sok gyogy-
szerrel Osszeférhetetlen. Mivel a HIV képes mutilodni, gyogyszerrezisztencia is
kialakulhat. Rendszerteleniil szedett gyogyszer esetén a rezisztencia valosziniisége
nagy [11, 12].

Politikai hatas

A torténelem sordn szamos alkalommal elGfordult, hogy a kdzegészség-
tigyi fejlédés a politikai vezetés és a tudomanyok szinergizmusan alapult. Az
AIDS esetén sem tortént ez méashogy, s6t, valojaban az egyik legdramaibb je-
lenkori példa a politika, az allamvezetés és a kozegészségiigy egybefonodéaséra.
Rendkiviili politikai jellegét egyrészt a HIV terjedési modja koriili el6itéletnek
és feszélyezettségnek, masrészt az altala felszinre hozott tarsadalmi és gazdasagi
egyenlGtlenségeknek és igazsagtalansdgnak tulajdonithatjuk.

A terjeszkeds AIDS jarvany feltarta a politikai rendszerek gyenge pont-
jait mind nemzeti, mind tarsadalmi szinten. A politika egy negativ, visszatarto
er§ volt a HIV terjedésének megfékezésében, mivel a betegség sokdig nem pro-
dukal tiineteket, sztir6vizsgalatok hianyaban a jarvany észrevétleniil terjedhetett
akkor, amikor egy politikai intézkedés jelentGsen csckkenthette volna annak ter-
jedését és kés6bbi hatasait. Ha kezdetekben nem tagadjak a betegséget és a
természettudomanyok adta lehetGséggekkel és informéciokkal élnek, tdmogatjak
az antiretroviralis terapidhoz valé hozzajutast —f6ként a szegény orsziagokban—
felhivasokat intéznek, hogy a virus szexudlis tGton valo terjedése megel6zhets és
a veszélyeztetettség az injekcidos droghaszndlok korében csokkenthetd, akkor ta-
lan ma még kedvez&bb lenne a helyzet a jarvany lekiizdése szempontjabol. Az

AIDS jarvany kitting alapot biztositott, hogy bizonyos iigyek egyenlGtlenségeit



elsimitsak, mint példaul a homoszexualis jogokét [13].

Az 1980-as években a HIV megel6zési politikdjanak kezdeti folyamatat
a nyugati orszagokban nagyrészt a homoszexualis aktivizmus és kozosségi tevé-
kenység, néhany masik orszdgban pedig hatékony korményzati intézkedések gene-
raltak. Afrikdban, 1987-ben Uganda volt az els6, ahol kdzdsség-alapt tevékenység
miikddott az AIDS elleni harcban, mig példaul az erésen tagadd Dél-Afrikdban
tobb, mint 10 év milva indult kampéany az AIDS koriili tudoményos magyara-
zatok terjesztésére. Jonathan Mann kulcs szerepet jatszott a probléma megol-
dasédban, ugyanis egy jogalapu globdalis AIDS-specifikus programot hozott létre a
World Health Organization keretei kozott, mely napjainkban is meghatarozo a
programok miikodési elvében és azon dolgozott, hogy meggydzze az egészségiigyi
minisztereket az iigy fontossagarol. Utodja, Michael Merson eréfeszitéseket tett
az AIDS kampany egészségiigyi szektort érint6 kiszélesitésében, f6ként Afrikdban,
ahol a jarvany noévekvé mértékben érintette a tarsadalom minden rétegét.

2001-ben, az ENSZ hivatalosan is politikai iigynek nyilvanitotta az AIDS
probléméajat és globdlis intézkedéseket kezdeményezett, melyek egyértelmien vo-
natkoztak a kiil- és belpolitikai kérdésekre is. Ezt kdvette a UNAIDS megala-
kuldsa, mely nagy szerepet jatszott a ma lathato HIV-fert6zott esetek szaméa-
nak csokkenésében [13|. Ennek ellenére, néhany vezeté a HIV virus és az AIDS
kialakulésa kozti kapcsolatot is tagadta és szemet hunyt az AIDS tarsadalom-
ra gyakorolt hatasa felett. 2005-ben Dél-Afrika korabbi elnoke, Thabo Mbeki
és egészségligyl minisztere, Manto Thsabalala-Msimang a HIV elleni hatékony
gyogymodként javasoltak a céklat és a fokhagymat. Nevetséges kijelentése miatt
Tshabalala-Msimang miniszterasszony a Dr Beetroot gtinynevet kapta a nemzet-
kozi hirekben [14]. Mivel az AIDS egy halalos betegség, a kezelés kiterjesztése
és a korrekt, megalapozott informacio szolgaltatas a HIV-pozitiv emberek felé
nagyobb felelGsséggel jar, mint sokan gondolnak.

Emlitésre méltd, hogy Barack Obaméan 2006-ban, Kenyaba latogatasa
soran nyilvanosan HIV tesztet végeztek, mely fontos momentum volt a virus altal
leginkdbb érintett Szubszaharai Afrikdnak. A politikai erék idérél-idére valtoz-
nak, igy folyamatosan sziikség van a revitalizalasra, fenntartasra, tamogatasra és
fejlesztésre, hogy még eredményesebb legyen az AIDS elleni kiizdelem és minima-

lizaljak a jarvany okozta halalok szamat [15].



A média szerepe az AIDS elleni harcban

1991-ben Freddie Mercury, a Queen énekesének AIDS altali halala a vilag
megddbbenését valtotta ki. Hatrahagyta, hogy az Gijonnan megjelen6 Bohemian
Rhapsody/These Are the Days of Our Lives lemez teljes bevételét adomanyoz-
zék az AIDS lekiizdésére. 974 ezer font gyiilt ossze [16]. 1992-ben, a Wembley
Stadionban rendezték meg a Freddie Mercury emlékkoncertet, melynek bevételét
szintén AIDS kutatésra forditottak. Ezen a koncerten szamos kutatast tdmogato
hiresség fellépett, koztiik David Bowie, Elton John, Liza Minnelli, George Micha-
el, Seal, a Metallica és a Guns N’ Roses. Kés6bb a Queen egyiittes tagjai, Brian
May, Roger Taylor és a menedzser Jim Beach, Freddie Mercury emlékére megala-
pitottdk a Mercury Phoenix Trust alapitvanyt, mely az utobbi években 16 millio
dollart gytijtott és 700 projektet inditott a HIV /AIDS elleni globéalis harcban. Az
alapitvany véleménye szerint mindenkinek jar a segitség és az informéacio, oktato
és figyelemfelhivd programokat szerveznek, f6ként a fejléds orszagok fiataljai sza-
méra, ahol a jarvany hatalmas probléma. 18 milli6 gyermek vesztette el egy vagy
mindkét sziilgjét az ATDS miatt. 2010 6ta évente megszervezik a Légy Freddie
egy napra! eseményt (hivatalosan Freddie For A Day), melynek 6 céljai az infor-

méacio szolgaltatas, a figyelemfelhivo programok szervezése és az adomanygytjtés
[17].

1.2. A TBC baktérium ismertetése

A tuberkulozis (TBC) a Mycobacterium tuberculosis korokozé altal in-
dukalt betegség. A baktérium elsGsorban a felngttek tiidejét tAmadja meg, de vér
utjan tovabbterjedhet méas szervekre, mint példaul az agyra és a vesére. A WHO
adatai szerint vilagszerte a 10 leggyakoribb halalok egyike. 2016-ban 10,4 milli6
1) fert6z6dés tortént és 1,7 millio ember halt meg, azonban 2000 és 2016 kozott
koriilbeliil 53 milli6 ember életét sikeriilt megmenteni TBC diagnosztizalasaval és
kezelésével [1]. Jellemz6 tiinetei a 2 hétnél tovabb tartéd erdteljes kohogés, véres
kopet, laz, éjszakai izzadas, sulyvesztés és az étvagytalansag.

A betegség leggyakrabban az aktiv tuberkulozis fert6zott egyének tiisszen-
tésével és kohogésével, cseppfertézés utjan terjed. Cseppfertézésen til viszont
el6fordulhat, hogy a beteg kopetével fert6zott porszemcsék, étel, ruhdzat vagy
egyéb targyak felelGsek az tjabb fert6zétt egyén keletkezéséért. A korokozo ki-

csi, aerob és a tobbi baktériumhoz képest igen lassan osztodik. Hosszabb idén



at képes szaraz kornyezetben is életben maradni és ellenall a gyengébb fertét-
lenitészereknek. A fertézés atvitelének valoszintiségét befolyasolja, hogy milyen
hosszt id6n &t van kapcsolatban az egészséges és a fert6zott egyén, a fert6zott
egyén kopetében taladlhatd életképes baktériumok szama, kohogésének megléte
vagy hidnya, a szell6zés, a paratartalom és a korokozo virulenciaja [18].

A TBC fert6zottek nem feltétleniil mutatnak tiineteket. Ez a stadium
az ugynevezett latens TBC idGszak, amikor a baktérium jelen van a szervezet-
ben, azonban az immunrendszer képes ellene kiizdeni és az érintett egyének nem
fertéz6ek. Koriilbeliil a latens fert6zottek 5-10%-a valik aktiv TBC fert6zotté
életében és ekkor mar fertézdképessé valnak. Ez torténhet hamar, vagy akar fer-
t6zést kovetGen évekkel késGbb is a szervezet védekezSképességétdl fiiggden [19].
A HIV fertézottek szervezete fogékonyabb a baktériummal vald fert6z6désre és
az immunhianyos allapottal rendelkez6 egyénekben a friss tuberkulozis fert6zés
gyors lefolyasu tuberkulozist okoz. Ennek pontos oka maig tisztazatlan, viszont
az bizonyos, hogy a HIV-virus kirt tesz a T-sejtekben, ami érzékenyebbé teszi
a szervezetet a tuberkuldzis fertGzés irant és a Mycobacterium tuberculosis altal
kivaltott citokin valasz serkenti a HIV-szaporodasat [18].

A tuberkulo6zis terjedésében jelentGs szerepet jatszanak a gazdasagi és
szocialis tényezGk, mint példaul a hajléktalansag, az alultaplaltsig, az alkoho-
lizmus és az intravénas kabitoszer fogyasztas. Komoly fenyegetést jelent a XX.
szdzad végén megjelent rezisztens és multidrog rezisztens tuberkulozis terjedése

18.

Torténeti hattér

A feltételezések szerint tobb, mint 150 millié évvel azelttrél eredeztethe-
t6 a Mycobacterium faj. Kr.e. 2400 koriili egyiptomi mtimiakon is megfigyelhetSk
a tuberkulozisra jellemz& deformitasok. Mar a korai egyiptomi miivészetben is
abrazoltak a Pott-szindroma jellemzdéit, ami egy TBC Altal elGidézett csigolyates-
teket érint6 meghetegedés. Az elsG, TBC-t leir6 irasos dokumentumokat Indiaban
és Kinaban talaltak, melyek koriilbeliil id6szamitasunk el6tt 1200 és 200 kozott
keletkeztek [20].

A bibliai Otestamentumban a Levitdk konyvében (26:16) és a Masodik
Torvénykonyvben (28:22) nagy valosziniiséggel a tuberkulozist emlegetik, mind-
két részben megjelenik az okori héber "schachepheth" szd, mely véaltozata a mai

héber nyelvben is jelen van (schachefet) és tuberkulozist jelent. Ez utal az izraeli-



tak fertézésnek valo kitettségére egyiptomi tartozkodasuk alatt [21]. Ugyanebben
az id6ben mar a perui mumiik is mutatnak Pott-szindréméra jellemz6 deformi-
tasokat, mely feltételezni engedi, hogy a betegség az amerikai kontinensen is jelen
volt, még az eurdpai hoditok érkezése el6tt. Az 6kori Gorogorszagban Hippok-
ratész egy halalos betegségrol irt, mely fiatal felntteket tamad a tuberkulozisra
jellemz6 tiidGkarosodast hagyva maga utin. Ez nagy valdsziniiséggel a tuberku-
lozis volt és akkoriban "phtisis"-nek hivtdk. Toébb forrasban megjelent hasonlo
betegség leirasa az okori Roméban, koztiik Marcus Aurelius orvosanak, Claris-
simus Galen feljegyzésében, melyben a romai uralkodo esetét jellemezte, lazzal,
izzadassal, kohogéssel és véres kopettel. Friss leveg6t és tengeri utazést javasolt
a csaszarnak, mely sikeres kezelésnek bizonyult.

A kozépkori Anglidban és Franciaorszaghan széleskorben elterjedt a hit,
hogy a tuberkulézis tiineteivel rendelkezG embert a kirdly érintése meggyogyitot-
ta. A 12. szazadtol gyakoroltédk ezt a gydogymodot. Anglidban I. Gyorgy vetett
véget a modszernek, azonban Franciaorszagban egészen 1825-ig folytattak. Az
angol Benjamin Marten sejtette meg 1720-ban a TBC fert6z§ voltat és szana-
toriumi kezelést javasolt. A XVIIIL. szazadi Nyugat-Eurépaban a TBC 100 ezer
emberbdl 900 halalaért volt felelgs évente, féként a fiatalok kozott. 1882-ben
Robert Koch képes volt izolalni a tuberkul6zis baktériumot, melyért 1905-ben
orvostudomanyi Nobel-dijban részesiilt.

A felfedezést kovets évtizedekben Pirquet és Mantoux megalkotta a bor-
tesztet, Albert Calmette és Camille Guérin az oltast (BCG vakcina) és Selman
Abraham Waksman felfedezte a sztreptomicint, mely az elsé hatékony antibio-
tikum volt a tuberkulézis ellen és ezért 1952-ben orvostudoményi Nobel-dijat
kapott [20].

A TBC kezelése

A tuberkul6zis megel6zhets a BCG védGoltas beadasaval, a magas koc-
kazatot visel6k gyakori sziirésével (mint példaul a HIV fertézottek vagy az aktiv
TBC fertézottekkel egyiitt dolgozo, él6 emberek) és a korai felismert betegek
kezelésének minél el6bbi megkezdésével.

Az aktiv TBC-vel rendelkez6knek azonnal javasolt elkezdeni az antibio-
tikumos kezelést, mely altalaban 6-t6l 12 honapig tart és TBC gyogyszerek ke-
verékébdl all. Fontos, hogy minden nap bevegyék a gyogyszert, még akkor is,

ha jobban érzik magukat, mivel kénnyen visszaeshetnek. A latens TBC fert6zot-



teknek elég egyféle TBC elleni antibiotikumot rendszeresen bevenni. A kezelés
hosszénak és a sziikséges antibiotikumok meghatarozasanak tobb paramétere is
van: az egyén kora, altalanos egészségi allapota, latens vagy aktiv fert6zott, lehet-
séges gyogyszer rezisztencia és hogy a test mely részét tamadta meg a baktérium
[19].

A terapia célja, hogy az egyének fert6zGképességét megsziintesse, a re-
zisztencia kialakulasat megakadalyozza és teljesen meggyogyitsa a beteget. A
koérokozéd képes mutalodni és ellenallova valni bizonyos antibiotikumokkal szem-
ben. Ezen rezisztens torzsek terjedése tijabb és tjabb tipust antibiotikumok fej-
lesztését igénylik, igy nagy jelentGsége van a kutatasnak. A Magyar Tudoményos
Akadémia Peptidkémiai Kutatocsoportja is foglalkozik ennek kutatasaval. Uj
TBC elleni gyogyszerek kifejlesztésében szerepet jatszik példaul, hogy az ELTE
Szamitogéptudomanyi Tanszékén kifejlesztettek egy dokkolo algoritmust (FRI-
GATE), mellyel a baktérium anyagcseréjéhez létfontossagu enzimekhez kot5ds

molekuldkat azonositottak |22].
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2. fejezet

A HIV modell

2.1. A modell felépitése

Az altalam vizsgalt modell Cristiana J. Silva és Delfim F. M. Torres
Global Stability For A HIV/AIDS Model cimii tanulméanyan [23] alapszik. A mo-
dellben valtoz6 népességszammal egy homogénen kevert tarsadalmat vizsgaltak.

A modell az emberi populéaciot 4 diszjunkt halmazra osztja fel:
e S(t) a t. id6pontban megbetegedésre hajlamos, egészséges egyének szama;

e /(t) at. id6pontban HIV-fert6zott egyének szama az AIDS klinikai tiinetei
nélkiil. A virus él és fejlédik az egyénben, de tiinetet nem produkal, vagy
csak enyhe tipustakat, azonban képes a HIV virust dtadni mas egyénnek

(tiinetmentes korokozo-hordozo);

e C(t) at. idépontban ART kezelés alatt allo HIV-fert6zott egyének szama

a kronikus szakaszban alacsonyan maradé virusszinttel;

e A(t) a t. id6pontban AIDS tiinetekkel rendelkezé HIV-fert6zott egyének

szama.
A teljes populacié mérete a t. idépillanatban:
N(t)=S(t)+ I(t) + C(t) + A(t).

A fert6z6dési rata (A(t)), mely leirja mekkora eséllyel torténik virusatadas egy

egészséges és egy fert6zott egyén kozott:

A(t) = B(I(t) + ncC(t) +naAlt)),

11



ahol 8 a HIV terjedését leird kapcsolati rata és feltessziik a témeghatés érvénye-
siilését. Tudjuk, hogy a virusszint és a fert6z6képesség kozott pozitiv korrelacio
van és az AIDS tiinetekkel él6 egyének virusszintje magasabb, mint a tiinetmen-
tes (pre-AIDS) egyének virusszintje. Az n4 > 1 modifikicios paraméter az AIDS
tiineteket produkalo egyének relativ fert6zéképességét irja le, 6sszehasonlitva az
AIDS tiinetek nélkiili HIV fertézottekkel. Az ne < 1 modifikicios paraméter azt
a megfigyelést értelmezi, hogy a HIV fert6zott egyének immunfunkcioi részlegesen

helyreallnak a helyesen végzett ART esetén.

2.1. abra. A HIV modell rendszerabraja

Az egészséges populacio A konstans rataval novekszik és feltessziik, hogy
minden egyén az AIDS tiineteket mutatd A(t) csoportba tartozok kivételével ter-
meészetes halallal hal meg, p konstans rataval. Az A(t) csoportba tartozok termé-
szetes halallal és AIDS indukalta halallal (d) is, tehat p + d rataval halnak meg.
Feltessziik, hogy AIDS indukalta halallal kizarolag az A(t) csoportba tartozok hal-
hatnak meg. Feltessziik, hogy a HIV-fert6zott egyének szamara elérheté az ART
kezelés, akar mutatnak AIDS tiineteket, akar tiinetmentesek. Az AIDS tiinet
nélkiili 7(t) csoportba tartozo HIV-fert6zott egyének ¢ rataval atkeriilnek a keze-
lés alatt &llok C(t) csoportjaba és az AIDS tiinetekkel rendelkezd HIV fert6zott
egyének o ardnyban részesiilnek kezelésben. Feltessziik, hogy az AIDS tiineteket
mutaté HIV-fert6zott egyének, akik elkezdik a kezelést, a HIV-fertézottek I(¢)
csoportjaba keriilnek at, és csak akkor fognak a kronikus C(t) osztalyba keriilni,
ha a kezelés fenntartott. A kezelést w aranyban nem tartjak be. A HIV-fert6zott
egyének, akik nem produkalnak AIDS tiinetet, I(¢), ha nem keriilnek ART kezelés
ala, akkor atkeriilnek az AIDS-es A(t) osztalyba p rataval. Ezek a feltevések a

kovetkezd matematikai modell segitségével irhatok le:
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(

S(t) = A= A()S(t) — pS(t),
() = A)S(t) = (p+ & + w(t) + wC(t) + aA(t),
Elt) = 6I(t) — (w+ (),
LA(t) = pI(t) — (a+ p+ d)A(t).
Ekkor az N(t) = S(t) + I(t) + C(t) + A(t) egyenletbdl és a fenti modellbél

kovetkezik, hogy az Ossznépesség idébeli valtozasa

~.

(2.1)

N(t) = A — uN(t) — dA(t). (2.2)
Jelolje €2 a kovetkezd biologiailag realis tartomanyt

A
0= {(S,I,C,A) ER' N < ;}.

A (2.2) egyenletbdl kovetkezik:

N(t) < A — uN(1)
N(t) + uN(t) < A.

A fenti egyenlStlenséget beszorozva ett-vel kapjuk, hogy
N(t)e! + uN(t)e < Aet, (2.3)

majd a (2.3) egyenlStlenség mindkét oldalat integralva 0-tol T-ig:
/ N(t)e" + uN (t)e'tdt §/ AeMdt
0 0

o] < 2]

0 0

N(7)et™ — N(0) < —(e'" — 1),

= |>x

melyet e#7-val leosztva és rendezve:

A
N(1) < N(0)e ™" + —(1 —e™#7), tehat
i

fgy, az Q tartomany pozitivan invarians. Ebben a tartoményban a modell epi-
demiolégiailag és matematikailag jol kittizott, més szoval, a (2.1) modell minden
eredménye az () tartomanybol vett kezdeti értékek esetén az €2 tartomanyon beliil

marad minden ¢ > 0 esetén.
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2.2. Az egyensilyi helyzetek kiszamitasa

2.2.1. Definicid. Legyen f : R" — R” differenciélhato fiiggvény, @(t) = f(z(t))
kozonséges differencidlegyenlet. A kozdnséges differencidlegyenlet egyensily: pontjanak

nevezziik azon p € R™ pontot, amire f(p) =0 € R™.

Keressiik a rendszer (S*, [*,C*, A*) egyenstlyi pontjait:
I* = BI" + neC* +naAT)S* — (p+ ¢+ p)I* +wC" + aA™ =0,
C* = ¢I* — (w+ p)C* =0,

(A" =pl* — (a+p+d)A* = 0.

(2.4)

A (2.4) harmadik egyenletébdl C*-ot I*-gal kifejezve kapjuk:

(w+p)C* = oI
w+ W

A (2.4) negyedik egyenletét atrendezve:

(a+p+d)A* = pl*

(a4 p+d)

A fentiek alapjan a A fert6zédési rata a kovetkezéképpen irhato at:

AN =p(I + A R |
5( ot T M et it d)

¢ p )
N =TB(1+ o
5( ot T Mt pra)

A (2.4) egyenletrendszer masodik egyenletébe a fentieket behelyettesitve:

* * ¢

I*

) ¢ p
g1+ +
5( ot n T Mt pra)

p R ¢ p _
+&m[ =1 [S 5(1+Ucw+u+77,4(a+“+d)> (p+o+n)

¢ ta P
w+ p (a+p+d)

+w

Egy kéttényezGs szorzat akkor és csak akkor egyenld nullaval, ha valamelyik té-

nyezGje nulla.
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A
o 1. eset: I*"=0esetén C* =0, A*=0és A — puS* =0, azaz S* = —.
[

A
Jelolje X az (S0, 19, CY, A%) = (—, 0,0, O) betegségmentes egyenstlyi hely-
L

zetet.

e 2. eset: Az alabbiakban meghatirozzuk az endemikus egyensilyi helyzetet.

Legyen

§1=a+p+d, (2.5)

A fenti jelolést bevezetve kapjuk:

. @, P wo | ap
55(1+770€2+77A£1> (p+o+pu)+ 6 —i-& 0.

Az egyenlet mindkét oldalat megszorozva & &s-vel:

S*B(&1&2 + nedbs + napsa) — Eba(p+ ¢+ 1) + woés + apés = 0,

majd atrendezve:

S*B(&1&2 + ncdér +napa) = §1&a(p + & + 1) — WPy — apés,

_ &&lpt o+ p) —woly —aply

5 B(&162 + nedét + napsz)

Legyen

E1&a(p+ ¢+ p) + Ewd + adep =D és
B(€1& + E1dne + E2pna) = N,

D
ekkor §* = —. Eddig meghataroztuk a paraméterek és I* segitségével az
S*, C* és A* értékét, most meghatarozzuk I*-ot a (2.4) egyenletrendszer

elsG egyenletét felhasznalva:

S*=AN—=B(I" +ncC* 4+ naA*)S* — uS*

W+ a+pu+d

—A— B(I* el nAﬁI*) S* — uS*
&2 &
D D

0 p
5( +770§2+7]A§1>N HAF 0,
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. ¢ P\ _, D
I 5<1+7705+77A€—1)N = A MN
I*ﬁ(l +ned +nAﬁ)D — AN — D
&2 &1
I" 56182 + e @1 + 1ap&e) D = §162(AN — D)
N
I — §162(AN — D)
— D .

Jelolje ¥, = (S*, I*,C*, A*) az endemikus egyenstlyi helyzetet, ahol

D _ &&(p+ ¢+ p) —wpss — apsy

5 — =
N B(&1&2 + ncdéy + napéa)
I — 5152(/\/\/ - MD)
ND ’
C = 62] — ND )
. P Ep(AN — D)
A* = a] = ND .

2.3. Az elemi reprodukciés szam

A jarvanyterjedési modellekben gyakori kiiszobérték az elemi reproduk-
cios szam (Rp). Ez definidlhato, mint a teljesen egészséges tarsadalomba jonnan
bekeriil§ fert6zott egyén altal generalt mésodlagos fertézések szaménak varhato
értéke. Ha egy tarsadalom minden egyede egészséges, a fertézés akkor és csak
akkor tud kibontakozni, ha Ry > 1, igy ez értelmezhets, mint a virus hoditasa-
nak és fennmaradasanak kiiszobértéke. Ebbdl kévetkezik, hogy mikor egy éppen
kibontakozo jarvany megfékezését tervezik, az elemi reprodukcios szam az egyik
legfontosabb kiszamitando érték.

A fert6zés terjedését illetGen Ry matematikailag definidlhatd, mint "de-
mografiai folyamat", ahol az utodképzés nem a sziiletést jelenti demografiai érte-
lemben, hanem egy 1j egyed megfertézését, tehat 0j fert6zott "sziiletését". Ko-
vetkezésképpen tekinthetjiik a fert6zott egyének generacioinak szekvencidit de-
mografiai generacidkkal anal6g modon. A kovetkezd generaciok generacionkénti
névekedési faktora jellemzi a potencialis névekedés mértékét, tehat a jarvany ter-
jedését [24].
1990-ben Diekmann [24] altal bevezetett next-generation matrix, vagyis a kovet-

kez6 generaciot leird matrix. Kezdetben vegyiik a kézonséges differencidlegyenlet-
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rendszer azon egyenleteit, melyek leirjak az 0j fert6zések kialakulasanak modjait
és a fert6zott egyének allapotaban valo valtozasokat. Ezt hivjuk fert6zott alrend-
szernek. Az els6 lépés, hogy linearizaljuk a nemlineéris kozonséges differencial-
egyenlet-rendszer fert6zott alrendszerét a betegségmentes egyensilyi helyzet ko-
riil. Epidemiologiailag a linearizacié azt jelenti, hogy feltessziik, hogy elhanya-
golhato az egészséges tarsadalomban valé valtozas a jarvanyterjedés kezdetét il-
letGen. A kozonséges differencidlegyenlet-rendszer linearis alrendszerének Jacobi
matrixat felbonthatjuk egy T' 1j fertGzottek keletkezését leird és egy X allapot
valtozasokat leir6 matrixra. A kovetkezd generaciot leird matrix —T'X ! szerint
all elg. Az elemi reprodukcits szam a kovetkezd generaciot leiré matrix spektral-

sugara, vagyis a dominans sajatértéke.

2.3.1. A reprodukciés szam a HIV modellben

A targyalt HIV modell fertézott alrendszere:

~.

(t) = BUE) +ncC(t) +1aA(t)S(E) = (p + ¢ + p)I(t) + wC(t) + aAll),
C(t) = ¢I(t) — (w+ pC(t),
At) = pI(t) — (a+ p+ d)A(t).

(2.7)
A

A (2.7) rendszer Jacobi matrixa a 3y = (S°, I°,C?, A%) = (—,0,0,0) betegség-
U

mentes egyensulyi helyzet koriil:

BSY—(p+od+p) BneS®+w  BnaS’+a
¢ —(w+p) 0
) 0 —(a+p+d)

Az tjabb fert6zottek keletkezését leird T méatrix:

S8 S°Bne S°Bna
T=10 0 0
0 0 0
A fert6zott egyének dllapotaban térténd valtozast, mint példaul immunitas szer-

zést, gyogyuléast, halalt, betegség stlyosbodéasét leird X méatrix:

—(pt+o+p) w o —ow oA
5= ¢ —(w+ ) 0 =l¢ -& o0
p 0 —(a+p+d) p 0 =&



A Y71 matrix elsallitasat, a kovetkezd generaciot leiré matrixot, sajatértékeinek
és spektralsugaranak kiszamitasat Matlab segitségével végeztem, szimbolikus val-

tozokat létrehozva:

1 §1&o wé oty
-1 B -
apby + woby — E16563 23] (ap —&&) (%)
P2 wp  —(we+ &ata)

A kovetkezd generaciot leird matrix sajatértékei:

0

AT = 0
SOB(&1&s + &y + naps)
§18283 — apba — wosy

A kovetkez§ generaciot leird matrix spektralsugara, vagyis az elemi reprodukcios

szam (Ry):

1y SOB(&1& + nedly +napss) SN
o= ) = e e —apls —wofs D

2.4. Az egyensulyi helyzetek globalis stabilitasanak

vizsgalata

2.4.1. A betegségmentes egyensiilyi helyzet stabilitasa

A (2.1) modell betegségmentes egyensilyi pontja:
0 70 A0 A0 A
Bo = (8%,1°,C%, A% = (,0.0.0).

2.4.1. Tétel (Ljapunov stabilitasi tétele). Ha megadhatd a p € M egyensilyi pont
valamely nyilt U C M kornyezetén olyan V : U — R folytonosan differencidlhato
fuigguény, melyre

1. V(p) < V(q) minden q € U\{p} pontban, és

2. (LgV)(q) <0 minden q € U\{p},

akkor a p egyensilyi pont stabilis. Ha (L;V)(q) < 0 minden g € U\{p} pontban,

akkor a p egyensulyi pont aszimptotikusan stabilis.

2.4.2. Tétel (Barbasin-Kraszovszkij-tétel vagy La Salle-elv). Ha megadhatd a
p € M egyensulyi, pont valamely nyilt U C M kornyezetén olyan V : U — R
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folytonosan differencidlhato fligguvény, melyre

1. V(p) < V(q) minden q € U\{p} pontban,

2. (LyV)(q) <0 minden g € U\{p} pontban, és

3. az R >t — p megolddson kivil az U halmazban nem halad mds olyan teljes
megoldds trajektoridja, melynek mentén V értéke dllandod, akkor a p egyensilyi

pont aszimptotikusan stabilis.

2.4.3. Tétel. A X betegségmentes egqyensiulyi pont globdlisan aszimptotikusan
stabil Ry € [0,1) esetén.

Bizonyitas. Legyen &3 = p + ¢ + p. Vegyiik a kovetkez6 Ljapunov-fiiggvényt:
V =(&& + &idne + Eapna)l + (§w + &i&ane + pnaw — nepa)C

+ (s + &a€sna + dnca — pnaw) A.
Tudjuk, hogy
§1w + & 8310 + pnaw — nepa = §w + a9 + p)ne + (1 + d)Esne + pnaw >0
és
ada + &2€3na + PN — dnaw = ay + w(p + p)na + pésna + ¢nea > 0.
A modell eredményei alapjén szamolt V Ljapunov fiiggvény ¢ valtozo szerinti
derivaltja a kévetkezs:
V =(&& + &udiic + Eaopna)] + (Gw + Eane + pnaw — nepa)C
+ (oo + Lo&ana + dnea — Pnaw)A
=(&1& + S19ne + Eapna) (B + neC +naA)S — &1 + oA+ w(C)
+ (6w + &1&sne + praw — nepa) (P — 0)
+ (a2 + &283ma + Pnca — gnaw)(pl — §1A),

melyet egyszerisitve kapjuk:

V =(£68 + &1oncB + &pmaB)IS + (—&i1&bs + &uwe + alep)]
+nc(§1&2B + E19mc B + E20maB)CS + no(—618382 + §19w + pagz)C
+14(61&28 + E19mcB + SapmaB)AS + na(—E€26381 + gwéi + Sapa) A.

Az Q halmazon beliil fennall, hogy S < S°, igy az alabbi egyenlStlenség teljesiil:

V <(&&B + &gneB + EmaB)IS° + (=616 + Eiwe + alep)]
+ 10 (€168 + &one B + EpnaB)CS° + no (=& + &dw + pags)C
+ na(61628 + E1dne B + E2pnaB) AS® + na(—Ebsés + dwés + Eapar) A.
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Mivel (£1&8 + &19nef + Eapnal) = N és —£1683 + Swo + aéep = —D, igy

V < NIS° — DI 4 no(NCS° — DC) 4 na(NAS® — DA)
0 0 0
:D[(S N — 1) —l—’l]cDC(S N — 1) —|-77ADA<S N— 1)

D D D
— DI(Ry — 1) + n¢DC(Ry — 1) + naDA(Ry — 1) <0, ha Ry € [0,1).

Mivel a modell minden paramétere nemnegativ és

D = §68—Gwp—abap = p(wtp) (atp+d)+p(ptd) (ptw)+o(patp+pud) > 0,

kovetkezik, hogy V < 0 minden Ry € [0, 1) esetén és V = 0 akkor és csak akkor, ha
I=C=A=0. A (2.1) modellbe (I,C, A) = (0,0,0)-t helyettesitve latjuk, hogy
S — SV = %, ha t — oco. Tehat V egy Ljapunov fliggvény az ) tartoméanyon és
a legnagyobb kompakt invarians halmaz a {(S,1,C, A) € Q : V = 0} halmazban
az egyelemii {¥o} halmaz. Ry € [0,1) esetén a La Salle elv szerint a (2.1) modell
minden megoldésa, €2-beli kezdeti értékekkel, ¥o-hoz tart, ha t — oo, tehat X

egyensilyi helyzet globalisan aszimptotikusan stabil.

2.4.2. Az endemikus egyenstlyi helyzet stabilitasa

2.4.4. Lemma. A (2.1) modellnek egyértelmien létezik endemikus
Y. = (9% 1",C*, A*) egyensilyi pontja, ha Ry > 1, ahol

D &i&(AN — D) §i¢(AN — D) &p(/\N—uD))

(S’I’C’A):(/Tf’ ND ND ND

D =&&(p+ ¢+ 1) — wdby — apba,
N = B(&i& + nodét +napéa),

€1ZCY+[1,+CZ,
52:("}_'—/"7
E3=p+o+p

2.4.5. Tétel. A (2.1) modell ¥+ endemikus egyensilyi pontja globdlisan aszimp-

totikusan stabil Ry > 1 esetén.
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3. fejezet

A TBC modell

3.1. A modell felépitése

Ebben a fejezetben a tuberkuldzis terjedésének egy modelljét mutatom
be. A modellhez Junli Liu és Talieli Zhang a Mathematical and Computer Mo-
delling 54. szaméban megjelent Global stability for a tuberculosis model cimd
tanulmanyat |27] veszem alapul.

A tanulméanyban felépitett modellben kiilon csoportot alkotnak a beoltott egyé-
nek, akik képesek megfert6z6dni, azonban kisebb valészintiséggel, mint az oltés-
ban nem részesiilt egészséges egyének. Az endemikus egyensilyi helyzet globalis
stabilitasanak bizonyitasa soran, a matemaikai szempontbol konnyebb kévethets-
ség érdekében felteszik, hogy az oltas hatékonysaga 100%, tehat a beoltott egyé-
neket nem lehet megfert6zni. A Junli Liu és Talieli Zhang altal épitett modelltsl
eltérden, jelen dolgozatban a beoltott egyének csoportjat nem veszem figyelembe.
Jelolje N(t) a teljes populaciot a t. idépillanatban, melyet 4 kompartmentre osz-

tunk fel a modellben:

S(t) a t. id6pontban megbetegedésre hajlamos, egészséges egyének szama,

L(t) a t. id6pontban tiinetmentes, nem fert6z8, latens TBC fert6zott egyé-

nek szama;

I(t) a t. id6pontban fert6z6, aktiv TBC fert6zott egyének szama;

T(t) a t. id6pontban fertézs, kezelésben részesiilé aktiv TBC fert6zott

egyének szama.
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3.1. abra. A TBC modell rendszerabraja

Az egészséges populacido A konstans rataval novekszik. Feltessziik, hogy
minden egyén, az aktiv TBC fert6zott I(t) osztalyba tartozok kivételével, termé-
szetes halallal hal meg, p rataval és az I(t) osztalybeliek meghalhatnak természe-
tes halallal vagy a tuberkulézis indukalta halallal is, azaz p + d rataval.

Adott A(t) = B(I(t) + p1T(t)) fert6z6dési rata, ahol § a TBC terjedését
leir6 kapcsolati rata, emellett feltessziik a tomeghatas érvényesiilését. A kezelt
aktiv TBC fert6zott egyének kevésbé fert6zGek, mint akik nem részesiilnek ke-
zelésben, amiért a p; < 1 modifikicios paraméter felel a modellben. Az S(?)
osztalybeli egészséges egyének () rataval fert6z6dnek meg, melybdl [ rész latens
TBC fert6zotté valik, tehat az L(t) osztélyba keriil és a maradék (1 —1) rész aktiv
TBC fert6zotte valik, vagyis az I(t) osztalyba keriil. Az L(t) osztalybeli egyének
0 rataval az I(t) osztalyba keriilnek. Az I(t) osztalybelieket v ardnyban kezelik
és a kezelt egyének a T'(t) osztalyba lépnek. A sikeresen kezelt egyének a T'(t)
osztalybol p rataval a latens TBC fertézott L(t) osztalyba keriilnek. A latens
TBC fert6zottek nem fert&znek.

A fent emlitett feltevések a kovetkez6é matematikai modellre fordithatoak le:

($(t)
L) = INOS(0) = (n+ 8)L(0) + pT(0) o)
I(t) = (1= DADS(O) + OL{1) = (u+ d+ I (1),

(T(t) = 7I(t) = (u+ p)T(t).

A= A@)S(t) = pS(1),

A teljes populacioé mérete a t. idépillanatban N(t) = S(t) + L(t) + 1(t) + T'(¢).
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Jelolje €2 a biologiailag realis tartomanyt

A
Q= {(S,L,I,T)eRi:Ng;}.

Hasonloan, ahogy a HIV modell vizsgalata soran is szerepelt:

A
N(t) < N(0)e ™™ + ;(1 — e M), tehat
N(t) < é, ha
W
A
N(0) < —.
(0) <=

Igy, az Q tartomany pozitivan invarians. Ebben a tartoméanyban a modell epi-
demiologiailag és matematikailag jol kittizott, més szoval, a (3.1) modell minden
eredménye az ) tartomanybol vett kezdeti értékek esetén az €2 tartomanyon beliil

marad minden ¢ > 0 esetén.

3.2. Az egyensiilyi helyzetek kiszamitasa

A (3.1) egyenletrendszer egyenesilyi pontjait a kovetkezs egyenletrend-

szer megoldasa adja:

S* = A — B(I* + p,T*)S* — uS* =0,
L* = 18(I* + p,T*)S* — (u+ 6)L* + pT* =0,

_ (3.2)
I"=1-0)p(I*+pT*)S*+0L* — (u+d+~)I* =0,
(7" =7I" = (n+p)T* = 0.
A fenti egyenletrendszer negyedik egyenletébsl T™*-ot kifejezve:
= (p+p)T"
=" p" (3.3)
ptp

Ezt az Osszefiiggést A\* = S(I* + p1T7*)-be helyettesitve:

No= B(I* + pT") = B(I* +p1(“1pl*)) - 1*(5(“ ZT;W“)), (3.4)

ahol Blu+p+yp) _ ar.

ft+p
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A (3.2) egyenletrendszer els egyenlete alapjan fejezziik ki S*-ot I* segitségével:

AN—a I"S* — puS* =0
a " S™ + pS* = A

(aI* + 1)S* = A (3:5)

A
(ar]* 4+ p)

*

Felhasznalva a (3.3)-(3.5) eredményeket a (3.2) egyenletrendszer masodik egyen-

letébe behelyettesitve és atrendezve:

)
(LA>[*+ﬂp
oo Nul tp B+ p

, 3.6
PP (3.6)
majd mindezt a negyedik egyenletbe helyettesitve:
0=(1-1)aI* A (w+d+y)I"
= —_ a —_— P
o\l + ) : !
I*( la A > LM
45 (ail*+p))  p+p
pto (3.7)

=I* {(1 —Day ((L) —(n+d+7)

04]* + ,u)

) la A ) Y )}
+ + .
/~L+5(((a11*+u) ft+p

Egy kéttényezGs szorzat akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezGje nulla.

A
o 1. eset: I"=0esetén L* =0,T*"=0¢és A — uS* =0, azaz S* = —.
L
A
Jelolje By az (S°, LY, 10, T°) = (—, 0,0, 0) betegségmentes egyensilyi hely-
U

zetet.

e 2. eset: Haa (3.7) kéttényezds szorzat méasodik tényezgjét egyenlveé tessziik
nullaval, akkor meghatarozhat6 az endemikus egyenstilyi helyzet.
Legyen Sa=pu+9d, &=p+0+v és & =p+ p. Ekkor
_ . 0 PV,
0= (1 — l)CLlA — 55(CL1[ + M) + — lalA + —(CL1] + /L) .
&4 &6
A kovetkezGekben a fenti egyenletbdl kifejezziik [*-ot.

El6szor bal oldalra rendezziik azokat a tagokat, melyekben I* szerepel:

olarA  dpyu
€4 €46’

5
Esarl" — P a1 = (1= DarA — s+
§4&6
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majd az egyenletet megszorozzuk £,&s-tal és kiemeljiik /*-ot:

I"ay(&58486 — 0p7) = (1 = DarA&a&e — E58aopt + 0larA&s + dpyp.
Ezutan leosztjuk az egyenletet I* egyiitthatojaval

Aar(1 = 1)(8 + p)(u + p) + 8las (i + p)) — Es&aopr + dpyp
a1(&58486 — 9p) ’

By —+p+yp1)

Htp
kifejezést behelyettesitve és az egyenletet egyszeriisitve kapjuk, hogy

o Mt ptyp)(BA-Dpt B -DO+ ) p

a1(£4&586 — 9p) ar

I' =

és a nevezGben szerepld helyekre, a korabban definidlt a; =

Végiil ﬁ—vel szorozva, majd ﬂ—et kiemelve kapjuk, hogy
M ar

P+ p+p1) (B = Dp+ BS)  p

"= Ma1(545556 - 5P’Y> a a_1
R N (2, B
"= al(RO b= ﬁ(u+p+7p1)(RO b

(1 +p+yp1)(Bu(l —1)S° + B6S°)

(4 06)(p+d+7)(p+ p) — oyp
Jelolje £, az (S*, L*, I*,T*) endemikus egyensilyi helyzetet, ahol

ahol Ry =

az elemi reprodukcios szam.

. A
a I* + p’
la; A
( a )I*+ PV g
Lo Nal +p ptp
40 ’
\ (e + p)
I = Ry — 1),
6(M+p+wl)( o= 1)
T*:LI*’
A p
_ Bu+p+yp1)
a; = .
p+p

3.3. Az elemi reprodukciés szam a TBC modellben

Hasonloan, ahogy a HIV modell esetén tettiik, a TBC modellnél is ajan-
lott meghatarozni az elemi reprodukcios szamot, hiszen ez egy jelentds kiiszob-

érték a modell stabilitisanak vizsgéalata soran. Tehat most hatarozzuk meg az
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elemi reprodukcids szamot a kovetkezd generaciot leird matrix segitségével!

A TBC modell differencidlegyenlet rendszerének fertézott alrendszere:
IB(I* 4+ pT*)S* — (u+ ) L* + pT™* = 0,
(1=0BI*+pT*)S*+0L* — (p+d+y)I* =0,

VI = (p+p)T* = 0.

A fert6zott alrendszer Jacobi-matrixa a fert6zésmentes egyenstlyi pont koriil:

—(p+9) 16S° 18S°p1 +p
0 (1-08S" = (p+d+7) (1=1)BSnm
0 v —(n+p)

Az 1j fertézések keletkezését leird T métrix:

0 18S° 185%p,
T=10 (1-0)B3S° (1-1)3S
0 0 0

A fert6zott egyének allapotaban valo valtozast leiré > matrix:

—(pu+9) 0 p & 0 p
Y= ) —(p+d+7) 0 =1dJd =& O
0 v —(u+p) 0 v =&

A Y7 matrix inv() Matlab paranccsal szdmitott eredménye:

&8 0 PSs
08 & Op
oy Y& &4

A koévetkez6 generdciot leird matrix (—=T27!) sajatértékei, melyeket a Matlab

-1 _ 1
B 0vp — 48586

beépitett eig() parancsaval szamoltam:

0

AN=TEh) = 0
(&6 +vp1)(BpS® 4 B6S° — BluS°)
§4&586 — 0Yp

A kovetkezs generaciot leird matrix spektralsugara, vagyis a targyalt TBC modell

elemi reprodukcios szama:

(& +vp1)(BuS® + 86S° — BluS°)

§4&586 — OYp
_ (utp+p)(Bp(1 = DS° + 53S%) _
(u+0)(u+d+7)(u+p) — 7p ’

p(=Tx7") =
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3.4. Az egyensiilyi helyzetek globalis stabilitasanak

vizsgalata

3.4.1. A betegségmentes egyensiilyi helyzet stabilitasa

3.4.1. Tétel. A (3.1) modell betegségmentes Ey egyensilyi pontja globdlisan aszim-
pototikusan stabil, ha Ry € [0,1).

Bizonyitas. Vegyiik a kévetkez6 Ljapunov fiiggvényt: V = 6L + &1 + AT, ahol

_ p10BLSY 4 0p + (1 = &Bpr S°
&6 '

A
AV fiiggvény t szerinti derivaltja:

V =6L + &I + AT = §[IB(I(t) + pT(1))S(t) — &aL(t) + pT(1)]
+&[(L=DBIE) + pT()S(t) + OL(t) — &I(t)]
+ A[VI(t) — &T(1)].

Az egyenletbdl az L valtozo kiesik, I és T' valtozokat kiemelve kapjuk, hogy

V =[818S + &4(1 — 1)BS — &u&s + Ay]I
+ [618p1S + 0p + E4(1 — 1) Bp1S — A&g|T.

Az Q halmazon beliil fennall az S < S° egyenl6tlenség, ezért igaz, hogy

V <[018S° + £4(1 = )BS° — &4 + Ay] 1
+ [018p1S° + 6p + €4(1 = )Bp1S° — A&]T.

A T-t szorz6 tagba A kifejezését behelyettesitve T kiesik:
V < [31BS° + (1 = 1)BS° — &a&s + A] 1

&-ot kiemelve, majd egyszeriisitve kapjuk, hogy

o (660188 + E€a(1 — 1)BS° — E€als + Y(p1BLS° +6p + (1 — D)&BpiS°)] T

V<
- €6
_ [56(5lﬁ50 +&(1 = 1)BS%) 4+ vp1(681S° + (1 = 1)&485°) — &6ads + 750}1
&6
_ (& +7p)(085° + p(1 = 1)BS?) — (§6&a&s —19p)
&6
:565455 —0p

56 (Ro — 1)] < 0, ha RO S [0, 1) .
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Mivel a modell minden paramétere nemnegativ és

§6€a&s —0py = (n+0)(u+p)(p+d) + (p+06 + p)uy > 0,

kovetkezik, hogy V <0,ha Ry € [0,1) és V = 0 akkor és csak akkor, ha [ = T =0
vagy S = S% A (3.1) modellbe I = T = 0 helyettesitéssel megmutathato, hogy
S — 8% hat—o00 S=S8°1T=0vagy S=.5"helyettesitéssel megmutathato,
hogy T" — 0, L — O vagy I — 0, T — 0, L — 0, hat — oo. Tehat V egy
Ljapunov fliggvény Q-n és a legnagyobb kompakt invarians halmaz {(S, L, [,T) €
Q : V =0} az egyelemii {E,} halmaz. Ennélfogva, a La Salle elv segitségével
lathato, hogy az Q-bol vett kezdeti értékek esetén a (3.1) modell megoldésai
Ry € [0,1) esetén az Ey-hoz konvergalnak, ha ¢t — oc.

3.4.2. Az endemikus egyensiilyi helyzet stabilitasa

3.4.2. Lemma. A (3.1) modellnek egyértelmien létezik endemikus
E, = (S*, L*, I*, T*) egyensulyi pontja, ha Ry > 1, ahol

A
[ ————
Clll*‘i‘/i
lag A
( a >F+ PV g
o \al +p ptp
1+ 0 ’
. p(p+ p)
I = Ry — 1),
Mu+p+7m% 0o~ 1)
T*:LI*’
Wt p
_ Blu+p+p1)
1= .
p+p

3.4.3. Tétel. A (5.1) modell E, endemikus egyensilyi pontja globdlisan aszimp-

totikusan stabil Ry > 1 esetén.
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4. fejezet

Modellvizsgalat numerikus

szimulaci6val

Ebben a fejezetben Matlab segitségével készitett szimulaciokon keresz-
tiil bemutatom, hogy a modellek ténylegesen a kiszamolt egyenstilyi helyzetekhez
fognak konvergalni. Emellett ravildgitok az elemi reprodukcios szam kiemelt sze-
repére is, hiszen mint lattuk a betegségmentes egyensilyi helyzet Ry < 1 esetén,
mig az endemikus egyensilyi helyzet Ry > 1 esetén globalisan aszimpototikusan
stabil.

A paraméterek valtoztatasaval a tarsadalom szaméra hasznos interven-
ciokra probalok kovetkeztetni. Egyrészt a szimulaciokbol kideriil, hogy a 3 kap-
csolati rata valtoztatasaval jelentGs valtozasok érhetéek el, ezzel csokkentve a
fertézott egyének szamat. Masrészt ha mar megfertézédtek az egyének, érdemes
felhivni a figyelmet a kezelés lehetGségére és eldnyeire, tovabba koriiltekintGen
tajékoztatni Gket a rosszul végzett és id6 el6tt abbahagyott kezelés stulyos kovet-
kezményeir6l. A HIV virus esetén az ART kezelést precizen be kell tartaniuk
a fert6zott egyéneknek, hiszen konnyen kialakulhat gyogyszerrezisztencia, mely
visszafordithatatlan kovetkezményekkel jar. Mivel a HIV virus altal fertézott
egyének nagyrészére jellemz6 a magas kockdzatvisel§ magatartas, ezért hangsi-
lyozni kell a kezeléssel jaré veszélyeket. A TBC baktériummal fertézott egyé-
nek esetén szintén fontos, hogy fegyelmezetten kovessék a kezelés menetét, mivel
konnyen kitjulhat az aktiv betegség vagy akar 6k is rezisztensek lehetnek. A szi-
mulaciok alapjan a HIV és a TBC jarvanyok terjedése visszafoghaténak tiinik a
kezelt egyének aranyanak novelésével. Ez elképzelhet6 gy, hogy tobb informaci-
6s anyagot bocsatunk ki a fert6zott egyének altal frekventaltan lakott, latogatott

helyeken és népszertsitjiik a sztir6vizsgalatokat.
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A HIV és a TBC altal egyiittesen fert6zott egyének szaméra kiilondsen
fontos a megfelel§ és kielégits informacio szolgaltatas, mivel 6k a fert6zott egyé-
nek kozott a magasabb rizikéfaktori csoportba tartoznak, hiszen betegségiik le-
folyasa gyors és a tarsadalom szamara sokkal veszélyesebbek a fertGz6képességiik
szempontjabol.

Megjegyzem, hogy minden abran jelzem a kiszamolt egyenstlyi helyzetek

értékét, ezzel lattatva a konvergenciat.

A 3 kapcsolati rata valtoztatasa

Mindkét modell esetén megfigyelhets, hogy a  kapcsolati rata valtozta-
tésa jelentds eredményekre vezet. A kapcsolati ratat csokkenthetjiik az egészséges
emberek korében figyelemfelhivo programok szervezésével, plakatok, internetes
reklamok segitségével, mely soran értesiilhetnek a jarvanyok létezésérdl és a meg-
el6zés fontossagardl és lehetGségeirsl. A fertézott egyének figyelmét is érdemes
felhivni felelGsségiikre és tudatositani benniik fert6zéses betegségiik komolysagat.

A HIV modell esetén a [ paraméter valtoztatasdnak hatasat A = 2;
ne = 0,04, na = 1,3; p=1/70, p = 0,1; ¢ = 0,7, w = 0,09; « = 0,33; d =
0,99 paraméter értékek és (S,1,C;A) = (50;10;20;1,5) kezdeti feltétel mellett
vizsgalom. A 4.1-4.3 dbrakon jol latszik, hogy [ kis valtoztatasaval az Ry értékek
jelentGsen valtoznak, igy az egyes kompartmentek mérete is valtozik. A 4.1 4bran

megfigyelhetd, hogy a jarvany egy id6 utan kihal, ugyanis ez esetben Ry < 1.

140
s
120 | s
o —
O
5 1001 c
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$ 80
2
=
£
£ 60
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0 == : : ' ' '
0 200 400 600 8OO 1000 1200 1400 1600

t

4.1. dbra. A HIV modell 5 = 0,0009 és Ry = 0,9281 esetén.
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A 4.2 és a 4.3 abra Osszehasonlitasa soran észrevehetd, hogy a kisebb R

értékhez a tarsadalom szempontjabol kedvez6bb endemikus egyensilyi helyzetek

tarsulnak; az egészségesek tébben lesznek, mig a fert6zott egyének csoportjainak

mérete kisebb értékekhez fog konvergalni.
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0,0013 és Ry = 1,3406 esetén.
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4.3. abra. A HIV modell g = 0,0017 és Ry = 1,7530 esetén.
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A TBC modell esetén f valtoztatasat A = 2; py = 0,5; p = 1/70;
[=0,8;6=0,03; p=0,7;v=0,7; d =0,03 paraméter értékek és (S,1,C, A) =
(11;5;4;2) kezdeti feltétel mellett vizsgalom. Ebben az esetben egy endemikus
egyensilyi helyzethez és két betegségmentes egyensilyi helyzethez kapcsolodo
abrat mutatok be.

A 4.4 és a 4.5 abra Osszehasonlitasaval lathatd, hogy kisebb R, érték
esetén a jarvany mar koriilbeliil 200 év alatt kihal, mig a méasik esetben ehhez

akar 4-szer annyi idére is sziikség van.
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4.5. dbra. A TBC modell § = 0,0017 és Ry = 0,9411 esetén.
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4.6. abra. A TBC modell 5 = 0,003 és Ry = 1,6607 esetén.

A 4.6 abran megfigyelhetd, hogy Ry > 1 esetén a TBC modell a kiszamolt

endemikus egyenstlyi helyzetekhez konvergal.

A kezelésben részesiil6k aranyanak valtoztatasa

Mar ismert, hogy ha az elemi reprodukciés szam értékét sikeriil 1 ala
szoritani, akkor a modell a betegségmentes egyensilyi helyzethez fog konvergal-
ni. Erre tobb esélyes lehet6ség is kinalkozik. Ebben az alfejezetben bemutatom,
hogy a kezelésekre érdemes lehet nagyobb hangsilyt fektetni. Ennek modszeréiil
szolgalhat, hogy a magasabb kockézati csoportba tartozé egyének szaméara gya-
koribb sztirGvizsgalatokat biztositanak, ami altal a kezelést id6ben elkezdhetik és
a szegényebb orszagokban, ahol nem, vagy csak kevéssé elérhet§ a kezelés, ott
fejlesztik a rendszert. Tovabbé akiket mér kezelnek, fontos megismertetni veliik
és mélyen tudatositani benniik, hogy ezen komoly betegségek kezelése szigoru
fegyelmet igényel és a sajat és a tarsadalom érdeke is, hogy helyesen folytassak.

A HIV modell esetén a ¢ és az w paraméterek valtoztatasdnak hatasat
vizsgadlom. A ¢ azt jelzi, hogy az AIDS tiinet nélkiili /() csoportba tartozo
HIV-fert6zott egyének mekkora aranyban részesiilnek kezelésben, ami novelhetd
a gyakoribb szirGvizsgalatokkal, ezaltal a korai felismeréssel és az ART kezelés

megkezdésével. Az w paraméter mutatja, hogy milyen rataval nem tartjak be a
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kezelt egyének a kezelés menetét. Mindezt A = 2; 5 = 0,0009; ne = 0,04; na =
1,3; w=1/70, p = 0,1; a = 0,33; d = 0,99 paraméter értékek és (S,I,C, A) =
(50;10;20; 1,5) kezdeti feltétel mellett vizsgalom.
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4.7. abra. A HIV modell ¢ = 0,5; w = 0,1 és Ry = 1,2753 esetén.
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4.8. dbra. A HIV modell ¢ = 0,7; w = 0,05 és Ry = 0,8759 esetén.

A 4.7 és a 4.8 abra Osszehasonlitasaval megfigyelhetd, hogy az AIDS

tiinetekkel nem rendelkezd egyének kezelési aranyaban (¢) valo novekedés és a
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kezelést helyteleniil végzdk aranyaban (w) vald csokkenés pozitiv hatéssal van a
jarvany kihalasanak szempontjabol.

A TBC modell esetén p és v valtoztatasanak hatasait vizsgalom A = 2;
g =0,0017 p; = 0,5; p=1/70; 1 = 0,8; 6 = 0,03; d = 0,03 paraméter értékek és
(S,1,C, A) = (11, 5; 4; 2) kezdeti feltétel mellett. A p paraméter a sikeresen kezelt
egyének aranyidt mutatja, mig a v paraméter a kezelésben részesiilé aktiv TBC
fertézottek ardnyat jeloli. A kezelt aktiv TBC fert6zottek ardnya névelhets lehet
a szegény orszagokban valo egészségiigyi fejlesztésekkel, civil szervezetek pénziigyi
tamogatasaval. A 4.9 és 4.10 Abran megfigyelhetd a kezelésekkel kapcsolatos ratak

novelésének pozitiv hatéasa.
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4.9. dbra. A TBC modell p = 0,6; v = 0,5 és Ry = 1,1639 esetén.
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4.10. abra. A TBC modell p =0,7; v = 0,7 és Ry = 0,9411 esetén.
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5. fejezet
Osszefoglalas

A dolgozatban lathattuk kiilon a HIV és a TBC modell egy-egy lehetsé-
ges felépitését, az egyensilyi helyzeteik kiszamitasat, stabilitasvizsgalatat és az
elemi reprodukcios szadm meghatarozo szerepét. A két kiilonalloan vizsgalt mo-
dell egyiittesen is tanulményozhato, ahogy ezt Cristiana J. Silva és Delfim F. M.
Torres A TB-HIV/AIDS coinfection model and optimal control treatment cimd
[10] cikkiikben kifejtik. Mivel a két fertézéses betegség nagy mértékben Gsszefiigg,
igy érdemesnek lattak egy kozos TBC-HIV/AIDS modell felallitasat, melyre al-
kalmazzak az "optimal control" elméletet, azt célul véve, hogy az aktiv TBC és
HIV fert6zottek szamat minimalizaljak.

A szimulaciok soran megfigyelhetd volt, hogy néhany paraméter valtoz-
tatasaval elérhet6vé valhat akar a jarvany kihalésa is. Ezek valosziniileg a fejl6dé
régiokban lennének célravezetGek, hiszen ott az oktatés és az egészségiigy ala-
csony szinvonald és a jarvanyoknak ez nagy mértékben kedvez. A matematikai
modellezés vildgunk fontos részét képezi. Mivel a vilag erdforrdsai végesek, a
szamitogépes szimulaciok fontos szerepet jatszhatnak a dontéshozatalban, hogy
mely intervenciokra érdemes kolteni egy korméanynak vagy egy szervezetnek. A
jarvanyterjedés napjainkban igen komoly kérdés, hiszen emberi életek milnak
rajta, és mar 12 ora alatt eljuthatunk Londonbél Tokioba. Uj jarvany kiala-
kulasara valé minél gyorsabb és hatékonyabb reakcioban fontos szerepe lehet a

matematikai modellezésnek.
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Fuggelék

A modellvizsgalat soran hasznalt Matlab (R2017) kodok:

HIV modell

A megoldas meghatarozasa és abrazolasa (megoldas.m)

El6szor kiszamoljuk az elemi reprodukcios szamot és annak értékétsl fliggéen
abrazoljuk a megoldast. Ry < 1 esetén egy abran dbrazoljuk a négy kompartment
méretének alakulasat, mivel I*, C* és A* csoportok mérete nullahoz fog tartani.
Ry > 1 esetén négy kiilén dbran abrazoljuk a négy kompartment méretének

valtozasat.

function Z = megoldas(start,endd,llambda,beta,etac,etaa
,mu,rho,phi,omega,alpha,d,IC)

z = [1;

lambda = calclambda(beta,etac,etaa, IC) ;

par = [llambda, lambda,beta,etac,etaa,mu,rho,phi,omega,
alpha,d];

R = reprod(llambda,6beta,etac,etaa,mu,rho,phi,omega,
alpha,d);

if R<1

for (i=start:endd)
options = odeset('RelTol',1le-10, 'AbsTol',1e-10);
[t y] = ode45(Q@egy_rendszer ,[i i+1],IC,options,par)

3

lambda = calclambda(beta,etac,etaa,y(end,:));
par (2) = lambda;
IC=y(end,:);

Z = vertcat(Z,[t yl1);
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end
close all;
clf;
hold on
plot(Z(:,1),2(:,2),'g', 'linewidth' ,1.2);
plot(Z(:,1),Z(:,1) .x0+1lambda/mu, 'c');
plot(Z(:,1),Z(:,3),'b', " 'linewidth’' ,1.2)
plot(z(:,1),Z2(:,4),'y', ' linewidth' ,1.2)
plot(Z(:,1),Z(:,56),'r',"'linewidth' ,1.2)
legend ('\it S','"\it S*','\it I','\it C','\it A", "'
Interpreter', 'tex"')

xlabel ('\it t','Interpreter', 'tex')
ylabel ('Kompartmentek merete')
hold off

else
for (i=start:endd)
options = odeset('RelTol',le-10, 'AbsTol',1e-10);
[t y] = ode45(Q@egy_rendszer ,[i i+1],IC,options,par)

3

lambda = calclambda(beta,etac,etaa,y(end,:));
par (2) = lambda;
IC=y(end,:);

Z = vertcat(Z,[t yl);

end

endemic=calcendemic (llambda ,beta,etac,etaa,mu,rho,
phi,omega,alpha,d);

close all;

clf;

figure

subplot (2,2,1)

hold on

plot(z(:,1),2(:,2),'g', 'linewidth' ,1.2)

plot(Z(:,1),Z(:,1) .*x0+endemic(1),'c")

legend ('\it S','\it S*','Interpreter',6 'tex','
location', 'southeast');

xlabel ('\it t','Interpreter', 'tex');
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ylabel ('S kompartment merete');

hold off

subplot (2,2,2)

hold on

plot(Z(:,1),Z(:,3),'b', 'linewidth',1.2)

plot(Z(:,1),Z(:,1) .x0+endemic(2),'c")

legend ('\it I','\it Ix','Interpreter',6 'tex','
location', 'southeast');

xlabel ('\it t','Interpreter', 'tex');

ylabel ('I kompartment merete');

hold off

subplot(2,2,3)

hold on

plot(Z(:,1),Z(:,4),'y',"'linewidth' ,1.2)

plot(z(:,1),Z2(:,1) .*0+endemic (3),"'c")

legend ('\it C','\it Cx','Interpreter',6 '"tex','
location', 'southeast');

xlabel ('\it t','Interpreter', 'tex');

ylabel ('C kompartment merete');

hold off

subplot (2,2,4)

hold on

plot(z(:,1),2(:,5),'r', ' linewidth' ,1.2)

plot(z(:,1),Z(:,1) .*0+endemic (4),'c")

legend ('\it A','\it Ax','Interpreter', 'tex','
location', 'southeast');

xlabel ('\it t','Interpreter', 'tex');

ylabel('A kompartment merete');

hold off

end

A ) fert6z6dési rata (calclambda.m)

function lambda = calclambda(beta,etaa,etac,v)
lambda = betax(v(2)+etaaxv(3)+etacxv(4));

end
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A differenciilegyenlet-rendszer (egy rendszer.m)

function dydt=egy_rendszer(t,y,par)

llambda = par(1l);
lambda = par (2);

beta = par(3);
etac = par (4);
etaa = par (5);

mu = par (6);
rho = par (7);
phi = par(8);

omega = par(9);
alpha = par(10);
d = par(11);

dydt = zeros(4,1);

dydt (1)
dydt (2)
alphax*y (4);

llambda-lambdax*y (1) -muxy (1) ;
lambda*y (1) -(rho+phi+mu) *y (2) +omegaxy (3) +

dydt (3) = phixy(2)-(omega+mu)*y(3) ;
dydt (4) = rhoxy(2)-(alpha+mu+d)*y(4);

Az elemi reprodukciés szam (reprod.m)

function R = reprod(llambda,beta,etac,etaa,mu,rho,phi,
omega ,alpha,d)

R = (llambda*beta*((alpha+mu+d) *(omega+mu)+etac*phi*(
alpha+mu+d) +etaa*rho*(omega+mu)))/(mu*(rho+phi+mu) *(
omega+mu) *(alpha+mu+d) -mu*alpha*rho*(omega+mu) -mu*
omega*phi*(alpha+mu+d)) ;

end

Az egyensiilyi helyzetek (calcendemic.m)

Az egyensilyi helyzeteket kiilon szamoljuk, hogy a kodok attekinthetsh-
bek legyenek.
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function endemic=calcendemic(llambda ,h6 beta,etac,etaa,mu,
rho ,phi,omega,alpha,d)
xil=alpha+mu+d;
xi2=omega+mu;
xi3=rho+phi+mu;
D=(alpha+mu+d) *(omega+mu) * (rho+phi+mu) -omega*phi*(
alpha+mu+d) -alpha*rho*(omega+mu) ;

N=betax*(xil*xi2+etac*phi*xil+etaa*rho*xi2) ;

endemic (1)=D/N;

endemic (2)=(xil*xi2*(1llambda*N-mux*D))/(N*D);
endemic (3)=(xil*phi*(llambda*N-mu*D))/(N*D);
endemic (4) =(xi2*rho*(llambda*N-mu*D))/(N*D) ;

end

TBC modell

A megoldas meghatarozasa és dbrazolasa (megoldas2.m)

function Z = megoldas2(start,endd,llambda,beta,rhol,mu,
1,delta,rho,gamma,d,IC)
z = [1;
lambda = calclambda2(beta,rhol,IC);
par = [llambda, lambda,beta,rhol,mu,l,delta,rho,gamma,d
1;
R = reprod2(llambda,beta,rhol ,mu,l,delta,rho,gamma,d);
if R<1
for (i=start:endd)
options = odeset('RelTol',1e-10, 'AbsTol',1e-10);
[t y] = ode45(Q@egy_rendszer2,[i i+1],IC,options,par

)
lambda = calclambda2(beta,rhol,y(end,:));
par (2) = lambda;
IC=y(end,:);

Z = vertcat(Z,[t y1);
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end

close all;

clf;

hold on

plot(Z(:,1),2(:,2),'g', 'linewidth' ,1.2);

plot(Z(:,1),Z(:,1) .x0+1lambda/mu, 'c');

plot(z(:,1),2(:,3),'y"', ' linewidth' ,1.2)

plot(Z(:,1),Z2(:,4),'r'," 'linewidth' ,1.2)

plot(Z(:,1),Z(:,5),'b", 'linewidth' ,1.2)

legend ('\it S','\it sS*','\it L','\it I','\it T',"'
Interpreter', 'tex"')

xlabel ('\it t','Interpreter', 'tex')

ylabel ('Kompartmentek merete')

hold off

else

for (i=start:endd)

options = odeset('RelTol',le-10, 'AbsTol',1e-10);

[t y] = ode45(Q@egy_rendszer2,[i i+1],IC,options,par
)

lambda

calclambda2(beta,rhol,y(end,:));
par (2) lambda;

IC=y(end,:);

Z = vertcat(Z,[t yl);

end

endemic=calcendemic2(llambda,beta,rhol ,mu,1l,delta,
rho ,gamma ,d) ;

close all;

clf;

figure

subplot (2,2,1)

hold on

plot(z(:,1),2(:,2),'g', 'linewidth' ,1.2)

plot(Z(:,1),Z(:,1) .*x0+endemic(1),'c")

legend ('\it S','\it S*','Interpreter',6 'tex','
location', 'southeast');

xlabel ('\it t','Interpreter', 'tex');
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ylabel ('S kompartment merete');

hold off

subplot (2,2,2)

hold on

plot(Z(:,1),Z(:,3),'y', 'linewidth' ,1.2)

plot(Z(:,1),Z(:,1) .x0+endemic(2),'c")

legend ('\it L','\it Lx','Interpreter',6 '"tex','
location', 'southeast');

xlabel ('\it t','Interpreter', 'tex');

ylabel ('L kompartment merete');

hold off

subplot(2,2,3)

hold on

plot(Z(:,1),Z(:,4),'r',"'linewidth' ,1.2)

plot(z(:,1),Z2(:,1) .*0+endemic (3),"'c")

legend ('\it I','\it Ix','Interpreter', 'tex','
location', 'southeast');

xlabel ('\it t','Interpreter', 'tex');

ylabel('I kompartment merete');

hold off

subplot (2,2,4)

hold on

plot(Z(:,1),Z(:,5),'b', 'linewidth' ,1.2)

plot(z(:,1),Z(:,1) .*0+endemic (4),'c")

legend ('\it T','\it Tx*','Interpreter',6 'tex','
location', 'southeast');

xlabel ('\it t','Interpreter', 'tex');

ylabel('T kompartment merete');

hold off

end

A )\ fert§z6dési rata (calclambda2.m)

function lambda = calclambda2(beta,rhol,y)
lambda = betax*(y(3)+rholx*xy(4));

end
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A differenciilegyenlet-rendszer (egy rendszer2.m)

function dydt=egy_rendszer2(t,y,par)

llambda = par(1);
lambda = par (2);

beta
rhol

par (3);

par (4) ;
mu = par (5);

1 = par(6);
delta = par(7);
rho = par(8);
gamma = par (9);
d = par (10);

dydt = zeros(4,1);

dydt (1) = llambda-lambdaxy (1) -mux*xy (1) ;

dydt (2) = 1xlambdax*y(1)-(mu+delta)x*y(2)+rhoxy(4);

dydt (3) = (1-1)*lambda*y(1)+delta*y(2)-(mu+d+gamma) *xy
(3);

dydt (4) = gammax*y(3) -(mu+rho) *y (4) ;

Az elemi reprodukcids szam (reprod2.m)

function R = reprod2(llambda,beta,rhol ,mu,l,delta,rho,
gamma ,d)

R = ((mu+rho+gamma*rhol)*(beta*(llambda/mu) *(mu*x(1-1)+
delta)))/((mu+delta)*(mut+td+gamma) *(mu+rho)-deltax
gamma*rho) ;

end

Az egyensiilyi helyzetek (calcendemic2.m)

function endemic=calcendemic2(llambda,beta,rhol mu,l,
delta,rho,gamma,d)
R = reprod2(llambda,beta,rhol ,mu,l,delta,rho,gamnma,
d);
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end

al=(betax(mu+rho+gamma*rhol))/(mu+rho);

endemic (3) =(mu*(mu+rho))/(beta*x(mu+rho+gamma*rhol))
*(R-1);

endemic (1)=11lambda/(al*endemic (3) +mu) ;

endemic (2)=(((l*al*llambda)/(al*endemic (3) +mu))*
endemic (3) +((rhoxgamma*endemic (3) )/ (mu+rho))) /(
mu+delta) ;

endemic (4) =(gamma/(mu+rho) ) *endemic (3) ;
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