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Bevezetés

A dolgozatomban a kopula alapt regresszié modszerével foglalkozom.

A statisztikdban gyakori probléma annak meghatarozasa, hogy egy
vagy tobb fliggetlen valtozé milyen hatassal van a fiiggd valtozora,
illetve ennek a kapcsolatnak a leirasa. Elobbit korrelacié-, utobbit
regressziészamitasnak nevezzik. A figgés szokvanyos modellje esetén
egyetlen szam, a korrelacio jellemzi a valtozoparok fliggését. Egyiit-
tes normalis eloszlas esetén a korrelacios kapcsolat erdsségét a linedris
korrelacids egytitthatéval mérjiikk. Azonban gyakran eléfordul, hogy
nem elég informécionk az egyiittes eloszlasrél. A kopula egy olyan
technika, amelynek segitségével a valtozok eloszlasa és fiiggésének ka-

rakterisztikaja egymastol fiiggetleniil kezelheto.

Az elso fejezet a kopuldkkal kapcsolatos alapfogalmakat és tételeket
foglalja Ossze, illetve ismerteti a legfontosabb kopula osztélyokat és
azok generatorfiiggvényeit. A méasodik fejezet felidézi a linedris kor-
relacié alapjait, majd felvazolja a valtozok kozotti kapcsolat kopula
alapt mérését. A harmadik fejezet bevezetést nyujt a kopula alapti
regresszié alapjaiba. A negyedik és 6todik fejezet bemutatja az R
programcsomagot, ezen belil pedig a Gaufl Copula Marginal Regres-

sion csomagot, majd ennek alkalmazasat kiilonb6z6 mintakon.
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1.

Kopulak

1.1. Alaptulajdonsagok

A kopula modell napjaink egyik legnépszeriibb matematikai eszkoze, mely segit-
ségével két vagy tobb valdszintiségi valtozd egyiittes eloszlasanak elemzését végez-
hetjiik el. Alkalmazasa elterjedt a kvantitativ pénziigyek, biostatisztika, épitészet
és egészségiigyi teriileteken. A kifejezés a latin copulare szobdl ered, jelentése:
6sszekot, kapesol. Matematika vonatkozasban elészor Abe Sklar hasznalta 1959-
ben, mint eszkoz, mely segitségével egylittes eloszlasokat modellezhetiink adott

peremeloszlasokra.

Legyen X és Y folytonos valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye rendre F'(z) =
P(X <z)é Gly) = P(Y <y) és H(z,y) = P(X < 2,Y < y) az egyiittes
eloszlasfiiggvényiik. V(z,y) € [—oo, oc]*re vegyiik azt az I3-beli (I = [0, 1]) pon-
tot, amelynek koordinatai (F(x), G(y), H(z,y)). Ezt a I? — I leképzést nevezziik
kopulanak.



1.1 Alaptulajdonsagok

1. Definicié (kopula). Kopulin egy d-dimenzids, egyenletes eloszldsi peremérté-
kekkel rendelkezd valosziniségi vektor eloszlasfigguényét értjik.

A C:]0,1]% — [0,1] kopulafiigguényre az aldbbi tulajdonsdgok teljesiilnek:
o Clug,ug, ..., ui1,0,U1,...,uq) =0 Yuy,ug,...,uqg € [0,1]
e C(1,...,Lu;l,...;1) =u; Yu; €[0,1], aholi=1,...,d

o V(ay,...,aq), (b1,...,ba) €10,1]% és a; < b; esetén

2 2
Z e Z (_1)i1+...+idc(uli1a <. 7udid> >0
i1=1 ig=1
ahol U1 = a4y és Ujo = bj, \V/] S {17 ce ,d}

Az elso két tulajdonsag miatt egyenletesek a peremeloszlasok. Mig a harmadik tu-
lajdonsdg biztositja, hogy barmely (Uy, . .., Uy) vektorraa P(U; € [a1,b1],...,Ug €

[aq, bg]) valészinliség nem negativ.

Barmely fliggvény, amelyre igazak az el6z6 feltételek kopulanak mindsiil. Tovab-
bé, ha C egy d-dimenzids kopula, akkor C'(1,uq,...,uq_1) is kopula. Azaz C

minden k-dimenzioja pereme kopula, ahol 2 < k < d.

2. Definici6 (2-dimenzids kopula). A fenti definicio specidlis esete a 2-dimenzids

kopula, amelyre teljestil, hogy:
e C(0,y) =0 és C(z,0) =0, V,y € [0, 1]
e O(l,y) =y és C(x,1) =z, Vo,y € [0,1]

o C 2-nivé, azaz ¥(ay,as), (b1, bs) € [0,1)* és a; < b; esetén

P T (1) (g, u,) > 0
)

>r oy (1) C(uniy, ugr) + (1) 2C (uni, , un2) )] > 0
)

(—1)2C (u11,u91) + (—1)3C (u11,u92) + (—1)3C(ur2,u9) + (=1)4C(ura,u9) > 0
)

C(Un, U21) - O(Un, U22) - C(Ulz, U21) + O(U12, U22) > 0



1.2 Sklar-tétel

Mivel ujy = a; és ujo = b;, Vj € 1,2, ezért:

O(&l,az) — C(al,bg) — C(bl,CLQ) + O(bl,bg) 2 0

1.2. Sklar-tétel

A kopulék alaptételét Abe Sklar adta meg[l], melynek lényege, hogy minden
tobbvaltozos eloszlasfliggvény kifejezhetd a marginalisai fiiggvényében egy kopula

segitségével.

1. Tétel (Sklar). Legyen F' eqy d-dimenzids eloszlasfigguény Fi, ..., Fy peremel-
oszldsokkal. Ekkor létezik eqy C : [0,1] — [0, 1] kopula, amelyre Vo € RY esetén
igaz, hogy:

F(xy,...,xq) = C(Fi(x1),..., Fy(xa))
és ha F; folytonos Vi € {1,...,d}-re, akkor C egyértelmd.
Megforditva, ha C' eqy d-dimenzios kopula és Fi, ..., Fy eqyvdltozos eloszldsfiigg-

vények, akkor F' eqy d-dimenzids eloszldsfiigguény az Fi, ..., Fy margindlisokkal.

A bizonyitashoz sziikség van eloszlas transzformacié fogalméara és a hozza kap-
csolodé tételre, mely szerint ha beirunk egy adott valdszintiségi valtozot a sajat

eloszlasfiggvényébe, akkor egy [0, 1]-en egyenletes eloszlast valtozét kapunk.

3. Definicié6 (Eloszlas transformalt). Legyen Y valdsziniségi valtozo eloszldsfiigg-
vénye F' és V (0,1)-en egyenletes eloszlasi, Y-tol fiiggetlen valdszinidségi vailtozd,
ekkor U:=F(Y,V) mddositott eloszldsfiggvényt, ahol

F(z,\):=P(X <z)+ AP(Y =x)
az Y eloszlds transzformaltjinak nevezziik.
Ha F folytonos, akkor F(z,\) = F(z) YA-ra és U = F(Y) & U(0,1), ahol <
eloszlasbeli egyenldséget jelol.

2. Tétel (Eloszlas transzforméacio). Legyen U = F(Y,V) Y wvaldszindiségi vdltozo
eloszlds transzformdltja. Ekkor U 4 U(0,1), azaz U egyenletes eloszldisi a (0,1)

intervallumon és X = F~Y(U) majdnem mindig.



1.2 Sklar-tétel

Térjiink vissza Sklar tételének bizonyitasara.

Bizonyitds. Legyen X = (X,...,X,,) egy tetszileges vektor a (2, A, P) val6szi-
niiségi mezén és F az eloszlasfuggvénye. Legyen V (0, 1)-en egyenletes eloszlast,
X-tél fiiggetlen valoszintiségi valtoz6. Tekintsiik az U; := F;(X;, V') eloszlastransz-
formaciot, 1 < i < n. Ekkor 2 miatt U; < U(0,1) és X; = F,"'(U;) majdnem
mindig, V1 < i < n. Igy az U = (Uy,...,U,) eloszlasfiggvényeként definialt C
segitségével felirhato, hogy:

F(z)=P(X <x)=PF Y U;) < 25,1 <i<n)

vagyis F-nek kopuldja C. [

A tételbol lathatd, hogy minden folytonos, tobbvaltozds eloszlasfiiggvény esetén
kiillon tudjuk vélasztani a peremeloszlasokat a fiiggoségi strukturatél, és ez a

stuktura egy kopulaval reprezentalhaté.

Legyen F' egy d-dimenzids eloszlasfiiggvény folytonos Fi, ..., Fy; peremeloszla-
sokkal. Ekkor egyértelmiien létezik egy C d-dimenziés kopula, amely Vr =
(z1,...,24) € Rire:
F(z) = C(Fi(1),..., Fa(za)).
C kopulét a kévetkez$ formuldval hatarozzuk meg Vu € [0,1]%
Clw) = F(Fy Mun),.. By (ua)
1 1)y 4y d))s
ahol FI"(t) := inf {z : Fy(z) > t}.

3. Tétel. Ha X és Y folytonos valdszindiségi vdltozé és C : [0,1]* — [0,1] az

eqyiittes eloszlasuknak megfelelé kopulafiiggvény, akkor:
e C(u,v) novekvd mindegyik valtozéjaban

o Ha « és B két szigorian névekvd transzformdcioja X-nek illetve Y-nak, ak-
kor az X és Y-hoz tartozd kopula egyenld az a(X) és 5(Y)-hoz hozzdrendelt
kopuldval:

Cxy = Cax),8(v)



1.3 Fréchet hatarok

o Minden kopuldra érvényes a Lipschitz-féle egyenldtlenség:

V(Ul,UQ), (Ul,UQ) € [O, 1]2 . |C(U1,U2)—C(’Ul,v2)| S |U1—UJ2’+|’U1—U2|

1.3. Fréchet hatarok

A kopulédk minden esetben alulrdl és feliilrol is korlatosak. Definialjuk M™, II" és

W™ figgvényeket a [0, 1]"-en a kovetkez&képpen:

=

3

£
|

min(uy, ..., uy,),
I"(u) = wuyp...up,

W™(u) = max(ug +...4+u, —n+1,0).

M™ és 11" n-kopula Vn > 2-re, mig W™ nem kopula n > 3 esetén, ahogy az alabbi
példabdl lathato.

1. Példa. Vegyiik az [1/2,1]" C [0,1]" n-kockdt.

Vivn([1/2,1]") = max(l+...+1—n+1,0)
—nmax(1/2+1+...+41—-n+1,0)
+(3) max(1/2+1/24 1+ +1—n+1,1)

+max(1/2+...+1/2—n+1)
= 1-n/240...4+0.
Ennélfogva W™ nem kopula, ha n > 3.

4. Tétel (Fréchet-Hoeffding hatérok). Legyen C' egy n-dimenzids kopula.
Minden u € [0, 1]"-ra fenndll, hogy:

W (u) < Cu) < M"™(u).

Azaz, minden kopula minden pontban nagyobb mint a W fiigguény és kisebb mint

az M kopula.

Ezeket a hatarokat hivjuk Fréchet-hataroknak.



1.4 Kopulak osztalyozasa

A tétel konnyen belathato 2-dimenzios kopula esetében,
azaz ha C : [0,1]2 — [0, 1].

Legyen (u,v) € [0 1]2

c sz

C(u,v) <C(u,1) =u

cmm§caw—v}$cwwgm“%@=Mww

X Legyen (u,v) € [0, 1]?, ekkor mert

Ve(lu, 1] x [v,1]) = C(1,1) = C(1,v) = C(u, 1) + C(u,v) 2 0

és C'(1,1) =1, C(1,v) = v, C(u,1) = u érvényes, hogy 1 — v —u + C(u,v) > 0:
Az el6bbi szerint C(u,v) >u+v—1

= C'(u,v) > max(u+v—1,0
tovabb4, mert C(u,v) >0 (u, ) x( )

Ha n darab valdszintiségi valtozé egyiittes eloszlasfiiggvénye O, akkor C-vel jelol-
jitk a valtozok egyiittes tulélési fliggvényét, azaz ha (U, ..., U,)T eloszldsfiiggvé-
nye C, akkor C(uy,...,u,) = P{U; > uy,..., U, > u,}.

4. Definicid. Legyen Cy és Cy kopula. Ekkor Cy kisebb, mint Cy (Cy < C3), ha:
C1(u) < Cy(u) és  Ci(v) < Cy(u)

fendll minden u € [0, 1]"-ra.

1.4. Kopulak osztalyozasa

Roviden bemutatom az ismertebb kopula osztalyokat. A kopuldkat két fobb

osztalyba soroljuk, az archimédeszi kopulak és az elliptikus kopuldk osztalyaba.

1.4.1. Elliptikus kopulak

Az elliptikus kopulak osztalyaba tartozik a Gaufl kopula és a t-kopula. Elébbit

tobbvaltozos normélis eloszlas, mig utébbit Student t-eloszlas esetén alkalmazzuk.



1.4 Kopulak osztalyozasa

5. Definicié (Elliptikus eloszlas). Ha X egy n-dimenzids valdsziniségi vektor, u €
R™ és > eqy n X n-es, nemnegativ definit, szimmetrikus mdtriz, amelyekre fendll,
hogy X — u karakterisztikus figguénye ©X_,(t) figgvénye a t* 3t kvadratikus
alaknak, azaz pX_,(t) = ¢(t1' 3 t), akkor X -nek elliptikus eloszldsa van a u, Y,
¢ paraméterekkel. Jelolése: X ~ E,(u, >, )

n = 1 esetén az elliptikus eloszlas megegyezik az egydimenziés szimmetrikus

eloszlassal. A ¢ fliggvényt karakterisztikus generatornak nevezziik.

6. Definicié (GauB kopula). Az n-vdltozés normdlis eloszlds kopuldjat R linedris

korreldcios mdtrixz esetén a kévetkezoképpen definidljuk:

CR(u) = ¢p(0™ (w),- ., 07 (),

ahol @' jeloli az n-vdltozos normdlis eloszlasfigguénynek egyiittes eloszldsfiiggué-
nyét, R korreldciés mdtrizszal és ¢~ jeloli a sztenderd normdlis eloszldsfiigguény

inverzét.

Kétvaltozos esetben a kopula felirhaté a kovetkezo alakban is:

¢~ Hu) o t(v) 1 5% — 2R19st + 12
CGa - / / — dsdt.
Ry =[] 2n(1 — R%,)12 P 2(1— R2,) °

Most nézziik hogyan generdlhatjuk le a véletlen valtozét adott C§¢ GauB ko-

pulabdl. Tekintstik kizardlag a szigortian pozitiv definit R matrixokat. Legyen
R = AAT ahol A n x n-es métrix, és ha Zi,..., Z, ~ N(0, 1) fiiggetlenek, akkor
fennall, hogy

p+ AZ ~Ny(u, R).

Az A matrix legyen az R Cholesky felbontasa, azaz R-t egy also triangularis méat-
rix és annak konjugalt transzponéltjanak szorzatava bontjuk fel. Ezzel konnyen

eléallithatjuk a véletlen valtozot a Gaufl kopulabdl.



1.4 Kopulak osztalyozasa

Tehat az algoritmus:
e Allitsuk el R Cholesky felbontdsat, A-t

o Legyenaz = (z1,...,2,) egy n dimenzids, fiiggetlen koordindtaji, normalis

eloszlasi valtozo
e Legyen z = Az
e Legyen u; = ¢(x;),i=1,...,n
e Ekkor (uy,...,u,)T ~ C§°.

7. Definicié (Student t-kopula). Az n-vdltozds Student t-eloszlds kopuldjat R

szimmetrikus pozitiv definit mdtriz esetén a kovetkezéképpen definidljuk:

Cup() =1ty gt (), ..., (un)),

ahol t}, p az n-dimenzids, R korreldcids mdtrivi és v szabadsdgfoki Student-féle t-
eloszlds eloszldsfiigguénye, ést; ! jeloli az eqy dimenzids v szabadsdgfoki Student-

féle t-eloszlds eloszlasfiigguényének az inverzét.

Kétvaltozos esetben a kopula felirhaté a kovetkezo alakban is:

tljl(“) tgl(v) 1 82 _ 2R128t + t2 —(v+2)/2
Con(u, :/ / 1 dsdt.
=] o J o\ - ) ’

Lathat6, hogy az elliptikus kopuldk az elliptikus eloszlasi valészintiségi vektorok
komponensenkénti transzforméltja. Elliptikus eloszldsokat konnyen szimuldlha-
tunk kopuldkkal és vica versa. Ugyanakkor az elliptikus kopulaknak nincs zart

alakja és radialis szimmetriara korlatozottak.



1.4 Kopulak osztalyozasa

1.4.2. Archimédeszi kopulak

Eszszerfinek tiinik, hogy sok pénziigyi és biztositasi alkalmazasban erésebb dssze-
fliggés van a nagy veszteségek (pl. részvénypiaci torés/bukas) kozott, mint a nagy
nyereségek kozott. Ilyen aszimetrikus eseteket nem tudunk elliptikus kopulakkal
modellezni. Ebben a fejezetben ismertetem az archimédeszi kopulakat, melyek
lehetOséget nytijtanak szamos kiilonbozo fliggdségi struktira modellezésére és el-

lentétben az elliptikus kopulakkal 1étezik zart alakjuk.

8. Definicié (Pszeudoinverz). Legyen ¢ : [0,1] — [0,00] egy szigorian monoton
csokkend figguény, melyre teljesiil, hogy o(1) = 0.
Ekkor ¢ pszeudoinverze ol : [0, 00] — [0,1] a kévetkezd:

o1 (1) :{ e (t), 0<t<p(0),

<
0, 0(0) <t< 0.

@™ monoton csokken [0, 00]-on és szigortian csékken [0, (0)]-4n. Tovabba

o (p(u)) = u a [0,1] intervallumon és fenndl, hogy:

t, 0<t<p0),

1(4)) =
Pl (1) { 5(0) . (0) <t < oo,

Iletve ha ((0) = oo, akkor =1 = o=t

9. Definicié (Archimédeszi kopula). Legyen ¢ : [0,1] — [0,00] egy szigorian
monoton csokkend figguény, melyre teljesiil, hogy p(1) = 0.
Legyen C : [0,1]*> — [0,1]:

Clu,v) = o (p(u) + (v))

C' fiigguényt nevezziik archimédeszi kopulanak.

A p figgvényt a kopula generdtorfiiggvényének nevezziik. Ha ¢(0) = oo, akkor

¢ szigort generatorfiiggvény. Illetve abban az esetben, ha ¢l=1 = ¢~ akkor a

Clu,v) = ¢ p(u) + ¢(v))

a szigori archimédeszi kopula.



1.4 Kopulak osztalyozasa

5. Tétel. C(u,v) = @ U(p(u) + ©(v)) akkor és csak akkor kopula, ha ¢ konver.

Legyen o(t) = (—Int)?, ahol § > 1. Ekkor ¢ folytonos és ¢(1) = 0.

¢ = —0(—Int)?'1, tehdt ¢ : [0,1] — [0,00] szigortian monoton csokken.

¢"(t) > 0 a [0,1] intervallumon, tehat ¢ konvex. Ezenfelil p(0) = oo, vagyis

v szigoru generatorfiiggvény.

A ¢ generatorfiiggvénnyel elallitott C' kopula:
Colu,v) = o~ (p(u) + ¢(v)) = exp(=[(=Inw)’ + (= Inv)’]"?)
a Gumbel-Hougaard kopula.
Legyen o(t) = (t7% —1)/0, ahol 6 € [—1,00) \ {0}. A ¢ adja a Clayton kopulat:
Co(u,v) = max([u=? + 0% —1]71%,0)
Ha 6 > 0, akkor a kopula szigoru és leegyszertisitheté a kovetkezd alakra:

Co(u,v) = (u™? o= — 1)1/

Legyen ¢(t) = —In efgt_l, ahol € R\ {0}. Az igy kapott kapott kopulat:

N (et 1)

e ¥ —1

1
Co(u,v) = —gln <1 +
Frank kopulanak nevezziik.

A Frank kopuldk szigorti archimédeszi kopulak. Az egyetlen olyan archimédeszi

kopulacsalad, amelyre teljestil a radialis szimmetria.
Legyen ¢(t) =1 —t,t € [0,1]. Ekkor o=1(#) =1 —¢ hat €[0,1] és 0, ha t > 1,
azaz ©I7U(t) = max(1 —t,0). Ekkor C(u,v) = max(u + v — 1,0) =: W, tehat a

kétvaltozos Fréchet altal definialt alsé hatar is archimédeszi kopula.

A kovetkezo tétel lehetové teszi az archimédeszi kopuldk tobbvaltozdssa vald ki-

terjesztését.
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1.4 Kopulak osztalyozasa

6. Tétel. Legyen C archimédeszi kopula és ¢ generdtorfigguény. Ekkor:
o C szimmetrikus, azaz C(u,v) = C(v,u) Yu,v € [0, 1]

e C asszociativ, azaz C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) Yu,v,w € [0, 1]

« /ey

Asszociativitds:

C(C(u,v),w) = oo (p(u) + ¢(v)) + p(w))
= o (p(u) + ¢(v) + p(w))
P (p(u) + o(e M (p(v) + o(w))) = C(u, C(v, w))

A fejezet megirdasahoz felhaszndltam a [2]-t és az [3], [4] és a [5] cikkeket.
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2.

Fiiggési strukturak

2.1. Linearis korrelacio

10. Definicib. Legyen (X,Y)T waldszindiségi vektorviltozé, ahol a vdltozdk sz6-

rdsnégyzete véges és nem nulla. Ekkor (X,Y) linedris korreldcids egyiitthatdja:

_ Cov(X,Y)
pXY) \/Var(X)\/Var(Y)7

ahol Cov(X,Y) = E(X,Y) — E(X)E(Y) a vektorviltozé kovariancidja, illetve
Var(X) és Var(Y) az X és Y szordsnégyzete.

A linearis kapcsolat nagysaganak, erdsségének mérésére a korrelacié szolgal. Ha
létezik @ € R\ {0},b € R, hogy Y = aX + b, akkor a valtozdk tokéletesen
egyenes/forditott ardnyosak és |p(X,Y)| = 1. Még fontosabb, hogy a korrelacié
kolesonos kapesolatot jelent. Minden més esetben —1 < p(X,Y) < 1.

Ha a valtozok normalis eloszlasuak, akkor csak linearis kapcsolat képzelheto el,

vagyis ha nincs kozottiik linedris kapcsolat, akkor fliggetlenek egymastol, azaz

p(X,Y)=0.
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2.2 Konkordans korrelacio

Probléma viszont, hogy linearis korrelaciobél csak a valtozok kozti fliggdség fokat
tudjuk megbecsiilni, nem kapunk képet a fliggéségi struktiurarol. Az egyttthato-

bol nem kovetkeztethetiink a valtozok egyiittes eloszlasara.

2.2. Konkordans korrelacio

Legyen (z,y)" és (2/,y")" két valészintiségi ¢

(z,y)T és (¢/,9')T konkorddns, ha (z — 2')(y — ¢') > 0, illetve diszkordans, ha
(z—2)(y—vy) <0

7. Tétel. Legyen (X,Y)T és (X', Y")T fiiggetlen valdszintiségi vektorvdltozd, me-
lyek egyiittes eloszlasfiigguénye rendre H és H'. Legyen F az X és X', illetve G
az Y ésY' margindlisa. Jelolie C és C' az (X, Y)T és (X', YT kopuldit, igy
H(z,y) = C(F(x),G(y)) és H'(z,y) = C(F(x),G(y)). Legyen Q a (X, V)T é
(X', YT konkordancia és a diszkordancia valésziniiségének a kiilonbsége, azaz:

Q={PX-XYY-Y)>0}-Q—-{PX-X)Y-Y')<0}
Ekkor
Q=Q(C,C) =[] C'wv) dC(uv)~1.

A tétel teljes bizonyitdsa a [4]-ben talalhato.

2.3. Kendall-féle tau és Spearman-féle roé

Nem elliptikus eloszlas esetében a linearis korrelacios egyiitthaté gyakran félre-
vezetd. Ilyenkor a Kendall-féle tau vagy a Spearman-féle ré alkalmazasa az egyik

legjobb alternativa.

11. Definicié (Kendall-féle korrelaciés egyiitthatd). Az (X,Y)T wvaldszintségi

vektorvdltozo Kendall-féle korreldcios egyiitthatdja:
(X, Y)=P{X-X"NY-Y)>0}-P{(X-X")Y-Y') <0},

ahol (X', YT (X, Y)T egy fiiggetlen példdnya.

13



2.3 Kendall-féle tau és Spearman-féle ré

Tehat a Kendall-féle 7 a konkordancia valdszintiségének és a diszkordancia valo-

szintiségének a kilonbsége.

8. Tétel. Legyen (X,Y)T folytonos valdsziniiségi vektorvdltozé és legyen C' egy
kopuldja. Ekkor (X,Y)T-ra a Kendall-féle tau:

T(X,Y)=Q(C,0) =4 /[ 2 Cluv) dC(u0) =1
0,1
A tétel teljes bizonyitdsa a [4]-ben talalhato.

A fenti integral megegyezik C(U, V') varhat6 értékével, ahol U,V ~ U(0,1) és C
az egylittes eloszlasfiggvény, azaz 7(X,Y) = 4E(C(U,V)) — 1.

12. Definici6 (Spearman-féle korrelaciés egyiitthatd). Az (X,Y)T valdszintségi

vektorvdltozo Spearman-féle korreldcios egyiitthatdja:
ps(X,Y) =3(P{(X = X1)(Y = Y2) > 0} = P{(X - X))(V = Y3) < 0}),
ahol (X, V)T, (X1, V1)1 és (X5, Y2)T fiiggetlencek.

9. Tétel. Legyen (X,Y)T folytonos valészindiségi vektorvdltozé és legyen C egy
kopuldja. Ekkor (X,Y)T-ra a Spearman-féle ro:

ps(X,Y) =3Q(C,1I) = 12 /[ L dC(u,v) —3=12 /[ L Clu,v) dudo —3
0,1 0,1
A tétel teljes bizonyitasa a [4]-ben talalhato.
Tehat ha X ~ F és Y ~ G, illetve U = F(X) és V = G(Y'), akkor
ps(X,Y) = 12 /[ . ww dC(u,v) =3 =12E(U,V) —3
0,1

E(U,V)-1/4  Cou(U,V)
1/12 N \/Var(U)\/Var(V)

= p(F(X),G(Y)).
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3.

Regresszio kopula alapon

A leiras alapjai az [6] és a [7] cikkek.

Tegytik fel, hogy rendelkezésre all az n darab p 4+ 1 dimenziés (Y;, X1, ..., Xi,)
valtozo (Y, Ti1, ..., Tip), © = 1,...,n megfigyelt értéke. Feltessziik, hogy minden

i-re az Y; célvaltozo és az X; magyarazovaltozok kozt a
Y= Q(Xi,5i>)\)

regresszios kapcsolat érvényes.

Felteheto, hogy egy standard normalis eloszlasu €; mellett
0 =®(g) és g() & F;C_ZIA() vagyis, hogy Y, = Fx_ll/\(cb(gz))

ahol F,, \(.) az Y; eloszlasa X; = x; esetén.
Tehat az Y; értékét nem mint

,az X; egy nem feltétlen linearis fliggvénye, plusz egy véletlen hiba”
hatarozzuk meg, hanem gy mint

saz Y; valtozo X; értékétol fiiged eloszlasanak

a U([0, 1]) eloszlast d; szerinti véletlen kvantilise”.

Ugyanis a N(0, 1) standard normalis eloszlds ® eloszlasfiiggvénye szerint szamolt

A vazolt modell szerint azt tettiik fel, hogy az Y;|x; eloszlasa egy esetleg tobbdi-

menziés A paramétertdl fiiggd F, A(.) eloszlas.
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A bevezetett modellt tipikusan olyan esetekben szandékozunk alkalmazni, amikor
az Y; valtozok nem fiiggetlenek.
Ilyen adédhat példaul ha az adatok ,egyed”, ,idépont” vagy ,hely” referaltak.
Azaz, ha a rendelkezésre all6 adatok olyanok, hogy

- egy-egy egyedre vonatkozoan tobb mérés all rendelkezésre, vagy

- az adatok egy idGsort alkotnak, vagy

- az adatok példaul egy-egy térbeli ponthoz kotottek.

Ezekben az esetekben ugyanis a mérések még kozelitésként sem tekinthetok fiig-
getleneknek. S6t a mért adatok kovariancia matrixa remélhetéen, az adott kisér-

leti (mérési) elrendezésnek megfelel6en egy jol meghatarozott strukturat mutat.

- Az egyed referalt adatok esetén, azaz ha ismételt méréseink vannak, akkor az egy
egyedre vonatkozd méréseknek feltehetGen van egy, az egyedre jellemzd véletlen

komponense.

- Az id6pont referalt adatok esetén feltehet6 példaul, hogy az egymasutani adatok
egy ARMA strukturat kévetnek.

- A hely referalt adatok esetén pedig, ha feltessziik a vizsgalt mezo stacionarius
vagy differencia stacionarius, esetleg izotrép jellegét, akkor a mérések kovariancia

matrixa jol leirhatéva valik példaul a mezd semivariogram fiiggvényével.

Vagyis a felsorolt 3 példa esetén — és altalaban is — sziikség van arra, hogy a
fenti modell szerinti n dimenziés, koordinataiban standard normalis £ vektort
ne fiiggetlen koordinatajunak, hanem egy adott strukturdju kovariancia matrix
szerint fiiggének tekintsiik.

Ha feltételeziik, hogy az ¢ egy &ltaldnos n dimenziés normalis eloszlast kovet,
akkor a 0 = dg eloszlasa egy S kovariancia matrix szerinti Gauf}-kopula eloszlas

lesz. Vagyis a modelliink szerint

Y = F,1(ds) ahol a 65 ~ GauB-kopula(S) .
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Ezzel a modellel az Y célvaltozé modellezését kétfele bontottuk:

- egyfeldl meg kell talalni a célvaltozd A-val meghatarozott koordinatankénti

modelljét a specifikdlt modellosztalyon beliil

- masfelol meg kell talalni azt az S kovariancia matrixot, amely alapjan a modell

jol kozeliti célvaltozo értékek kozti fliggést.

A célvaltozo értékek koordinatankénti modellje tipikusan egy altalanositott line-
aris regresszié modell, binomialis, negativ binomialis, Poisson, gamma stb. cél-

valtozé eloszlast feltételezve.
A kovariancia matrix tipusa tipikusan klaszterezett, ARMA vagy Matern-féle.

Ha a kovariancia matrix klaszterezett, akkor az az ismételt mérés esetének felel

meg. Amikoris egy-egy egyedre vonatkozdan tobb mérés all rendelkezésre.

Ha a kovariancia matrix ARMA tipusu, akkor azt feltételezziik, hogy az Y mé-
rések adott p és ¢ fokszam paraméterrel egy ARMA(p,q) modell szerinti idosort
alkotnak. Az idosor jelleg mint feltételezés azt jelenti, hogy az adatok valamely
szempont szerint, (ami nem feltétlen egyezik meg a mérési id6ponttal) rende-
zett sorozatot alkotnak. ARMA(p,q) tipusi modell esetén, ha a mérések sor-
szama t, t = 1,2,3,... akkor az adott (p,q)-ra és a becsléssel megallapithat6
ap = l,a1,...,a, és by = 1,01, ...,b, egyitthatokra a célvaltozd yi,...,ys, ..., Un

mért értékeire:
Y + a1Ye—1 + . F apYe—p = €0 + brep1 + ... + bgery

valamely eg, €1, ..., e, ... szamsorra amely egy fiiggetlen azonos eloszlastu 0 varha-
toértékil, ismeretlen o szérasa €, t = 1,...,n hibasorozat megfigyelt értékeinek
tekinthetd.

A Matern-féle kovariancia matrixot akkor alkalmazhatjuk, ha a rendelkezésre allo
adatok egy stacionarius mezd nem feltétlen szabélyos racs szerinti helyeken mért
értékei. Tehdat, ha minden £ = 1,...,n indexti méréshez tartozik egy u, € RP
hely, vagy valamilyen més médon minden i. és j. méréspar (i,5 € 1,...,n) kozt

megallapithat6 egy |u; — u;| tavolsag.
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Matérn tipusu kovariancia esetén a mérések n x n méreti S kovariancia matrixa
olyan, hogy a kovariancia s; ; eleme a megfelel6 méréspar h = |u; — u;| tavolsdga

fiiggvényében a kovetkezo semivariogram szerinti:

0= () 4 (3)

Ahol I' az n! kiterjesztését jelenté gamma fiiggvény a K, a médositott masodfaja
(més elnevezési szokés szerint I11. tipusi) x rangu Bessel fiiggvény. A h a szepa-
racios, az @ pedig a lecsengési tavolsag. A Matérn variogram fontos altalanositasa

tobb egyszeriibb variogram fiiggvénynek.
Példaul
ha k = 1/2, akkor y(h) = ex
ha k = 3/2, akkor y(h) = (h/p + 1) exp(—h/¢)
ha k = 5/2, akkor v(h) = ((h/¢)* + 3(h/¢) + 3) exp(—h/ )

tovabba k = 1-re a Whittle-féle, kK — oo-re a GauB-féle variogrammot adja.

p(—h/¢) az exponencialis modell

= (
= (
A ~(h) semivariogram alapjan a h tavolsagi mérések C'(h) kovariancidjat a

képlet alapjan kaphatjuk meg, ahol tehat C'(0) a mérések szordsnégyzete.

Ez a kovariancia fajta akkor alkalmazhatd, ha feltételezheto, hogy az adatok a
hely, illetve a mért objektumok kozti tavolsag fiiggvényében stacionariusak. A
stacionaritds tobbféleképpen értelmezhets. Ha R*-beli pontokhoz tartozé méré-
sekrél van sz6, akkor a stacionaritds azt jelenti, hogy barmely két u, v € R* pontra
és tetszbleges d € RF-ra a cov(y(u),y(v)) = cov(y(u+d),y(v+d)), vagyis, hogy a
mez6 kovariancia fliggvénye csak az u — v differenciatol fiigg. Ennél erésebb meg-
kotés, ha a fiiggés csak a ||u—wv|| tavolsagtél all fenn, amikoris a mezét izotrépnak
nevezik. A mésik fajta stacionaritds értelmezés szerint csak a D?(y(u) — y(v))
differencia variancia fiigg az u — v differenciatol. Az ilyen mezoket differencia sta-
ciondrius, vagy bels6 (vagy lényegileg, angolul intrinsic) staciondrius mez6knek
nevezziik. A differencia stacionaritasnak is 1étezik erésebb valtozata. Ezek esetén

a mez6értékek differencidjanak szérasa csak az |u — v| tévolsagtdl fiigg.
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4.

Az R-project és a gcmr csomag

4.1. R-projekt

Az R [8], [9] egy nyilt forrdskodu, igy ingyenes hasznalhatd, professziondlis és
folyamatos fejlesztés alatt allo statisztikai szoftvercsomag, amelyben hihetetlen
gazdagsagban allnak rendelkezésre a mar kidolgozott eljarasokat tartalmazé fiigg-
vények és munkakornyezetek. Lehetéséget nytjt szamos elemz6 (linedris és nem-
linearis modellezés, klasszikus statisztikai tesztelés, idésor analizis, osztalyozas,

klaszterezés) és grafikai technika alkalmazasara.

Az R sikerét az ingyenes és szabadon hasznédlhaté volta mellett (vagy talan inkabb
az alapjan) elsddlegesen a CRAN (Comprehensive R Archive Network) csomagta-
rolénak és a felhasznalok altal megoszthatd programkédoknak koszonheti. Méra a
CRAN t6bb mint 5000 R csomagot szamlal, amelyek tobbnyire lefedik a jelenlegi

statisztikai mdodszerek tarhazat.

Az R alapvetéen egy interaktiv statisztikai/adatelemz6 kornyezet, ahol a felhasz-
nalok utasitasokat adnak ki az R konzolnak a parancsok végrehajtasara. Az
eredmények szintén itt jelennek meg. De az R legnagyszeriibb tulajdonsiga az

aktiv kozosség és a szamtalan szabadon elérheté algoritmus.

19



4.2 A gcmr csomag

4.2. A gcmr csomag

A gemr (Gaussian Copula Marginal Regression) csomagban [7] elérheté regresszi-

0s modellek:
altalanositott linearis modell
negativ binomialis regresszio

béta regresszio

Az gemr csomag legfébb fiiggvénye a gemr (), amely lehetévé teszi Gaufl kopula
alapu regresszié modellezését. A fiiggvény a mintak kiértékelésére a maximum li-
kelihood mdédszert alkalmazza. Standard argumentumokkal rendelkezik, amelyek

segitségével leirhatjuk a altalunk hasznélni kivant modszert. Ezek a kovetkezok:

gemr (formula, data, subset, offset, marginal, cormat, start,

fixed, options = gcmr.options(...), model = TRUE, ...)

Ezekbdl a két legfontosabb a marginal és a cormat argumentumok, amelyekkel

megadhatjuk a modell margindlis eloszlasat, illetve a kovariancia méatrix tipusat.

El6bbi jelenleg a kovetkezoket veheti fel:
béta eloszlas
binomidlis eloszlas
Gamma eloszlas
normalis (Gauf) eloszlas
negativ binomialis eloszlas

Poisson eloszlas
Weibull eloszlés

Mindegyik eloszlas esetén lehetoseg van fiiggvénykapcsolat meghatarozasara.

A kovariancia matrix tipusa lehet:
fiiggetlen
ARMA(p,q)
klaszterezett

Matern-féle
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5.

A kopula alapt regresszio

alkalmazasa

A kopula alapt regresszi6 alkalmazéasat harom kilonb6z6 modell esetén mutatom
be:

klaszter

idGsor

stacionarius mezo

Ehhez az el6z6 fejezetben ismertetett gcmr csomagot hasznalom:

library("gcmr")
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5.1 Kopula modell ismételt mérések esetén

5.1. Kopula modell ismételt mérések esetén

A [10] cikkben szerepl6 adatok egy klinikai kisérlet eredményeit reprezentaljak,
melyben 59 epilepszids pacienst figyeltek meg. A kutatas soran progabide (egyfaj-
ta aminosav) hatékonysigat vizsgaltak az epilepszia kezelésére. (A 49. sorszamu

adatot, mint a tobbitél jelentésen eltérot, az elemzésbol kihagytuk.)

Ismételt mérések,
cluster tipusu kovariancia, negativ binomidlis koordinata modell,

epilepszia adatok (epilepsy).

# —_———

# ’cluster’ tipusu kovariancia

data(epilepsy)

str(epilepsy) # 295 obs. of 6 var

# § id int 1111122222 ...
: a paciens azonositoja

# $ age : int 31 31 31 31 31 30 30 30 30 30 ...
: a paciens eletkora

#$ trt :int 0000000000 ...

: jelzi, hogy a paciens ’progabide’-ot (1) vagy
: placebot (0) kapott
# $ counts: int 11 53 33 11 3533 ...
: az epilepszias rohamok szama
# $ time : num 8222282222 ...
: megfigyelesi idoszak (8 jelzi az elso vizsgalatot,
: 2 a kesobbieket)
# $visit : num 0111101111 ...
: indikator (0 jelzi az alapot, 1 a tovabbiakat)
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5.1 Kopula modell ismételt mérések esetén

table(epilepsy$id)# 1-59 x 5

table(epilepsy$age) /5# 18-57

table(epilepsy$trt) # 0//1: 140 155
table(epilepsy$trt,epilepsy$id) # O ha id=1:28; 1 ha id=29:59
table(epilepsy$counts)# 0.. 151

table(epilepsy$time) # 2//8: 236, 59
table(epilepsy$id,epilepsy$time) # 2//8: 59x(4+1)
table(epilepsy$visit) # 0//1: 59, 236
table(epilepsy$id,epilepsy$visit) # 0//1: 59x(1+4)
table(epilepsy$time,epilepsy$visit) # 0//1: 59x(1+4)

A counts valtozo tartalmazza az adott idészak alatti rohamok szamat. A roham-
szamot a magyarazé valtozok alapjan altalanositott linearis regresszié modellel,
a célvaltozo negativ binomialisat feltételezve modellezziik. A mérések Osszefiig-
gésének modellezésére, tekintettel arra, hogy longitudinalis adatokrol van szé, a

cluster tipusu korreldcié matrixi Gaufl-kopulat alkalmazzuk.

M <- gcmr(counts ~ offset(log(time)) + visit + trt + visit:trt,
data = epilepsy, subset = (id != 49),
marginal = negbin.marg,

cormat = cluster.cormat(id, type = "ind"))

a ’counts’ a celvaltozo
paciensenkent 5 adat

age, trt paciens jellemzo

minden paciens eseten time 4x2 1x8
minden paciens eseten vizit 1x0 4x1

visit=0 <=> time=8 (paciensenkent ez volt 1szer)

H OH O H O H O H O H H

visit=1 <=> time=2 (paciensenkent ez volt 4szer)

summary (M)

M<- gcmr(counts ~ offset(log(time)) + visit:trt,
data = epilepsy,subset = (id != 49),
marginal = negbin.marg,

cormat = cluster.cormat(id, type = "ind"))
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5.1 Kopula modell ismételt mérések esetén

summary (M)

# Coefficients marginal model:

# Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

# (Intercept) 1.40177 0.06969 20.114 < 2e-16 *xx*
# visit:trt -0.35154 0.11131 -3.158 0.00159 *x*
# dispersion  0.73901 0.07169 10.309 < 2e-16 xxx
str(M,m=1,give.a=FALSE)

#$y : int [1:290, 1] 11 5333 11353 3 ...

# 3 x num [1:290, 1:4] 1111111111

# $ offset :List of 2 meant+$precision

#$n : int 290

# $ marginal :List of 6

# $ cormat :List of 5

# $ ibeta : int [1:5] 1 2345

# $ igamma : NULL

# $ nbeta : num 5

# $ ngamma : num O

# $ call : language gcmr (formula =

# $ estimate : Named num [1:5] 1.348 0.112 -0.107 -0.302 0.734
# $ lower : num [1:5] -Inf -Inf -Inf -Inf 1.49e-08

# $ upper : num [1:5] Inf Inf Inf Inf Inf

# $ fixed : logi [1:5] NA NA NA NA NA

# $ options :List of 5

# $ maximum : num 948

# $ convergence : int O

# § fitted.values: num [1:290] 30.78 8.61 8.61 8.61 8.61

# $ jac : num [1:290, 1:5] -0.838 -0.493 -0.766 -0.766
# $ hessian : num [1:5, 1:5] -339.8462 -264.2632 -170.6915
# $ formula :Class ’formula’ language counts =~

# $ terms :List of 3

# $ levels :List of 3

# $ contrasts :List of 2

# $ model :’data.frame’: 290 obs. of 4 variables:
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5.1 Kopula modell ismételt mérések esetén

Ugyanezekre az adatokra altaldnositott linearis modellt példaul a

W1l <- glm(counts ~ offset(log(time)) + visit + trt + visit:trt,
data=epilepsy)

paranccsal, vagy a célvaltozorol Poisson eloszlast feltételezve a

W2 <- glm(counts ~ offset(log(time)) + visit + trt + visit:trt,
data=epilepsy,family=poisson())

paranccsal illeszthetiink. A kopula modell és e két modell megfelel6ségét példaul

az alabbi hdrom abra alapjan ellenorizhetjtik.

dev.new()

plot (M,which=3)
dev.new()
plot(Wl,which=2)
dev.new()

plot (W2,which=2)

Normal plot of residuals

Sorted quantile residuals
o
|

Normal quantiles

5.1. dabra. Kopula regresszié - epilepszia adatok modellje

Ez a QQ abra azt mutatja, hogy az illesztett kopula regresszié a maradékok

szempontjabdl nézve jol modellezi az adatokat.
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5.1 Kopula modell ismételt mérések esetén

Normal Q-Q
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Theoretical Quantiles
glm(counts ~ offset(log(time)) + visit + trt + visit:trt)

5.2. dbra. GLM regresszid - epilepszia adatok modellje
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Theoretical Quantiles
glm(counts ~ offset(log(time)) + visit + trt + visit:trt)

5.3. Abra. Poisson GLM regresszio - epilepszia adatok modellje
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5.1 Kopula modell ismételt mérések esetén

A GLM modellek megfelelsége esetén ennek a két QQ abranak is lényegében egy
egyenes mentén sorakoz6 pontokat kellene mutatnia. Lathatd, hogy a két GLM
modell a maradékok szempontjabol sokkal rosszabb mint a kopula regressziés

modell. Az utébbi két modell lényegében érvényes modellnek sem tekinthetd.
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5.2 Id6sor adatok kopula regresszié modellje

5.2. Id6sor adatok kopula regresszié modellje

A [11]-ben kozolt adatok a Sao Paulo-i "rejtett" munkanélkiiliséget mérik és az
1991. januar és 2005 novembere kozti 179 hénapra vonatkoznak. A "rejtett" mun-
kanélkiliek korébe tartoznak azok, akik példaul feketén vannak foglalkoztatva, de
azok is, akiket a csalddon beltl fizetség nélkiil foglalkoztatnak. A brazil kormany
intézete altal mért ilyen adat 4% korul ingadozik, minimalis értéke mintegy 2%,

és nem haladja meg a 6%-ot.

IdGsor adatok,
ARMA tipusu kovariancia, béta koordinata modell,

munkanélkiliségi aranyok (HUR).

# ——

# ’arma’ tipusu kovariancia

data (HUR)
plot (HUR, ylab = "rate", xlab = "time")

A munkanélkiiliség idosor adatainak modellezésére egyfelol a béta regressziot al-
kalmazzuk, mint marginalis modellt. Masfelol az adatok osszefiiggésének leirasara
egy ARMA(1,3) modellt alkalmazunk. A 'rejtett" munkanélkiliségi aranyt a HUR

valtozé, az id6 tényezét a trend skalazott idépont adatok tartalmazzak.

trend <- scale(time(HUR))
M <- gcmr(HUR ~ trend | trend, marginal = beta.marg,

cormat = arma.cormat(l, 3))

summary (M)

str(M,m=1,give.a=FALSE)

28



5.2 Id6sor adatok kopula regresszié modellje

Az illesztett Gaufl-kopula kovariancia matrixa:

M$cormat

$npar 4

$start

function ()

{ tau <- rep(0, p + @

names (tau) <- c(if (p) paste("ar", 1:p, sep = "") else NULL,
if (q) paste("ma", 1:q, sep = "") else NULL)
tau }

$chol

function (tau, not.na)

{ if ((p && any(Mod(polyroot(c(1l, -tauliar]))) < 1.01)) ||
(q && any (Mod(polyroot(c(1l, taulimal))) < 1.01)))
return(NULL)

n <- length(not.na)

rho <- ARMAacf(tauliar], taulimal], n - 1)

r <- seq(1, n)[not.nal

chol(outer(r, r, function(i, j) rho[l + abs(i - j)I1))}

attr(,"class")

H OH HF OH O H OH OH OHF O H OH OH OH OH O H OH OH OH OH

"arma.gcmr" "cormat.gcmr"

par(mfrow = c(2, 2))
plot (M)

Lathato, hogy a gemr fiiggvény a stat: : ARMAact fiiggvény segitségével szamolja

ki a Gaul-kopula kovariancia paraméteréhez sziikséges kovariancia matrixot.
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5.3 Stacionarius mez6 kopula modellje

5.3. Stacionarius mezo6 kopula modellje

A [12] cikk malaria adatait hasznaljuk fel. A szerz6k 1992-es adatok alapjan
Gambia 65 telepiilésén vizsgaltak azt az Osszefliggést, ami a gyermekek malaria
fertozottsége és az orvosi ellatas, valamint szinyogok ellen védo halonak az alkal-
mazasa kozt esetlegesen fennall. A cikkben felhasznalt médszer a krigelés. Most

ugyanezeken az adatokon a kopula regressziéo miitkodési modjat mutatjuk be.

Stacionarius mez6 adatok,
Matérn tipusi kovariancia, binomialis koordinata modell,

maléria adatok (malaria).

# ——

# ’matern’ tipusu kovariancia

library(sp)

data(malaria)

dim(malaria) # 65 x 10

str(malaria)

# 9% x : hely koordinata x komponens

#$y : y komponens

# $ cases : malaria esetszama

# $ size : megvizsgaltak szama

# $ age : atlagos kor

# $ netuse : vedohalo alkalmazas gyakorisaga a telepulesen
# $ treated: vedohalo alkalmazas gyakorisaga a vizsgaltak koreben
# § green : z6ld terilet aranya a telepules korzeteben

# $ phc : van-e egeszsegugyl szolgalat a telepulesen

# $ area : a telepules jellege
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5.3 Stacionarius mez6 kopula modellje

A megvizsgalt paciensek korében tapasztalt malaria esetszamot altalanositott li-
nearis regresszido modszerét felhasznédlva, a célvaltozo-par binomialis eloszlasat
feltételezve modellezziik. A két célvaltozot a cases valtozo és a size-cases dif-
ferencia (a pozitiv és a negativ esetek szama) jelentik. A GauB-kopula kovariancia

matrixanak feltételezett strukturdja a Matérn-féle:

D <- spDists(cbind(malaria$x, malaria$y)) / 1000

M <- gcmr(cbind(cases, size-cases) ~ netuse + I(green / 100) + phc,
data = malaria,
marginal = binomial.marg, cormat = matern.cormat(D),
seed = 12345)

M

# Marginal model parameters:

# (Intercept) netuse I(green/100) phc
# -0.8269 -1.1761 2.9476 -0.4051
# Gaussian copula parameters:

# tau

# 1.511

summary (M)

# Coefficients marginal model:

# Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

# (Intercept) -0.8269 0.4065 -2.034 0.0419 *

# netuse -1.1761 0.1605 -7.326 2.37e-13 *xx
# I(green/100)  2.9476 0.7499  3.930 8.48e-05 **x*
# phc -0.4051 0.1018 -3.978 6.96e-05 **x
#

# Coefficients Gaussian copula:

# Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

# tau 1.5112 0.3773 4.006 6.18e-05 *xx

#

# log likelihood = 252.68, AIC = 515.36

str(M,m=1,give.a=FALSE)
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5.3 Stacionarius mez6 kopula modellje

A modellben felhaszndlt kovariancia matrix:

M$cormat

# $npar # 1

# $start

# function ()

# { tau <- median(D)

# names (tau) <- c("tau")

# attr(tau, "lower") <- sqrt(.Machine$double.eps)
# tau }

# $chol

# function (tau, not.na)

# { S <- geoR::matern(D, tau, alpha)

# q <- try(chol(S[not.na, not.nal]), silent = TRUE)
# if (inherits(q, "try-error"))

# NULL

# else q }

# attr(,"class")

=+

[1] "matern.gcmr" "cormat.gcmr"

A gemr fiiggvény a kovariancia fiiggvény kiszamolasahoz a geoR csomag matern

fliggvényét hasznélja fel:

geoR: :matern

# geoR::matern <-

# function (u, phi, kappa)

# { if (is.vector(w))

# names (u) <- NULL

# if (is.matrix(u))

# dimnames(u) <- 1list(NULL, NULL)

# uphi <- u/phi

# uphi <- ifelse(u > 0, (((27(-(kappa - 1)))/ifelse(0, Inf,
# gamma (kappa))) * (uphi~kappa) * besselK(x=uphi,nu=kappa)),1)
# uphi[u > 600 * phi] <- 0

# return(uphi) }
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