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1. Bevezetés

A di�erenciálegyenlet, mint fogalom a sebesség fogalmából született. A di�erenciál-

egyenletek segítségével különböz® természettudományi, m¶szaki vagy közgazdasági fo-

lyamatokat tudunk modellezni. Attól függ®en, hogy az ismeretlen függvény egy- vagy

többváltozós, beszélhetünk közönséges, illetve parciális di�erenciálegyenletekr®l. Egy jó

modellt®l mindig elvárjuk, hogy korrekt kit¶zés¶ legyen, azaz teljesüljön rá az egziszten-

cia (azaz létezzen megoldása), az unicitás (azaz csak egyetlen megoldása létezzen), és a

stabilitás (a megoldás folytonosan függjön a feladatot leíró paraméterekt®l) feltétele.

Az egyszer¶bb di�erenciálegyenleteket analitikusan is meg tudjuk oldani, de az esetek

többségében ezt a pontos megoldást nem tudjuk el®állítani, így numerikus módszerekkel,

közelít®leg oldjuk meg a feladatokat. A dolgozatban a közönséges di�erenciálegyenletek

numerikus megoldási módszereivel foglalkozunk.

A második fejezetben a di�erenciálegyenletekkel kapcsolatos fontosabb fogalmakat és

tételeket ismertetjük, de�niáljuk a közönséges di�erenciálegyenletek kezdetiérték-felada-

tát. A harmadik fejezetben a véges di�erenciás numerikus módszerekkel, azok levezeté-

sével foglalkozunk. De�niáljuk a rácsháló fogalmát, bevezetjük a különböz® egylépéses

módszereket, majd a konzisztencia fogalmát, és meghatározzuk ezen módszerek konzisz-

tenciarendjét. Végül egy példán keresztül összehasonlítjuk az implicit és az explicit Euler-

módszer alkalmazásával kapott megoldásokat a pontos megoldással. A negyedik fejezetben

a stabilitásról lesz szó. Az alapvet® fogalmak bevezetése után meghatározzuk két fonto-

sabb numerikus módszer stabilitási tartományát.

Az ötödik fejezetben a Richardson-extrapolációval foglalkozunk. Ezt a számítási esz-

közt Lewis Fry Richardson angol matematikusról nevezték el, aki többek között a légköri

folyamatok modellezésével is foglalkozott. Az els® el®rejelzési próbálkozása nem volt si-

keres, de munkásságával megalapozta a mai id®járás-el®rejelzést [10, 11]. A Richardson-

extrapoláció egy rendkívül népszer¶ eszköz a di�erenciálegyenlet(rendszer)ek numerikus

megoldása során. Használatával egy p-ed rendben pontos módszerb®l (p+ 1)-ed rendben

pontos módszert nyerhetünk. A numerikus módszerek esetében sokszor abba a problémába

ütközünk, hogy a megoldás, amelyet egy bizonyos lépésközzel kaptunk, nem kell®képpen

pontos, így a megoldást elölr®l kell kezdenünk egy másik, �nomabb rácshálón. A koráb-
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bi számításaink így kárba vesznek. Richardson azonban kétféle lépésközzel alkalmazta

ugyanazt a numerikus módszert, majd ezek megfelel® lineáris kombinációját vette, így

pontosabb eredményt kapott. Ebben a fejezetben levezetjük a Richardson-extrapoláció

pontossági rendjét, majd ismételten alkalmazzuk az extrapolációt, így egy új módszert

kapunk, amely még pontosabb approximációt biztosít. Ezután becslést adunk a hibára,

végül röviden ismertetjük a Richardson-extrapoláció két változatát: a passzív és az aktív

Richardson-extrapolációt.
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2. A közönséges di�erenciálegyenlet fogalma

A közönséges di�erenciálegyenlet olyan egyenlet, amely egy ismeretlen, egyváltozós

függvény és annak deriváltja közötti kapcsolatot írja le. Ebben a fejezetben összegy¶jtjük

a közönséges di�erenciálegyenletek megoldásával kapcsolatos legfontosabb fogalmakat és

tételeket.

2.1. De�níció. Legyen n ∈ N és F : Rn+2 → R folytonos függvény. Ekkor n-edrend¶ kö-

zönséges di�erenciálegyenletnek nevezzük az F (t, x(t), x′(t), . . . , x(n)(t)) = 0 alakú egyen-

letet.

2.2. De�níció. Az ismeretlen függvény deriváltjai közül az el®forduló legmagasabb rend¶

derivált rendjét a di�erenciálegyenlet rendjének nevezzük.

2.3. De�níció. Legyen n ∈ N és f : Rn+1 → Rn folytonos függvény. Ekkor els®-

rend¶ közönséges di�erenciálegyenlet-rendszernek nevezzük az x′(t) = f(t, x(t)) alakú

di�erenciálegyenlet-rendszert.

Egy di�erenciálegyenletet rendszerint nem önmagában oldunk meg, hanem olyan meg-

oldását keressük, amely eleget tesz egy bizonyos kiegészít® feltételnek vagy feltételeknek.

2.4. De�níció. Legyen G ⊂ Rd+1 egy tartomány (azaz G egy összefügg®, nyílt halmaz),

(t0, u0) ∈ G egy adott pont (t0 ∈ R, u0 ∈ Rd), f : G→ Rd egy folytonos leképezés. Az

u′(t) = f(t, u(t)) (1)

u(t0) = u0 (2)

feladatot kezdetiérték-feladatnak, vagy más szóval Cauchy-feladatnak nevezzük.

2.5. De�níció. Az olyan u : I → Rd (I egy nyílt intervallum) folytonosan di�erenciálható

függvényt, amelyre

• {(t, u(t)) : t ∈ I} ⊂ G;

• u′(t) = f(t, u(t)), ∀t ∈ I;

• t0 ∈ I és u(t0) = u0
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az (1), (2) Cauchy-feladat megoldásának nevezzük.

Egy Cauchy-feladat megoldásakor meghatározzuk az összes olyan u : R → Rd függ-

vényt, amely valamely I ⊂ R intervallum pontjaiban behelyettesíthet® az (1), (2) feladat-

ba, valamint ki is elégíti azt.

Amennyiben a Cauchy-feladat egy természettudományos, m¶szaki vagy közgazdasági

folyamat matematikai modellje, alapvet® elvárás, hogy a feladatnak létezzen egyértelm¶

megoldása. Bizonyos feltételek mellett ez a követelmény biztosítható. Vezessük be az aláb-

bi jelölést:

Hα,β(t0, u0) = {(t, u) : |t− t0| ≤ α, ‖u− u0‖∞ ≤ β} ⊂ G,

ahol α, β pozitív számok. (Tehát Hα,β(t0, u0) egy (t0, u0) közep¶, zárt, (d + 1)-dimenziós

téglalap.) Mivel f folytonos a zártHα,β(t0, u0)-on, ezért létezik f(t, u)-nak maximuma ezen

a halmazon. Így értelmes az alábbi valós szám bevezetése: M = maxHα,β(t0,u0) ‖f(t, u)‖∞.

Ekkor ∀ t, |t− t0| ≤ min{α, β
M
} esetén létezik az (1), (2) feladatnak megoldása.

2.1. Tétel. Ha az f függvény a második változójában Lipschitz-tulajdonságú a Hα,β(t0, u0)

halmazon, azaz létezik olyan L ≥ 0 állandó, amelyre ∀ (t, u1), (t, u2) ∈ Hα,β(t0, u0) pontban

‖f(t, u1)− f(t, u2)‖∞ ≤ L‖u1− u2‖∞ teljesül, akkor az (1), (2) Cauchy-feladatnak létezik

egyértelm¶ megoldása.

A továbbiakban mindig feltesszük, hogy a fenti feltételek teljesülnek, azaz létezik olyan

Hα,β(t0, u0) ⊂ G részhalmaz, amelyen f folytonos és a második változójában lipschitzes,

azaz létezik egyértelm¶ megoldása. Legyen I0 := {t ∈ I : ‖t− t0‖ ≤ T} intervallum, ahol

T = min{α, β
M
} és a közelít® megoldást ezen az I0 intervallumon állítjuk el®.

Mivel az alkalmazásokban felmerül® di�erenciálegyenletek többségében a t változó id®t

jelent, ezért egy Cauchy-feladat megoldása a rendszer id®beli változását adja meg. Ismerve

a rendszer állapotát egy adott t0 kezdeti id®pontban, annak ezt követ®, t-beli állapotát

szeretnénk meghatározni. Tehát ha u(t0) ismert, akkor az u(t) függvényt szeretnénk meg-

adni, ahol t > t0. A t = t0 id®pontot kezd®pontnak, a megoldásfüggvény t0-beli értékét

kezdeti értéknek, valamint a (t0, u(t0)) párt kezdeti feltételnek nevezzük.

Legyen a kezd®pont t0 = 0, így a feladat megoldásának értelmezési tartománya a
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[0, T ] ⊂ I intervallum, és ekkor a feladat a következ®:

u′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, T ]

u(0) = u0.

Célunk az u(t) megoldásfüggvény meghatározása.

A könnyebb áttekinthet®ség kedvéért mostantól a d = 1 skaláris esetet vizsgáljuk.

Ekkor legyen QT := [0, T ]× R ⊂ R2, f : QT → R. A továbbiakban az

u′ = f(t, u)

u(0) = u0, u0 ∈ R

feladatot nevezzük Cauchy-feladatnak, és feltesszük, hogy f ∈ C(QT ) és a második vál-

tozójában lipschitzes függvény, azaz

|f(t, u1)− f(t, u2)| ≤ L|u1 − u2|, ∀ (t, u1), (t, u2) ∈ QT .

Tehát a feladat a következ®: keressük azt a megfelel®en sima u : [0, T ]→ R függvényt,

amelyre

u′(t) = f(t, u(t)), ∀ t ∈ [0, T ] (3)

u(0) = u0. (4)

Ezt a fejezetet az [1], [2], [4] jegyzetek segítségével dolgoztuk fel.
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3. Véges di�erenciás módszerek

Az el®z® fejezetben a megoldás létezésére és egyértelm¶ségére vonatkozó feltételeket

vizsgáltunk, azonban ezek nem adnak választ annak el®állítására. Egy közönséges di�eren-

ciálegyenlet kezdetiérték-feladatának megoldását általános esetben nem tudjuk meghatá-

rozni zárt alakban, ezért a pontos megoldást valamilyen numerikus módszer segítségével

közelít® alakban keressük. Ez azt jelenti, hogy értelmezési tartományának egyes pontjai-

ban a megoldásfüggvény értékeit véges számú lépéssel közelít®leg határozzuk meg. Ebben

a fejezetben olyan eljárásokkal foglalkozunk, amelyek valamely rögzített id®pontbeli köze-

lítést egy, azt közvetlenül megel®z® id®pontbeli közelítés felhasználásával határoznak meg.

Az ilyen módszereket egylépéses módszereknek nevezzük. Tehát célunk az

u′ = f(t, u), t ∈ [0, T ] (5)

u(0) = u0 (6)

feladat egylépéses módszerekkel történ® közelít® megoldása, ahol T > 0 olyan szám, amely

mellett az (5), (6) feladatnak létezik egyértelm¶, elég sima megoldása a [0, T ] intervallu-

mon.

Vezessük be az ωτ := {tn = n · τ, n = 0, 1, 2, . . .} ekvidisztáns felosztású rácshálót,

ahol τ > 0 adott paraméter. Tehát ωτ olyan rácsháló, ahol a pontok egyenl® távolságra

helyezkednek el egymástól. Célunk egy olyan yτ : ωτ → R rácsfüggvény meghatározása,

amely az ωτ pontjaiban jól közelíti a (3),(4) Cauchy-feladat pontos u(t) megoldását, azaz

yτ (tn) ≈ u(tn), ahol tn ∈ ωτ . Ehhez bevezetjük az yτ (tn) =: yn, valamint az u(tn) =: un

jelöléseket.

Az alábbi kérdések merülhetnek fel:

• Mikor jó a numerikus módszer?

� ha hatékony, azaz a megoldás el®állítása nem igényel túlságosan nagy számítási

id®t,

� ha egyszerre konzisztens és stabil, mert a kett® együtt biztosítja a konvergen-

ciát. (Megjegyzés: Ha a numerikus módszer p-ed rendben konzisztens és stabil,

akkor p-ed rendben konvergens is. Ez a tétel Lax Péter magyar származású

amerikai matematikus nevéhez f¶z®dik.)
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• Mit értünk azon, hogy yn � jól közelíti� un-t? (yn ≈ un)

Tekintsük az el®bb de�niált ωτ rácshálók sorozatát τ → 0 mellett, és vezessük be a

következ® de�níciókat!

3.1. De�níció. Azt mondjuk, hogy egy numerikus módszer konvergens a t∗ ∈ ωτ
pontban, ha az általa meghatározott yτ rácsfüggvényre érvényes a

lim
τ→0
|yn − u(t∗)| = 0 (7)

reláció, ahol n · τ = t∗. Ha (7) érvényes a [0, T ] intervallum minden t∗ pontjában,

akkor a numerikus módszert konvergensnek nevezzük ezen az intervallumon.

3.2. De�níció. Azt mondjuk, hogy a numerikus módszer p-ed rendben konvergens,

ha

|yn − u(t∗)| = O(τ p), p ≥ 1. (8)

Célunk, hogy minél magasabb p-re tudjuk garantálni ezt a konvergenciát. Minden

véges különbséges módszerrel szemben alapvet® elvárásunk, hogy a numerikus meg-

oldás a fent de�niált értelemben tartson a feladat pontos megoldásához.

• Hogyan határozzuk meg az yτ rácsfüggvényt?

Erre a kérdésre a következ® alfejezetekben fogunk választ adni, és több módszert is

tekintünk a rácsfüggvény meghatározására.

3.1. Az explicit Euler-módszer

Mivel u pontos megoldás, ezért speciálisan t = tn-ben is kielégíti az eredeti (5) felada-

tot, vagyis

u′(tn) = f(tn, u(tn)). (9)

Egy függvény deriváltját a di�erenciahányados-függvény határértékeként értelmeztük,

ezért célszer¶ a deriváltat a di�erenciahányados értékeivel approximálni. A tn-beli de-

riváltat az

u′(tn) ≈ u(tn+1)− u(tn)

τ
(10)
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jobb oldali véges di�erenciahányadossal közelíthetjük. Els®ként a megoldás t1-beli közelít®

értékét szeretnénk megkapni. A t0-beli deriváltra alkalmazva a (9), (10) képletet az

f(t0, u(t0)) ≈
u(t1)− u(t0)

τ
(11)

összefüggést kapjuk. Mivel célunk az, hogy yn � jól közelítse� u(tn)-t, azaz yn ≈ u(tn)

teljesüljön, valamint y0 = u(t0) adva van a kezdeti feltételb®l, ezért (11)-et átrendezve

u(t1) ≈ f(t0, u(t0))τ + u(t0) = f(t0, y0)τ + y0 =: y1

lesz a megoldás t1-beli értékének közelítése.

Hasonlóan kaphatjuk meg a t2-beli megoldás közelítését:

u(t2) ≈ f(t1, u(t1))τ + u(t1) ≈ f(t1, y1)τ + y1 =: y2

és így tovább. Így a következ® algoritmushoz jutunk:

yn+1 = yn + τf(tn, yn), n = 0, 1, 2, . . . , N − 1. (12)

Vagyis yn-b®l közvetlenül ki tudjuk számolni yn+1-et. Tehát felírhatunk egy egylépéses

iterációt a következ® módon:

yn+1 − yn
τ

= f(tn, yn), n = 0, 1, 2, . . . , N − 1 (13)

y0 = u0. (14)

A (13), (14) módszert explicit Euler-módszernek nevezzük.

3.2. Az explicit Euler-módszer vizsgálata

Vezessük be a következ® jelölést:

en := yn − u(t∗), azaz en = yn − un, ahol un = u(tn) ≡ u(t∗).

3.3. De�níció. Az en = yn − u(tn) rácsfüggvényt hibafüggvénynek vagy globális hiba-

függvénynek nevezzük.

A globális hibafüggvény azt mutatja meg, hogy a pontos és a közelít® megoldás milyen

messze van egymástól. Helyettesítsük be a (13) rekurzióba az yn = en+un képletet, ekkor

az alábbi összefüggést kapjuk:

(en+1 + un+1)− (en + un)

τ
= f(tn, en + un).
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Ezt átrendezzük:
en+1 − en

τ
= −un+1 − un

τ
+ f(tn, en + un).

A jobb oldalhoz el®ször adjuk hozzá az f(tn, un) értéket, majd vonjuk is ki bel®le, ekkor

a következ® egyenl®séget kapjuk:

en+1 − en
τ

=

(
− un+1 − un

τ
+ f(tn, un)

)(
− f(tn, un) + f(tn, en + un)

)
.

Vezessük be a következ® jelöléseket:

Ψ(1)
n := −un+1 − un

τ
+ f(tn, un) (15)

Ψ(2)
n := −f(tn, un) + f(tn, en + un). (16)

Az explicit Euler-módszer hibaegyenlete:

en+1 − en
τ

= Ψ(1)
n + Ψ(2)

n ,

ahol a Ψ
(1)
n tagot lokális approximációs hibának nevezzük. Ez azt mutatja meg, hogy a

pontos megoldás milyen pontosan elégíti ki a numerikus megoldást meghatározó egyenle-

tet. Ψ
(1)
n ugyanis nem más, mint a pontos megoldás behelyettesítése a nullára rendezett

(10) képletbe:

− yn+1 − yn
τ

+ f(tn, yn) = 0.

3.1. Megjegyzés. Mivel a numerikus megoldás általában különbözik a pontos megoldás-

tól, ezért a Ψ
(1)
n lokális approximációs hiba nem egyenl® nullával, tehát ha en 6= 0, akkor

yn 6= un.

3.4. De�níció. Azt mondjuk, hogy egy numerikus módszer konzisztens, ha

lim
τ→0

Ψ(1)
n = 0.

Ha Ψ
(1)
n = O(τ p), akkor a numerikus módszert p-ed rendben konzisztensnek nevezzük.

Határozzuk meg a (13), (14) explicit Euler-módszer lokális approximációs hibáját és

konzisztenciarendjét!

Ψ(1)
n = −u(tn+1)− u(tn)

τ
+ f(tn, u(tn)) (17)

12



Meg kell mutatnunk, hogy (17) nullához fog tartani, valamint azt is, hogy milyen rendben.

Tegyük fel, hogy u(t) kétszer folytonosan di�erenciálható! Taylor-sorba fejtjük u(tn+1)-et

a tn pont körül:

u(tn+1) = u(tn + τ) = u(tn) + τu′(tn) +
τ 2

2!
u′′(tn) +O(τ 3). (18)

Másrészt

f(tn, u(tn)) = u′(tn). (19)

A (18), (19) egyenleteket behelyettesítjük a (15) képletbe:

Ψ(1)
n = −

(u(tn) + τu′(tn) + τ2

2!
u′′(tn) +O(τ 3))− u(tn)

τ
+ u′(tn) =

= − τ
2!
u′′(tn) +O(τ)2 ≡ O(τ).

Tehát az explicit Euler-módszer els®rendben konzisztens.

3.3. Az explicit Euler-módszer konvergenciája

Még mindig kérdés, hogy az yn ≈ u(tn) közelítés teljesül-e. Ahhoz, hogy ez teljesüljön,

a korábban de�niált konvergencia szükséges. Hogyan tudjuk garantálni ezt a konvergen-

ciát? Vizsgáljuk meg, hogy a (7) tulajdonság teljesül-e a (13), (14) módon el®állított yn

rácsfüggvényekre! Tehát a kérdés az, hogy a globális hiba nullához fog-e tartani. Ha a

válasz igen, akkor konvergensnek mondhatjuk a módszert, vagyis teljesül rá az alábbi

feltétel:

lim
τ→0
|en| = 0⇐⇒ lim

τ→0
en = 0.

Az el®z® fejezetben de�niáltak szerint

en+1 − en
τ

= Ψ(1)
n + Ψ(2)

n , (20)

ahol Ψ
(1)
n és Ψ

(2)
n (15), (16) szerint adhatók meg. Adjunk becslést a |Ψ(1)

n | kifejezésre! A

(18) képlet alapján látható, hogy amennyiben u kétszer folytonosan di�erenciálható

u(tn+1)− u(tn) = u(tn + τ)− u(tn) = τu′(tn) +
1

2
τ 2u′′(ξn),

ahol ξn ∈ [tn, tn+1] egy adott pont. Mivel f(tn, u(tn)) = u′(tn), valamint Ψ
(1)
n (15) szerinti,

ezért |Ψ(1)
n | ≤ M2

2
τ , ahol

M2 := max
[0,t∗]
|u′′(t)|. (21)
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Az f függvény Lipschitz-tulajdonsága miatt

|Ψ(2)
n | ≤ L|(un + en)− (un)| = L · |en|. (22)

Ekkor a (20), (22) egyenletekb®l az alábbi kifejezésre jutunk:

en+1 = en + τ(Ψ(1)
n + Ψ(2)

n ).

Tehát:

|en+1| ≤ |en|+ τ(|Ψ(1)
n |+ |Ψ(2)

n |) ≤ |en|+ τ |Ψ(1)
n |+ τL · |en| = (1 + τL)|en|+ τ |Ψ(1)

n |.

|en| ≤ (1 + τL)|en−1|+ τ |Ψ(1)
n−1| ≤

≤ (1 + τL)

(
(1 + τL)|en−2|+ τ |Ψ(1)

n−2|
)

+ τ |Ψ(1)
n−1| =

= (1 + τL)2|en−2|+ τ

(
|Ψ(1)

n−2|(1 + τL) + |Ψ(1)
n−1|

)
≤ . . .

. . . ≤ (1 + τL)n|e0|+ τ
n−1∑
j=0

(1 + τL)j|Ψ(1)
n−1−j| ≤

≤ (1 + τL)n
(
|e0|+ τ

n−1∑
j=0

|Ψ(1)
n−1−j|

)
(23)

Az utolsó lépésben az (1 + τL)j < (1 + τL)n, j = 0, 1, . . . , n − 1 egyenl®tlenséget alkal-

maztuk. Mivel 1 + x ≤ ex ∀x ≥ 0 esetén, valamint nτ = t∗, ezért

(1 + τL)n ≤ (eτL)n = enτL = et
∗L. (24)

Így (23)-ba behelyettesítve (24)-et és (21)-et a következ®t kapjuk:

|en| ≤ et
∗L

(
|e0|+ τ

M2

2
τn

)
|en| ≤ et

∗L

(
|e0|+

M2t
∗

2
τ

)
, ∀n = 1, 2, . . . , N. (25)

Mivel e0 = y0 − u(0) = u0 − u0 = 0, így (25)-b®l

|en| ≤ K · τ (26)

K = et
∗L · M2

2
t∗

következik. A (26) becslés azt mutatja meg, hogy megfelel®en �nomodó ωτ rácshálókon

τ → 0 esetén en → 0, és emellett en = O(τ). Tehát az explicit Euler-módszer els®rendben

konvergens.
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3.4. Az implicit Euler-módszer

Az explicit Euler-módszernél tárgyalt rácsfüggvényt máshogy is meghatározhatjuk.

Abban az esetben a deriváltat a jobb oldali véges di�erenciahányadossal közelítettük, és a

(13) képletet kaptuk, de vegyük észre, hogy a (13) bal oldalán szerepl® hányados egyben

a megoldásfüggvény tn+1-beli deriváltjának bal oldali véges di�erenciahányadossal való

közelítése is. Ezért a jobb oldalt kicserélhetjük az f(tn+1, yn+1) értékre.

f(tn+1, u(tn+1)) = u′(tn+1) ≈ y′(tn+1) ≈
y(tn+1)− y(tn)

τ
= f(tn+1, y(tn+1))

Az

yn+1 − yn
τ

= f(tn+1, yn+1), n = 0, 1, . . . , N − 1 (27)

y0 = u0 (28)

módon de�niált módszert implicit Euler-módszernek nevezzük.

3.2. Megjegyzés. A (27), (28) implicit Euler-módszert azért nevezzük implicitnek, mert

yn ismeretében az yn+1 értékét minden egyes lépésben egy (általában nemlineáris) egyenlet

megoldásával tudjuk csak meghatározni.

3.5. Az implicit Euler-módszer vizsgálata

Határozzuk meg az implicit Euler-módszer lokális approximációs hibáját és konzisz-

tenciarendjét! Az yn = en + un képletet behelyettesítjük a (27) rekurzióba:

(en+1 + un+1)− (en + un)

τ
= f(tn+1, en+1 + un+1).

Ezt átrendezve, majd hozzáadva és kivonva bel®le az f(tn+1, un+1) értéket az alábbi kife-

jezést kapjuk:

en+1 − en
τ

=

(
− un+1 − un

τ
+ f(tn+1, un+1)

)(
− f(tn+1, un+1) + f(tn+1, en+1 + un+1)

)
.

A korábbi Ψ
(1)
n jelöléssel az implicit Euler-módszer lokális approximációs hibája:

Ψ(1)
n = −un+1 − un

τ
+ f(tn+1, un+1) = −u(tn+1)− u(tn)

τ
+ f(tn+1, u(tn+1)). (29)
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Meg kell mutatnunk, hogy (29) nullához fog tartani, valamint azt is, hogy milyen rendben.

Tegyük fel, hogy u(t) kétszer folytonosan di�erenciálható! Fejtsük Taylor-sorba u(tn)-t a

tn+1 pont körül:

u(tn) = u(tn+1 − τ) = u(tn+1)− τu′(tn+1) +
τ 2

2!
u′′(tn+1) +O(τ 3). (30)

Másrészt

f(tn+1, u(tn+1)) = u′(tn+1). (31)

A (30), (31) egyenleteket behelyettesítjük a (29) képletbe:

Ψ(1)
n = −

u(tn+1)−
(
u(tn+1)− τu′(tn+1) + τ2

2!
u′′(tn+1) +O(τ 3)

)
τ

+ u′(tn+1) =

=
τ

2!
u′′(tn+1) +O(τ)2 ≡ O(τ).

Tehát az implicit Euler-módszer els®rendben konzisztens.

3.6. A trapézmódszer vizsgálata

Az egylépéses módszerek közül fontos még megemlítenünk a trapézmódszert, amely a

következ® alakban írható fel:

yn+1 − yn
τ

=
1

2
(f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)), n = 0, 1, . . . , N − 1 (32)

y0 = u0.

A trapézmódszer lokális approximációs hibája a következ®képpen írható fel:

Ψ(1)
n = −un+1 − un

τ
+

1

2

(
f(tn, un) + f(tn+1, un+1)

)
=

= −u(tn+1)− u(tn)

τ
+

1

2

(
f(tn, u(tn)) + f(tn+1, u(tn+1))

)
.

A (9) képletet felhasználva:

Ψ(1)
n = −u(tn+1)− u(tn)

τ
+

1

2

(
u′(tn) + u′(tn+1)

)
. (33)

A tn pont körül fejtsük Taylor-sorba u(tn+1)-et és u′(tn+1)-et:

u(tn+1) = u(tn + τ) = u(tn) + τu′(tn) +
τ 2

2!
u′′(tn) +O(τ 3), (34)

u′(tn+1) = u′(tn + τ) = u′(tn) + τu′′(tn) +O(τ 2). (35)
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A (34), (35)-öt behelyettesítve a (33) képletbe a:

Ψ(1)
n = −

(u(tn) + τu′(tn) + τ2

2!
u′′(tn) +O(τ 3))− u(tn)

τ
+

1

2

(
u′(tn)+u′(tn)+τu′′(tn)+O(τ 2)

)
összefüggést kapjuk. Ezt egyszer¶sítve: Ψ

(1)
n = O(τ 2), tehát a trapézmódszer másodrend-

ben konzisztens.

3.7. A θ-módszer

Az eddig ismertetett módszerek a következ®, úgynevezett θ-módszer speciális esetei:

yn+1 − yn
τ

= (1− θ)f(tn, yn) + θf(tn+1, yn+1), n = 0, 1, . . . , N − 1 (36)

y0 = u0.

A θ ∈ [0, 1] rögzített paraméter különböz® értékeire különböz® módszereket kapunk:

• ha θ = 0, akkor az explicit Euler-módszert kapjuk;

• ha θ = 1, akkor az implicit Euler-módszert kapjuk;

• ha θ = 1
2
, akkor a trapézmódszert kapjuk.

3.8. Példa

Tekintsük a következ® kezdetiérték-feladatot:

u′(t) = −u(t) + t+ 1, (37)

ahol t ∈ [0, 1] és u(0) = 1 a kezdeti feltétel.

Ennek a feladatnak a pontos megoldása a következ®:

u(t) = e−t + t.

Ezt a megoldást szeretnénk összehasonlítani az explicit, valamint az implicit Euler-mód-

szerrel kapott megoldásokkal különböz® lépésközöket alkalmazva.

Az 1. és 2. ábrákon látszik, hogy a τ lépésköz csökkentésével, azaz egyre �nomodó

rácsháló választása esetén a numerikus megoldás gra�konja közeledik a pontos megoldás

gra�konjához.
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(a) A τ = 0.1 lépésköz¶ EEM. (b) A τ = 0.01 lépésköz¶ EEM.

(c) A τ = 0.001 lépésköz¶ EEM.

1. ábra. Az explicit Euler-módszerrel kapott numerikus megoldás különböz® lépésközök

esetén.
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(a) A τ = 0.1 lépésköz¶ IEM. (b) A τ = 0.01 lépésköz¶ IEM.

(c) A τ = 0.001 lépésköz¶ IEM.

2. ábra. Az implicit Euler-módszerrel kapott numerikus megoldás különböz® lépésközök

esetén.

Ezt a fejezetet az [1], [4], [5] jegyzetek segítségével dolgoztuk fel.
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4. A numerikus módszerek stabilitása

Ebben a fejezetben a numerikus módszerek stabilitásáról lesz szó. A numerikus mód-

szer konvergenciájához nem elég a konzisztenciarendjét ismernünk, szükségünk van még

arra is, hogy a módszer 0-stabil legyen.

4.1. Tétel. Ha egy numerikus módszer p-ed rendben konzisztens és 0-stabil, akkor p-ed

rendben konvergens.

A 0-stabilitás lényegében azt jelenti, hogy ha egy kicsit változtatunk a kezdeti felté-

telen, akkor a numerikus megoldások is csak kicsit térnek el egymástól az egész id®inter-

vallumon.

4.1. De�níció. Egy numerikus módszer 0-stabil, ha ∃K > 0, amelyre teljesül az

|ei| ≤ K

(
|e0|+

i−1∑
j=0

|dj|τ
)

reláció minden i = 1, . . . , N esetén.

A de�nícióban szerepl® ei jelöli a globális hibát, amely az összes lépés alatt keletkezik,

di pedig a lokális hibát, vagyis azt a hibát, amely egy lépés alatt keletkezik.

Az alkalmazások során fontos a rögzített rácson való stabilitás vizsgálata is. Ezt a

következ®, úgynevezett Dahlquist-féle tesztfeladaton szokás elemezni:

y′(t) = λy(t) (38)

y(0) = y0, (39)

ahol λ ∈ C, Re(λ) ≤ 0, y0 ∈ R, t ≥ 0.

Ennek a feladatnak a pontos megoldása: y(t) = y0e
λt. Látszik, hogy ez a függvény

Re(λ) ≤ 0 esetén a [0,∞) intervallumon korlátos, továbbá Re(λ) < 0 esetén nullához

tart, amid®n t → ∞. A numerikus megoldástól elvárjuk, hogy szintén teljesítse ezeket

a tulajdonságokat. Vagyis azt mondhatjuk, hogy egy rögzített lépésköz¶ rácshálón vett

numerikus megoldás stabil, ha a (38), (39) tesztfeladatra alkalmazva a numerikus megoldás

korlátos marad, miközben t→∞.
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Legyen z := λτ . Ha a (38), (39) tesztfeladatra alkalmazzuk a numerikus módszert,

akkor az n-edik lépés a következ®képpen írható fel:

yn+1 = R(z)yn, (40)

ahol az R(z) függvény a módszer stabilitási függvénye.

4.2. De�níció. Egy numerikus módszer stabilitási tartománya a {z ∈ C : |R(z)| ≤ 1}

számhalmaz.

4.3. De�níció. Egy módszert A-stabilnak nevezünk, ha a bal oldali komplex félsík része

a stabilitási tartományának.

4.4. De�níció. Egy numerikus módszert er®sen A-stabilnak nevezünk, ha A-stabil, és

lim
|z|→∞

|R(z)| < 1.

4.5. De�níció. Egy numerikus módszert L-stabilnak nevezünk, ha A-stabil, és

lim
|z|→∞

R(z) = 0.

4.1. Megjegyzés. Minden L-stabil módszer er®sen A-stabil, és minden er®sen A-stabil

módszer A-stabil.

A következ® alfejezetekben az explicit és az implicit Euler-módszer stabilitási tarto-

mányával foglalkozunk.

4.1. Az explicit Euler-módszer stabilitási tartománya

Ha az explicit Euler-módszert a (38), (39) Dahlquist-féle tesztfeladatra alkalmazzuk,

akkor a következ®t kapjuk:

yn+1 = yn + τf(tn, yn) = yn + τλyn = yn(1 + τλ) = yn(1 + z).

(40) alapján látszik, hogy az explicit Euler-módszer stabilitási függvénye: R(z) = 1 + z.

Tehát a stabilitási tartománya azon z komplex számok halmaza, melyekre |R(z)| ≤ 1,

azaz |1 + z| ≤ 1. Vizsgáljuk meg, mit jelent ez egy valós λ ≤ 0 szám esetén a választható

lépésköz hosszára nézve!

|1 + z| ≤ 1 ⇔ |1 + λτ | ≤ 1 ⇔ −1 ≤ λτ ≤ 1 ⇔ −2 ≤ λτ ≤ 0.
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Mivel tudjuk, hogy λ ≤ 0, valamint a τ lépésköz mindig pozitív, így a λτ ≤ 0 lesz, tehát

a stabilitási feltétel: −2 ≤ λτ , azaz

τ ≤ −2

λ
=

2

|λ|
.

Ez azt jelenti, hogy ha ennél hosszabb τ lépésközt választunk, akkor a (38), (39) feladat-

ra alkalmazott explicit Euler-módszer megoldása instabillá válik: a numerikus megoldás

elszáll a végtelenbe, ahogy id®ben el®refelé lépegetünk.

Az 3. ábrán az explicit Euler-módszer teljes stabilitási tartománya látható. A stabilitási

tartomány nem foglalja magába a bal oldali félsíkot, tehát az explicit Euler-módszer nem

A-stabil, ebb®l következ®en nem er®sen A-stabil, és nem L-stabil.

3. ábra. Az explicit Euler-módszer stabilitási tartománya.

4.2. Az implicit Euler-módszer stabilitási tartománya

Ha az implicit Euler-módszert a (38), (39) Dahlquist-féle tesztfeladatra alkalmazzuk,

akkor a következ®t kapjuk:

yn+1 = yn + τf(tn+1, yn+1) = yn + τλyn+1

yn+1(1− τλ) = yn

yn+1 =
1

1− z
yn.
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(40) alapján látszik, hogy az implicit Euler-módszer stabilitási függvénye: R(z) = 1
1−z .

Tehát a stabilitási tartománya azon z komplex számok halmaza, melyekre |R(z)| ≤ 1,

azaz
∣∣ 1
1−z

∣∣ ≤ 1. Vizsgáljuk meg, mit jelent ez egy valós λ ≤ 0 szám esetén a választható

lépésköz hosszára nézve!∣∣∣∣ 1

1− z

∣∣∣∣ ≤ 1 ⇔
∣∣∣∣ 1

1− λτ

∣∣∣∣ ≤ 1 ⇔ −1 ≤ 1

1− λτ
≤ 1.

Mivel tudjuk, hogy λ ≤ 0, valamint a τ lépésköz mindig pozitív, így a λτ ≤ 0 lesz. Ezt

a szorzatot a tört nevez®jében 1-b®l vonjuk ki, tehát így egy 1-nél nagyobb vagy egyenl®

számot kapunk, és az 1-et leosztva ezzel, a tört értékére mindig igaz a fenti reláció. Tehát

a módszer bármilyen τ lépésköz esetén stabil megoldást ad.

4. ábra. Az implicit Euler-módszer stabilitási tartománya.

Az 4. ábrán az implicit Euler-módszer teljes stabilitási tartománya látható. A sta-

bilitási tartomány magába foglalja a bal oldali félsíkot, tehát az implicit Euler-módszer

A-stabil. A stabilitási függvény alakjából az is látható, hogy ha t→∞, akkor a stabilitási

függvény értéke nullához konvergál. Tehát az implicit Euler-módszer er®sen A-stabil, s®t

L-stabil.

Ezt a fejezetet a [3], [6], [8], [9] jegyzetek segítségével dolgoztuk fel.
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5. A Richardson-extrapoláció

5.1. Bevezetés

A korábbi fejezetekben szó volt a közönséges di�erenciálegyenletekre vonatkozó klasszi-

kus kezdetiérték-feladatról, amit a következ®képpen de�niáltunk:

u′(t) = f(t, u(t)) (41)

u(t0) = u0, (42)

ahol

• t ∈ [t0, T ], t0 < T, u ∈ Rd, d ≥ 1, f : G→ Rd, ahol G ⊂ Rd+1,

• t az ismeretlen változó,

• d az egyenletek számát adja meg,

• f pedig egy adott folytonos leképezés,

• u(t) egy d-dimenziós vektor, amely a t változótól függ és az ismeretlen függvényt

reprezentálja. Az egyszer¶ség kedvéért feltesszük, hogy d = 1. Ekkor tehát a keresett

függvény u : [t0, T ]→ R típusú.

Továbbá azt is feltesszük, hogy létezik megoldása a feladatnak, és az egyértelm¶. Ennek

feltételeit korábban már tárgyaltuk (Lipschitz-tulajdonság). Azt is láttuk, hogy általában

a (41), (42) módon de�niált feladatnak nem tudjuk kiszámítani a pontos megoldását,

ezért közelít® eljárásokat alkalmazunk. Bevezettük az ωτ := {tn = n · τ, n = 0, 1, . . .}

ekvidisztáns felosztású rácshálót, ahol τ > 0 az id®beli lépésköz volt.

A numerikus modellezés során gyakran felmerül® probléma, hogy adott lépésköz esetén

a numerikus megoldás nem kell®en pontos. Ilyen helyzetekben az a megszokott eljárás,

hogy az így kapott eredményt �gyelmen kívül hagyjuk, majd újra kezdjük a számolást,

kisebb lépésközt alkalmazva. Ez azonban a sok felesleges számolás miatt igen költséges.

Ebben a fejezetben a Richardson-extrapolációval foglalkozunk, amely nagyon népszer¶

numerikus eljárás. Segítségével hatékonyan növelhet® egy id®integrálási módszer pontossá-

ga. Ezt a számítási eszközt különféle numerikus módszerekkel kombinálva használhatjuk.
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Lényege, hogy ugyanazon közelít® módszert két különböz® lépésközzel alkalmazzuk, és eze-

ket megfelel® módon kombinálva a p-ed rend¶ módszerb®l (p+1)-ed rendben pontos ered-

ményt nyerhetünk. Két változata ismert: az aktív és a passzív Richardson-extrapoláció.

Az eredeti ötlet Lewis Fry Richardson angol matematikustól származik [10, 11], aki

többek között az id®járás el®rejelzésének problémájával is foglalkozott. Matematikailag

modellezte és kidolgozta a légköri áramlatok folyamatait. Bár els® próbálkozása nem

volt sikeres, nem kapott pontos eredményt, munkássága rendkívül fontos a mai id®járás-

el®rejelzés szempontjából.

5. ábra. Lewis Fry Richardson.

Tekintsük a (41), (42) klasszikus kezdetiérték-feladatot. Tegyük fel, hogy a közönséges

di�erenciálegyenlet közelítésére valamely korábban tárgyalt numerikus módszert alkal-

mazzuk lépésr®l lépésre. Jelölje u(tn) = un a feladat pontos megoldását az ωτ rácsháló

valamely tn pontjában. Ezen feltevések mellett a Richardson-extrapoláció az alábbiak

szerint írható le.

Ha a számításokat már minden ti (i = 0, 1, . . . , n − 1) rácspontra végrehajtottuk egy

p-ed rendben konvergens numerikus módszerrel, akkor a következ® három lépéssel adható

meg a következ®, tn rácspontbeli közelít® érték (yτ (tn) = y(tn) = yn):

1. τ lépésközzel számoljuk ki u(tn) approximációját, jelölje ezt a közelítést zn,

2. 0.5τ lépésközzel (azaz két lépés megtételével) számoljuk ki u(tn) approximációját,

jelölje ezt a közelítést wn,

3. az alábbi képletet alkalmazva kiszámítjuk az yn közelít® megoldást:

yn =
2pwn − zn

2p − 1
. (43)
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A fenti három lépéssel de�niált algoritmust nevezzük Richardson-extrapolációnak. Ezt

a módszert L. F. Richardson mutatta be és dolgozta ki 1911-ben és 1927-ben [10, 11].

Ne feledjük, hogy az ötlet valójában nagyon általános. A fenti algoritmus a közönséges

di�erenciálegyenletek bármely egylépéses numerikus módszerrel történ® megoldására al-

kalmazható. A használatához csak az alábbi két követelményt kell kielégíteni:

• zn és wn kiszámításához ugyanazt az egylépéses módszert kell alkalmazni,

• ha a kiválasztott módszer rendje p, akkor ezen p értéket kell behelyettesíteni a (43)

képletbe, tehát ez határozza meg a lineáris kombinációban szerepl® súlyokat.

5.2. A Richardson-extrapoláció pontossági rendje

Tegyük fel, hogy zn és wn a korábbiak szerint lett kiszámolva egy p-ed rendben konver-

gens numerikus módszerrel. Továbbá ha feltesszük, hogy a közönséges di�erenciálegyenlet

pontos u(t) megoldása megfelel®en sima (azaz u(t) (p+1)-szer folytonosan di�erenciálha-

tó függvény, ami er®sebb megkötés a korábban említett Lipschitz-tulajdonságnál), akkor

a következ® két egyenlet írható fel ezen értékekre:

u(tn)− zn = τ pK +O(τ p+1), (44)

u(tn)− wn = (0.5τ)pK +O(τ p+1). (45)

A (44), (45) képletben szerepl® K mennyiség függ a feladattól és a zn és wn számítása

során alkalmazott numerikus módszert®l, de nem függ az alkalmazott lépésközt®l. A K

tag kiejtésével a fenti két egyenletb®l az

u(tn)− 2pwn − zn
2p − 1

= O(τ p+1) (46)

egyenl®ség adódik.

Vegyük észre, hogy a (46) képlet bal oldalán szerepl® második kifejezés pontosan a

Richardson-extrapoláció alkalmazásával kapott yn közelítés ((43) képlet). A fentiek alap-

ján azonnal megkaphatjuk a következ® összefüggést:

u(tn)− yn = O(τ p+1). (47)
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Összehasonlítva az így kapott (47) képletet a (44) és (45) képletekkel, egyértelm¶en látszik,

hogy az yn (p+1)-ed rendben közelíti a megoldást, így megfelel®en kicsi lépésközökre mind

a zn, mind a wn közelítésnél pontosabb. Ez azt jelenti, hogy a Richardson-extrapolációt

felhasználhatjuk a numerikus megoldás pontosságának növelésére.

5.3. A pontosság további növelése

Az el®z®ekben láttuk, hogy a Richardson-extrapolációval hatékonyan tudjuk növelni

a numerikus módszerek pontosságát, de vajon tudjuk-e tovább növelni ezt a pontosságot?

Azaz megadható-e olyan általános számítási eljárás, amelynek segítségével egy p-ed rend-

ben pontos módszerb®l (p + 2)-ed rendben pontos módszert nyerünk? Vegyük alapul az

el®z® alfejezetben használt (44) és (45) képleteket. Módosítsuk a kiszámolt közelítésekre

használt jelöléseket, és a jobb oldalon vegyünk �gyelembe egy további tagot a sorfejtésb®l:

u(tn)− z[1]n = τ pK + τ p+1L+O(τ p+2), (48)

u(tn)− z[2]n = (0.5τ)pK + (0.5τ)p+1L+O(τ p+2). (49)

Tegyük fel, hogy egy harmadik z[3]n közelítést is meghatároztunk 0.25τ lépésközzel:

u(tn)− z[3]n = (0.25τ)pK + (0.25τ)p+1L+O(τ p+2). (50)

A K és L együtthatókat szeretnénk kiküszöbölni a fenti egyenl®ségekb®l. El®ször a K

paramétert tudjuk eliminálni: (49)-et megszorozzuk 2p-nel, majd az így kapott képletb®l

kivonjuk (48)-at. Hasonlóképpen szorozzuk meg (50)-et 4p = 22p-nel, majd ebb®l vonjuk

ki (48)-at. Ennek eredménye:

(2p − 1)u(tn)− 2pz[2]n + z[1]n = −0.5τ p+1L+O(τ p+2) (51)

(22p − 1)u(tn)− 22pz[3]n + z[1]n = −0.75(τ)p+1L+O(τ p+2). (52)

Az L konstanst a következ®képpen tudjuk eliminálni: (51)-et megszorozzuk −0.75-dal és

(52)-t megszorozzuk 0.5-del:

−0.75(2p − 1)u(tn) + (0.75)2pz[2]n − 0.75z[1]n = (0.75)0.5τ p+1L+O(τ p+2) (53)

0.5(22p − 1)u(tn)− (0.5)22pz[3]n + 0.5z[1]n = 0.5(−0.75)(τ)p+1L+O(τ p+2). (54)
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Az (53) és (54) egyenl®ségek összeadásával:(
22p−1 − 3(2p−2) + 0.25

)
u(tn)− 22p−1z[3]n + 3(2p−2)z[2]n − 0.25z[1]n = O(τ p+2). (55)

Az (55) formula a következ® alakra hozható:

u(tn) =
22p−1z

[3]
n − 3(2p−2)z

[2]
n + 0.25z

[1]
n

22p−1 − 3(2p−2) + 0.25
+O(τ p+2). (56)

Legyen

un =
22p−1z

[3]
n − 3(2p−2)z

[2]
n + 0.25z

[1]
n

22p−1 − 3(2p−2) + 0.25
. (57)

Ekkor (56) átírható a következ® alakra:

u(tn) = un +O(τ p+2). (58)

Ebb®l világosan látszik, hogy un a maga (p + 2)-ed rend¶ pontosságával két renddel

pontosabb z[1]n , z
[2]
n , z

[3]
n közelítések mindegyikénél, amelyek mind p-ed rendben pontosak.

5.1. Megjegyzés. Fontos megemlíteni, hogy ezen algoritmus számítási költsége elég ma-

gas, mivel szükséges hozzá elvégezni:

1. egy τ lépésközzel számított approximációt: z[1]n ,

2. egy 0.5τ lépésközzel számított approximációt: z[2]n , és

3. egy 0.25τ lépésközzel számított approximációt: z[3]n .

Cserébe azonban hosszabb τ lépésközt választhatunk ugyanazon pontosság eléréséhez. Ezt

a módszert ismételt Richardson-extrapolációnak nevezzük [3].

5.4. Hibabecslés és a lépésköz automatikus szabályozása

Vannak olyan esetek, amikor nem ekvidisztáns felosztású rácshálón keressük a közelít®

megoldást, hanem egy változó τn > 0 lépésköz¶ ωτ ′ := {tn = tn+1 + τn, n = 1, 2, . . .}

rácshálón. Ez a τn lépésköz különbözhet a τn−1 lépésközt®l, amit az (n− 1)-edik lépésben

használtunk, valamint τn+1-t®l is, amit az (n+1)-edik lépésben használunk. Azonban nem

lehet tetszés szerint váltogatni ezeket a lépésközöket, bizonyos szabályoknak teljesülniük

kell:
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• az így számolt közelítéseknek pontosnak kell maradniuk,

• biztosítani kell a 0-stabilitást, valamint

• a m¶veletigényt hatékonyan kell csökkenteni.

A változó lépésköz használata gyakran növeli a számítási folyamat hatékonyságát, így

akár egy optimális lépésközhosszúságot is be lehet állítani.

A Richardson-extrapolációt használhatjuk, és valójában nagyon gyakran használják

oly módon, hogy megbecsülik a közelít® megoldás számításakor fellép® hiba vezet® tag-

ját, majd ezután meghatározzák az optimális lépésközt, amely remélhet®leg hatékonyan

alkalmazható a következ® lépésben. Vegyük �gyelembe, hogy a (44) és (45) kifejezések

nem használhatók közvetlenül a hibabecslésnél, mert K értéke általában nem ismert. Ez

azt jelenti, hogy ezt a paramétert eliminálni kell annak érdekében, hogy meg lehessen

becsülni a hibát, majd azt követ®en egy optimális lépésközt lehessen meghatározni.

Ha a (44) egyenletb®l a (45) egyenletet kivonjuk, az alábbi kifejezést kapjuk K-ra:

K =
2p(wn − zn)

τ p(2p − 1)
+O(τ p+1). (59)

Az így kapott (59) képletet behelyettesítve a (45) képletbe az

u(tn)− wn =
wn − zn
2p − 1

+O(τ p+1) (60)

egyenl®ség adódik, ami azt mutatja, hogy az n-edik id®pillanatban a

HIBAn =

∣∣∣∣wn − zn2p − 1

∣∣∣∣ (61)

mennyiség alkalmas a wn közelít® megoldás számítása során fellép® globális hiba vezet®

tagjának becslésére, ha a τ lépésköz megfelel®en kicsi. A

τúj = ω p

√
TOL

HIBAn
τ (62)

formula segítségével automatikusan kontrollálhatjuk a lépésközt. Az (62)-beli TOL para-

méter értékét mi határozzuk meg, a (41), (42) feladat megoldásának a kívánt pontosságát

adjuk meg vele. Ha a (61) alapján számolt globális hiba jelent®sen eltér TOL értékét®l,

akkor HIBAn felhasználható egy új (τúj) lépésköz meghatározására. Az (62) képletben

szerepl® ω egy biztonsági paraméter, értéke 0 és 1 között változhat, általában ω = 0.9. Te-

hát a Richardson-extrapoláció alkalmazható közönséges di�erenciálegyenlet-rendszereket

megoldó programok lépésközének automatikus szabályozására is.
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5.5. Az aktív és a passzív Richardson-extrapoláció

A (43) formula valójában csak azt határozza meg, hogyan számolhatjuk ki az yn ext-

rapolált közelítést minden egyes lépésben, ahol n = 0, 1, 2, . . . , N , azt feltételezve, hogy a

két közelítés: zn és wn rendelkezésünkre áll. Ez a képlet önmagában még nem teljesen írja

le, hogyan m¶ködik a Richardson-extrapoláció algoritmusa. Az algoritmus akkor lesz jól

de�niálva, ha pontosítjuk, hogy mi történik az yn (n = 0, 1, 2, . . . , N) közelítésekkel. Két

lehetéges választás van:

1. egy adott n esetén a kiszámolt yn közelítés nem szerepel a további számításokban

(el lehet tárolni a kés®bbi fehasználás céljából) (passzív Richardson-extrapoláció),

2. egy adott n esetén a kiszámolt yn közelítést közvetlenül felhasználjuk yn+1 kiszámí-

tásához (aktív Richardson-extrapoláció).

Tehát a Richardson-extrapolációnak két különböz® változatát kapjuk: az aktív és a

passzív Richardson-extrapolációt. Világos, hogy miért megfelel® jelz® a passzív szó az

els® változatra: a numerikus megoldást minden id®pillanatban a két különböz® lépésköz¶

megoldás kombinációjával kapjuk, de a továbblépéshez azt sosem használjuk fel. Az aktív

változatnál minden id®pillanatban kombináljuk a két különböz® lépésköz¶ megoldást, de

ez esetben a következ® lépésben felhasználjuk az így nyert értéket, azzal számolunk tovább.

Ezeknek a számítási módját az alábbi ábrákon láthatjuk.

A passzív Richardson-extrapoláció számítási módja:

y0

z1

w1

z2

w2

...

...

y1 y2

Az aktív Richardson-extrapoláció számítási módja:

y0

z1

w1

y1
z2

w2

y2 ...
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Melyik változatot érdemes használni?

Erre a kérdésre nincs egy meghatározott válasz, három különböz® eset állhat el®, melye-

ket gondosan mérlegelni kell és néhány alapvet® tulajdonság vizsgálatával, az eredmények

összevetésével eldönteni, hogy melyik változatot alkalmazzuk.

1. Mind az aktív, mind a passzív Richardson-extrapoláció alkalmazásával egy-egy új

módszert kapunk (B módszer), amelyek ugyanolyan vagy legalább hasonló stabilitási

tulajdonságokkal rendelkeznek, mint az eredeti numerikus módszer (A módszer).

2. Az új numerikus módszer (B módszer), amelyet a passzív Richardson-extrapoláció

alkalmazásával nyerünk, jobb stabilitási tulajdonságokkal rendelkezik, mint az aktív

Richardson-extrapolációval kapott (B) módszer.

3. Az új numerikus módszer (B módszer), amelyet az aktív Richardson-extrapoláció al-

kalmazásával nyerünk, jobb stabilitási tulajdonságokkal rendelkezik, mint a passzív

Richardson-extrapolációval nyert (B) módszer.

A Richardson-extrapoláció alkalmazásával kapott eredményeket mindig egy teljesen

új numerikus módszerként kell kezelni, ezért szükséges minden tulajdonságát alaposan

megvizsgálni, legf®képp a stabilitást.

Ezt a fejezetet a [3], [6], [7] jegyzetek segítségével dolgoztuk fel.
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6. Összefoglalás

Számos olyan módszer létezik, amellyel a közönséges di�erenciálegyenletek kezdeti-

érték-feladatát numerikusan tudjuk megoldani. A dolgozatban a legfontosabb egylépé-

ses módszereket ismertettük. Megvizsgáltuk, hogyan viselkednek az így kapott közelít®

megoldások egy ekvidisztáns felosztású rácsháló pontjaiban. Láttuk, hogy meglehet®sen

általános feltételek mellett

• az explicit Euler-módszer els®rendben konzisztens, és els®rendben konvergens,

• az implicit Euler-módszer els®rendben konzisztens,

• a trapézmódszer másodrendben konzisztens.

Ezeket a módszereket egy általánosabb képlettel is felírtuk, ez a θ-módszer. Egyszer¶

példával szemléltettük, hogy ha az implicit és az explicit Euler-módszer alkalmazása so-

rán egyre kisebb lépésközt választunk, akkor egyre közelebb kerülünk a pontos megoldás

gra�konjához.

Ezek után a stabilitással foglalkoztunk. Ahhoz, hogy egy matematikai modell jól m¶-

ködjön, elengedhetetlen, hogy többféle értelemben is stabil legyen a megoldása. Az ún.

0-stabilitás a konzisztencia mellett biztosítja a konvergenciát. Fontos emellett a rögzített

rácson való stabilitás is. Láttuk, hogy az implicit Euler-módszer A-stabil, er®sen A-stabil

és L-stabil, míg az explicit Euler-módszerre ezek a tulajdonságok nem teljesülnek.

Megismerkedtünk a Richardson-extrapolációval, melynek segítségével növelhetjük egy

numerikus módszer pontosságát. Levezettük, hogyan kaphatunk egy p-ed rendben kon-

vergens módszerb®l (p + 1)-ed rend¶ módszert, majd megnéztük, mi történik, ha még

egyszer alkalmazzuk az extrapolációt: ebb®l már (p+ 2)-ed rendben konvergens módszert

nyertünk.

Becslést adtunk a közelítés során fellép® hibára, melynek segítségével formulát kap-

tunk a lépésköz automatikus szabályozására. Végül röviden ismertettük a Richardson-

extrapoláció két változatát.
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7. Függelék

A dolgozat során felhasznált MATLAB programkódok

Az explicit Euler-módszer

1 function [ t , y ] = szdexpeu l e r ( s zdd i f f e gy , t0 , y0 , h , N)

2 t=zeros (N+1 ,1) ;

3 y=zeros (N+1 ,1) ;

4 t (1 )=t0 ;

5 y (1 )=y0 ;

6 for i =1:N

7 t ( i +1)=t ( i )+h ;

8 y ( i +1)=y( i )+h∗ s z dd i f f e g y ( t ( i ) , y ( i ) ) ;

9 end

10 u=exp(−t )+t ;

11 plot ( t , u , 'b ' , t , y , ' r ' )

12 xlabel ( ' t ' )

13 ylabel ( ' y ' )

14 t i t l e ( ' Exp l i c i t Euler−módszer \ tau l é p é s k ö z z e l ' )

15 legend ( ' Pontos megoldás ' , ' Numerikus megoldás ' )

Az implicit Euler-módszer

1 function [ t , y ] = szd impeuler ( s zdd i f f e gy , t0 , y0 , h , N)

2 t=zeros (N+1 ,1) ;

3 y=zeros (N+1 ,1) ;

4 t (1 )=t0 ;

5 y (1 )=y0 ;

6 for i =1:N

7 t ( i +1) = t ( i ) + h ;

8 g = @(x ) (x−y ( i )−h∗ s z dd i f f e g y ( t ( i +1) , x ) ) ;

9 g_der = @(x ) (1+h) ;
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10 hiba = 1e−6;

11 maxit = 50 ;

12 x (1 ) = y( i )+h∗ s z dd i f f e g y ( t ( i ) , y ( i ) ) ;

13 y_newton = g (x (1 ) ) ;

14 i t = 0 ;

15 while ( ( abs ( y_newton ) > hiba ) && ( i t < maxit ) )

16 i t = i t + 1 ;

17 x ( i t +1) = x( i t ) − g (x ( i t ) ) /g_der (x ( i t ) ) ;

18 y_newton = g (x ( i t +1) ) ;

19 end

20 y ( i +1)=x( i t +1) ;

21 end

22 u=exp(−t )+t ;

23 plot ( t , u , 'b ' , t , y , ' r ' )

24 xlabel ( ' t ' )

25 ylabel ( ' y ' )

26 t i t l e ( ' Imp l i c i t Euler−módszer \ tau l é p é s k ö z z e l ' )

27 legend ( ' Pontos megoldás ' , ' Numerikus megoldás ' )

A di�erenciálegyenletet megadó alfüggvény kódja

1 function dydt = s zdd i f f e g y ( t , y )

2 dydt = −y+ t +1;
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