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Koszonetnyilvanitas

Ezuton is szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Havasi Agnesnek a sok se-
gitségért és hasznos tandcsért, amit a dolgozat megirasa kozben kaptam téle.

Halaval tartozom Farago6 Istvan tanar drnak, aki érdekes tanoraival megkedveltette
velem a témakort.

Kiilon szeretnék koszonetet mondani sziileimnek és testvéremnek, akik mindig hittek

bennem és tamogattak tanulmanyaim soran.
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1. Bevezetés

A differencidlegyenlet, mint fogalom a sebesség fogalméahol sziiletett. A differencial-
egyenletek segitségével kiilonbo6z6 természettudomanyi, miiszaki vagy kozgazdasagi fo-
lyamatokat tudunk modellezni. Attol fligg6en, hogy az ismeretlen fiiggvény egy- vagy
tobbvaltozos, beszélhetiink kozonséges, illetve parcialis differencidlegyenletekrsl. Egy jo
modellt6l mindig elvarjuk, hogy korrekt kitiizési legyen, azaz teljesiiljon ra az egziszten-
cia (azaz létezzen megoldasa), az unicitas (azaz csak egyetlen megoldasa létezzen), és a
stabilitas (a megoldas folytonosan fiiggjon a feladatot leird paraméterektdl) feltétele.

Az egyszeriibb differencidlegyenleteket analitikusan is meg tudjuk oldani, de az esetek
tobbségében ezt a pontos megoldast nem tudjuk elGallitani, igy numerikus modszerekkel,
kozelitSleg oldjuk meg a feladatokat. A dolgozatban a kodzonséges differencidlegyenletek
numerikus megoldasi modszereivel foglalkozunk.

A masodik fejezetben a differencidlegyenletekkel kapcsolatos fontosabb fogalmakat és
tételeket ismertetjiik, definialjuk a kozonséges differencidlegyenletek kezdetiérték-felada-
tat. A harmadik fejezetben a véges differencias numerikus modszerekkel, azok levezeté-
sével foglalkozunk. Definidljuk a racshalo fogalmat, bevezetjiik a kiilénboz6 egylépéses
modszereket, majd a konzisztencia fogalmat, és meghatarozzuk ezen modszerek konzisz-
tenciarendjét. Végiil egy példan keresztiil sszehasonlitjuk az implicit és az explicit Euler-
modszer alkalmazasaval kapott megoldasokat a pontos megoldassal. A negyedik fejezetben
a stabilitasrol lesz sz6. Az alapvetd fogalmak bevezetése utan meghatarozzuk két fonto-
sabb numerikus modszer stabilitisi tartomanyat.

Az 6todik fejezetben a Richardson-extrapolacioval foglalkozunk. Ezt a szamitasi esz-
kozt Lewis Fry Richardson angol matematikusrol nevezték el, aki tobbek kozott a légkori
folyamatok modellezésével is foglalkozott. Az elsG el6rejelzési probalkozasa nem volt si-
keres, de munkassagaval megalapozta a mai idgjaras-elérejelzést [10, 11]. A Richardson-
extrapolacio egy rendkiviil népszeri eszkoz a differencidlegyenlet(rendszer)ek numerikus
megoldasa soran. Hasznalataval egy p-ed rendben pontos modszerbdl (p + 1)-ed rendben
pontos modszert nyerhetiink. A numerikus modszerek esetében sokszor abba a probléméaba
iitkoziink, hogy a megoldas, amelyet egy bizonyos lépéskozzel kaptunk, nem kell6képpen

pontos, igy a megoldast elolrdl kell kezdeniink egy masik, finomabb racshaléon. A korab-



bi szamitasaink igy kirba vesznek. Richardson azonban kétféle lépéskozzel alkalmazta
ugyanazt a numerikus modszert, majd ezek megfelel§ linearis kombinaciojat vette, igy
pontosabb eredményt kapott. Ebben a fejezetben levezetjiik a Richardson-extrapolacio
pontossagi rendjét, majd ismételten alkalmazzuk az extrapolaciot, igy egy j modszert
kapunk, amely még pontosabb approximaciot biztosit. Ezutan becslést adunk a hibara,
végiil roviden ismertetjiik a Richardson-extrapolacié két valtozatat: a passziv és az aktiv

Richardson-extrapolaciot.



2. A kozonséges differencialegyenlet fogalma

A kozonséges differencidlegyenlet olyan egyenlet, amely egy ismeretlen, egyvaltozos
fliggvény és annak derivaltja kozotti kapcesolatot irja le. Ebben a fejezetben 6sszegytjtjiik
a kozonséges differencidlegyenletek megoldasaval kapcsolatos legfontosabb fogalmakat és

tételeket.

2.1. Definici6. Legyen n € N és F : R""2 — R folytonos fiiggvény. Ekkor n-edrend ko-
zonséges differencidlegyenletnek nevezziik az F/(t, z(t),2'(t), ..., 2™ (t)) = 0 alaki egyen-

letet.

2.2. Definicié. Az ismeretlen fliggvény derivaltjai koziil az elfordul6 legmagasabb rendd

derivalt rendjét a differencialegyenlet rendjének nevezziik.

2.3. Definicié. Legyen n € N és f : R*™ — R folytonos fiiggvény. Ekkor elss-
rendii kozonséges differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik az z/(t) = f(t,z(t)) alaka

differencidlegyenlet-rendszert.

Egy differencidlegyenletet rendszerint nem énmagaban oldunk meg, hanem olyan meg-

oldasat keressiik, amely eleget tesz egy bizonyos kiegészits feltételnek vagy feltételeknek.

2.4. Definici6. Legyen G C Rt egy tartomany (azaz G egy Osszefiiggs, nyilt halmaz),
(to, uo) € G egy adott pont (ty € R,uy € RY), f: G — R? egy folytonos leképezés. Az

u'(t) = f(t u(t)) (1)
u(to) = uo (2)
feladatot kezdetiérték-feladatnak, vagy mas szoval Cauchy-feladatnak nevezziik.

2.5. Definicié. Az olyan u : [ — R? (I egy nyilt intervallum) folytonosan differencialhato

fiiggvényt, amelyre
o {(t,u(t)):tel} CG;
o U (t) = f(t,u(t)), Vt € I;

° t() el és u(to) = Ug



az (1), (2) Cauchy-feladat megoldasanak nevezziik.

Egy Cauchy-feladat megoldasakor meghatarozzuk az Osszes olyan u : R — R? fiigg-
vényt, amely valamely I C R intervallum pontjaiban behelyettesithets az (1), (2) feladat-
ba, valamint ki is elégiti azt.

Amennyiben a Cauchy-feladat egy természettudomanyos, miszaki vagy kozgazdasagi
folyamat matematikai modellje, alapvetd elvards, hogy a feladatnak létezzen egyértelmii
megoldasa. Bizonyos feltételek mellett ez a kivetelmény biztosithato. Vezessiik be az alab-
bi jelolést:

Heplto, o) = {(t, ) : |t — to] < o, [lu = ol < 8} € G,

ahol «, B pozitiv szamok. (Tehat H, g(to, uo) egy (to, up) kozepi, zart, (d + 1)-dimenzios
téglalap.) Mivel f folytonos a zart H, s(to, ug)-on, ezért 1étezik f(¢, u)-nak maximuma ezen
a halmazon. Igy értelmes az aldbbi valés szam bevezetése: M = maxy, ,(ou0) ||/ (£, )| so-

Ekkor VY t, |t — to] < min{a, %} esetén létezik az (1), (2) feladatnak megoldasa.

2.1. Tétel. Ha az f fiigguény a mdsodik vdltozdjdban Lipschitz-tulajdonsdgi a H, p(to, uo)
halmazon, azaz létezik olyan L > 0 dllandd, amelyre ¥ (t,uy), (t,us) € Hy 5(to, ug) pontban
| f(t,ur) — f(t u2)|loo < L||lus — usl|oo teljesil, akkor az (1), (2) Cauchy-feladatnak létezik

eqyértelmi megolddsa.

A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy a fenti feltételek teljesiilnek, azaz 1étezik olyan
H, p(to,up) C G részhalmaz, amelyen f folytonos és a méasodik véaltozojaban lipschitzes,
azaz létezik egyértelmd megoldéasa. Legyen Iy := {t € I : ||t — to]| < T'} intervallum, ahol
T = min{a, £} és a kozelits megoldést ezen az I, intervallumon allitjuk els.

Mivel az alkalmazasokban felmeriils differencidlegyenletek tobbségében a t valtozé id6t
jelent, ezért egy Cauchy-feladat megoldésa a rendszer idébeli valtozésat adja meg. Ismerve
a rendszer allapotat egy adott ty kezdeti idGpontban, annak ezt kovets, t-beli allapotéat
szeretnénk meghatarozni. Tehat ha u(ty) ismert, akkor az u(t) fiiggvényt szeretnénk meg-
adni, ahol t > t5. A t = t; id6pontot kezdSpontnak, a megoldasfiiggvény tg-beli értékét
kezdeti értéknek, valamint a (to, u(to)) part kezdeti feltételnek nevezziik.

Legyen a kezdépont ty = 0, igy a feladat megoldasanak értelmezési tartoméanya a



[0,T] C I intervallum, és ekkor a feladat a kdvetkezo:
u'(t) = f(t,ult), t €[0,T]

u(0) = uy.

Célunk az u(t) megoldasfiiggvény meghatarozésa.
A konnyebb attekinthetGség kedvéért mostantol a d = 1 skalaris esetet vizsgéljuk.

Ekkor legyen Q7 :=[0,7] x R C R?, f: Qr — R. A tovabbiakban az

u' = f(tau)

u(0) = ug, up € R

feladatot nevezziik Cauchy-feladatnak, és feltessziik, hogy f € C(Qr) és a masodik val-

tozojaban lipschitzes fiiggvény, azaz
|f(t,w) = f(tu2)] < Llwg —ual, ¥V (t,w), (¢, u2) € Qr.

Tehat a feladat a kovetkezd: keressiik azt a megfeleléen sima w : [0, 7] — R fiiggvényt,

amelyre

u'(t) = f(t,ult)),v t €[0,7] (3)
u(0) = . (4)

Ezt a fejezetet az [1], [2], [4] jegyzetek segitségével dolgoztuk fel.



3. Véges differencias modszerek

Az el6z6 fejezetben a megoldas 1étezésére és egyértelmiiségére vonatkozo feltételeket
vizsgaltunk, azonban ezek nem adnak valaszt annak elGallitdsara. Egy kozonséges differen-
cidlegyenlet kezdetiérték-feladatanak megoldasat altalanos esetben nem tudjuk meghata-
rozni zart alakban, ezért a pontos megoldast valamilyen numerikus modszer segitségével
kozelité alakban keressiik. Ez azt jelenti, hogy értelmezési tartomanyénak egyes pontjai-
ban a megoldésfiiggvény értékeit véges szamu lépéssel kozelitéleg hatarozzuk meg. Ebben
a fejezetben olyan eljarasokkal foglalkozunk, amelyek valamely rogzitett idépontbeli koze-
litést egy, azt kozvetleniil megel6z6 idSpontbeli kozelités felhasznélasaval hataroznak meg.

Az ilyen modszereket egylépéses modszereknek nevezziik. Tehat célunk az
u' = f(t,u), t€[0,T] (5)
u(0) = ug (6)

feladat egylépéses modszerekkel torténd kozelité megoldasa, ahol 7' > 0 olyan szam, amely
mellett az (5), (6) feladatnak létezik egyértelmt, elég sima megoldasa a [0, T] intervallu-
mon.

Vezessiik be az w, == {t, = n-7,n = 0,1,2,...} ekvidisztans felosztasi racshélot,
ahol 7 > 0 adott paraméter. Tehat w, olyan racshalo, ahol a pontok egyenls tavolsdgra
helyezkednek el egymastol. Célunk egy olyan vy, : w, — R racsfiiggvény meghatarozasa,
amely az w, pontjaiban jol kozeliti a (3),(4) Cauchy-feladat pontos u(t) megoldasat, azaz
Y- (t,) =~ u(t,), ahol t,, € w,. Ehhez bevezetjiik az y,(t,) =: y,, valamint az u(t,) =: u,
jeloléseket.

Az alabbi kérdések meriilhetnek fel:
e Mikor j6 a numerikus modszer?
— ha hatékony, azaz a megoldés elgallitasa nem igényel tilsagosan nagy szamitasi
idét,
— ha egyszerre konzisztens és stabil, mert a kettd egyiitt biztositja a konvergen-
ciat. (Megjegyzés: Ha a numerikus modszer p-ed rendben konzisztens és stabil,

akkor p-ed rendben konvergens is. Ez a tétel Lax Péter magyar szdrmazasu

amerikai matematikus nevéhez fiizdik.)

9



e Mit értiink azon, hogy v, ,,jol kozeliti” u,-t? (y, =~ u,)

Tekintsiik az el6bb definidlt w, racshalok sorozatat 7 — 0 mellett, és vezessiik be a

kovetkezé definicidkat!

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy numerikus modszer konvergens a t* € w,

pontban, ha az altala meghatarozott y, racsfiiggvényre érvényes a

lim |y, — u(t*)] = 0 (7)

T—0
relacio, ahol n -7 = t*. Ha (7) érvényes a [0, 7] intervallum minden ¢* pontjaban,

akkor a numerikus modszert konvergensnek nevezziik ezen az intervallumon.

3.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a numerikus médszer p-ed rendben konvergens,
ha
yn —u(t”)| = O(7), p 2 1. (8)

Célunk, hogy minél magasabb p-re tudjuk garantalni ezt a konvergenciat. Minden
véges kiilonbséges modszerrel szemben alapvetd elvarasunk, hogy a numerikus meg-
oldas a fent definialt értelemben tartson a feladat pontos megoldésahoz.

e Hogyan hatirozzuk meg az y, récsfiiggvényt?

Erre a kérdésre a kovetkezé alfejezetekben fogunk valaszt adni, és tobb modszert is

tekintiink a racsfiiggvény meghatérozéasara.

3.1. Az explicit Euler-médszer

Mivel u pontos megoldas, ezért specialisan ¢ = t,,-ben is kielégiti az eredeti (5) felada-

tot, vagyis

U (tn) = f(tn, u(ts)). (9)

Egy fliggvény derivaltjat a differenciahanyados-fiiggvény hatarértékeként értelmeztiik,
ezért célszerd a derivaltat a differenciahanyados értékeivel approximaélni. A t,-beli de-

rivaltat az

u'(t,) ~ (10)



jobb oldali véges differenciahanyadossal kozelithetjiik. Els6ként a megoldas t;-beli kozelité

értékét szeretnénk megkapni. A to-beli derivéaltra alkalmazva a (9), (10) képletet az

u(ty) — u(to)

f(to, u(to)) = (11)

osszefiiggest kapjuk. Mivel célunk az, hogy vy, ,,jol kozelitse” u(t,)-t, azaz vy, ~ u(t,)

teljesiiljon, valamint yo = u(to) adva van a kezdeti feltételbol, ezért (11)-et atrendezve

u(ty) = f(to, u(to))7 +u(to) = f(to, yo)7 +vo = 1

lesz a megoldas ti-beli értékének kozelitése.

Hasonloan kaphatjuk meg a t5-beli megoldas kozelitését:

u(ts) = [ty u(t))T +u(ty) = [t y)T + v =y,

és igy tovabb. Igy a kovetkezs algoritmushoz jutunk:
yn+1:yn+7—f(tn)yn)7 TL:071,2,...,N—1. (12)

Vagyis y,-b6l kozvetleniil ki tudjuk szdmolni y,,i-et. Tehéat felirhatunk egy egylépéses

iteraciot a kovetkezd modon:

Init ZUn _ pt yn), n=0,1,2,...,N —1 (13)
-

Yo = Up- (14)

A (13), (14) modszert explicit Euler-modszernek nevezziik.

3.2. Az explicit Euler-médszer vizsgalata

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

en = Yn — u(t*), azaz e, = y, — u,, ahol u, = u(t,) = u(t*).

3.3. Definicio. Az e, = y, — u(t,) racsfiiggvényt hibafiiggvénynek vagy globalis hiba-

fiiggvénynek nevezziik.

A globalis hibafiiggvény azt mutatja meg, hogy a pontos és a kozelité megoldas milyen
messze van egymastol. Helyettesitsiik be a (13) rekurzioba az y,, = e, + u,, képletet, ekkor
az alabbi Osszefiiggést kapjuk:

(6n+l + Un+1) - (en + un)
T

- f(tna €n + un)

11



Ezt atrendezziik:

e — € (7 — U
n+17— no_ _ n+17— n +f(tn,€n+un>

A jobb oldalhoz el6szor adjuk hozza az f(t,,w,) értéket, majd vonjuk is ki beldle, ekkor

a kovetkez6 egyenlGséget kapjuk:

T T

@ﬂ;gL:(_&¢£1ﬁ+f@ﬂw)(‘ﬂmww+f@m%+%0-

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

= _Un1 7 Un F(tn, ) (15)
T
\Iff) = —f(tn,un) + f(tn, en + up). (16)

Az explicit Euler-médszer hibaegyenlete:

Entl 7 g 4 g2

n n
T

ahol a UiV tagot lokalis approximacios hibanak nevezziik. Ez azt mutatja meg, hogy a
pontos megoldas milyen pontosan elégiti ki a numerikus megoldast meghatarozo6 egyenle-
tet. UL ugyanis nem maéas, mint a pontos megoldas behelyettesitése a nullara rendezett

(10) képletbe:
_ Yn+1 — Un

- + f(tnvyn) = 0.

3.1. Megjegyzés. Mivel a numerikus megoldas altalaban kiilénbézik a pontos megoldéas-
tol, ezért a \Dg) lokalis approximacios hiba nem egyenld nullaval, tehat ha e, # 0, akkor

Yn F Up.

3.4. Definici6é. Azt mondjuk, hogy egy numerikus modszer konzisztens, ha

lim U = 0.

7—0
Ha O\ = O(7?), akkor a numerikus modszert p-ed rendben konzisztensnek nevezziik.

Hatarozzuk meg a (13), (14) explicit Euler-modszer lokalis approximécios hibajat és

konzisztenciarendjét!

g = ) Zulb) ey ) (17)

T

12



Meg kell mutatnunk, hogy (17) nulladhoz fog tartani, valamint azt is, hogy milyen rendben.
Tegyiik fel, hogy u(t) kétszer folytonosan differencialhaté! Taylor-sorba fejtjiik w(t,1)-et

a t, pont koriil:
U(tyi1) = ulty, +7) = ulty) + 7u'(t,) + =u"(t,) + O(T%). (18)

Mésrészt
f(tn, ultn)) = ' (tn). (19)
A (18), (19) egyenleteket behelyettesitjitk a (15) képletbe:

g _ _(ultn) + T/ (t) + ' (ty) + O(1%)) — ulty) () —

= —5u'(tn) + O(7) = O().

Tehat az explicit Euler-modszer els6rendben konzisztens.

3.3. Az explicit Euler-médszer konvergenciaja

Még mindig kérdés, hogy az y,, ~ u(t,) kozelités teljesiil-e. Ahhoz, hogy ez teljesiiljon,
a korabban definidlt konvergencia sziikséges. Hogyan tudjuk garantalni ezt a konvergen-
ciat? Vizsgéljuk meg, hogy a (7) tulajdonsag teljesiil-e a (13), (14) modon elGallitott y,,
racsfiiggvényekre! Tehéat a kérdés az, hogy a globalis hiba nulldhoz fog-e tartani. Ha a
valasz igen, akkor konvergensnek mondhatjuk a modszert, vagyis teljesiil ra az aldbbi
feltétel:
liir(l]|en] =0 <:>li£r(1)en =0.

Az el6z6 fejezetben definialtak szerint

Entl 7O () 4 @) (20)
T

ahol U ¢s WP (15), (16) szerint adhatok meg. Adjunk becslést a |\IJ,(11)\ kifejezésre! A

(18) képlet alapjan lathato, hogy amennyiben u kétszer folytonosan differencidlhato

ltnsr) = wte) = ult +7) —ult) = 7ol (12) + 57 (60,

ahol &, € [tn, tus1] egy adott pont. Mivel f(t,, u(tn)) = u/(t,), valamint U\ (15) szerinti,
ezért \\117(11)\ < 27 ahol
My = max |u”(t)]. (21)

(0,%]
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Az f figgvény Lipschitz-tulajdonsaga miatt
TP < Li(un + €n) — (un)| = L - |en). (22)
Ekkor a (20), (22) egyenletekbdl az alabbi kifejezésre jutunk:
enp1 = en 4+ T(TH £ U@,
Tehat:

lensil < lea| + (W] + [U2]) < Jeu| + 7 OP |+ 7L - Jen| = (L +7L)|en| + 7] TP].

lenl < (14 7L)|en | + 70| <

< (1+7L)<(1+7L)|en o + 7o, )+T|\IJS_)1| =

= (1+7L)%|en_s| + T(y\p;1_>2|(1 +7L) + |\If§3_’1!) <

n—1
< (L+7L) e + 7Y (A +7LY WY, ] <
=0

<(147L)" (|e0|+72|\lf§})1 j> (23)

Az utolso lépésben az (1 +7L) < (1+7L)",j =0,1,...,n — 1 egyenl6tlenséget alkal-

maztuk. Mivel 1 + x < e* Vax > 0 esetén, valamint nT = t*, ezért
(1 + TL)’VL S (67L>n — enTL _ et*L. (24)
Igy (23)-ba behelyettesitve (24)-et és (21)-et a kovetkezot kapjuk:

* M
len] < € L<|eo\ + 7727n>

* Mt*
ol < e (Jeo 4 2250 ) n = L2 (25)

Mivel ey = yo — u(0) = up — up = 0, igy (25)-bdl

len| < K -7 (26)
K — et*L . %t*

kovetkezik. A (26) becslés azt mutatja meg, hogy megfelelen finomodo w, racshalokon
7 — 0 esetén e,, — 0, és emellett e, = O(7). Tehat az explicit Euler-mo6dszer elsGrendben

konvergens.
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3.4. Az implicit Euler-médszer

Az explicit Euler-moédszernél targyalt racsfiiggvényt mashogy is meghatarozhatjuk.
Abban az esetben a derivaltat a jobb oldali véges differenciahanyadossal kozelitettiik, és a
(13) képletet kaptuk, de vegyiik észre, hogy a (13) bal oldalan szereplé hanyados egyben
a megoldasfiiggvény t,.1-beli deriviltjdnak bal oldali véges differenciahanyadossal vald

kozelitése is. Ezért a jobb oldalt kicserélhetjik az f(t,11, Yni1) értékre.

y(tn—i-l) - y(tn)

ftngr, u(tngr)) = v/ (tngr) = Y (thsr) = - = f(tns1,y(tns1))
Az
%JrlT—_yn:f(th?ynH)’ n=0,1,...,N—1 (27)
Yo = uo (28)

modon definidlt modszert implicit Euler-modszernek nevezziik.

3.2. Megjegyzés. A (27), (28) implicit Euler-modszert azért nevezziik implicitnek, mert
Y, ismeretében az y,, 1 értékét minden egyes lépéshben egy (altalaban nemlinearis) egyenlet

megoldasaval tudjuk csak meghatarozni.

3.5. Az implicit Euler-moédszer vizsgalata

Hatarozzuk meg az implicit Euler-mddszer lokalis approximacios hibajat és konzisz-

tenciarendjét! Az y,, = e, + u, képletet behelyettesitjiik a (27) rekurzioba:

<€n+1 + un+1> - (671 + un)
T

— f(tn—i-l’ €n+1 + un—l—l)-

Ezt atrendezve, majd hozzaadva és kivonva belgle az f(t,11, u,11) értéket az alabbi kife-

jezést kapjuk:

€En — €n Up, — Up
HT = < - % + f (o1, Un+1)) ( — (a1, Uns1) + ftnsn, €nr + Un+1))-

A korabbi \117(11) jeloléssel az implicit Euler-modszer lokalis approximacios hibaja:

Upp] — Up, u(ty, — u(ty
W = BT ) = ) 2 )

+ f(tns1, u(tnsr))- (29)
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Meg kell mutatnunk, hogy (29) nulldhoz fog tartani, valamint azt is, hogy milyen rendben.
Tegyiik fel, hogy wu(t) kétszer folytonosan differencialhaté! Fejtsiik Taylor-sorba u(t,)-t a

tna1 pont koriil:
2

(b)) + O(P). (30)

U(tn) = U(tn+1 — T) = U(tn+1) — ’/—U,(tn+1) + o

Mésrészt
[, u(tn)) = u/(thrl)' (31)
A (30), (31) egyenleteket behelyettesitjiik a (29) képletbe:

7_2
= )~ (o)~ )+ G ) O

= %u”(tm_l) +0(1)> = O(7).

Tehat az implicit Euler-moédszer elsérendben konzisztens.

3.6. A trapézmodszer vizsgalata

Az egylépéses modszerek koziil fontos még megemliteniink a trapézmodszert, amely a

kovetkezé alakban irhato fel:

Yn — Un 1
P = S (F(tnyn) + S (e, Yan)), = 0,1, N =1 (32)

Yo = Uop-

A trapézmodszer lokalis approximaciés hibaja a kdvetkez6képpen irhato fel:

‘I/g) __Ung1 — Un +
T
o) =) L))+ St )

T

(f(tn,un) + f(tnst, Uns1)) =

N

A (9) képletet felhasznalva:

tny1) — ulty
v = _ ulltngr) — ultn) +
T

(W' (t) + U (tns1))- (33)

DN —

A t,, pont koriil fejtsiik Taylor-sorba u(t,1)-et és u'(t,+1)-et:

2

Wtnin) = ultn +7) = ulty) + 70 () + %u”(tn) + O, (34)
U (tnyr) = (t, +7) =o' (t,) + Tu"(t,) + O(7?). (35)
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A (34), (35)-6t behelyettesitve a (33) képletbe a:

g = (ultn) + 70/ (k) + ' (tn) + O(r%) — ulta)

(' (tn)+1 (tn)+70" (£,)+O(77))

N | —

Osszefiiggést kapjuk. Ezt egyszerdsitve: i) = O(7?%), tehat a trapézmodszer masodrend-

ben konzisztens.

3.7. A 0-mdodszer

Az eddig ismertetett modszerek a kovetkezd, igynevezett 8-modszer specidlis esetei:

Yn+1 — Un

T = (1_e)f(tnayn)+9f(tn+17yn+1)v TL:O,]_,...,N—l (36)

Yo = Uop-
A 0 €0, 1] rogzitett paraméter kiilonbo6z6 értékeire kiillonboz6 modszereket kapunk:
e ha 0 = 0, akkor az explicit Euler-modszert kapjuk;
e ha 6 = 1, akkor az implicit Euler-médszert kapjuk;

e ha 0= %, akkor a trapézmodszert kapjuk.

3.8. Példa
Tekintsiik a kovetkezd kezdetiérték-feladatot:
u'(t) = —u(t) +t+1, (37)

ahol t € [0,1] és u(0) = 1 a kezdeti feltétel.

Ennek a feladatnak a pontos megoldasa a kovetkezd:
u(t) =e "+t

Ezt a megoldast szeretnénk Osszehasonlitani az explicit, valamint az implicit Euler-mod-
szerrel kapott megoldasokkal kiilonbo6z§ 1épéskozoket alkalmazva.

Az 1. és 2. abrékon latszik, hogy a 7 lépéskoz csokkentésével, azaz egyre finomodo
racshalo vilasztasa esetén a numerikus megoldas grafikonja kozeledik a pontos megoldas

grafikonjéhoz.
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Explicit Euler-modszer = 0.1 lépéskozzel Explicit Euler-modszer + = 0.01 lépéskdzzel

1.4 14
Pantos megokias Pontos megoldas
135 Numerikus megoldas 135 Numerikus megoldas
13 13
1256 1.25
-2 -~ A2
1.15 1.15
11 1.1
1.05 1.05
1 1
o 01 02 03 0.4 0.5 06 o7 08 09 1 o 02 04 06 08 1 12
t t
(a) A 7 =0.1 lépéskozi EEM. (b) A 7 =0.01 lépéskozti EEM.
Explicit Euler-modszer = = 0.001 lepéskozzel
14
Pontos megoldas
1.35 Numerikus megoldas
13
1.25
> 12
1.15
11
1.05
§
o 02 04 06 08 1 12

(¢c) A 7 =0.001 lépéskozti EEM.

1. dbra. Az explicit Euler-moédszerrel kapott numerikus megoldas kiilonboz6 1épéskozok

esetén.
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Implicit Euler-modszer r = 0.1 leépéskdzzel Implicit Euler-modszer += 0.01 lepéskdzzel

1.4 14
Pantos megoldas Pantes megoldas

135 Numerikus megoldés 135 Numerikus megoldéas
13 13
125 125
> 1.2 > 12
1156 1.16
11 14
1.05 1.06
1 1

o 01 0z 03 0.4 0.5 06 07 08 09 1 o 02 04 06 08 1 12

(a) A 7 =0.1 lépéskozii TEM. (b) A 7 =0.01 lépéskozti TEM.
- Implicit Euler-modszer = 0.001 lepéskdzzel
. Ponlos megakdas
135 Numerikus megoldés
1.3
1.25
> 12
1.15
14
1.05
10 02 04 06 08 1 12

(c) A 7 =0.001 lépéskdzti TEM.

2. 4bra. Az implicit Euler-modszerrel kapott numerikus megoldas kiilonb6z6 1épéskozok

esetén.

Ezt a fejezetet az [1], [4], [5] jegyzetek segitségével dolgoztuk fel.
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4. A numerikus modszerek stabilitasa

Ebben a fejezetben a numerikus médszerek stabilitasarol lesz sz6. A numerikus mod-
szer konvergenciajahoz nem elég a konzisztenciarendjét ismerniink, sziikségiink van még

arra is, hogy a modszer O-stabil legyen.

4.1. Tétel. Ha eqy numerikus mddszer p-ed rendben konzisztens és 0-stabil, akkor p-ed

rendben konvergens.

A 0O-stabilitas lényegében azt jelenti, hogy ha egy kicsit valtoztatunk a kezdeti felté-
telen, akkor a numerikus megoldasok is csak kicsit térnek el egyméstol az egész idGinter-

vallumon.

4.1. Definicié. Egy numerikus modszer O-stabil, ha 3K > 0, amelyre teljesiil az

1—1
e < K(|eo| +Z|dj|f)

J=0

reldcié minden ¢ = 1,..., N esetén.

A definicioban szereplé e; jeloli a globélis hibat, amely az Osszes 1épés alatt keletkezik,
d; pedig a lokdlis hibat, vagyis azt a hibat, amely egy lépés alatt keletkezik.
Az alkalmazasok soran fontos a rogzitett racson valo stabilitas vizsgalata is. Ezt a

kovetkezd, tgynevezett Dahlquist-féle tesztfeladaton szokas elemezni:

y'(t) = My(t) (38)
y(0) = o, (39)

ahol A € C, Re(A\) <0, yo € R, t > 0.

Ennek a feladatnak a pontos megoldasa: y(t) = yoe . Latszik, hogy ez a fiiggvény
Re(A) < 0 esetén a [0,00) intervallumon korlatos, tovabba Re(\) < 0 esetén nulldhoz
tart, amidén t — oo. A numerikus megoldastol elvarjuk, hogy szintén teljesitse ezeket
a tulajdonsagokat. Vagyis azt mondhatjuk, hogy egy rogzitett 1épéskozi racshalon vett
numerikus megoldas stabil, ha a (38), (39) tesztfeladatra alkalmazva a numerikus megoldas

korlatos marad, mikozben ¢t — oo.
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Legyen z := A7. Ha a (38), (39) tesztfeladatra alkalmazzuk a numerikus modszert,

akkor az n-edik 1épés a kovetkezSképpen irhato fel:

Yn+1 = R(2)Yn, (40)
ahol az R(z) fliggvény a modszer stabilitasi fiiggvénye.

4.2. Definicié. Egy numerikus modszer stabilitasi tartomanya a {z € C : |R(z)| < 1}

szdmhalmaz.

4.3. Definicié. Egy moédszert A-stabilnak neveziink, ha a bal oldali komplex félsik része

a stabilitasi tartomanyanak.

4.4. Definicié. Egy numerikus médszert er6sen A-stabilnak neveziink, ha A-stabil, és

lim |R(z)| < 1.

|z| =00

4.5. Definicié. Egy numerikus modszert L-stabilnak neveziink, ha A-stabil, és

lim R(z)=0.

|z]—o0
4.1. Megjegyzés. Minden L-stabil modszer erésen A-stabil, és minden erésen A-stabil

modszer A-stabil.

A kovetkezo alfejezetekben az explicit és az implicit Euler-modszer stabilitasi tarto-

méanyéaval foglalkozunk.

4.1. Az explicit Euler-médszer stabilitasi tartomanya

Ha az explicit Euler-modszert a (38), (39) Dahlquist-féle tesztfeladatra alkalmazzuk,

akkor a kovetkez6t kapjuk:

Ynt+1l = Yn + Tf<tnayn) =Yn + 7—>\yn = yn(l + 7—/\) = yn(l + Z)'

(40) alapjan latszik, hogy az explicit Euler-modszer stabilitasi fiiggvénye: R(z) = 1 + 2.
Tehét a stabilitasi tartoméanya azon z komplex szdmok halmaza, melyekre |R(z)| < 1,
azaz |1 + z| < 1. Vizsgaljuk meg, mit jelent ez egy valos A < 0 szam esetén a valaszthatod

1épéskéz hosszara nézve!
14+2<1 & [1+M]<1 & —-1<AM<1 & -2< A7 <0.
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Mivel tudjuk, hogy A < 0, valamint a 7 lépéskéz mindig pozitiv, igy a A7 < 0 lesz, tehat

a stabilitasi feltétel: —2 < A7, azaz

Ez azt jelenti, hogy ha ennél hosszabb 7 lépéskozt valasztunk, akkor a (38), (39) feladat-
ra alkalmazott explicit Euler-médszer megoldasa instabilla valik: a numerikus megoldas
elszall a végtelenbe, ahogy idGben elérefelé lépegetiink.

Az 3. abran az explicit Euler-modszer teljes stabilitasi tartomanya lathato. A stabilitasi
tartomany nem foglalja magaba a bal oldali félsikot, tehat az explicit Euler-mé6dszer nem

A-stabil, ebbdl kovetkezGen nem erésen A-stabil, és nem L-stabil.

| AtA)

3. bra. Az explicit Euler-modszer stabilitasi tartoménya.

4.2. Az implicit Euler-médszer stabilitasi tartomanya

Ha az implicit Euler-maddszert a (38), (39) Dahlquist-féle tesztfeladatra alkalmazzuk,
akkor a kovetkez6t kapjuk:

Ynt1 = Yn + T (tns1, Ynt1) = Un + TAYnt1

Ynt1(1 = TA) =y
1

Yn+1 = :yn
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1

(40) alapjan latszik, hogy az implicit Euler-moédszer stabilitasi fiiggvénye: R(z) = 5

7Z'
Tehét a stabilitasi tartoméanya azon z komplex szamok halmaza, melyekre |R(z)| < 1,
azaz || < 1. Vizsgdljuk meg, mit jelent ez egy valos A < 0 szam esetén a valaszthato

1épéskoz hosszéra nézve!

<1 & —-1< <1.

Lo

‘ 1—2z 1—=A1 — AT
Mivel tudjuk, hogy A < 0, valamint a 7 lépéskoz mindig pozitiv, igy a A7 < 0 lesz. Ezt
a szorzatot a tort nevezdjében 1-b6l vonjuk ki, tehéat igy egy 1-nél nagyobb vagy egyenls
szamot kapunk, és az 1-et leosztva ezzel, a tort értékére mindig igaz a fenti relacié. Tehéat

a modszer barmilyen 7 1épéskoz esetén stabil megoldast ad.

4. dbra. Az implicit Euler-modszer stabilitasi tartomanya.

Az 4. abran az implicit Euler-modszer teljes stabilitdsi tartoméanya lathatd. A sta-
bilitasi tartomany magaba foglalja a bal oldali félsikot, tehat az implicit Euler-modszer
A-stabil. A stabilitasi fiiggvény alakjabol az is lathato, hogy ha t — oo, akkor a stabilitasi
fiiggvény értéke nullahoz konvergél. Tehat az implicit Euler-modszer erésen A-stabil, s6t
L-stabil.

Ezt a fejezetet a [3], [6], [8], [9] jegyzetek segitségével dolgoztuk fel.
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5. A Richardson-extrapolacio

5.1. Bevezetés

A korabbi fejezetekben sz6 volt a kdzonséges differencialegyenletekre vonatkozo klasszi-

kus kezdetiérték-feladatrol, amit a kovetkezSképpen definidltunk:

u'(t) = f(t,u(t)) (41)
U(tg) = U, (42)
ahol
o tcty,T], to<T,ucR: d>1, f: G— R ahol G C R,

e 1 az ismeretlen valtozo,

d az egyenletek szdmat adja meg,

f pedig egy adott folytonos leképezés,

u(t) egy d-dimenzios vektor, amely a ¢ valtozotol fiigg és az ismeretlen fliggvényt
reprezentalja. Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy d = 1. Ekkor tehat a keresett
fiiggvény w : [to, T] — R tipusu.

Tovabbé azt is feltessziik, hogy létezik megoldasa a feladatnak, és az egyértelmi. Ennek
feltételeit korabban méar targyaltuk (Lipschitz-tulajdonsag). Azt is lattuk, hogy altalaban
a (41), (42) modon definialt feladatnak nem tudjuk kiszamitani a pontos megoldasat,
ezért kozelitG eljarasokat alkalmazunk. Bevezettiik az w, := {t, = n-7,n = 0,1,...}
ekvidisztans felosztasi racshéalot, ahol 7 > 0 az idébeli 1épéskdz volt.

A numerikus modellezés sordn gyakran felmeriil6 probléma, hogy adott lépéskdz esetén
a numerikus megoldas nem kell6en pontos. Ilyen helyzetekben az a megszokott eljaras,
hogy az igy kapott eredményt figyelmen kiviil hagyjuk, majd djra kezdjiik a szdmolast,
kisebb 1épéskozt alkalmazva. Ez azonban a sok felesleges szamolas miatt igen koltséges.

Ebben a fejezetben a Richardson-extrapolacioval foglalkozunk, amely nagyon népszerd
numerikus eljaras. Segitségével hatékonyan novelhetd egy idGintegralasi modszer pontossa-

ga. Bzt a szamitasi eszkozt kiilonféle numerikus modszerekkel kombinalva hasznalhatjuk.
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Lényege, hogy ugyanazon kozelité modszert két kiilonbo6zé 1épéskozzel alkalmazzuk, és eze-
ket megfelel6 mo6don kombinalva a p-ed rendi modszerbél (p+ 1)-ed rendben pontos ered-
ményt nyerhetiink. Két valtozata ismert: az aktiv és a passziv Richardson-extrapolacio.
Az eredeti 6tlet Lewis Fry Richardson angol matematikustol szarmazik [10, 11], aki
tobbek kozott az idGjaras elbrejelzésének probléméjaval is foglalkozott. Matematikailag
modellezte és kidolgozta a légkori aramlatok folyamatait. Bar elsé probalkozasa nem
volt sikeres, nem kapott pontos eredményt, munkissiga rendkiviil fontos a mai idGjaras-

elérejelzés szempontjabol.

5. abra. Lewis Fry Richardson.

Tekintsiik a (41), (42) klasszikus kezdetiérték-feladatot. Tegyiik fel, hogy a kozonséges
differencidlegyenlet kozelitésére valamely korabban targyalt numerikus modszert alkal-
mazzuk lépésrdl lépésre. Jelolje u(t,) = u, a feladat pontos megoldésat az w, racshald
valamely ¢, pontjaban. Ezen feltevések mellett a Richardson-extrapolacié az alabbiak
szerint irhato le.

Ha a szamitasokat mar minden ¢; (i = 0,1,...,n — 1) racspontra végrehajtottuk egy
p-ed rendben konvergens numerikus moédszerrel, akkor a kovetkezé harom lépéssel adhato

meg a kovetkezd, ¢, racspontbeli kozelits érték (y.(t,) = y(tn) = yn):

e,

< ,e .

jelolje ezt a kozelitést w,,

3. az alabbi képletet alkalmazva kiszamitjuk az y,, kozelité megoldast:

_ 2Pw, — 2z
Yn = w1
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A fenti harom lépéssel definialt algoritmust nevezziik Richardson-extrapolacionak. Ezt
a modszert L. F. Richardson mutatta be és dolgozta ki 1911-ben és 1927-ben [10, 11].
Ne feledjiik, hogy az otlet valojaban nagyon altalanos. A fenti algoritmus a kdzonséges
differencidlegyenletek barmely egylépéses numerikus modszerrel torténé megoldasara al-

kalmazhat6. A hasznalatahoz csak az alabbi két kdvetelményt kell kielégiteni:
e 2, ¢és w, kiszamitasahoz ugyanazt az egylépéses modszert kell alkalmazni,

e ha a kivalasztott modszer rendje p, akkor ezen p értéket kell behelyettesiteni a (43)

képletbe, tehat ez hatadrozza meg a linearis kombinéaciéban szerepld stlyokat.

5.2. A Richardson-extrapolacié pontossagi rendje

Tegyiik fel, hogy 2z, és w,, a korabbiak szerint lett kiszamolva egy p-ed rendben konver-
gens numerikus modszerrel. Tovabbé ha feltessziik, hogy a kozonséges differencidlegyenlet
pontos u(t) megoldasa megfelelGen sima (azaz u(t) (p+ 1)-szer folytonosan differencialha-
t6 fliggvény, ami erésebb megkotés a korabban emlitett Lipschitz-tulajdonsagnal), akkor

a kovetkezo két egyenlet irhato fel ezen értékekre:

u(ty) — 2, = TPK 4+ O(7P1), (44)

u(t,) — wy, = (0.57)PK + O(7P). (45)

A (44), (45) képletben szereplé K mennyiség fiigg a feladattol és a z,, és w,, szamitésa
soran alkalmazott numerikus modszertél, de nem fiigg az alkalmazott 1épéskoztél. A K
tag kiejtésével a fenti két egyenletbdl az

2Pw,, — z,

= O (46)

u(tn) -

egyenlGség adodik.
Vegyiik észre, hogy a (46) képlet bal oldalan szereplé masodik kifejezés pontosan a
Richardson-extrapolaci6 alkalmazéaséval kapott y,, kozelités ((43) képlet). A fentiek alap-

jan azonnal megkaphatjuk a kovetkez6 Osszefiiggést:

u(tn) = yo = O(77). (47)
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Osszehasonlitva az igy kapott (47) képletet a (44) és (45) képletekkel, egyértelmiien latszik,
hogy az y,, (p+1)-ed rendben kozeliti a megoldast, igy megfelelGen kicsi lépéskézokre mind
a z,, mind a w, kozelitésnél pontosabb. Ez azt jelenti, hogy a Richardson-extrapolaciot

felhasznalhatjuk a numerikus megoldas pontossaganak ndvelésére.

5.3. A pontossag tovabbi novelése

Az el6z6ekben lattuk, hogy a Richardson-extrapolacioval hatékonyan tudjuk ndvelni
a numerikus modszerek pontossagat, de vajon tudjuk-e tovabb novelni ezt a pontossagot?
Azaz megadhaté-e olyan altalanos szamitasi eljaras, amelynek segitségével egy p-ed rend-
ben pontos modszerbsl (p + 2)-ed rendben pontos modszert nyeriink? Vegyiik alapul az
el6z6 alfejezetben hasznalt (44) és (45) képleteket. Modositsuk a kiszamolt kozelitésekre

hasznalt jeloléseket, és a jobb oldalon vegyiink figyelembe egy tovabbi tagot a sorfejtésbdl:

u(ty,) — 2V = 7P K 4+ 7P 4 O(7PF2), (48)

u(ty) — 213 = (0.57)PK + (0.57)PT1L 4+ O(r7+?). (49)
Tegyiik fel, hogy egy harmadik 2 kozelitest is meghataroztunk 0.257 lépéskozzel:
u(t,) — 2 = (0.257P K 4 (0.257)P L + O(7712). (50)

A K és L egyiitthatokat szeretnénk kikiiszobolni a fenti egyenlGségekbdl. Elgszor a K
paramétert tudjuk eliminalni: (49)-et megszorozzuk 2P-nel, majd az igy kapott képletbél
kivonjuk (48)-at. Hasonloképpen szorozzuk meg (50)-et 47 = 2?P-nel, majd ebbdl vonjuk
ki (48)-at. Ennek eredménye:

(2P — Du(t,) — 2P 4 2l = 0577 L + O(7772) (51)

(2% — Du(t,) — 272 + 21 = —0.75(7)P 1L + O(77F2). (52)

Az L konstanst a kovetkezGképpen tudjuk eliminélni: (51)-et megszorozzuk —0.75-dal és

(52)-t megszorozzuk 0.5-del:

—0.75(2° — 1)u(t,) + (0.75)2P 213 — 075211 = (0.75)0.57P 71 L + O(7+?) (53)

0.5(2% — Du(t,) — (0.5)2%28 + 0.5zl = 0.5(=0.75)(1)P*'L + O(rP*2).  (54)
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Az (53) és (54) egyenldségek Osszeadasaval:
(2210_1 —3(277%) + 0.25) u(ty,) — 2271218 1 3(2p72) 8 —0.25:l) = O(+P+%).  (55)

Az (55) formula a kovetkez6 alakra hozhato:

23202 40,2520

u(t,) = T 32 2) 1 0.5 + O(17+?), (56)

Legyen
22p-1,08 _ 3(00-2) 18 4 .25,

n = o7
" 920-1 — 3(20-2) 1 0.25 (57)
Ekkor (56) atirhato a kovetkezd alakra:

u(tn) = un + O(772). (58)

Ebbdl vilagosan latszik, hogy w, a maga (p + 2)-ed rendd pontosségaval két renddel

pontosabb zllu, zg}, zf’} kozelitések mindegyikénél, amelyek mind p-ed rendben pontosak.

5.1. Megjegyzés. Fontos megemliteni, hogy ezen algoritmus szamitasi kdltsége elég ma-

gas, mivel sziikséges hozza elvégezni:

1. egy 7 lépéskozzel szamitott approximaciot: e ],

2. egy 0.57 lépéskozzel szamitott approximaciot: z}f ], és

3. egy 0.257 lépéskozzel szamitott approximéciot: 2B

Cserébe azonban hosszabb 7 1épéskozt valaszthatunk ugyanazon pontossig eléréséhez. Ezt

a modszert ismételt Richardson-extrapolacionak nevezziik |3].

5.4. Hibabecslés és a 1épéskoz automatikus szabalyozasa

Vannak olyan esetek, amikor nem ekvidisztans felosztasi racshalon keressiik a kozelits
megoldast, hanem egy véltoz6 7, > 0 lépéskozi w, = {t, = tpo1 + 7, n = 1,2,...}
racshalon. Ez a 7, 1épéskoz kiilonbozhet a 7,1 1épéskoztsl, amit az (n — 1)-edik lépésben
hasznaltunk, valamint 7, 1-t6l is, amit az (n+1)-edik lépésben hasznalunk. Azonban nem
lehet tetszés szerint valtogatni ezeket a lépéskozoket, bizonyos szabalyoknak teljesiilniiik

kell:
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e az igy szamolt kozelitéseknek pontosnak kell maradniuk,
e biztositani kell a O-stabilitast, valamint

e a miiveletigényt hatékonyan kell cskkenteni.

A valtozo6 1épéskoz hasznalata gyakran noveli a szamitasi folyamat hatékonysagat, igy
akar egy optimélis 1épéskozhossziisagot is be lehet allitani.

A Richardson-extrapolacidot hasznalhatjuk, és valojaban nagyon gyakran hasznaljak
oly médon, hogy megbecsiilik a kdzelité megoldas szamitasakor felléps hiba vezets tag-
jat, majd ezutan meghatarozzak az optimaélis lépéskozt, amely remélhetéleg hatékonyan
alkalmazhato a kovetkezd lépésben. Vegyiik figyelembe, hogy a (44) és (45) kifejezések
nem hasznélhatok kozvetleniil a hibabecslésnél, mert K értéke altalaban nem ismert. Ez
azt jelenti, hogy ezt a paramétert elimindlni kell annak érdekében, hogy meg lehessen
becsiilni a hibat, majd azt kovetGen egy optimalis 1épéskdzt lehessen meghatarozni.

Ha a (44) egyenletbdl a (45) egyenletet kivonjuk, az alabbi kifejezést kapjuk K-ra:
2wy — 2n)

TP(2P — 1)
Az igy kapott (59) képletet behelyettesitve a (45) képletbe az

+ O(rP). (59)

Wy, — 2
_ —__n = p+1
u(ty) — w, = w1 T o) (60)
egyenlgség adodik, ami azt mutatja, hogy az n-edik idépillanatban a
Wy — Zn

2r —1

mennyiség alkalmas a w, kozelité megoldas szamitésa soran fellépd globalis hiba vezets

HIBA, = (61)

tagjanak becslésére, ha a 7 1épéskoz megfelelGen kicsi. A

TOL
HIBA,

formula segitségével automatikusan kontrollalhatjuk a lépéskozt. Az (62)-beli TOL para-

(62)

Tflj

=w
méter értékét mi hatarozzuk meg, a (41), (42) feladat megoldasanak a kivant pontossagat
adjuk meg vele. Ha a (61) alapjan szamolt globélis hiba jelentdsen eltér TOL értékétdl,
akkor HIBA, felhasznalhato egy 1j (Tﬁj) lépéskoz meghatéarozasara. Az (62) képletben
szereplé w egy biztonsagi paraméter, értéke 0 és 1 kozott valtozhat, altalaban w = 0.9. Te-
hat a Richardson-extrapolacié alkalmazhato kozonséges differencialegyenlet-rendszereket

megoldd programok lépéskozének automatikus szabalyozasara is.
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5.5. Az aktiv és a passziv Richardson-extrapolacié

A (43) formula valojaban csak azt hatarozza meg, hogyan szamolhatjuk ki az y,, ext-
rapolélt kozelitést minden egyes lépésben, ahol n = 0,1,2,..., N, azt feltételezve, hogy a
két kozelités: z, és w, rendelkezésiinkre all. Ez a képlet 6nmagaban még nem teljesen irja
le, hogyan miikodik a Richardson-extrapolacio algoritmusa. Az algoritmus akkor lesz jol
definidlva, ha pontositjuk, hogy mi torténik az y, (n =0,1,2,..., N) kozelitésekkel. Két

lehetéges valasztas van:

1. egy adott n esetén a kiszamolt y, kozelités nem szerepel a tovabbi szamitasokban

(el lehet tarolni a késGbbi fehasznalas céljabol) (passziv Richardson-extrapolacio),

2. egy adott n esetén a kiszamolt y,, kozelitést kozvetleniil felhasznaljuk v, 1 kiszami-

tasahoz (aktiv Richardson-extrapolacio).

Tehat a Richardson-extrapolaciénak két kiilonboz6 valtozatat kapjuk: az aktiv és a
passziv Richardson-extrapolaciot. Vildgos, hogy miért megfelel§ jelz6 a passziv sz6 az

elsG valtozatra: a numerikus megoldast minden idépillanatban a két kiillonb6z6 1épéskozi

«,e .

valtozatnal minden id6pillanatban kombinaljuk a két kiillonb6z6 1épéskozii megoldast, de
ez esetben a kovetkezd 1épésben felhasznaljuk az igy nyert értéket, azzal szamolunk tovabb.

Ezeknek a szamitasi modjat az alabbi abrakon lathatjuk.
A passziv Richardson-extrapolacié szamitasi modja:
21 &%)
Yo <
wn W2

U1 Y2

Az aktiv Richardson-extrapolacié szamitasi moédja:

. \yl /ZQ\yQ
wy _— \wg/

Yo
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Melyik valtozatot érdemes hasznalni?
Erre a kérdésre nincs egy meghatarozott valasz, harom kiilénb6z6 eset allhat els, melye-
ket gondosan mérlegelni kell és néhany alapvets tulajdonsag vizsgalataval, az eredmények

Osszevetésével eldonteni, hogy melyik valtozatot alkalmazzuk.

1. Mind az aktiv, mind a passziv Richardson-extrapolacié alkalmazaséival egy-egy 1j
modszert kapunk (B modszer), amelyek ugyanolyan vagy legalabb hasonlo stabilitasi

tulajdonsagokkal rendelkeznek, mint az eredeti numerikus modszer (A modszer).

2. Az 4j numerikus modszer (B modszer), amelyet a passziv Richardson-extrapolacio
alkalmazasaval nyeriink, jobb stabilitasi tulajdonsagokkal rendelkezik, mint az aktiv

Richardson-extrapolacioval kapott (B) modszer.

3. Az 4j numerikus modszer (B modszer), amelyet az aktiv Richardson-extrapolacio al-
kalmazasaval nyeriink, jobb stabilitasi tulajdonsidgokkal rendelkezik, mint a passziv

Richardson-extrapolacioval nyert (B) modszer.

A Richardson-extrapolacié alkalmazasaval kapott eredményeket mindig egy teljesen
1j numerikus modszerként kell kezelni, ezért sziikséges minden tulajdonsagat alaposan
megvizsgalni, legféképp a stabilitast.

Ezt a fejezetet a [3], [6], [7] jegyzetek segitségével dolgoztuk fel.
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6. Osszefoglalas

Szamos olyan modszer létezik, amellyel a kozonséges differencidlegyenletek kezdeti-
érték-feladatat numerikusan tudjuk megoldani. A dolgozatban a legfontosabb egylépé-
ses modszereket ismertettiik. Megvizsgaltuk, hogyan viselkednek az igy kapott kozelitG
megoldasok egy ekvidisztans felosztast racshalé pontjaiban. Lattuk, hogy meglehetGsen

altalanos feltételek mellett
e az explicit Euler-mdédszer els6rendben konzisztens, és els6rendben konvergens,
e az implicit Euler-mo6dszer elsérendben konzisztens,
e a trapézmodszer masodrendben konzisztens.

Ezeket a modszereket egy altalanosabb képlettel is felirtuk, ez a #-modszer. Egyszert
példaval szemléltettiik, hogy ha az implicit és az explicit Euler-mddszer alkalmazasa so-
ran egyre kisebb lépéskozt valasztunk, akkor egyre kozelebb keriiliink a pontos megoldas
grafikonjahoz.

Ezek utan a stabilitassal foglalkoztunk. Ahhoz, hogy egy matematikai modell j6l mt-
kodjon, elengedhetetlen, hogy tébbféle értelemben is stabil legyen a megoldasa. Az tn.
O-stabilitas a konzisztencia mellett biztositja a konvergenciat. Fontos emellett a rogzitett
racson valo stabilitas is. Lattuk, hogy az implicit Euler-médszer A-stabil, erdsen A-stabil
és L-stabil, mig az explicit Euler-modszerre ezek a tulajdonsagok nem teljesiilnek.

Megismerkedtiink a Richardson-extrapolacioval, melynek segitségével novelhetjiik egy
numerikus modszer pontossagat. Levezettiik, hogyan kaphatunk egy p-ed rendben kon-
vergens modszerbdl (p + 1)-ed rendd modszert, majd megnéztiik, mi torténik, ha még
egyszer alkalmazzuk az extrapolaciot: ebbdl mar (p + 2)-ed rendben konvergens modszert
nyertiink.

Becslést adtunk a kozelités soran fellépd hibara, melynek segitségével formulat kap-
tunk a lépéskoz automatikus szabdlyozasara. Végiil roviden ismertettiik a Richardson-

extrapolacio két valtozatat.
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7. Filiggelék

A dolgozat soran felhasznilt MATLAB programkoédok
Az explicit Euler-moédszer

function [t, y| = szdexpeuler(szddiffegy , t0, y0, h, N)
t=zeros (N+1,1);
y=zeros (N+1,1);
t(1)=t0;
y(1)=y0;
for i=1:N
6 (i+1)=t (i)+h;
y(i+1)=y(i)+h*xszddiffegy (t(i),y(i));
end
u=exp(—t)+t;
plot(t,u,’b’ jt,y, ')
xlabel ('t ")
ylabel ('y’)
title (’Explicit Euler—modszer \tau lépéskdzzel”)

legend ( 'Pontos megoldas’, 'Numerikus megoldas’)

Az implicit Euler-médszer

function [t, y| = szdimpeuler(szddiffegy , t0, y0, h, N)
t=zeros (N+1,1);
y=zeros (N+1,1);
t(1)=t0;
y(1)=y0;
for i=1:N
§(i+1) = t(i) + h;
g = @Q(x) (x—y(1)-hxszddiffegy (t(i+1),x));
g der = @Q(x)(1+h);
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hiba = le—6;

maxit = 50;

x(1) = y(i)+h*xszddiffegy (t(i),y(1));

y_newton = g(x(1));
it = 0;

while ((abs(y_newton) > hiba) && (it < maxit))

it = it + 1;

x(it+1) = x(it) — g(x(it))/g_der(x(it));

y_newton = g(x(it+1));
end
y(i+1)=x(it+1);
end
u=exp(—t )+t ;
plot(t,u,’b’ t,y,’r’)
xlabel (7t ")
ylabel ('y ")

title (’Implicit Euler—moddszer \tau lépéskdzzel )

legend ('Pontos megoldas’, Numerikus megoldas’)

A differencialegyenletet megadé alfiiggvény kédja

function dydt = szddiffegy (t,y)

dydt — —y+ t +1;
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