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1. fejezet

Motivacid

1.1. Bevezetés

Legyen ki és ko két egymést metsz§ kor, és hatarozzuk meg a szogiiket. A két kor szogének
értelmezéséhez tobb lehetdség is adodik, mint példaul valamelyik metszéspontban az érinték altal
meghatarozott szogek egyike (§ vagy w). Vagy akar a sugarak altal bezart szogek («, o ) is szoba
jOhetnek. A lehetGségek lesziikitéséhez vegyiik észre, hogy a és w szérai egymasra merslegesek,
és egy megfelels iranyt 90°-os forgatassal egymasba vihetSk. Tovabba az is észrevehetd, hogy a
kozéppontok altal meghatarozott egyenesre szimmetrikus az dbra. Vagyis az emlitett szdgek, nem
fiiggenek a metszéspont megvalasztasatol. A felmeriilt lehetSségekre igaz a kovetkezd Osszefiiggés

a =w = 180° — ¢, tehat egymasbdl konnyen kiszamithatok.

Egy kor pozitiv koriiljaras alatt az éramutato jaraséval ellentétes, negativ koriiljaras alatt pedig
az 6ramutaté jarasaval megegyezd koriljarast értjiik. A kor érintGvektorai két osztalyba sorolhatok
az alapjan, hogy melyik koriiljarasnak feleltethet6k meg. A tovdbbiakban pozitiv irdnyitas alatt az
érintGvektorok azon osztalyat értjiik, mely a pozitiv koriiljarast reprezentalja, negativ alatt pedig
azon osztalyukat, mely a negativ koriiljarast reprezentalja. Két kor sz6gén pedig az irdnyitasuknak
megfelel§, metszéspontjukba rajzolt érintévektorok szogét értjiik, mely a fenti abraban a korok
pozitiv irdnyitasa mellett az w-val jelolt szog. A kovetkezs példdkban a pozitiv irdanyitast kérok

lathatok, melyek iranyitasat vy és v jeloli, szogiiket pedig w.



Legyen d a két kor kdzéppontjainak tavolsaga. Az el6bbiekben mar belatott egyenldség (o = w)

ismeretében, a feladat megoldasa egy haromszog szogének kiszamitdsara egyszertisodik, melynek
ismertek az oldalhosszai. Ekkor az O102M haromszogre a koszinusz-tételt alkalmazva kapjuk az

alabbi Gsszefiigést
d*> =72 + 72 — cos(w)rirs.

Innen cosw-t kifejezve:

—d?+r}+r
27”17’2 '

COSWwW =

Abban az esetben, ha a korck analitikusan az A(2z? + y?) + Bx + Cy + D = 0 egyenlettel adottak,
akkor ehhez a megoldasmenethez elébb meg kell hatdroznunk a haromszog oldalhosszait. Négyze-

tesitéssel alakitsuk az egyenletiiket (x — x¢)? + (y — yo)? = r? alakivé a kovetkez modon:

A(@* +y*)+Bx+Cy+D =0, (A#£0)
B C D
2 2 = ~ - _
z°+y +A:c+Ay+A 0,

CBY L EY Z(BY (eY D
Y54 Y754) ~\2a 24 A’

B 2+ . c > B2+ (C?-4AD
o YToa) T -

Ez alapjan a koézéppont koordinatéi és a sugar hossza:

o_ (=B =C _\/B2+C2—4AD
“\24724 ) " 442 ‘

Tegyiik fel, hogy ki és ko két kiillonbozs kor, és igaz rajuk hogy A, A > 0. Ekkor a fentieknek
B T

megfelel6 moédon kaphatjuk meg O;-t, Os-t, r1-t, ro-t, valamint O;02 hosszanak kiszamitasaval

d-t.

Ai(z® +y?) + Bz + Ciy + D1 = 0, Az(2® +y?) + Box 4+ Coy + Dy = 0,
B} 4+ Cf —4A4,Dy . B2 + C2 — 445D,

T = 4A% ) 2 — 4A% )
_(-B1 -, (=B, —Cs

01(2A1’2A1)’ 02<2A2’2A2 ’



(=B B\ [(-Ci 5\
d-‘¢(zA1*uyb> +(2A1+2A2>'

Helyettesitsiink be az el6bbi, két kor szogének meghatarozasara hasznalt (1.1) képletbe.
2 2
_<<31+ BQ> +<C1 02) ) B} +CF —4A\Dy | B3 +CF — 443D,

24, oA, 24, 24, e 442

CoOSw =

5 B? 4+ C? —4A,D, |B2+C2 — 445D,
4A2 4A3

Végezziik el a szamlaloéban 1évs két négyzetreemelést, a zarojel felbontasat és a két tort Gsszegre
L(BLY BB (B (CG) GG (G
24,4 4A, A9 24, 24, 44, A 245

o [Bi+CE—4A\Dy B} + 03 —44:D;
4A2 4A2

bontéaséat.

COSwW —

B2 C? 4AD;, B2 C% 4A.D,

4AZ T 4A2 4AT T 4A2 T 4A2 0 4A2

9 B% + 012 —4A1D; B% + 022 —4A5Do
Iy 1A

Kovetkezs 1épésben vonjuk Ossze a szamlaloban 1évé tagokat, és emeljiink ki t.

BlB2 0102 _ 4A1D1 _ 4A2D2
AA Ay T TAA Ay T AA? 142

, [BE+C2— 44D, B2+ (2 —4A,D,
4A2 AA2

_1
4A1 A,

2

COSWwW =

Ezek utan a nevez6t is hozzuk szebb alakra, a gyokok alél hozzuk ki ﬁ—t és #—t.
1 2

1
M(BlBQ + C1Cy —2A1Dy — 2A2D1)

; :
m\/B% +C? —4A1D1\/B3 + C3 — 445D,

Utolso 1épésben pedig egyszertisitsiik a tortet.
BlBQ + 0102 — 2A1D2 — 2A2D1
VB2 + C? —4A,D,\/BZ+ C3 — 443D,

COSwW =

COSWwW =

Az eredményiil kapott tort szamlalojaban egy Osszeg, a nevez§jében pedig két gyok szorzata all. Ez
a vektorok szogének meghatarozasira emlékeztethet, amit szintén egy tort kiszamitésaval kapunk.
A vektoros esetben a szamlaloban a két vektor skalris szorzata, a nevezGben pedig a vektorok
hosszainak szorzata talalhato. Még jobban megvizsgalva az is észrevehetd, hogy akarcsak a vekto-
rok szogénél, itt is fellelhets egy szorzat, vagy més néz6pontbol egy bilinearis forma. Ez a bilineéaris
forma szerepel a gyokok alatt és a szamldloban is. Innen a motivacié a koévetkezs szorzat definia-
lasahoz.
(A1,B1,C1,Dq) - (Ag, By, Co, Ds) = B1Bo + C1Cy —2A1 Dy — 2A5D;.

Igy a ky = (A1, B1,C1,D1), ky = (Ag, By, Oy, Dy) jelélés mellett a keresett szog koszinusza a
kovetkezsképp hatérozhatd meg:
ki - ko

_— 1.2
PR (1-2)

COSWwW =



Ha A; > 0 és Ay < 0, a képletiink cosw helyett — cosw-t ad, ami az @ gyok alol valo kieme-
lésének a kovetkezménye. Ezt értelmezhetjiik gy, hogy As < 0 esetén a kor negativ iranyitasu.
Rajzoljuk be ko negativ irdnyitasat, vo-et és pozitiv irdnyitasat, vi-t is. Az eddigi jelolés szerint
legyen vy és vo altal bezart szog w és vy és v} altal bezart szog «. Ekkor lathato, hogy « és w
mellékszogek, tehat o + w = 180°. Ezt kihasznélva a cos(f) = — cos(180° — 3) trigonometrikus

azonossagbol azt kapjuk, hogy cos(w) = — cos(a), tehat a képletiink a keresett szoget adja meg.

Azt figyelhetjiik meg, hogy (A1, Bi,Cy, D1)-t pozitiv szdmmal szorozasra invaridns a képlet, és

(Aq, By, C1, D1)-t negativ szammal szorozva iranyitast valt a kor.

1.2. A bilinearis forma

Az el6z6 fejezetben szerepls feladat megoldéasa alatt definidltunk egy szorzatot ((A4, B,C, D) -
(A,B,C, D) = BB+CC—-2AD—2AD) askalaris szorzat mintajara, a keresett sz6g kiszamitasahoz.
Az eredményiil kapott Gsszeg negativ tagjai miatt, gy ttinik hogy a k-k szorzat értéke akar negativ
is lehet. Ennek vizsgdlatahoz nézziink meg néhany példat adott k : A(2®> +y?)+ Bx+Cy+D =0

korok esetén.

1. példa
(2> +y?) + 3z +4y+2=0,
k-k=(1,3,4,2)(1,3,4,2) = 17 > 0.
2. példa
(22 +y%) + 4z + 2y +5 =0,
k-k=(1,4,2,5)(1,4,2,5) = 0.
3. példa

(2 +y?) + 22 +y+4=0,
k-k=(1,2,1,4)(1,2,1,4) = —11 < 0.

Lathatjuk, hogy k-k lehet akar 0 vagy negativ szam is. Ez szokatlan, hisz k-k a korok szogének meg-
hatarozasahoz hasznalt (1.2) képletben a gyokok alatt szereppel. Illetve ez éppen az analitikusan

adott sugar szamlaloja.
2 B?+C? —4AD
N 4A2 '
Ezért k - k elGjele alapjan a kéroket a kovetkezd csoportokba sorolhatjuk:



- k-k >0 — valédi kor,

- k-k =0 — pontkor,

- k -k <0 — képzetes kor.
Eddig kikotottiik, hogy A # 0, ugyanis ebben az esetben egyenesrdl lenne szo.
4. példa

20 +y—4=0,
k-k=1(0,2,1,-4)(0,2,1,—4) =5 > 0.

Igy az egyenletiik alapjan megkiilonboztethetjiik egymastol a kovetkezdket koroket:
- A # 0 — megszokott jellegii kor,
- A=0de (B,C) # 0 — egyenes jellegii kor.

1. Megjegyzés. Ezentul ha A lehet 0 is, akkor dltalanositott korrsl beszéliink, és ezt a szévegben

korrel jeloljiik.

Iranyitasrol eddig csak valodi korok esetén beszéltiink, és ekkor A elGjelével feleltettiik meg. Ekkor
igaz volt, hogy a kort az iranyitasnak megfelelGen koriil jarva a jobb oldalon elhelyezked6 pontok
koordinatait behelyettesitve az alakzat egyenletébe pozitiv értéket, bal oldalon elhelyezked6 pontok
koordinataira pedig negativ értéket kaptunk. Pontkdrok és képzetes korck esetén megtehetjiik, hogy
A elgjelével feleltetjiik meg az alakzat irdnyitasat, &m egyenesek esetén A = 0. Ekkor a valodi
korok iranyitasanak elébb emlitett tulajdonsigat felhasznalva rogzithetjik, mit értiink egyenes
irdnyitasan. Vagyis egy olyan vektort, mely irdnyaval megegyezéen haladva az egyenesen, a bal
oldalon elhelyezkedd pontokra az egyenes egyenlete negativ értéket, a jobb oldalon pedig pozitiv

értéket vesz fel.

A=0 A<0 x=0 -x=0 y=0

.

AN, N

1.1. Allitas. A (1.2) képlet abban az esetben is megadja a széget, ha az egyik vagy mindkét kor

egyenes.

Bizonyitds. Elsének azt bizonyitjuk hogy ha mindkét kor egyenes vagyis a k; = (0, B1,C1, D1) és
a ko = (0, B2, O3, D) vektorokkal irhato le. Ekkor az egyenesek egyenlete Bix + Cyy + D1 =0 és
Box+Coy+ Dy = 0. Innen az ny = (B, (), és az ny = (Bg, Cy) normélvektorokat olvashatjuk le.
Az irdnyitasi konvenciok miatt az iranyvektorok, pedig a normélvektorok +90°-os elforgatottjai,

Vi-Va

vagyis vi = (—C1, By) és vo = (—C4, Bs). A szogiiket pedig cosw = FARRE képlet adja meg, ahol

két vektor szorzatan a skalaris szorzatukat értjiik. Tehat a két egyenes szoge ebben az esetben:

Vi Vo C1Cy + B1 By
cosw = =

[vi|-[vo|  /Oi1Cy + B1B1y/CCs + BaBy




Most szamoljuk ki a két kor szogét formuldnk segitségével:

COS W — ki - ko _ (O,Bl,cl,Dl)'(O,BQ,CQ,DQ) _ B1By + C1Cy
ki - [k (0, By, C1, D1)| - [(0, Bz, Ca, D3)| VB1B1 + C1C1v/ByBy + C2Co

Mint lathatjuk a két eredmény ugyanaz, tehat ebben az esetben alkalmazhaté a formulank. A
bizonyitas masik felét az az eset képezi, ha csak az egyik kor egyenes. Elsének vegyiik észre hogy
ha berajzoljuk a kor kozéppontjanak és az egyenesnek a tavolsagat (ezt a tovabbiakban jelolje d),
és az érintGbe huzott sugarat, ezek szoge () megegyezik a keresett szogiink kiegészits szogével.
A megoldas elsG lépése igy lehet o kiszamitésara, ami egy derékszogi héromszog egyik szoge és
ismert két oldal, r és d. Méasodik lépésben pedig a mér ismert a-val kiszaAmithato a keresett w. A
Pitagorasz-tételt alkalmazva a haromszogre, a szoggel szemkozti oldal v/r2 — d2. A koszinusz-tétel

P : (PP =d®)—r?—d® 4 . P . .
alkalmazésaval pedig cosa = *————— = 2-t kapjuk. r-t mar ismerjiik, d-t pedig a pont és

egyenes tavolsagara vonatkozo képlettel (d = %) szamolhatjuk ki. Az egyenes egyenletében

szerepld a, b, ¢ szamok rendre Bs, Cy, Dy és a kor kézéppontjanak koordinataizg = gTBll, Yo = ;gll

. B? + 0% —4A,D,
- 442 ’

—B -C1
|B272A1 +0272A1 +D2|

/B2 +C2 ’

d=

-C
—B; 1
|B2 21471 +02 2A1 +D2| 4A%

N e BI 5 C?— 1A Dy’

—ByBy — C3C1 4+ 2D A4
VB3 +C3\/B? +C7 —4A,D;,

CoSx =

CoOSx =

Ezzel az eredménnyel és cos a« = — cos(180° — «) trigonometrikus azonossig segitségével mar meg
tudjuk adni cosw-t.

BgBl + 0201 — 2D2A1
VBZ+C3\/BZ+C? —4A,D,

COSW = —COS&x =

A formulank most is jol miikodik, ugyanis ezzel megegyezs eredményt ad.

oS (A1, B1,C1,Dy) - (0, By, Co, Do) By By + C2Cy — 2D2 A4

|(A1,Bl,Cl,D1)| : |(O7BQ7023D2)| B \/B% +C22\/312 +012 —4A1D1‘

O

Azzal hogy az egyenest is elfogadtuk korként, mar csak azokat az esetek nem targyaltuk, amelyek-
ben (4, B,C) =0, de D # 0. Nézziik meg, hogy mit eredményez, ha ezeket az eseteket sem zarjuk
ki.

5. példa

1=0,
k-k=(0,0,0,1)(0,0,0,1) = 0.



Azt mar "tudjuk", hogy egy pontkorsl van szd, ugyanis a szorzat értéke 0. A felmeriil§ kérdés
csak az, hogy hol is helyezkedik el ez a pontkor. A kérdés megvalaszolasdhoz a kdvetkez§ allitason

keresztiil jutunk.

1.2. Allitas. A (xo,y0) pont akkor van egy k = (A, B, C, D) vektorral leirhaté koron, ha A(x? +
y2) + Bxg + Cyo + D =0, azaz ha (A, B,C, D) - (1, —2z0, —2yo, 2% + y3) = 0. O

kovetkeztethetiink arra, hogy a (0,0,0,1) pontkdr hol helyezkedik el. Nézziik meg mikor van rajta
egy adott (A4, B, C, D) koron.

(A,B,C,D)-(0,0,0,1)=-2-D-0+B-0+C-0—-2-A-1=—24.

Nincs a koron ha A #£ 0, tehat ha az kdzonséges valodi-, képzetes- vagy pontkor. A korén van, ha
A = 0, tehat a kor egy egyenes vagy maga a pontkor. Ebbdl arra jutunk, hogy rajta van minden
egyenesen, de nincs rajta egy korén sem. Ez a pont, ha létezik, csakis a végtelen tavoli pontkor
lehet.

2. Megjegyzés. Erre a szorzatra a ki - ko jelolés mellett a B(ky, ko) jelolést is hasznélni fogjuk.



2. fejezet

Konform geometria

Az el6z6 fejezetben tett vizsgalodasok a kovetkezs formaélis definiciok megalapozasat, és azok

kénnyebb megértését szolgaljak. Tekinteni fogjuk a koregyenletek terét, V-t az
(A,B,C,D)-(A,B,C,D)=BB+CC —2DA —2AD

szorzattal. Ez egy indefinit bilineéris forma, szimmetrikus, nem elfajulo. Ezek koziil a (0,0, 0,0)-t
nem interpretaljuk. Az k = (A, B, C, D) vektorokat

e Pozitiv skalarral valo szorzas erejéig iranyitott kornek nevezziik, és [k] jeloljik.

e Negativ szaimmal szorozva kapunk egy masik iranyitott kort, ellentétesen iranyitott kort. Ezt
| k]-val jeloljik, ahol |k| = — [k] = [-k] # [k]

e Ha (A,B,C,D) # (0,0,0,0), és nem 0 skalar szorzasig tekintjiik, akkor iranyitatlan korrsl

beszéliink.
e Ha A # 0 akkor megszokott jellegli korrdl beszéliink.
e A =0 esetén egyenes jellegi korrsl beszéliink.

e Ha k -k > 0 akkor valédi korrél, ha k - k = 0 akkor pontkdrrél, ha pedig k - k < 0 képzetes

korrol beszéliink.
2.1. Tétel. Minden (A, B,C,D) # (0,0,0,0) az aldbbi esetek egyikéhez tartozik.
e (A,B,C,D)?* >0, A#0 kizénséges kor,
e (A,B,C,D)? =0, A#0 kézinséges pontkér,
e (A,B,C,D)? <0, A+#0 képzetes kor,
e A=0¢és (B,C) #(0,0) kizdnséges egyenes,
e A=0¢és B=C =0 és D # 0 végtelen tdvoli pont kdre.
2.2. Tétel. Ha van két kozonséges kor (irdnyitott), ky és ko, akkor a kozdnséges szogiikre

() = k- ko
cos(w =l )



2.3. Kovetkezmény. k; meréleges ko-re, ha k; - ko = 0.

2.4. Tétel. Ha (x9,yo) kdozdnséges pont, akkor pontosan akkor van egy dltaldnositott ki kérén, ha

(1, —2x0, —2y0, 22 + 32) - ky = 0.



3. fejezet

Inverzi6

Ebben a fejezetben az inverzidval fogunk foglalkozni, melynek alapjaival, feltételezziik, hogy az
olvasoé tisztdban van, mint ahogy az le van irva példaul Hajos Gyorgy Bevezetés a Geometriaba

cimi konyvében.

3.1. Sztereografikus megkozelités

Az inverzi6 egy méasik megkozelitésére a sztereografikus vetités hasznaljuk. Ekkor a sik egy @

pontjahoz tartozé Q' pontot a kdvetkezs képpen hatérozzuk meg.

Az alapkorre egy olyan gombot rajzolunk, melynek ez a kor egy f6kore.

e A sikra merglegest allitunk a kor kozéppontjan keresztiil, és az igy kapott metszéspontjait a

gémbnek és az egyenesnek, P-vel jeloljiik.

Berajzoljuk a @ és P altal meghatérozott egyenest és a gomb feliiletével vett P-t6l kiiliinb6z6

metszéspontjat Q1-gyel jeldljiik.

Legyen Q2 a Q; tiikorképe a z = 0 sikra. Es legyen @, és P altal meghatarozott egyenes és

a z = 0 sik metszéspontja Q’.

3.1. Allitas. A P(0,0,1) és a Q(zo,%0,0) pontok dltal meghatdrozott egyenes az egqységkirt a

21 2 23 +yd—1
23+ yd+ 1 3+ +1

Q1( )

pontban metszi.

Bizonyitds. A kollinearitas bizonyitdsahoz elég belatnunk, hogy @ és @1, valamint @, és P altal

60 ¢ O
meghatérozott egyenesek parhuzamosak, azaz irdnyvektoraik, Q@1 és Q1 P parhuzamosak. Elsének

10



—
szamitsuk ki PQ; -t.

50 2z 2yo af+yp—1 1
@1 x2+2+1_’x2+2+1_’2 211 )
o+ 0T Yo x5 +ys+

( 220 2o w%+y3—1_w%+y3+1>
4yr+ U3+ + 1R+ +1 wi+yi+1)]

2330 2y0 -2
x%+y8+1’x3+y3+l’x%+y§+l ’

—2
:771},7 ,1.
$3+y3+1( 0> —Yo )

Most pedig szamitsuk ki Qla—ot!

w 2x 2 2+ —1
Ql = <l’0 0 s Yo — Y0 0 2 % )7

a2 41 22+ a2 41

w2 +y2+1 24+l 2+ +1 i1+ 21+

_ (wo(:c%+y§+1) 200 wolag+y3+1) 2y m3+y3—1)

_ (@i +ys+1-2) yolef+ys+1-2) 25+y5—1
wtyg+1 7wty t+l Tagtyg 1)’

_agtyp -1

=BT Ty, 1),
J;3+y8+1( 0: =0, 1)

Mint lathato a két vektornak csak a hossza tér el, tehat a harom pont egy egyenesen van. Ahhoz

hogy Q; rajta legyen az egységkoron teljesiilnie kell a 22 + y2 + 22 = 1 feltételnek.

2

200\’ 290\, (=3 +w -1\ _ (220)* + (290)* + (aF + 43 — 1)°
2 2 1 + 2 2 1 + 2 2 1 - 2 2 1 2
x5+ yp + Ty + Yo+ ro+yYg + (x5 +ys +1)

i

_ 4x%+4y8+x3+y8+1 —2x3—2y8+2x%y8
(2§ +y5 + 1)

)

_ xg+yo + 1+ 208 + 248 + 223y5
(a8 +y5 +1)

_(xf+yg+1)?
(23 +y3 +1)2

A feltétel teljesiil, Q1 az egységkoron van. Ezzel az allitast belattuk. O

3.2. Allitas. Az egységkorre vald inverzié olyan ponttranszformdcid, mely az (z0,y0) # 0 pontot
y . .
(=52 2i)-ba viszi. [7]

3.3. Allitas. A fenti eljdrds valdban az egységkirre vett inverzionak felel meg.

Bizonyitds. A Qo-re és P-re illesztett egyenes meghatérozasihoz (Q2-bdl P-be mutatd vektorral
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parhuzamos v vektort, és a P pontot fogjuk hasznélni.

P(0,0,1)

Q20 2y x3+y%f1)
2x%+y§+1’x%+y3+1’ 3 +yd+17
j 2x9 2yo 1—a2—y2
Q2 :(O* 2 2 0= 2 2 1= 2 02 0)7
xE+ys+1 x5 +ys+1 x5 +ys+1
o —290 (a8 +y5+1)— (1 -8 — i)
Q2 *( 2 2 v 2 2 ’ 2 2
$0+y0+1 $O+y0+1 .’170+y0+1
2

2 2
= 5, 92, ;\—<4o, Yo, + )
QQ $3+y3+1( Zo Yo IO yO)

),

v = <_-/EO7 _y07x% + y(%)

Az egyenes egyenlete igy a kovetkezd lesz:

-z -y z—1

xo yo x3+uyd

A z = 0 sik egyenletébdl és az egyenes egyenletébdl allo egyenletrendszerbdl kifejezve x-et és y-t

kapjuk a @' pont koordinatait.

Zo
THREW
y = 2yo .
x5 + Yo
Tehat Q' tényleg a @ pont inverzét adja meg. O

Ez a kép azt szemlélteti, hogy a konform geometriat gombi forméaban (co-vel kiegészitve) elképzelve,

az inverzié az egy tiikkrozés.

3.2. Korok inverze

Most nézziik meg hogy mi lesz az egységkorre valo inverze egy {(z,y) : f(z,y) = 0} alakzatnak.

{(Jf,y) : f(x,y) = O}
\

{I(z,y) : fz,y) =0}
|

(e mtp) s =0}

|
{(u,v) : fF(I71(u,v)) = 0}
|
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Kovetkezmény: Az f(x,y) = 0 egyenlet megoldasainak halmazat invertalva az f(

T ) =
0 egyenlet megoldésainak halmazat kapjuk. Adott A(z?+y?)+ Bz +Cy+ D = 0 kér vagy egyenes,

ennek az inverze:

2 2
z y x y
Al (57 —— B C D=0,
<<x2+y2> +<x2+y2> >+ 717 CEig T

24,2

Tty o )
B c

(22 + 42)2 + 22 + 42 + 22 + 42

A+ Bz +Cy+ D(2* +y*) = 0.

+D =0,

Tehat kor inverze kor, és az egységkor inverzio a (A, B,C, D)-t (D, B,C, A)-ba viszi.

3. Megjegyzés. Az origot (22 +y? = 0 pontkdrt) reprezentaléd vektor az (1,0,0,0) vektor. Ehhez

a vektorhoz az egységkorre valo inverzi6 a
(17 Oa Oa 0) - (07 07 Ov 1)

vektort rendeli, ami pedig a végtelen tavoli pontkdrt reprezentalé vektor.
A fentiek alapjéan konnyen lathato, hogy az inverzi6é a kovetkezs tulajdonsagokkal bir.
(A,B,C,D) — (D, B,C, A),
(ki +k2)" = k]| +kj,
(Ak1)" = Akj,
ki - ko = k] - ki.
Kovetkezmény:
e Valodi kort valodi korbe visz (<= k; - k; = k) - k) = r?),

e Képzetes kort képzetes korbe visz (<= ky - k; =k -k} = 1r?),

Pontkdrt pontkdrbe visz (<= k; - k; = k| -k} =1?),

Tlleszkedés tarté (<= k' -p' =k -p =0),

Szégtart(') ({Z ki -ky = kll . k/2)

4. Megjegyzés. Pontkorokon és valodi korokon tesztelhetjiik hogy az inverzié szogtartd, de kép-
zetes korokon, mivel ezeknek nincsenek pontjai ezt nem tudjuk megtenni. De azért helyesnek tiinik

a képzetes korokon is.

3.3. Inverzi6é mint tukrozés

Lathattuk, hogy az inverzié megcseréli az elsd és utolsé koordinatakat. Errél esziinkbe juthat
az R? beli y = x egyenesre val6 tiikrozés ami szintén a két koordinata felcserélddésével jar. Ha
altaldnosabban nézziik ezt a ponttranszforméciot, egy az orgion atmens egyenesre vald titkrozés a

kovetkez6 hozzarendelést jelenti:
(p,n)
(n, n)

p—p-—2
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ahol p a P pont helyvektora, n az egyenes normalvektora, és (.,.) a skalaris szorzatot jeloli. Ez a
(p,n)
(n,n)

-n vektorra bontjuk, majd a parhuzamos vektort —1-gyel

képlet a kovetkezs eljaras eredménye; a p helyvektort egy n-nel parhuzamos, -n vektorra, és

(p,n)

egy n-nel 90°-ot bezar6, p — p—

szorozuk, és hozzaadjuk az n-nel 90°-ot bezaré vektorhoz, igy kapjuk meg P’ helyvekotrat.

A

Ezt az eljarast kovetve a koregyenletek terén a korok szogének meghatarozasdhoz hasznalt szor-

zattal, a kovetkez6t kapjuk:
B(x,k)
B(k, k)

ahol k az a kor melyre tiikroziink, és x a tiikkrozendd pont vektora. Konnyen lathato, hogy azon p

X —X—2 - k.

pontokat, melyek a &k koron helyezkednek el, ez az eljaras helyben hagyja, ugyanis ekkor B(p, k) =

0. A szimetrikussag is teljesiil, ezt bizonyitja a kévetkezs szamolés.

Jeloljiik x’-vel az igy kapott vektort.

B(x,k)

-2 ‘k=x.
X — X Bk k) X
Alkalmazzuk x'-re az eljarést.
B(x',k)
/ o ) .
X —x —2 Blk.K) k.
Helyetesitsiink be.
B(x,k)
Bx—2 -k, k
x'—>x—2B(X7k) k — <X Bl k) ) k
B(k, k) B(k, k) '

Emeljiik ki az 6sszeg méasodik és harmadik tagjabol a kdvetkezskeént:

k B(x,k)
! —2—— [ B(x,k) + B(x—2 —k,k) .
X x -2 (B9 + Bx - 250 i)
Bontsuk szorzatok Gsszegére az utolséd tagot.
k B(k, k)
! —2——— [ B(x,k) + B(x,k) — 2B(x, k) ——"—= | .
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Igy azt kaptuk, hogy:

x —x —x

A szimetrikussidg utan, ugyanilyen modon, azt is belathatjuk, hogy ez a transzformécié nem val-
toztat két kor szogén. Ehhez a kovetkezs jelolést fogjuk hasznalni.

B(x,k)
B(k, k)

B<y’k> k: /.

k=x' —9

X —xXx—2

Szamitsuk ki x és y képének szorzatat

Bl ey B0 ),

B(X/’y/)_B<X_QB(k,k)' Y T Bk, k)

Az 6sszegek szorzatat bontsuk szorzatok Gsszegére.

s <t 20 () -0 () 10 (B ).

Egyszertsitsiik az utolso tagot B(k,k)-val

B(X.,y') = B(x,y) — 228? g B(k,y) — 2§g’ 113 B(k,x) + 4£Ei’ 113 gg: g B(k,k)
' o B(x,k)Bk,y) ,Bly,k)Bk,x) By k)B(xk)
BY)=BxY) = 2= "2 Bk Y Bk

Az Gsszegben szerepld tagok kiesése utdn azt kaptuk, hogy B(x',y’) = B(x,y). Ezzel belattuk,
hogy ez a ponttranszformaci6 illeszkedés és szogtarto, illetve hogy pontkort pontkdrbe, képzetes
kort képzetes korbe és valodi kort valodi korbe visz. A kor-merdlegesség tartas miatt ez a pont-
transzformécié csakis az identitds vagy a k korre valé tiikrozés lehet, de lathaté hogy nem az
identitas|[7].
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4. fejezet

Indefinit vektorterek

A linearis algebra alapjaival Freud konyvében [4] ismerkedhetiink meg , Praszolov mivébdél [10]
tovabbi informaciokat szerezhetiink, és Gohberg, Lancaster, Rodman pedig egy teljes monografia-

ban [5] dolgoza fel az inndefinit vektortereket.

4.1. A szignatura

R™-en tetsz6leges szimmetrikus bilinearis forma reprezentalhaté egy szimmetrikus métrixszal.
A koregyenletek terén definilt szorzatunkat a szokisos bazisban kovetkez§ méatrix testesiti meg.

- T - - A

1 0 0 0 -2| |wn

T’ To 0O 1 0 O Y2
B(x,y) = xay2 + x3y3 — 221Ys — 2x4y) =X Ay =

T3 0 0 1 0 Y3

Ty -2 0 0 O Yq

A B bilinearis forma esetén tehat a szokasos bazis nem ortogonalis. Keressiink olyan bazist ami
B-ortogonalis, vagyis amiben a szorzat matrixa diagonalis lesz. Ezt a Gram-Schmidt ortogona-
lizacioval tegyiik[4]. Legyen az elss, by baziselem az (1,1,0,0) vektor. Ez jo vélasztds, ugyanis
B(by,by) = 1 # 0. Legyen Wi a bj-re merdleges vektorok édltal meghatarozott altért. Ebbol az

altérbal valasszuk ki a kovetkezs baziselemet.

Wi ={y €V :B(b1,y) =0},

Bby,y)=1-y24+0-y3=2-1-y4 —2-0-y1 = y2 — 2y,
_ Y
R

Vagyis W1 az (y1,y2,y3, %) alaki vektorok halmaza. Innen valasztva ba-t B(by,by) = 0. A
(0,1,0, %) vektor jo valasztas, ugyanis B(by,bs) =1 # 0 A kévetkezd baziselemet a by,bs vekto-

rokra merdleges Wy altérbgl véilaszuk. Ehhez el6bb meg kell hataroznunk Ws-t.

Ya

Wy ={y € Wy : B(ba,y) = 0},
1
B(b27}’):1'y2+0'y3—2'0'%—2'5'3/1:yz—yl,

Y1 = Y2-
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Wa tehat (y2,y2,ys, %) alaki vektorokat tartalmaz. Ebbdl a halmazbol valasztva bs-at, az orto-

gonalis lesz a mar meglévé bazis elemekre. Az (1,1,0, %) jo valasztas, ugyanis B(bs,bs) = —1 # 0.

W3 ={y € W2 : B(bs,y) = 0},

B(bg,y)=1-y+0-g5—2-1- 2 —2.1. 2 =y,
Yo = 0.
A (0,0,1,0) vektor jo valasztas.
Az eredményiil kapott bézis tehat a kovetkezd:
1 0 1 0
1 1 1 0
bl = ) b2 = ) bd = ) b4 =
0 0 0 1
0 1 i 0

A bazis elemeket a megfelel6 konstansokkal szorozva, az is elérhets, hogy a méatrix f6atlojaban
csak az 1, —1,0 szamok szerepelhessenek. Ebben az esetben pont ilyen bazist kaptunk, igy tehat a

szorzat métrixa ebben a bazisban:

100 O

010 O
B =

0 01 O

0 0 0 -1

5. Megjegyzés. Nevezziik a matrixok azon diagonalis alakjat, ahol csak 1,—1,0 elemek szerepelnek

a féatloban pszeudoortonormalt bazisra vonakozé alaknak.

4.1. Definicié. A bilinearis forma nem elfajuld, ha nincs olyan nemnulla vektor, ami minden
masik vektorra meréleges. Azaz ha a leképezés altalanos alakd matrixdban nincs a fGatloban 0

elem, vagyis ha det A # 0.

4.2. A n (B),n_(B),no(B) jelolés

4.2. Definicié. legyen B szimmetrikus bilinearis forma a V vektortéren, és W C V. Ekkor a

W = {v: YwB(v,w) = 0} alteret, W mercleges alterének nevezziik.

4.3. Allitas. Ha B nem elfajuld, akkor dim W+ = dimV — dim W és (W)L = W. Ha B lehet
elfajuld, akkor pedig dim W+ > dimV — dim W és (W)L D W. [6]

4.4. Allitas. Ha Blwxw nem elfajuld, akkor W-NW =0 és Wt oW =V. [6]

4.5. Definicié. Azokat a v # 0 vektorokat, amelyek 6nmagukra merélegesek, azaz B(v,v) = 0

izotrop vektornak neveziik.
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4.6. Definici6. Tegyiik fel, hogy V véges dimenzios vektortér R felett, B : V xV — R szimmetrikus
bilinearis forma. A B-hez tartoz6 kvadratikus alak alatt azt a b: V — R filiggvényt értjiik, ahol

b(x) = B(x,x).
4.7. Allitas. A szimmetrikus bilinedris forma és a kvadratikus alak meghatdrozza eqymdst.

Bizonyitds. A kvadratikus alakot meghatarozza a szimmetrikus bilineéris forma, hisz igy definial-

tuk. A bilinearis formét pedig a polarizacios formuléval lehet meghatarozni a kvadratikus alakbol:

00+ y) = bx —y)) = {(Blx+yx+y) ~ Blx—y,x - y)).
= (BGxx) +2B(x,y) + B(y,y)) ~ (B(x,x) ~ 2B(x,y) + By,y),

:i@BmyD:B@Jl

Tehat B #0 — b # 0.

4.8. Tétel. Ha V wvéges dimenzios vektortér R felett, és B szimmetrikus bilinedris forma, akkor

létezik egy olyan vi,vs,...vy, bdzisa V-nek, hogy

N4 n_ no
~ J _ I~ —N—
1
; ! )
T le o B(Vi,Vj) _ .
-1
0-
L - - ’ 0_

[4]

4.9. Tétel. Tegyik fel, hogy v1,va, ..., vy az el6zd tételben emlitett bazis. Ekkor

ny = max{dim W : W C V, Blwxw pozitiv definit},
ny +ng = max{dim W : W C V, Blwxw pozitiv szemidefinit},
n_ =max{dimW : W C V, Blwxw negativ definit},

n_ +ng = max{dimW : W C V, Blwxw negativ szemidefinit}.
Bizonyitds.

o Legyen Z, = span{vi,va,...,v,, }, és legyen ideiglenesen m, = max{dimW : W C
V, Blw xw pozitiv definit}. Z; pozitiv definit, tehat my > n,. Tegyiik fel indirekt modon,
hogy m > n. Vagyis hogy létezik egy olyan W C V, hogy dim W > n és Blwxw pozitiv
definit.Legyen Zo_ = span{v,_ 41,...,Vn, 4ne+n_}- Ekkor dim Zy_ = ng + n_.Lathatjuk,
hogy

dimW+dimZy_- >ny +(ng+n_) =n
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, és mindkettd altere V-nek, tehat Zy_ NW # 0. Ebbdl kovetkezik hogy létezik x € Zo_NW #£

0, hogy x # 0, B(x,x) > 0, ami xg € Zy_ miatt ellentmondas.

o Legyen Z, o = span{vi,Vva,...,Vp, ..., Vy, 1n,}, s legyen ideiglenesen m_o = max{dim W :
W C V, Blwxw pozitiv szemidefinit}. Ekkor mq > ny +ng, ugyanis Z,( pozitiv szemidefi-
nit. Tegyiik fel indirekt modon, hogy m. o > nig. Vagyis, hogy létezik egy olyan W C V', hogy
dim W > ny + ng és Blwxw pozitiv szemidefinit. Legyen Z_ = span{v,_ {no+1, Vn +no+2

<oy Vi, 4no+n_}- Ebben az esetben dim Z_ = n_. Lathatjuk hogy
dimW+dimZ_ > (ny +ng) +n_=n

, és mindkett§ altere V-nek, tehat Z_ NW £ 0. Tehat létezik x € Z_ NW # 0, hogy x # 0,

B(x,x) > 0, ami x € Z_ miatt ellentmondas.

o Legyen ideiglenesen m_ = max{dim W : W C V, B|wxw negativ definit}. A mar definialt
Z_ negativ definit, szoval m_ legaldbb akkora mint n_. Tegyiik fel indirekt médon, hogy
m_ > n_. Ekkor létezik egy olyan W C V, hogy dimW > n_ és B|wxw negativ definit.
Lathatjuk hogy

dimZio+dimW > (ng +ng) +n_ =n
, és mindketts altere V-nek, tehat ZoNW # 0. Ebbdl kévetkezik hogy létezik x € Z oNW #

0, hogy x # 0, B(x,x) < 0, ami x € Z;( miatt ellentmondas.

e Legyen ideiglenesen my_ = max{dimW : W C V, Blwxw negativ szemidefinit}. Ekkor
mo— > no + n_, ugyanis Zy_ negativ szemidefinit. Tegyiik fel indirekt médon, hogy mo_ >
no—. Vagyis hogy létezik egy olyan W C V', hogy dimW > ng + n_ és Blwxw negativ
szemidefinit. Lathatjuk hogy

dmZ; +dimW >ny + (ng+n_)=n

, s mindkettd altere V-nek, tehat Z, NW # 0. Vagyis létezik x € Z, NW # 0, hogy x # 0,

B(x,x) <0, ami x € Z; miatt nem lehetséges.

O

A tételben szerepld négy formula olyan moédon karakterizalja az ny(B),n_(B),no(B) szamo-
kat, hogy nem hivatkozik bazisra. Igy aztan n, (B),;n_(B)no(B) jelolés hasznalhaté. E médon a
Sylvester-féle tehetetlenségi tétel egy altalanos alakjat lattuk be.

4.10. Allitas. ng(B) + min(ny(B),n_(B)) = max{dim W : W C V, Blwxw = 0}

Bizonyitis. A k = min(n4 (B),n_(B)) jelolés mellett a korabbi matrixos allitas szerint léteznek
X1,X2, s Xngs Y1,¥2, - -+ s Yk, 21, %, - - . , 2 baziselemek, melyekre B(x;,x;) = 0, B(y;,yi) = —1,
B(z;,2;) = 1. Ezek egymasra ortogonalisak, tehat B(y;, z;) = 0. Legyenek x,,,+; = y;+2; vektorok,

ekkor B(Xpg4isXng+i) = 0, ugyanis
B(y; +zi,yi + 2z:) = B(ys,y:) + 2B(yi,2:) + B(zi,2;) = -1 +2-0+1=0.
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Vagyis legalabb ng(B) + k darab egymaésra ortogonalis vektor van. Tegyiik fel hogy W C V olyan
hogy Blwxw = 0, és dim W > min(n,(B),n_(B)) + ng. Feltehets, hogy min(ny(B),n_(B)) =
n4(B). Ekkor

dim W > ny + ny,

ami ellentmondés azzal, hogy ni + ng = max{dimW : W C V, Blwxw pozitiv szemidefinit}.

Ezzel az egyenlGséget belattuk. O

A kovetkezd allitas a (4.9) tételbdl kovetkezik.

4.11. Allitas. Legyen V; C Va véges dimenzids vektorterek R felett, és B szimmetrikus bilinedris

Va-n. Ekkor
e n4(Bly) < ni(B),
e n_(Bly,) < n_(B),
e n1(Blyy) +no(Blv) < ny.(B) + no(B),
e n_(Blwy) +no(Blv,) < n_(B) +no(B).

4.12. Tétel. Legyen V1,V két vektortér By,By szimmetrikus bilinedris formdkkal. (Vy, By) akkor

és csak akkor dgyazhaté be izometrikusan (Va, Ba)-be, ha:
e ny(By) <ny(Ba),
e n_(B1) <n_(By),
e 1y (B1) 4 no(B1) < ny(Bs) + no(Ba),
e n_(B1) +no(B1) < n_(Ba) + no(Ba).

Bizonyitds. Az el6z6 allitas miatt ezek sziikséges feltételek, igy azt kell bizonyitani hogy elégsége-
sek is. A bizonyitas els6 két pontja dim V; szerinti teljes indukci6, harmadik pontja pedig direkt

bizonyitési modszer.

1. eset: dim V; = O-ra igaz az allitas. Ha ny (V1) > 1, akkor ny (V2) is > 1. Legyenek x; € V4
as xo € V5 az els6 baziselemek a diagonalis alakokban, vagyis B(x1,x;1) = 1 és B(xa,x2) = 1.
Tovabba legyen V{ = {v € V] : B(v,x1) =0}, és Vg = {v € V1 : B(v,x2) = 0}, vagyis x és

x5 merGleges alterei, ezeket a tobbi baziselem generalja. Ekkor igazak a kovetkezd allitasok:

ni(Bilvy) +1=n4(Bilv,),
n—(Bi|Vi’) = n—(Bi|‘/71)v

no(Bilv;) = no(B;

Vi)

Es ckkor a teljes indukci6 szerint, (V/, By|y;) bedgyazhato (Vy, Bslyy)-be. Valamint Rx;
beleagyazodik Rxo-be. Es tudjuk, hogy Vi = Rx; @ V/, és Vo = Rxy @ Vy

20



2. eset:Ha n_ (V) > 1, akkor n_(V5) > 1. Legyenek x; € V; 4s x5 € V5 az els6 baziselemek
a diagonalis alakokban, amelyekre B(x1,x1) = —1 és B(x2,x2) = —1. Tovabba legyen V{ =
{veVi:B(v,x1) =0} és Vj = {v € V] : B(v,x2) = 0}, vagyis x; és x mersleges alterei,
ezeket a tobbi baziselem generélja. Ekkor a kovetkezdk teljesiilnek:
ni(Bilvy) = ny(Bilv,),
n_(Bily/) +1=n_(Bilv,),
no(Bilvy) = no(Bilv;)-

Es ekkor a teljes indukci6 szerint, (V/, By|y;) bedgyazhato (V4, Bslyy)-be. Valamint Rx;
beledgyazodik Rxy-be. Es tudjuk, hogy Vi = Rx; @ V/, és Vo = Rxo @ Vy

3. eset:Ha ny (Bily,) = 0 és n_(B1]y,) = 0, akkor ng(B1) < ng(Bz2) + ny(Ba) no(B1) <
ng(Bz) + n_(Bs) vagyis no(B1) < ng(Bz) + min(ny (Bs),n_(Bs)) és n.

O

6. Megjegyzés. Az ni, n_, ng szdmokat a matrix szignattrajanak neveziik. Az alatt hogy egy
ny n_ no

— — N~ —
adott vektortér (+---+—---—0...0) szignatauraval ellatott azt értjiik, hogy rajta egy ny, n_, ng

szignatiraja metrika van értelmezve.

4.3. A koregyenletek alterei

A (+ + +—) szignatiraval ellatott R* valodi altereinek klasszifikdldsa esetén a (4.12) tétel

alapjan kovetkezo feltételeknek kell teljesiilnie:
e ny(B1) <3,
e n_(B;) <1,
e ny(B1) +no(B1) <3,
e n_(B1)+no(B1) <1.

4.13. Tétel. AV (++ +—) szignatirdval elldtott vektortér valddi, nem trividlis alterei (+), (—),
0), (++), (+—), (+0), (+++), (++ —) vagy (+ + 0) szignatirdjick lehetnek.

A (4),(=),(++),(+ + +) alterek nem tartalmaznak izotrép vektort.

Skaldrral vald szorzds erejéig egy darab izotrop vektort tartalmaznak a (0),(+0),(+ + 0) szig-

natiurdju alterek.
Két izotrop vektort tartalmaznak o (+—) szignatirdji alterek.

A (+ + —) szignatirdju alterek pedig skaldrral vald szorzds erejéig kontinuum szdmossdgu

izotrop vektort tartalmaznak.
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A koregyenletek terének kétdimenzids altereivel, bar mas néven, de méar talalkoztunk. Ezeket az al-
tereket a geometria nyelvén korsoroknak neveztiik. Harom csoportjukat pontkoreik szdma alapjan
kiilonboztettitk meg. A koregyenletek (+—) szignattraju, két izotrop vektort tartalmazo alterei az
elliptikus korsorok voltak. Az egy izotrop vektort tartalmazé (+0) szignattraja altereket paraboli-
kus korsorokként ismertiik meg. A (4+4) szignaturaja, izotrop vektort nem tartalmazé esetet pedig
hiperbolikus korsorként. Azt is lathattuk mar, hogy az elliptikus kdrsorra meréleges korok halmaza
egy hiperbolikus korsor.Vagyis egy (+—) szignatiraja altér merdleges komplementere egy (++)
szignataraju altér. A parabolikus korsorok meréleges korok pedig egy maésik parabolikus korsort
alkotnak. Vagyis (+0) szignaturaju alterek meréleges komplementerei szintén (+0) szignatirajuak.
A harom csoportot tovabb is bontottuk elfajuld és nem elfajulo esetre. Az elfajulé eseteket a kon-
centrikus kordk, a parhuzamos sugérsorok és centrélis sugarsorok jelentették. Ezek geometriailag
lathato modon kiilonboztek a nem elfajuld esetektsl. De mint a kdregyenletek alterei csak annyiban
kiilénbdztek a nem elfajuld esetektdl, hogy az Sket generalo vagy rajuk merdleges izotrop vektorok

egyike a (0,0,0,1) volt. (A kdrsorok részletesebb targyalasa megtalalhato Hajos Gyorgy kényvében

[71)

4.4. Ekvivalencia osztilyok

(++-- -+ —) szignaturaval vegylink egy vi,va, ..., v,_1, W pszeudoortonormélt bazist. Tegyiik
fel, hogy B(x,x) < 0, x # 0 negativ definit vektor. Ekkor

X =2x1V1 +TaVe- -+ Tp_1Vp_1 + TpW,

B(x,x) <0= a2 +a3-- - +22_, —22 <0. (4.1)

Tehat x, nem lehet 0, ugyanis x # 0. Vagyis a negativ definit vektorok két osztalyba sorolhatok
utolsé koordinatajuk elGjele alapjan. Ez bazisfiiggs, ezért egyel6re nevezziik a két osztalyt elsd és
masodik osztalynak. Nézziik meg, hogy milyen értékeket kapunk, ha egy osztdlyba és ha kiilon

osztalyba tartozé vektorokra szamoljuk ki a bilinearis forma értékét.
e Ha x, >0, és 7, > 0, akkor

B(x,X) = 1%1 + X2Zo -+ + Tp_18pn—1 — Tpip < (Cauchy-Schwarz-egyenlétlenség)

Vit ade e \JB B~ g < ((4.1) miatt)
Va2\/T2 — xp iy = 0.

e Ha z, >0, és %, <0, akkor —%,, > 0. Vagyis B(x, —X) < 0 = B(x,X) > 0.

e Ha x, <0, és Z,, > 0, akkor B(x,X) > 0.

e Haz, <0, és &, <0, akkor B(x,%) < 0.

Vagyis ha a két negativ definit vektor egy osztélyban van, akkor szorzatuk negativ értéket vesz fel.
Ha pedig a két vektor két kiilonbo6z6 osztalyban van, akkor pozitivat. Most tegyiik fel, hogy x # 0
vektor, és B(x,x) < 0, vagyis izotrop vagy negativdefinit vektor. Ekkor

X=21V] +22Ve -+ Tp_1Vp—1 + TpW,

B(x,x) < 0= a2+ a3 +22_; — 22 <0. (4.2)
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Tehéat x,, nem lehet 0, mert az azt jelentené, hogy x minden koordinataja 0. Vagyis az ilyen tulaj-
donsagu vektorok is két osztalyba sorolhatok utolsé koordinatajuk elGjele alapjan. Vizsgaljuk meg
hogy milyen értékeket kapunk, ha egy osztalyba és ha kiilon osztalyba tartozé vektorok szorzatat

szamoljuk ki. Tegyiik fel hogy x és x két ilyen vektor és egymésnak nem pozitiv skalarszorosai.

e Ha z,, > 0, és 2, > 0, akkor

B(x,X) = 21%1 + T2Z2 -+ + Tpo1Tn-1 — Tnln < (Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenség)

\/xi +a%-+ x?H\/:%% + A3 T2 — xpdy < ((4.2) miatt)
Va2 /52 — z,i, = 0.
Vagyis azt kaptuk, hogy B(x,X) < 0. Az egyenl6ség akkor allhat fent, ha (z1,22,...,2,-1) =

(%1, %2, ..., Fn1), \/xf ol tad_, =x, s \/53% + &2 +32_, = &,. De ez nem lehet,

mert a két vektor egymasnak nem skalarszorosai. Vagyis B(x,X) < 0, ha a két vektor azonos

osztalyban van.
e Haz, >0, és &, <0, akkor —%,, > 0. Vagyis B(x,—X) < 0 = B(x,X) > 0.
e Haz, <0, és &, > 0, akkor B(x,%) > 0.
e Haz, <0, és &, <0, akkor B(x,%) < 0.

Vagyis ha az x és az X izotrop vagy negativ definit vektorok egy osztalyban vannak, és egymasnak
nem pozitiv skalarszorosai, akkor a B(x,X) < 0. Ha a két vektor kiilonb6z6 osztalyban van, és
egymasnak nem negativ skalarszorosai akkor pedig B(x,X) > 0. A szorzat értéke bazisfiiggetlen,

amibdl a kovetkezd allitas adodik.

4.14. Allitas. Ha a és b izotrop vagy negativ definit vektorok, és eqgymdsnak nem pozitiv ska-
larszorosai, akkor B(a,b) < 0 azonos osztdlyba tartozdst jelent. Vagyis B(.,.) < 0 ekvivalencia

reldcio.

Tovabbi szemléltetés

Az ekvivalencia relaciok harmadik feltétele, hogy ha a ~ b és b ~ ¢, akkor ebbdl kovetke-
zik, hogy a ~ c. Ennek szemléltetéséhez a harom vektor altal meghatarozott altér dimenzidja

szempontjabol esetekre bonthatjuk az allitast.

1. eset:Az a,b,c vektorok egy egyenest feszitenek ki. Ekkor a ~ b azt jelenti, hogy a és b

egyiranytak. Ez igaz b ~ c-re is. Amibdl kovetkezik, hogy a és ¢ egyirnyuak, azaz a ~ c.

2. eset:Ha a, b, c sikot feszit ki, akkor ennek a siknak (4+—) szignaturajunak kell lennie.
Vagyis tartalmaznia kell két izotrop vektort. A két izotrop vektor meghatéroz két egyenest,
melyek négy nyilt részre osztjik a sikot. A negativ definit vektorokat tartalmazé sikrész-
hez vegyiik hozza a hatarold félegyeneseket. Ekkor a ~ b azt jelenti, hogyha a két vektor
ugyanabban a negativ szemidefiniteket tartalmazo sikrészben van, akkor minden (1 —t)a+tb
alaka vektor is ebben van. Ha a és b, valamint b és ¢ ekvivalens, akkor a-nak és c-nek is

ekvivalensnek kell lennie.

3. eset: Ha a harom vektor fiiggetlen, akkor a generatum csakis (+ + —) szignattraja lehet.

Ekkor a negativ definit és az izotrop vektorok egy kettds kiap belsejét és hatarat alkotjak,
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az origo kivételével. A teret harom diszjunkt részre oszthatjuk e forgéstest segitségével, egy
pozitiv definit vektorokat tartalmazo és két negativ definit vektorokat, és izotrép vektorokat
egyarant tartalmazo részre. Ekkor az ekvivalencia a kettGs kip azonos feléhez val6 tartozast
jelent. Vagyis ha a és b valamint b és c egy tér részbe esnek, akkor tehat a-nak és c-nek is

egy tér részbe kell lenni.

Albert Einstein specialis relativitas elmélete kapcsan a kovetkezs elnevezések hasznalatosak a

(+ + +—) szignattraval ellatott R* vektoraira.
e A B(x,x) < 0, x # 0 negativ definit vektorokat idészeri vektoroknak nevezziik.
e A B(x,x) =0, x # 0 izotrép vektorokat fényszerd vektoroknak.
e A B(x,x) >0, x # 0 pozitiv definit vektorokat pedig térszert vektoroknak nevezziik.

A fény és a idGszert vektorok két osztélyara pedig az ortokron és az antikron elnevezés hasznélatos.
A fizikdban a kauzalitds miatt az idGszert és a fényszert vektorok nyernek nagyobb figyelmet, mi

inkdbb a fényszeri és a térszert vektorokat vizsgaljuk.
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5. fejezet

Ekszorzat és csillagoperator

Ebben a fejezetben a célunk alapvets konstrukcio el6készitése. Ehhez felhaszndjuk a Grassmann
algebrak és csillag operatorok elméletét, melyek a differencidlgeometriabol lehetnek ismerdsek. Ezek
pontos bevezetése sokdig tartana, ugyhogy csak felidézziik a megfelel6 fogalmakat. Pontosabban,
azokbdl is csak azokat, melyekre sziikségiink lesz. Az érdekl6ds olvaso Praszolov [10] és Greub [6]

konyveiben megtalalhatja a teljes targyalast.

5.1. Grassman algebra

Legyen e, ...e, egy bazisa R"-nek. Az e;, Ae;, A--- Ae;, kifejezés ékszorzatnak nevezziik, és
a kovetkezd tulajdonsigokkal bir.

e Multi lineéris, azaz minden tagjdban linearis.

e, A(ae;, +bey)Ne;, =al...e; Ney Ne;, ...)+b(...e;; Nej Nej,, ...).

J

e Antiszimmetrikus
N Al A== A Ae AL

e Specidlisan
o Ne Aej A =0.

Ezek a szorzatok generalnak egy 2" dimenzios teret, A V-t. Ennek a térnek az e;, Aej, A--- Ae,

kifejezések, ahol i1 < ig < --- < és k= 1,...,n, egy bazisat alkotjak.
1 k n
Av=Ave e A\Ve -aAV.
—~— —~— ~—~—
R,1dim (1) dim 1dim

5.1. Allitas. Legyen V" vektortér eqy bizisa vi,va, ..., vy, és A:V — V linedris leképzés. Ekkor

Avi ANAva A -+ N Av,,
V1/\V2/\"'/\Vn ’

det A =

Bizonyitds. Av; felirthaté a vy, vs, ..., v, baziselemek linearis kombinaciéjaként, vagyis A a;1 vy +
a2V + + -+ + a;p v, alakban. Ezt felhasznalva a kovetkezé kifejezést kapjuk a baziselemek képeit

Osszeékelve.

AViANAVo A ANAV, = (a11v1+ -+ a1nVa) Alarvi 4+ -+ a2V ) Ao - A(@n1vi+ -+ @pn Vi)
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Az igy kapott szorzat n tagi, és minden tagjaban lineéaris. Tehat kibontva egy olyan Gsszeget ka-
punk, aminek minden tagja n darab baziselem Osszeékelve, és megszorozva valamilyen skalarral.
Azok a tagok, ahol az ékszorzatban legalabb egy bazis elem legalabb kétszer szerepel, az ékszor-
zat antiszimmetrikussiga miatt 0-val egyenlok. Igy mar csak olyan tagok vannak az Osszegben,

melyekben az ékszorzat minden bazis elemet tartalmaz. Vagyis

AVl/\AVQ/\"’/\AVn = Z a1, Vj, /\"'/\anjann,

(41,42-++:0n)
ahol az Gsszegzés az 1,2...n indexek Gsszes permutacidja alapjan torténik. Ezekben a tagokban
hozzuk ki a skalar szorzokat az ékszorzat elé, és rendezziik a baziselemeket névekvs sorrendbe.
Ha az a;; szorzok sorrendjén nem véltoztattunk, mikor kiemeltiik Sket, akkor az els6 index alap-
jan rendezettek (az els6 index Av; indexével egyezik meg). A méasodik index pedig az ékszorza-
tot alkoté béazielemek rendezés el6tti sorrendjével egyezik meg. Ekkor az Osszeget alkotd tagok
(—1)%aij,a2j, - - . Gnj, Vi A Vo A -+ A vy, alaka kifejezések, ahol s; az ji, ja2...,jn indexsorozat-
ban 1év6 azon parok szdma, ahol k < [ esetén i, > 4;. Az ékszorzatot kiemelve az 6sszegbdl, A

determinénsat kapjuk.

a1 a2 e A1n
a21 as92 N a9on
VIAVa A~ AV, Z (=1)%aj, ...a2;, =viA---Av,det
(J1,J2++5dn)

apl  Ap2 ... Apn
O
NV egydimenzios, vagyis két fele van. Ha vy, va, ..., Vv, elemek linedrisan dsszefiiggék , akkor
viAVva A---Av, = 0. Ha vi,va,...,v, elemek bazist alkotnak a V vektortéren, akkor vi A

vo A -+ A v, # 0. Linearis algebra nyelvén az iranyitds V-n A"V egyik felének kivélasztésa. Ha
Vi,Va,...,V, €8 V1, Vs, ..., Vv, két bazis dltal meghatarozott irdnyitasa V-nek, akkor beszélhetiink
az ékszorzatuk altal meghatarozott irdnyitasarél is a térnek. Ekkor a vy A va A --- A v,, ékszorzat
altal meghatarozott irdnyitasa a térnek azonos a vy A vy A - -+ A v, ékszorzat altal meghatarozott

irdnyitasaval, ha a két ékszorzat hanyadosa pozitiv.

5.2. Allitas. W C V k dimenzids altér, és w1, wWa, ..., Wy, eqy bizisa. Ekkor a wi AWaA--- AW}, €

/\k V' ékszorzatokbol W rekonstrudlhato.
Bizonyitds.
e Hase W, akkor s = a;wy + -+ + apwg, (Wi Awa A Awg) As=0.

e Has ¢ W, akkor (wy Awa A--- Awg) As # 0.
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5.2. Hodge operator

5.3. Definicid. Legyen B : V x V — R szimmetrikus biliniearis forma. Ekkor legyen a BA"
A"V x A¥V = R hozzérendelés a kévetkezo:

B(vi,wi) ... B(vg,wi)

B/\k(vl/\vQ/\~~/\vk,w1 AWy A Awyg) = det

B(vy,wg) ... B(vg,wg)

Példa. Tekintsiik a (+++—) szignattraja bilinearis formét, és a kéttagu ékszorzatok altal generalt

ANV (5) dimenziés vektorteret. Legyen eq, es, €3, eq pszeudoortonormélt bézis, vagyis
B(ei,e1) =1, Bl(ez,ez) =1, B(es,e3) =1, B(es, e4) = —1.

Es B(e;,ej) =0 ha i # j. Ekkor /\2 V egy bazisa e; A eg,e1 Aeg,e; Aeyg e Aes,ex Aey es A ey.

Els6nek a f6atloban 1évs elemeket szamitsuk ki.

& B(ehel) B(eg,el) 1 0
BN (e1 ANeg,e; Aey) =det = det =1,
B(el,eg) B(eg7eg) 0 1
* B(el,el) B(e4,e1) 1 0
BN (e1 Neg,e1 Aey) = det = det =1,
B(elve4) B(e47e4) 0 -1

B(e; Nes,e; Neg) =1
B(es Aeg,ea Ney) = —1,
B(ea ANes,ea Nes) =1,

( )= 1.

B(ez Neyg,e3 Aey

Két olyan bazis eleme esetén, melyek legalabb egy tagjukban eltérnek egymastol, a szorzat matrixa

legalabb harom 0-at fog tartalmazni. Vagyis a determinans értéke 0 lesz.

. B(ej,e3) B(ez,es) 0 1
BA (e1 Aea, ez Aes) = det = det =0.

B(ej,e3) B(ez,es) 0 0

A koregyenletek terén hasznalt szorzat felhasznéalasaval késziilt, /\2 V' értelmezett szorzat, tehat

(+ + + — ——) szignaturaju.

5.4. Definicié. Legyen ey, e, e3, e, pszeudoortonormalt bazis, és a 3 : A'V — A*V a kovet-
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kez6 hozzarendelés:

e — ey ANes ey,
ey — —ej NesgAey,
e3 — e; ANeg Aey,

eys —e; ANeg N\es.

7. Megjegyzés. Ebben a definicibban egy pszeudo ortonormélt bézisra definidltuk a *-ot, de

késSbb lesz olyan allitas, mely A*V egy elemének felhasznalasaval, vagyis V egy irdnyitasanak a

felhasznalasaval karakterizélja ezt az operatort.

Példa. Legyen fi.f5,f5.f; a kdvetkez6 négy vektor:
fl = (1?0707())7 f2 = (0717070), f3 = (0707170)7

Es legyen ej,e;,e3,e4 a kivetkezd pszeudoortonormalt bazis:

1

1
€1 = <2’0;072) ’ 62:(0,1,0,0), 63:(0,0,170);

Ekkor f ,f5,f5.f, felirhat6 eq,es,es,e4 linedris kombinécidjaként:
fi = e +ey, fr = ey, f3 = e,

Illetve eq,eq,e3,e4 is felirhato f,f5,f5,f4 linedris kombinéciojaként:

1 1
e = §f1 - §f47 ey =1, e3 = f,

Ekkor *f; a kévetkezé médon hatarozzuk meg.

£, = (0,0,0,1).

1 1
€ey4 = (2,0,0,2) .

f4:e4—e1.

1 1
ey = —f4 + =f;.

1. 1épés: f; kifejezése pszeudoortonormélt bézis segitségével, a * operator hasznalata.

2. lépés: A pszeudoortonormélt baziselemek kifejezése az fy,f5,f5,f4 baziselemek segitségével.

3. lépés: A zarojel felbontéasa.

4. lépés: Az ékszorzatban szerepls baziselemek rendezése az indexiik alapjan, a tagok Ossze-

vonasa.
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1 1 o
*f) :*5 (e1 +e4) = i(eg/\e3/\e4—|—e1 Ney Aes), 1. lépés

1 1 1 1 1
= |fH AT —fy + =f —f; — =1 fo AT 2. lépé
2(2/\3/\(24+21)+(21 24)/\2/\3>7 €pes
1 1 1 1 1 L
25 f2/\fg/\§f4+f2/\f3/\§f1+§f1/\f2/\f3—§f4/\f2/\f3 s 3. lépés
1
:Z(fg/\fg/\le—l—fl/\f2/\f3+f1/\f2/\f3—f2/\f3/\f4), 4. lépés
1
— LE AR Af
2
xfo = % (e2) = —e1 Aeg A ey, 1. lépés
1 1 1 1
=—|=ff—=£ f. —fy + =f 2. lépé
(21 24>/\ 3/\<24+21>, epes
1 1 .
:_Zfl/\fB/\f4+Zf4/\f3/\f1’ 3. lépés
1 1
= _Zfl N f3 A f4 — Zfl AN f3 A f4, 4. lépéS
1
=——fi Afy3 A fy.
21 3 4
xfs = x(e3) = e1 Neg A ey, 1. lépés
1 1 1 1 L.
= <2f1 — 2f4> A f2 A (2f4 -+ 2f1> , 2. lepes
1 1 L.
= Zfl A f2 A f4 - 1f4 A fz AN fl, 3. lepes
1 1
= Zfl Ny AN Ey + Zfl ATy A fy, 4. lépés
1
= —f1 Ay A £y
2
1 1 .
*f, = *5 (—e1+eq) = 5 (—eaNesNes+e; ANexAes), 1. lépés
1 1 1 1 1
=—|-fH AL —fy + =f —f; — =f fo AT 2. lépé
2< 2/\3/\(24+21>+<21 24>/\2/\3), €pes
1 1 1 1 1 .
= = —fg/\fg/\*f;;—fg/\fg/\*fl—‘r*fl/\fg/\fg—*f4/\f2/\f3 s 3.1epes
2 2 2 2 2
1
:1(—f2/\f3/\f4—f1/\f2/\f3+f1/\fg/\fg—fg/\f3/\f4), 4. lépés
1
=——fHLAf3Afy

5.5. Allitas. Legyen a és b két eleme a koregyenletek terének. Ekkor
aAx+'3b = B(a,ble; Aes Aesz Aey.

Bizonyitds. Legyen ej,es,es,eq4 pszeudoortonormalt bazis. a és b felirhaté a béziselemek linearis
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kombinaciojaként, vagyis elég a bazis elemekre belatni az &allitast.

el AxM3e; = e A (e2 Ne3 Ney) = B(er,e1)e; Aea Aeg Aey,

e A x3ey = ey A (—e1 NesANey) = B(ez,e2)e; Aea Aeg Aey,
es Ax'3e3 =e3 A (e AeyNey) = Bles,ez)e; Aeg Aes Aey,
(

es ANx3es =es A (e] Aes A e;3) = B(ey,e4)e; ANea Aeg Aey.
Ha i # j, akkor a *1’3ej ékszorzat tagjai kozott szerepelni fog e;, ezért 0-t kapunk.

e; A *1’3ej =0=B(e;,ej)e1 Nea Aeg Aey.

5.6. Allitas. Legyen v és w két eleme a koregyenletek terének. Ekkor
B(v,w) = —B(+"*v, «3w).

Bizonyitds. Legyen e, es, e3, e4 pszeudoortonormalt bazis. Ekkor

1 0 O
B(ej,e) =1,és B(ea NezNej,ea NegNey)=det [g 1 o | =—1L

0 0 -1

1 0 0
B(eg,eq) =1, B(-eiNesNes,—e; NesNey) =det |g 1 | =—1

0 0 -1

1 0 O
Bl(es,e3) =1, B(ei Nex Neg,e; Ney Ney)=det |g 1 o | =L

0 0 -1

1 0 0
B(eg,e4) = —1, B(ey NejNes,e; Nex Neg) =det [ 1 o] =1

0 0 1

Egy pszeudoortonormalt bazis két kiilonb6z6 elemére a szorzat értéke 0. Két ilyen baziselemhez

rendelt ékszorzatok pedig legaldbb egy tagjukban eltérnek. Vagyis maximum két nem nulla eleme
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lehet a matrixnak, tehat a determinansa 0.

B(eg/\eg/\e4,—e1/\e3/\e4):det 0 1 0 =0.

5.7. Allitas. (x"%)71(vy Ava AV3) a vi,va,v3 vektorokra merdleges vektor.

Bizonyitds. Azt kell bizonyitanunk, hogy B(v;, (x13) 71 (vi AvaAvs)) =0, az i = 1,2, 3 indexekre.

Az el6z6 allitas szerint:
B(vi, ()7 (vi Ava Avs)) = —B("vi, vi A va A vs).

Legyen ej, e, ..., e, pszeudoortonormalt bazis a koregyenletek terén. Ekkor minden v; el§ all a

béaziselemek linearis kombinacidéjaként. Vagyis v; = v;1€1 + vioes + vi3e3 + v4€4. Ezt felhaszndlva

Vi AVa Avy = (vi1€1 + - - + v1a€4) A (V21€1 + -+ - + Vogeq) A (v31€1 + - - + Vga€q) =

V11 V12 Vi3 V11 V12 V14

= det e; Neg Aes+ det e; Ney Aey

V21 V22 V23 V21 V22 V24

V31 V32 Us3 V31 V32 Us4

V11 Vi3 V14 V12 V13 V14

+ det e1 ANeg Aey+ det e Aeg N ey.

V21 V23 V24 V22 V23 V24

V31 V33 V34 V32 U33 V34

Ekkor a szorzat értéke a kovetkezs lesz:

V11 Vi2 V13 V11 Vi2 V14
1,35, — L (— .
B(+"vi, vi Ava Avg) =det |4y gy wgg | Vit(—1) Fdet [y 4yy g, | Vi2(+1)
V31 Us2 V33 V31 Us2 V34
V11 V13 V14 V12 V13 V14
tdet |y v v Vig(—1) + det V2o V23 V24 Via(+1).

V31 V33 V34 V32 U33 V34
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Ami a kifejtés tétel szerint:

V11 V12 V13 Vi4

V21 V22 V23 V24 Vi AV AVs AV;
= —det =— .
e; Nex ANes N\ey
V31 V32 V33 U34
Vil Vi2 Vi3 Ui
Vi AVva AV3 Av; . . . A 1144 4 <
! 2 3 * pedig 0 az i = 1,2, 3 indexekre. Ezzel az allitast belattuk. O

e Nex A €3 N ey
Példa. Legyen a,b,c a kovetkez6 harom pontkor, és szamitsuk ki a képlet segitségével a rajuk

merGleges kort.

a:z?+1y?—2y+1=0, (1,0,-2,1),
b:z?+y2+2y+1=0, (1,0,2,1),
c:al+y -2 +1=0, (1,-2,0,1).

A héarom pontkort felirhatjuk a kdvetkezd pszeudoortonormélt bézis segitségével.

e : [SHI €3 : ey : .
1 2 s Uy Uy 2 ) 2 sy Ly Uy, U )y 3 Uy L, U ), 4 2 s Uy Uy 2

Ekkor az a A b A ¢ ékszorzatra a kovetkez6t kapjuk:
aAbAc=(—2e3+2e4) A (2e3 + 2e4) A (—2e2 + 2e4),
= (7263) A (284) A (7262) + (264) A (263) A (7262)7
=8ez Nes ANey —8ey Aes A e,
=8ex Neg Neys+ 8ex Aes A ey,

= 16ey A e3 A ey.
A %13 hozzérendelés definiciéja alapjan:
(#"*)laAbAc = (+')"16ey Aeg Aey = 16e;.

Az eredményiil kapott (8, 0,0, —8) vektor pedig a 8(x? + y?) — 8 = 0 kort reprezentéalja.

X2 +yA2=1 a. x"2+{y-1)"2=0

c: (x-1)"2+y*2=0

b x"2+(y+1)"2=0
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5.3. Iranyitott szog

Tegyiik fel, hogy a p pontkor rajta van a k,ks korckon. Vagyis B(k;, p) = 0. Tovabba tegyiik fel
B(ky, ko)?

B(ky, ko) B(ko, ko)
1. Tehat a harom kor linearisan fiiggetlen. Ebbdl tudjuk, hogy kifeszitenek egy haromdimenzios

azt is, hogy a két kor két egymastol kiilonbo6z6 pontban metszi egymast, azaz

alteret, ahol p minden korre meréleges. Tekintsiik ennek a mergleges altérnek a Rp szerinti faktor-
terét, (Rp)* /Rp-t. Vagyis azon diszjunkt halmazok halmazat, ahol egy csoporton beliil egymastol

a vektorok csak p skalarszorosaval térnek el. Ekkor a faktortér ki ,k/ elemeire igaz, hogy

0 0 0
;o —— —— ——
B(k},k5) = B(ki + c1p, ko + cop) = B(ki, ko) + ¢2 B(ky, p) +c1 B(p, ka) +cic2 B(p, p) -

Lathato hogy c;1-t6l és co-t6l nem filigg a szorzat értéke. Vagyis B leszall a faktortérre. Tovabba
a p merdleges altere elGall egy a p altal generélt altér, és egy W altér Gsszegeként, ahol W nem
kanonikus vélasztés.

3dim 1dim 2dim

A~ A=
(Rp)-=Rp @ W .

Tegyiik fel, hogy W a (Rp)* N (Rq)* altér, ahol q a végtelen tavoli pontkor.
W = (Rp)* N (Rq)" =~ (Rp)*/Rp

Ekkor p,q,k;,ko linearisan fiiggetlenek, vagyis egy sorrendjiik a tér egy iranyitasat adja meg. Az
hogy ez a sorrend tér egy adott irdnyitasédval megegyezd vagy ellentétes iranyitast hataroz meg,

fiigg a vektorok iranyitasatol.

5.8. Definicié. Legyen ki és ko iranyitott korok, p a metszéspontjuk, és q a p-vel azonos ira-
nyitasa végtelen tavoli pontkor. Es legyen e; A ey A es A ey a tér egy rogzitett iranyitasa.Ekkor

k; és ky korok p beli irdnyitott szogén, azt a szoget értjiik, mely szinuszanak elGjele megegyezik
PAQAKk; Aks
e A\ (D) N €3 A €y

elGjelével.

Példa. Szémitsuk ki ky : 2+ (y—1)2 =1eésky: (z—1)2+(y—1)2 =2kordk p: 22 +y*> =0

pontbeli iranyitott szogét. Ekkor a kordket reprezentalé vektorok:

k; = (1,0,-2,0), ko = (1,-2,-2,0), p = (1,0,0,0).
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A két kor szogének koszinuszéara vonatkozd képlet alapjan

B(ky, ko) = (1,0,-2,0)(1,—-2,-2,0) = 4,

B(ky, k)

(1,0,—2,0)(1,0, —2,0) = 4,

a-ra a kovetkez6 értékeket kapjuk.

B(ka, ko) = (1,-2,-2,0)(1,-2,-2,0) =8,

B B(ky, ko) B
cosa = =

1
V/B(ki,ki)\/B(ka2, k2)  V4V8

PAQAK] AK

sin a elGjelét pedig a definicié alapjan,
e Nex A €3 N ey

és ki, a kovetkez$ egyenesek.
B(k] 5 OO)

Kf — k) — —— 2
Y B

Kk, és k) elemei (Rp)* N (Rq)*-nak.

k/2—>k2—

— a = 45° vagy — 45°.

2 kiszamitasaval hatarozzuk meg, ahol k/

B(k2700)
B(p, ) ¥

B(k; — Mp, ) = B(k;,00) — B(kléz:)i()?, ) .
B(ks — MP, o0) = B(ka, 00) — B(kg(os)fo()p,oo _o

igy a kovetkezS vektorokat kaptuk.

(15 07 72a 0)(03 07 07 1)
(1,0,0,0)(0,0,0,1)
—2,-2,0)(0,0,0,1)

kll = (1707 _250) -

1
K, = (1,-2,-2,0) — (

(1,0,0,0)(0,0,0,1)

Aq Ak Ak .
PRARK 2 hanyados értéke pedig:
e Nex A €3 N ey

1 0
AgAK AK. 0 0
P q 1 2 — det
eiNex Neg Ney
0 0
0o -2

Legyen q’ a masik metszéspontot (Q' : 2% + (y — 2)? = 0)
PpAd ANk Ako

Ekkor a hényados értéke:
e Nex A €3 N ey

1 0

PAd Ak Aks L0

= det

eiNex Neg Ney
1 0
1 -2

Vagyis a szinusz elGjele negativ, ami azt jelenti hogy a k;
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(]-7 07 07 O) = (07 _27 _2» 0)

-2 0

-2 0

reprezentalé vektor, vagyis (1,0, —2,1).

és ko szoge —45°.



P’ Aq Ak Ak . PAQAKk Ak
eldjele megegyezik
e Nes Nes Aes(—B(p',q')) et Nes ANesAey
és ' nem feltétleniil azonos irdnyitdsiak.

5.9. Allitas. eldjelével, ahol p’

Bizonyitds. Ha a két vektor azonos idgiranyitast akkor B(p’,q’) értéke kisebb 0-nal, igy ebben
az esetben azonos elGjeld lesz a két hanyados. Ha a két vektor nem azonos iranyitasi, akkor az
egyiket —1-gyel szorozva azonos iranyitasuak lesznek. Ahhoz, hogy a hanyados elGjele ne véltozzon,
a nevezGt is sziikséges egy negativ szammal szorozni, —B(p’,q’) értéke pedig kisebb 0-nal. O

PAgAky Ake
e N\ e /\63 /\64(*B(p,q))

ki ANko AP

5.10. Allitas. eldjele megegyezik ! 13 eldjelével.
P

Bizonyitds. Els6nek azt kell bizonyitanunk, hogy (k; AkoAp) skalarszorosa x13p-nek. A (x1:3)71ky A
ko A p vektor mer6leges a ki,ko,p vektorokra. Vagyis meréleges p merGleges alterére, tehat p ska-
larszorosa. Ebbdl kovetkezik hogy (k; A ka A p) és *13p proporcionalisak. Igy mar csak azt kell
bizonyitanunk, hogy egymas pozitiv szamszorosai. ki A ko A p-t két cserével p A ki A ko-vé alakit-

Kk, Ak
hatjuk. Ekkor a —/ 2\ P

13 tort nevezdjét és szamlélojat is Osszeékelve g-val.
P

qAp Ak Aks
qA*b3p
Alkalmazzuk a nevezdben 1év6 kifejezésre az a A #13b = B(a,b)e; A ez A e3 A e4 azonossagot.

qgAp Ak Ake
B(q,p)e1 Nea Neg Aey

PAAQAky Ako
(—B(q,p))e1 Nex ANes Ney

q és p cseréjével -t kapunk. Vagyis az &llitast belattuk. O

5.11. Allitas. Legyen k, és ko két kor, p a metszéspontjuk, és q a végtelen tdvoli pontkir. Ekkor
ki és ko szdgének szinusza p-ben:

ki Nko ApPAQq
e Nex Nes Ney
(=B(p,q))/B(ki,k1)\/B(kz, k2)

Bizonyitds. Ha cos? 4 sin® = 1 teljesiil, akkor igaz. Vagyis azt kell bizonyitanunk, hogy

sin =

ki Nk ApAq kiAksApAq
B(ky, ko)? etANesAesNes e AeyAesAey
B(ki,k1)B(ka, k2) B(p,q)?B(ki, k1) B(ks, ka)

=1.

Az ékszorzatok szorzatara vonatkozo definicié alapjan az 6sszeg méasodik tagjaban szerepls tort
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nevezgje:

ki NkoApAq kiAks ApAq

B(ky, k)
B(ky, ko)
B(ki,p)

B(ki,q)

B(ksy, k)

B(ks, ko)

B(kz, p)

B(ks, q)

B(p, k1)
B(p, k)
B(p,p)

B(p,q)

B(q, k)
B(q, k»)
B(q,p)

B(q,q)

e Nea Nes/Ney ejNey/Neg/Ney

q és p izotrop vektorok, és merdlegesek ki-re és ko-re, vagyis az dnmagukkal és ki-gyel, ko-vel vett

szorzatuk 0.

B(el, el)
B(el, eg)
B(ey,e3)

B(el, 64)

B(eg, 61)
B(eg, 62)
B(ey, e3)

B(eg, 84)

B(es,e1)
B(es, e3)
B(e?n 63)

B(es, ey)

B(e4,e1)
B(e4,e2)
Bley, e3)

B(e4, 84)

B(ki, k1) B(ks, k1) 0 0
B(ki,k2) B(ks, ko) 0 0
det
0 0 0 B(a.p)
ki AkoApAq ki AksApAQ 0 0 Bpa 0 |
e; Nexg ANeg Ney el/\e2/\e3/\e4_ B b )
1 0 0 O
01 0 O
det
00 1 O
00 0 -1

ki ks ApAq kiAke ApAq

_ —B(p,q)(B(ky, k1)B(ks, ko) B(p,q) — B(klakz)ZB(P,Q))'

et Nea NesNey ej NeyNegNey

Ezt visszahelyettesitve az egyenlGséget belattuk.

B(ky, ks)?

-1

B(ki,ki1)B(ka, ko)

B(ky,ko)?

B(p,q)?(B(ky, k1)B(ks, ko) — B(ky, ka)?)
B(p,q)?B(ki, k1) B(ks, ka) N

B(ki, k1) B(kz, ke) — B(ki, ka)® _

B(ki,k1)B(ko, ko)
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6. fejezet

Feladatok

6.1. Egymast érint6 korok

Adottak a ki, ko, k3, k4 korok, tgy hogy a belsejiik diszkjunktak, és k; érinti ko-t a Pjo-ben,
ko érinti ks-at a Ps3-ban, k3 érinti k4-et a Psyq-ben, k4 érinti kq-et a Pyp-ben. Bizonyitsuk be, hogy

P12,Ps3,P34,Py1 egy korre esik.

Rossz megoldds. Rajzoljuk be a Pjo,Ps3,P34,P;1 pontokba az érintGket. Jeldlje a metszéspontjukat
P. Tudjuk hogy a P-bél hazott érintészakaszok hossza egy adott kor esetén megegyezik, vagyis
PPy = PPy3,PPy3s = PP3y,PP3yy = PPy,PP;; = PPy5. Ebb6l kovetkezik hogy a négy szakasz
hossza egyenls. Tehat a P kozépponti, PP;s sugara kor, olyan kor lesz, melyen rajta van mind a

négy érintési pont.

O

{ A feladat ezen megoldésa, azért hibés, mert azt feltételezi hogy az érintSk egy pontban metszik

egymaést.]

Rossz megoldds. Huzzuk be a sugarakat az érintési pontokba, és jelolje Sket ry,ro,r3,r4. Ekkor
minden érintési pontban mindkét sugar meréleges az adott pontba rajzolt érintére, vagyis egy
egyenesre esnek. Tehat a sugarak berajzolasaval egy négyszoget kaptunk, melynek oldalhosszai
r147r9,r0+73,r3+74,74+71. Vagyis igaz ra, hogy a szemkozti oldal hosszainak az 6sszege megegyezik.
Ez az allitas csak az érinténégyszogekre igaz, vagyis van egy olyan kor, melynek érintéi a négyszog
oldalai. Mivel egy korhoz kiils6pontbdl huzott érintGszakaszok hossza megegyezik, ezért ezen a

koron rajta kell lennie a Pyo,Ps3,P34,P41 pontoknak.

37



O

fA feladat ezen megoldasa hasonldan az el6z6hoz, olyat feltételez, ami nem igaz. Vagyis hogy

a érint6négyszogbe rajzolt kor a korok érintési pontjaban érinti az oldalakat.]

1. megoldds. A Pys-be,Py3-ba,P3s-be és Pyi-be az érintGket berajzolva, és az azonos koron léviket
Osszekotve, négy egyenld szara haromszoget kapunk. Tehat tudjuk, hogy az alapon fekvs szogek
egyenlék. Ebbdl kovetkezik, hogy a metszéspontok altal meghatarozott négyszog szemkozti szogei
egyenl6k. Ami csak abban az esetben lehetséges, ha a négyszog hurnégyszog. A hiurnégyszogeknek

pedig van koré irt koriik, tehat létezik olyan kér, amin rajta van mind a négy csucs, érintési pont.

(a+B)+(v+6)=(B+7)+ (a+4)

O

2. megoldds. Invertalva a P, érintési pontba, olyan abrat kapunk, ahol két parhuzamos egyenes és
két kor lesz. A feladatbol tudjuk, hogy a korok belseje diszjunkt. Ha kikdtjiik hogy a kordk irdnyitasa
megegyezik, azt jelenti hogy 180°-ot zarnak be. Ebbél és abbol hogy az inverzié szogtartd, azt is
tudjuk hogy a két kor az egyenesek kozott helyezkedik el. Abban az esetben, ha nem igy lenne, kell
lennie két kornek, melyek szoge és inverzeik szoge nem egyezik meg. Példaként a k) és k| irdnyszoge

180° helyett 0°.
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Az érintési pontokba a sugarakat berajzolva észrevehet hogy az dbra kozéppontosan hasonlo. A
hasonlésadg miatt pedig az inverzié poélusédnak kivételével az érintési pontok egy egyenesre esnek.
Az abrat vissza invertélva, ez az egyenes egy kor lesz, mely atmegy a péluson, vagyis mind a négy

érintési pont rajta lesz.

O

3. megoldds. Ha a koroket a ki, ko, ks, ky vektorokkal adjuk meg, akkor tetszéleges (egymaést

k; k;
érint6) két kor altal generalt parabolikus korsor egyetlen pontkére a p; = m + K +1| vektort
i it+1
jelenti.
k; k; ) ( k; ki1 > ki ki ki kip kiv1  kiya
+ : + = e+ 2 . + . =1-2+1=0.
(|kz‘| ki kil kil il kil kil kil kil (ki

A pi1, p2, P3, P4 pontkorok altal generalt altere a koregyenleteknek nem lehet (4+0) vagy (+ +
0), ugyanis vannak benne olyan pontkorok (izotrop vektorok), amelyek nem generaljak ezeket a
pontkoroket. Illetve nem lehet (++ +—) sem, mert p; — p2 + p3 — p4 = 0, tehat maximum harom
dimenzios alteret generalhatnak. A fent marado6 (0),(+—),(+ + —) esetekben pedig a mer&leges

altér tartalmaz val6édi kort, amire mind a négy pontkér merdleges. O

A harmadik megoldasban a korokre vektorokként tekintettiink. Es nem hasznaltuk ki, hogy
megszokott jellegii koroket jelentd vektorok szerepelnek a feladatban. Viszont irdnyitassal lattuk

el 6ket. Vagyis azt bizonyitottuk, hogyha van négy alakzatunk ki, ko, ks és k4, melyek korok vagy
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egyenesek, és megadhaté egy iranyitasuk, illetve k; érinti k;y1-et P;;+1-ben, akkor a Pyo, Ps3, Psy,

Py, pontok egy korre esnek. Igy az adott feladatra egy altalanosabb megoldast adtunk.

6.2. Keriileti szogek

6.1. Allitas. Legyen a,b két rogzitett pontkior, melyek irényitdsa megyegyezik, és d a végtelen tdvoli
pontkor. Tovdbbd legyen adott eqy valodi kér, melyre merdleges a,b, és egy harmadik pontkir c,
melynek irdnyitdsa megegyezik d irdnyitdsdval. Ekkor (x13)~1(aAcAd) és (x13) "L (bAcAd) korik
szogének koszinusza fiiggetlen attol, hogy az adott valédi koron c hol helyezkedik el. (Az iranyitdsi

feltételek teljesiilnek, ha mindegyik pontkort ortokron irdnyitdssal veszink.)

(+13) " ancad)

(13 {anbAc)

(*+3)~(anbad)

Bizonyitds. Jeldljiik a-val az (x13)"t(aAcAd) és (x13) 71 (b AcAd) kordk szoget. Elss 1épésben
szamitsuk ki e két kor szogének koszinuszat. Ehhez helyettesitsiik be az (1.2) képletbe a koroket

reprezental6 vektorokat.
cosa = cos((**) " HancAad),(*"*)H(bAcAd)),

B((x'*)"l(aAcAad),(*"3) "I (bAacAd))
VB3 TancAnd), #3)T(arcAd)/B(+3)I(bAcAd), *3)L(bAcArd))

Ekkor a B(v,w) = —B"(x!3v, x}3w) egyenlGséget felhasznélva, a képlet a kovetkezdre egyszerti-

sodik:

—BMaAcAd,bAcAd)
V(=1)BMaAcArd,arcAd)/(-1)B (bAcAd,bAcAd)

CoOs&x =
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Ami pedig az ékszorzatok szorzatéanak definicidja alapjan:

Cosx =

Tudjuk, hogy a, b, ¢ és d izotrép vektorok, vagyis az énmagukkal vett szorzatuk 0. Ezt felhasznélva

—det

B(a,b)
B(a,c)

B(a,d)

B(c,b)
B(c,c)

B(c,d)

B(d,b)

B(d,c)

B(d,d)

—det

B(a,a)

B(a,c)

B(a,d)

B(c,a)
B(c,c)

B(c,d)

B(d,a)
B(d,c)

B(d,d)

—det

B(b,b)
B(b,c)

B(b,d)

B(c,b)
B(c,c)

B(c,d)

B(d,b)
B(d,c)

B(d,d)

a két kor szogének koszinuszara vonatkozo képlet eredményeként a kdvetkezot kapjuk:

-B(a,b) B(c,b) B(d,b)_
—det | B(a, c) 0 B(d,¢)
B(ad) Bled) 0 |
_ 0  B(c,a) B(d,a)_ _ 0  B(c,b) B(d,b)_
—det | B(a, c) 0  B(d,c)| [~det|B(b,c) 0 B(d, c)
B(ad) Bled) 0 | B(b,d) Blc,d) 0 |
o — —(=Bb.a)B(d, c)* + B(b,¢)B(c,d)B(a,d) + B(b,d)B(a,c)B(c, @)

\/—2B(a,d)B(a,c)B(c,d)\/—2B(b,d)B(b,c)B(c,d)

B(d, c) elgjele d és c iranyitasatol fiigg.

cosa = sgn(B(d, c))

Most szamitsuk ki a (x13)"t(aAbAc) és a (x13)"1(aAbAd) korck szogének koszinuszat. Ezt a

2y/B(a,d)B(a,c)B(b,d)B(b,c)

szoget jeloljiik a-val. A (1.2) képletbe behelyettesitve a megfelels vektorokat:

cosa = cos((**)"HanbAc), (x¥)L(aArbAad)),

(+B(b,a)B(d,c) — B(b,c)B(a,d) — B(b,d)B(a, c))

B((x'*)"1(aAbAc),(*3)"H(aAnbAd))
VB((x3)"aAbAc), *13)T(aAnbAc))/B(*13)"T(aAbAd), *3)1(aAbAd))

Akarcsak cos o kiszamitasanal, itt is hasznaljuk fel a B(v,w) = —B"(x13v, x13w) egyenldséget.
—BMaAbAc,aAbAd)
V(~1)BAaAbAd,arbAd)(-1)BNaAbAc,aAbAc)

cosQa =
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Ez pedig definici6 alapjan a kovetkez6 hanyadost jelenti:

-B(a,a) B(b, a) B(c,a)_
—det | B(a,b) B(b,b) B(c,b)
) B(a.d) B(b,d) Blc.d)|
B(a,a) B(b,a) B(d,a) B(a,a) B(b,a) B(c,a)
—det | B(a,b) B(b,b) B(d,b)| |~d¢t|B(a,b) B(b,b) B(c,b)
B(a,d) B(b,d) B(d,d) B(a,c) B(b,c) Blc,c)
Az a, b, ¢, d vektorok i;otr(’)p vektorok. Vagyis _ _
- 0  B(b,a) B(c,a)-
—det | B(a, b) 0  Blc,b)
) B(a.d) B(b,d) Blc.d)]
- 0  B(b,a) B(d,a)_ _ 0  B(ba) Bca)
—det | B(a,b) 0 B(d,b)| | —det | B(a,b) 0 B(c,b)
B(ad) B(bd) 0 | |Bla,e) B(be) 0 |
s — —(=B(b.a)B(d, )’ + B(b,¢)B(c,d)B(a,d) + B(b,d)B(a,c) Bc, @)

\/—2B(a,d)B(a,b)B(b,d)\/—2B(a,c)B(a,b)B(b,c)

B(a,b) elgjele a és b iranyitasatol fiigg.
B(d,c)B(a,b) — B(b,c)B(a,d) — B(b,d)B(a,c)
21/B(a,d)B(a, c)B(b,c)B(b,d) '

Felhasznalva a feladatban szerepls feltételeket, melyek a pontkorok iranyitdsédra vonatkoznak, a

cos@ = sgn(B(a, b))

sgn(B(a, b)) és a sgn(B(c,d)) elgjelekre —1-et kapunk. Tehat — cos @-ra ugyanazt kaptuk eremé-

nyiil, mint — cos a-ra. Ezzel az allitast belattuk.

B(b,a)B(d,c) — B(b,c)B(a,d) — B(b,d)B(a,c)
2y/B(a,d)B(a,c)B(b,c)B(b,d)

= — COS (.

(+)

O

—Ccosa =

A feladatban szerepls a korok iranyitasa a meghatarozasukhoz hasznélt ékszorzatokban szerepld
pontkordk sorrendjétdl, és iranyitasatol fiigg. Ahhoz hogy jobban megértsiik, hogy az (x3)~ta A
b Ac kor milyen irdnyitasu, szorozzuk Gssze a d pontkorrel. (Az (A4, B,C, D) és a (0,0, 0, 1) vektorok
szorzata —2A és egy kor iranyitasat A elGjelével definidltuk.) Tehat a (5.2) tétel bizonyitdsdban
latottak alapjan

aAbAcAd
e; N\ e /\e3/\e4'

B((**)'aAnbAc,d) = —BaAbAc,x3d) =
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Legyenek az a, b, c, d pontkordket reprezentéalé vektorok a kovetkezdk:

1 a? + a? 1 b2 + b2
a= 7,*\/5(17*\/50,, L 2>a b_<7\/§b7\/§ba L 2>7
(ﬁ ' BN V2 ! NG
1 2 + c3 1
c= 7’,\/507,\66’ L 2), d(0,0,0,).
(ﬁ ' VO] V2
Ekkor az ékszorzatukra azt kapjuk, hogy
[ i I 2, 2]
ay Gz az Gq % —V2a1 —V2as al\;%%
2 2
b1 b2 b3 b4 1 _\/§b1 _\/§b2 b1 +b5
det det | V2 ;/52
C1 Co C3 Cq % _\/ch _\/502 C1\J/F§CZ
1
aAbAecAd [ dy dy da] |0 0 0 L]
(31 A\ €9 A €3 A €y r 9 - -
fiu fiz fiz fua 1 0 0 0
for faz faz fa 01 00
det det
f31 fa2 faz fa 0010
_f41 faz  fa3 f44_ _0 0 0 1_

Az utolsé sor alapjan kibontva a determinénst azt kapjuk, hogy

a/\b/\c/\d _ _%(\/ﬁb\l/\i/i(,'g + \/5(1\1/7\2/5b2 + \/5&\2/7\2/5(:1 _ \/5(1\2/7\2/§b1 _ \/50.\1/7\2/5(32 _ \/§b\2/\27/§(11)

e Nex ANes /N\ey 1

Bontusk fel a zaréjelet, egyszertsitsiik a torteket és adjunk hozza b1bs — b1ba-t.

aAbAcAd

= a2b1 + ajco + b2c1 — 6162 — a1b2 — asC1 + b2b1 — bgbl.
e Nex ANes /N\ey

Emeljunk ki cl—et, Cg—t, bl—et és bg—t.

aANbAcAd

=c1(b2 — —b b —b bo(b1 — .
oL Ney Aes Aes c1(b2 — az2) + ca(ay 1) + b1(az 9) + ba(by —ay)

Emeljunk ki (bg — ag)—et és (bl — al)—et.

aAbAcAd
el/\eg/\eg/\e4

= (bl — a1>(b2 — CQ) — (bl — Cl)(ag — bg)

Az igy kapott kifejezés nem més, mint a a-bol b-be, és a b-bsl c-be mutatd vektorok ékszorzata,

vagyis R? ezen vektorok altal meghatarozott iranyitasa

aAbAcAd — det bi—a1 b —a _(bl—al,bg—ag)/\(bl—cl,bg—@)
ANeyNesNey N 1,0) A (0,1 '
e1Aey NezNey by — s by — o (1,0) A (0,1)

Vagyis ha az (*'3)"'a A b A ¢ korén a ¢ pontkér az a és b pontkorok altal meghatarozott masik

koriven helyezkedik el, a kor iranyitast valt.

8. Megjegyzés. Ugyanigy Osszeszorozhatjuk a masik harom kort a rajuk nem merdleges pontkor-
rel. Ekkor azt kapjuk, hogy

aAbAcAd
el/\eg/\eg/\e4’

aAbAcAd

B((+x"*)"'anbAd,c) = — ,
e Nex ANes /Ney

B((+x"*)™'ancAd,b) =
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aAbAcAd
et NeyANesNey

B((***)™'bAcAd,a) = —

Vagyis a szorzatok eredményébdl, és a sgn(B(a, b)) és az sgn(B(c,d)) el§jelek alapjan meg tudjuk

mondani barmely két korrél, hogy azonos vagy ellentétes iranyitastak.

A feladat utani megfigyelésekbdl kiindulva meggondolhato, hogy egy pontkdr irdnyitasanak
megvaltoztatasakor hogyan valtozik a kérok irdanyitasa, és hogyan valtozik a * képlet altal megadott

koszinusz értéke.
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