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Bevezetés

Szakdolgozatomban egy manapsag igencsak népszerd tudomanyteriilet, a gépi
tanulas matematikai elméletével foglalkozok. Napjainkban a vildgunk digitalizalo-
déasa miatt iszonyatos mennyiségi adatot termeliink minden egyes percben. Emellett
a tarolasi kapacitas, az adattarhazak mérete is nagymértékben novekszik, ez a két
tényez$ pedig azt eredményezi, hogy a rendelkezésre all6 adatmennyiség soha nem
latott méreteket 6lt. Az emberek természetesen a rendelkezésre all6 adatokat szeret-
nék hasznositani, szamukra hasznos informéciokat kinyerni beléle. Tulajdonképpen
ez az igény hivta életre a gépi tanulas tudomaéanyét. Interdiszciplinaris teriiletként
tobb agrol épitkezik, ide sorolhatd tobbek kozott a valdsziniliségszamitas, a statiszti-
ka, az algoritmuselmélet, a szamitastudomany, a komplex rendszerek elmélete és az

informacioelmélet. Bizonyos dgai kapcsolatban allnak a neurobiolégiaval is.

Az elsé fejezet egy atfogo képet ad a gépi tanulasrol: annak alapvetd feladatérol,
tipusairdl. Kitériink az elGzetes tudasunk alkalmazasanak fontosségara, illetve egy
szemléletes példan keresztiill megismerkediink a teriilet filozofiai alapvetésével, az
Occam borotvaja elvvel.

Ezutén a statisztikai tanulaselmélet alapfogalmainak ismertetése kovetkezik, majd
a hipotézisosztalyok tanulhatosaganak legalapvetébb formajaval, a PAC (valosznii-
leg kozelitdleg helyes) tanulhatoséggal foglalkozunk. A modellt késébb kiterjesztjiik,
az agnosztikus PAC-tanulhatésig fogalmahoz vezets lépéseket részletesen megvizs-
galjuk. Megismerkediink a Nincs ingyen ebéd tétellel, amely a teriilet egyik fontos
eredménye. A negyedik fejezetben konkrét osztalyok tanulhatosagat vizsgaljuk, majd
bevezetjiik a Vapnik-Chervonenkis dimenzié fogalmat, amely vizsgalodasunk egyik
kézponti téméja. Ehhez kapcsoléddan a hipotézisosztalyok novekedési fiiggvényeire
is kitériink. Végezetiil kimondjuk és bebizonyitjuk a statisztikai tanulaselmélet alap-

tételét, amely az addig bevezetett fogalmakat fogja Ossze.



1. fejezet
A gépi tanulas

Ebben a fejezetben a gépi tanulés alapjaival foglalkozunk, arrol beszéliink, hogy

milyen feladatokra lehet hasznélni, és mi a célja.

1.1. Mi a gépi tanulas?

A gépi tanulas kifejezést olvasva alapvets kérdések meriilhetnek fel benniink: M;
az, hogy tanulds ? Hogyan tanul eqy gép ? Mikor sikeres a tanulds ¢

Az els6 kérdésre nincsen altalanosan egzakt valaszunk, &m az intuiciénkra ta-
maszkodva a kovetkez6 megallapitasra juthatunk: A tanulds o tapasztalataink fel-
haszndldsdval eddig ismeretlen tudds megszerzése. A feladat megoldasdhoz tehat
sziikségiink lesz ,tapasztalatokra”, ez adltalaban egy adathalmaz formajaban fog meg-
jelenni. Tegyiik fel, hogy van egy feladatunk és egy algoritmusunk, ami megkap be-
menetként egy halmazt, és ennek felhasznalasaval egy hipotézist (modellt) allit fel,
amit kés6bb az adott feladat megoldésara fog hasznalni. Az adathalmaz tanulma-
nyozasaval az algoritmus ,tapasztalatot” gytjt, vagyis a halmazban olyan alapvetd
mintazatokat, Osszefiiggéseket keres és jegyez meg, amelyeket késébb fel tud hasznal-
ni a feladat megoldasara. Erre mondjuk, hogy az algoritmus tanul. Ez matematika-
ilag nehezen megfoghato, és nagyon sokféle egzakt definiciot lehet megfogalmazni a
konkrét probléméra vonatkozoan, mindenesetre hasznos a kévetkez6 altalanos meg-

fogalmazas [4]:

1.1. Definicié. Legyen adott eqy T feladatosztdly és eqy P teljesitmény-mérték.
Azt mondjuk, hogy az A algoritmus az F tapasztalatbol tanul, ha a P szerint mért

teljesitménye javul a T feladatain E felhaszndldsdval.

Alapvetd célunk tehat olyan algoritmus irasa, amely adathalmazokban keres al-
taldnos érvényd torvényszeriiségeket, mintazatokat, amelyek segitségével altalano-
sithatunk addig nem latott adatpontokra. Fontos megjegyezni, hogy az altalano-
sitasnak kozponti szerepe van. Egy hagyoméanyos megoldast tgy képzelhetiink el,

mint egy utasitassorozatot, ami minden konkrét helyzetre alkalmazza a megfeleld



valaszt. Ez esetiinkben elég koltséges és nem is mindig lehetséges. Ezzel szemben a
gépi algoritmusnak nem mondjuk meg explicite hogy mit tegyen, hanem a tanulés
altal allapitja meg a megfelels valaszokat. Tehat a gépi algoritmus kimenete szintén
egy program vagy egy fiiggvény lesz. Ezt altalaban elképzelhetjiik egy paraméte-
rezett modellként, mint példaul egy mesterséges neurdlis hilozat vagy egy linearis

regresszios modell.

Tekintsiink példaként egy jol ismert alkalmazast. Egy olyan algoritmust sze-
retnénk létrehozni, amely tjsidgcikkek kategorizalasat végzi. Ehhez elGszor is meg-
allapitunk véges sok kategoriat, amik szerepelhetnek az altalunk tekintett cikkek
témajakeént (példaul sport, politika, tudomény, iddjaras), ezek lesznek az osztaly-
cimkék. Célunk az adatpontok kiilonbo6z6, diszjunkt osztalyokba vald sorolasa. Az
ilyen feladatot klasszifikdcionak nevezik. Tanuléhalmazként az algoritmusnak adunk
ujsagcikkeket, amelyek (emberek altal) el vannak latva a megfelels osztalycimkékkel.
A tanulas soran az algoritmus olyan jellemzGket keres, amelyek az egyes kategoriak-
ba tartozé cikkek sajatossagai. Ez torténhet példéul igy, hogy bizonyos kulcsszavak
egyiittes jelenléte alapjan kovetkeztet a cikk témajara. Ekkor a tanulasi folyamat
végén jo esetben egy olyan algoritmust kapunk kézhez, amely hatékonyan tudja ka-
tegorizalni az addig nem latott Gjsagcikkeket is. Az el6z6 definiciora vonatkoztatva
a T feladatosztaly itt az jsagcikkek kategorizalasa, az E tapasztalatot az elGre
kategorizalt cikkek jelentik. A teljesitményt tobb P mérték szerint mérhetjiik, a leg-
természetesebb példaul az, hogy az tjonnan kapott, cikkek hany szézalékan talalja

el az algoritmus a valos osztalycimkét.

Két olyan alapvets esetet kiilonithetiink el, amikor a gépi tanulas eszkoztaranak
alkalmazasaval jobb megoldast ériink el - rdadasul gyorsabban -, mint a hagyoményos

programozasi modszerekkel:

Emberi képességeket meghaladé feladatok. Nyilvanvalo, hogy egy rendelke-
zésre allo hatalmas adathalmaz érdemi feldolgozasa emberi erével lehetetlen. Mi-
vel az esetek tobbségében azt sem tudjuk meghatarozni, hogy pontosan mi az a
jellemzG, amit keresiink, igy a hagyoményos programok sem hasznalhatéak haté-
konyan. Szadmos sikeres ipari alkalmazast hivtak életre az ilyen tipusu feladatok,
példaként hozhatjuk a mar emlitett Gjsagcikk-kategorizalast, vagy az interneten 1é-
v§ célzott hirdetéseket, amelyeket a bongészési el6zményeikhez igazitva, személyre
szabva kapnak a felhasznalok. A tudoményos kutatasok vilagabol érdemes megemli-
teni a csillagaszati adatok elemzésére hasznélt algoritmusokat, amelyek segitségével

1) égitesteket, galaxisokat azonositanak a kutatok.

Ember Aaltal természetesen végzett feladatok. Itt elsGsorban nem az adat-

halmaz hatalmas mérete okozza a problémat, hanem az, hogy nem tudunk olyan



egzakt szabalyokat alkotni, amelyeket aztan programkoédok forméjaban leirhatunk.
Tekintsiik példaként a szovegfelismerést, vagy objektumok azonositdsat képeken.
Hiadba az egyik legalapvet&bb emberi készség, hogy felismerjiik a beszédet, mégsem
tudunk ramutatni egy-egy kimondott sz6 kvantifikdlhato jellemzdéire egy rogzitett
hangfaljban. Bizonyos gépi tanulasi modellcsaladok (kiilonosképp a neurdlis haloza-

tok) rendkiviil j6 eredményeket érnek el ilyen jellegli probléméak megoldasaban.

A gépi tanulasi algoritmusok fontos jellemzGje a rugalmassag. Ha van egy gépi
tanulasi algoritmusunk, amit egy adott adathalmazon tanitottunk, am késébb sza-
mos 1j adatpontot kapunk, akkor nem kell egy teljesen j modellt 1étrehozni, - ami
rendkiviil kdltséges lenne -, hanem elég a meglévét tovabbtanitani az ijonnan kapott
adatokkal. Ezaltal algoritmusunkat naprakészen tudjuk tartani, ami az alkalmazasok
jellegébsl adéddan nagyon fontos.

Osszefoglalva, a gépi tanulasi algoritmusok olyan feladatokat oldanak meg, ame-
lyeket hagyomanyos programokkal lehetetlen, vagy nagyon nehéz megoldani. Egy
gépi algoritmus bemenete az S tanulohalmaz (tapasztalat), kimenete pedig egy h
hipotézis, amely altalaban egy paraméteres modell, amit a tanulasi folyamat soran

megfigyelt szabélyszertiségek alapjan hataroz meg.

1.2. A tanulas tipusai

A gépi tanulési feladatokat tobb dimenzio mentén kiilonithetjiik el.[7] Fontos
megjegyezni azonban, hogy ezek a felbontidsok nem fednek le minden gépi tanulési
problémét, el6fordulhat, hogy egy-egy feladat megoldasahoz egy olyan 1j megko-
zelitésre van sziikség, amely nem sorolhatd be egyik alabbi kategoriaba se. Illetve

sokszor a kiilonb6z6 tanulasi moédszerek kombinalasa vezet eredményre.

Feliigyelt — feliigyelet nélkiili. A kiilénbség itt elssorban a bemenetként ka-
pott adathalmazban van. Egy feliigyelt tanul6 olyan adatpontokkal dolgozik, ame-
lyeknek cimkéje, masnéven célvaltozo-értéke adott egy tanitd altal. A tanuldalgorit-
mus feladata az jonnan kapott adatpontok célvaltozo-értékének joslasa. Ide tartoz-
nak a klasszifikicios feladatok (példaul a fent emlitett ujsagcikk-besorolas), illetve
a regresszios problémak, ahol a célvaltozo folytonos értékd. A feliigyelet nélkiili ta-
nulas soran az algoritmus kizardlag adatpontokat kap. A feladata lehet az, hogy az
adathalmazban barmilyen jellemz&ket keressen, amely jellemz&k alapjan az adat-
pontok elkiiloniilnek egymastol. Példaul rendelkezésiinkre allnak vasarlasi adatok.
A célunk csoportok kialakitasa olyan médon, hogy a ,hasonld” fogyasztasi szoka-
sokkal rendelkezd vasarlok egy csoportba tartozzanak. Az algoritmus tehat a talalt
mintédzatok alapjan hatarozza meg, hogy mikor hasonld két vasarlo. Masik példa-
ként emlithetjiik a kiviilallo adatpontok (outlierek) detektalasat, ezt tobbek kézott

bankkartya-csalasok kisziirésére alkalmazzak.



Online — batch. Az online és batch tanulokat aszerint kiilonboztetjiik meg, hogy
mig az el6bbinek a kornyezeti véltozésokra folyamatosan reagélva kell dontéseket
hoznia, utobbinak elég egy jelentds méreti adathalmaz megvizsgélasa utan. Példaul
ha a célzott hirdetéseket meghatarozo algoritmust tekintjiik, akkor annak egy 1j,
kevés bongészési el6zménnyel rendelkezd felhasznalorol ugyanigy meg kell josolnia,
hogy milyen hirdetések érdekelhetik. Igy eléfordulhat, hogy az online tanuld kezdet-

ben, a kevés rendelkezésre 4ll6 adat miatt gyenge teljesitményt nytjt.

Aktiv — passziv. A tanulokat aszerint is elkiilonithetjiik, hogy a tanitoval kezde-
ményeznek-e interakciot. Mig a passziv tanulé csupan a tanitotol kapott adatpontok-
kal dolgozik, az aktiv kéréseket, kérdéseket is intézhet a kornyezete, vagyis a tanito
felé. Az ujsagcikk-osztalyozo algoritmust elképzelhetjiik aktiv tanuloként is. Ekkor
példaul egy-egy kérdéses, cimkézetlen adatpontot kapva megkérdezheti a tanitot,
hogy az alternativik koziil melyik a helyes. Olyan is el6fordulhat, hogy az algorit-
mus maga allit 6ssze egy cikket, majd megkéri a tanitot, hogy hatarozza meg a helyes
osztalycimkét. Aktiv tanulok alkalmazasa bizonyos esetekben nagyon hasznos lehet,
hiszen a megfelels kérdések feltételével az algoritmus biztosabb szabalyszertiségeket
alkothat.

Megerdsitéses tanulas. Egy kiilonallo tanulasi forma, amely nem sorolhaté be
egyik emlitett kategéridba sem, bizonyos alkalmazisokban azonban nagyon elter-
jedt. Tekintsiink egy olyan algoritmust, amelyet szeretnénk megtanitani sakkozni. A
rendelkezésre 4ll6 informacio ekkor (a megengedett 1épések halmazéan tl) mindossze
az éppen aktualis tablaallas. Az algoritmusnak ezek alapjan kell déntést hoznia a
kovetkezd lépésérsl. A megerdsitéses tanulas f6 jellemzGje, hogy az algoritmus egy-
egy lépés utan nem kap kozvetlen visszajelzést annak helyességérdl, csak a jatszma

végén kap jutalmat vagy biintetést annak megfelelGen, hogy végiil nyert-e [8].



1.3. Az el6zetes tudas fontossaga

Habar célunk az, hogy algoritmusunk minél inkabb ,6nalléan”, kiils§ beavatkozas
nélkiil keressen mintazatokat az adathalmazban, a feladatra vonatkozo tudasunkat
altalaban megszoritdsok forméajaban be kell épiteni az algoritmusba. Példaul legyen
az a feladatunk, hogy altalanos Gsszefiiggéseket keressiink ingatlanok jellemzgi és el-
adasi aruk kozott. Ekkor el6fordulhat, hogy az altalunk vizsgalt adathalmazban az
ingatlan hazszama jelentGsen korrelal az eladasi arral, igy a kimenetként kapott mo-
dellben erés magyarazo erejd valtozoként szerepel majd. Jozanul belegondola viszont
tudhatjuk, hogy ez a kapcsolat kizarolag a véletlennek koszonhets, valos Osszefiiggés
nincs a két adat koézott. Ezt dgy tudjuk megelézni, ha bizonyos jellemziket elGre
kisziriink, és csak a relevans jellemzok kozott kereshet az algoritmus. Ez az el6zetes
tudas alkalmazasanak egyik formaja, amikor olyan moédon sziikitjiik le a lehetsé-
ges hipotézisek halmazat (jelen esetben a magyarazé valtozok szelekcidjaval), hogy
ne kaphassunk olyan hipotézist, ami ellentmond a valosaggal, vagy nem felel meg
az elGzetes elvardsainknak. Szintén ide sorolhat6, amikor eldontjiik, hogy milyen
modellcsaladot alkalmazunk egy adott feladat megoldasara. Példaul ha képeket sze-
retnénk klasszifikalni, minden bizonnyal konvolicios neurélis halozatokkal kezdiink
el dolgozni, Egy konvolicios halézat egy ugyanolyan mély neuralis hilozathoz ké-
pest sokkal kevesebb paraméterrel rendelkezik. Ennek oka az, hogy azt gondoljuk,
egy kép cimkéje ugyanaz marad, ha elforgatjuk a képet, vagy ha bizonyos részeit a
képen beliil arrébb tolunk. [3]

Tehat az elézetes tudas alkalmazasa legtébbszor a szoba johetd hipotézisek hal-
mazanak megszoritasaban nyilvanul meg. Az el6zetes tudashoz kapcsolédoan a ta-

nulasi modszereket elkiilonithetjiik két véglet szerint az alabbi dbranak megfelelGen.

Induktiv tanulas Analitikus tanulas
MNagy adathalmaz Tokeletes elézetes tudas
Mincs el@zetes tudas Keves adat

1.1. dbra. Az induktiv és az analitikus tanulds legfébb jellemzdi



Az induktiv tanulasi médszerek az adathalmazban 1évé mintazatok, szabélysze-
riiségek alapjan allitanak fel hipotéziseket, amiket altalanos érvénytinek fogadnak el.
Ezaltal altalanositanak egy sokasag minden elemére pusztan a tanulohalmazban 1évé
informéaci6 alapjan. Az analitikus tanulds ezzel szemben olyan hipotéziseket valaszt,
ami kizarolag az el6zetes tudasra tamaszkodik, a megkapott adatokat deduktiv mo-
don meg tudja magyardzni a tanit6 altal adott szabalyok alapjan. Megjegyezziik,
hogy a legtébb ma hasznélatos algoritmus leginkdbb az induktiv kategéridba so-
rolhato. A kovetkezd tablazat Osszehasonlitja a két modszer elényeit és hatranyait.
4]

Induktiv tanulas Analitikus tanulas
Cél: A hipotézis illeszkedjen az ada- A hipotézis feleljen meg a meg-
tokra adott szabéalyoknak
Moébdszer: Statisztikai kdvetkeztetés Deduktiv kévetkeztetés
Elényok: Nem kell elézetes tudas Kevés adatbol is képes tanulni
Buktat6: Kis adathalmaz Hibas el6zetes feltételezések

1.1. tablazat. Az induktiv és az analitikus tanulds osszehasonlitdsa

1.4. Occam borotvaja

Az egyszeriibb hipotézisek dltaldban jobban megfelelnek a valdsdgnak, mint

a hosszu, dsszetett magyardzatok.

Ezt a kozépkori filozofiai tételt William Ockham skolasztikus gondolkodé rogzi-
tette a 14. szazadi Anglidban. Az elvnek (amelyet még a takarékossag vagy tomorség
elvének is szoktak nevezni) szamos értelmezése van, azonban mindegyiknek ugyanaz
a lényege: a jelenségeket probaljuk meg a lehetd legegyszeriibb moédon magyarazni,
,borotvaljuk le” azokat a plusz feltételezéseket, amelyek nem sziikségesek az értelmes
magyarazathoz. Példaul a természettudoméanyos kutatok sokszor azért is preferaljak
az egyszer(ibb elméleteket, mert azok konnyebben tesztelhetSk kisérleti aton. De az
elv hasznalata matmematikailag is indokolhat6. Nyilvanvaléan kevesebb egyszertibb
hipotézis van, mint sszetett. Igy ha egy egyszeriibb hipotézis konzisztens az ada-
tokkal, akkor ennek oka joval kisebb valoszintséggel lehet statisztikai hiba. Mivel
rengeteg nagyon hosszt és Osszetett hipotézis létezik, ezért mar-mér térvényszert,
hogy azok koziil lesz néhany, ami az adathalmazzal konzisztens. A gyakorlatban is
pontosan ezt tapasztalhatjuk. Ha egy adathalmaz Osszefiiggéseire tobb, egyméstol
eltérd, de hasonloan Gsszetett hipotézis is magyarazatot ad, akkor ezek nagy valo-

szintiséggel nem fognak jol altalanositani az adathalmazon kiviili esetekre. |2]



Tekintsiink egy olyan példat, ami egyszerre mutatja meg az Occam borotvaja elv
és az elGzetes tudas alkalmazasat [5]. Itt ez utobbi gy jelenik meg, hogy a lehetsé-
ges hipotéziseknek a bekovetkezési valoszintiségeit elére meghatéarozzuk (valamilyen
tapasztalat vagy preferencia alapjan).

A feladat a kdvetkezd: jatékpartneriink kitalal egy egyszert aritmetikai szabalyt,
majd véletlenszertien valaszt ilyen tulajdonsagi szamokat az {1,2,...,100} szamhal-
mazbol. Nekiink a kivalasztott szamok alapjan ra kell jonniink a szabalyra. Lehet-
séges hipotézisek lehetnek példaul a 6 tobbszorosei, 20-nal kisebb szamok, primek,
stb.

Legyen H = {hy, ho, ..., h,} az Osszes lehetséges hipotézis halmaza (megjegyez-
ziik, hogy a jelenleg vizsgalt feladatban H egy véges halmaz, ha a hipotéziseket
az {1,2,...,100} részhalmazaival reprezentéljuk), és jelolje S a rendelkezésiinkre allo

informaciot. Ekkor ha h egy hipotézist jelol, akkor felirhat6 a Bayes tétel:

P(S|h)P(h)

F(hIS) = Zhie?{ P(hi, S)

(1.1)

Azt a h* hipotézist célszerd valasztani, amelynek a bekovetkezése a legvaloszi-

niibb a rendelkezésre all6 adatok mellett:

h* = argmax P(h|S).
heH

Tegyiik fel, hogy a kovetkezs szamhalmazt kapjuk: S = (16,8,2,64). Ekkor intui-
cionk azt sugallja, hogy a keresett hipotézis a kettd hatvdinyas lesz. De miért nem a
pdros szdmok vagy a kettd hatvdnyai, kivéve a 32-t hipotézisekre gondolunk, amik
ugyanugy konzisztensek a rendelkezésre allo adatokkal?
Mivel azt tettiik fel, hogy a jatékpartneriink az altala valasztott hipotézisbél vélet-
lenszertien valaszt szamokat az S sorozatba, igy annak a valosziniisége, hogy az N

elemd S mintat kapjuk a h hipotézisbdl:

P(S|h) = [ﬁ] |

Ezt likelihoodnak nevezik. A képletbdl lathato, hogy a modell a kisebb hipotézise-
ket részesiti elényben. A jelenlegi feladatban ez pontosan az Occam borotvéija elv
alkalmazasat jelenti. Az S = (16,8,2,64) sorozat esetén a két hipotézisre vonatkozo
valoszintiség: P(S|hiy) = (1/6)* és P(S|h,s) = (1/50)*. El6bbi majdnem 5000-szerese
az utobbinak, igy igazolva latjuk az intuicionkat, miszerint a kettd hatvdnyai hipo-
tézis valoszintbb.

Arra a kérdésre, hogy miért nem a hj, = ,kettd hatvinya, kivéve a 32-1” hipotézist
valasztjuk, az elézetes feltételezéseink adnak valaszt. Az el6z6 okfejtés alapjan ez

ugyanis kozel sem lenne egyértelmii: figyeljiik meg, hogy P(S|h},) > P(S|hgn). Am



mivel ez a hipotézis — szemben a masik kettGvel — rettentGen ,természetellenesnek”
tlinik, ezért el6zetesen nagyon kis valészintiséget adtunk neki, vagyis a prior valdszi-
niiségnek nevezett P(h},;) annyira kicsi, hogy [1.1] szerint mégiscsak hyy,-t valasztjuk.

Megjegyezziik, hogy egy hipotézis bonyolultsaga fiigghet az adott nyelvtsl ami-

ben leirjuk, ezért az Occam borotvéija elvnek a matematikailag pontosabb hasznélata

soran rogziteni szoktak egy nyelvet, amivel minden hipotézis le van irva.
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2. fejezet

PAC tanulas

Az el6z6 fejezetben altalanosan beszéltiink a gépi tanulasrol. Ebben a fejezetben
bevezetjiik a tanulas tovabbi vizsgdlatahoz sziikséges matematikai kereteket és a

PAC (valoszintileg kozelit6leg helyes) tanulas fogalmat [9] [7].

2.1. Matematikai keretrendszer

Az alapfeladatot egy szemléletes példan keresztiil fogjuk ismertetni: tegyiik fel,
hogy egy tropusi szigeten kotiink ki. Hamar kideriil, hogy a helyiek kedvelt csemegé-
je a mang6, amely rdadasul rendkiviil taplalo is. Mi azonban még soha nem lattunk
ilyen gylimolcsot, és az Gslakosokkal sem tudunk hatékonyan kommunikalni, igy csak
a helyben gytijtott tapasztalataink alapjan tudunk képet formalni arrél, hogy mi ha-
tarozza meg egy mangé élvezeti értékét. Ugy dontiink, hogy a gyiimélesok szinét és
keménységét fogjuk a tovabbiakban tanulményozni, és e két jellemzdvel probaljuk
magyarazni, hogy az adott mango6 finom-e vagy sem. Vagyis Osszefiiggéseket kere-
siink az adott gyiimdles tulajdonsagai és ize kozott, azaz egy hipotézist allitunk
fel. Célunk egy olyan hipotézis, amelynek segitségével késGbb nagy valosziniiséggel
finom mango6t tudunk véalasztani.

Altalanosan az alaphalmaz egy tetszéleges X' halmaz, amelynek elemeit cim-
kézni, avagy kategorizalni szeretnénk. Ezen elemeket altalaban bizonyos (altalunk
valasztott) tulajdonsagokat mérd vektorokkal reprezentaljuk. A fenti példankban az

alaphalmaz a mang6 szinét és keménységét megadoé két dimenzios vektorokbol all.

A statisztikai tanulas alapfeltevése szerint a rendelkezésiinkre all6 adathalmaz
egy fiiggetlen, azonos eloszlasi minta, melynek elemei az 4ltalunk ismeretlen
D eloszlas szerint keriilnek a tanuléhalmazba. Ezt tgy képzelhetjiik el, hogy nincs
jelen se segit6, se arté szandéku tanar, aki az algoritmus sziamaéara olyan tanulohal-
mazt allit 6ssze, amely a lehetd legtobb, illetve legkevesebb informaciot tartalmazza

az ismeretlen eloszlasrél, amivel jelentGsen megkonnyitené, illetve megnehezitené a
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tanulas folyamatat. Magyarul az adatpontokat véletlenszertien kapjuk a D eloszlas-
bol. Fzzel a feltevéssel tehat utat nyitunk a statisztikai okfejtéseknek.

Mivel klasszifikacios feladatrol beszéliink, ezért sziikséges megallapitanunk a le-
hetséges cimkék halmazat. Ezt jeloljiik YV-nal. Példankban a célvaltozonak két
lehetséges értéke van, ilyenkor rendszerint a kovetkezé megvalasztassal dolgozunk:
Y ={0,1}. Ez a legegyszertibb eset, a késGbbiek soran is ezzel foglalkozunk, kivéve
a 2.3 és 2.4 alfejezetekben. Itt 0 jeloli azt az esetet, amikor a mang6 nem finom, 1
pedig azt, amikor finom. Az S = ((xl,yl), s (xm,ym)) véges, X x Y-beli parokbol
allo sorozatot nevezziik tanuléhalmaznak. Ezek azok a cimkékkel ellatott pontok,
amikhez a tanuldalgoritmus hozzafér. Az A algorimtus bemenete tehat az S halmaz,
kimenete pedig egy h: X — Y hipotézis (cimkézdfiiggvény), vagyis A(S)=h. A példa
szerint ez egy olyan fliggvény, ami minden mangoérol ranézésre meg tudja monda-
ni, hogy finom-e. Ugyan a szigeten minden mang6 vagy finom vagy nem, vagyis az
osztalyozas diszjunkt, am arrol nincs informacionk, hogy az altalunk vizsgalt két jel-
lemz§ alapjan ez egyértelmtien meghatarozhato-e, vagyis hogy létezik-e egy ,helyes”
f: X =Y cimkézéfiiggvény. Egyeldre az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy létezik
ilyen f. Ez az a fiiggvény, amit szeretnénk minél jobban megkozeliteni az algorit-
musunk altal talalt hipotézissel. Fontos megemliteni, hogy ez hogyan kapcsolodik
az el6zetes ismereteinkhez. Azt feltételezziik ugyanis, hogy az altalunk megvélasz-
tott tulajdonsigok egyértelmiien meghatarozzak a gylimolcs finomsagat, tehat méar
az alaphalmaz reprezentalasaba is beépitettiik az el6zetes tudasunkat. Masrészt be-
épithetjiik a tudasunkat a - tovabbiakban kozponti szerepet jatszo - hipotézisosztaly
meghatarozasaval is. A H hipotézisosztily azon fiiggvények halmaza, amelyek
kozott az algoritmusunk keres. Ha a mangd keménységét (1) és szinét (xq) egy
derékszogi koordinatarendszerben abrazoljuk, akkor valaszthatjuk példaul a H-t a

kovetkezd alaka fiiggvények halmazanak:

b (21, 9) = { 1 ha (xy,29) €T
0 ha (z1,29)¢T
Ekkor minden hp hipotézist négy paraméter hatdroz meg, a tengelyekkel par-
huzamos oldala T téglalap oldalainak koordinatai (a 2.1 abrén ezeket aq,asq, by, by
jeloli). hr a téglalap belsejébe es6 adatpontokhoz az 1 cimkét rendeli (z6ld pontok),
a tobbihez a 0-t (piros pontok).
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2.1. dbra. Eqy lehetséges hr hipotézis

2.1.1. A hiba mérése

Az algoritmus teljesitményét mérni szeretnénk, ezt az altala felallitott hipotézisen
keresztiil tudjuk megtenni. A kévetkezd definicioban megadjuk a hipotézis valos

hib4jat, amit végiil minimalizalni szeretnénk.

2.1. Definicié. A h: X — ) hipotézis valos hibdja a D eloszlds és | cimkézdfigguény
mellett:

Lps(h) = P [h()# f(2)] =D({z:h(x) £ f(2)}).

A val6s hiba tehat annak a valoszintisége, hogy a D eloszlasboél véletlenszertien
mintavételezett x adatpont valds cimkéjét a hipotézis nem taldlja el, azaz rossz
osztalyba sorolja. Ezt a mennyiséget kozvetleniil nem tudjuk meghatarozni, ugyanis
nem ismerjiik sem a D eloszlast, sem az f cimkézéfiiggvényt. Természetes gondolat,

hogy a hibat a kovetkez&képp mérjiik:

2.2. Definicio. A h: X — ) hipotézis tapasztalati hibdja az
S=((z1,41), s (T, Ym)) C (X x V)™ tanuldhalmazon :

_ i elml bz £}

m

Ls(h)

Figyeljiik meg, hogy a tapasztalati hiba adott hipotézisre csak az S tanulohal-
maztol fliigg, és értékét az adja meg, hogy a hipotézis az S-beli cimkézett adatpon-

toknak hanyadrészén talalta el a helyes értéket. Mivel az S halmaz tartalmazza az
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Osszes informaciot, amit a D eloszlasrol tudunk, ezért ésszertinek tiinik olyan hi-
potézist valasztani, ami S elemeivel a leginkdbb kontisztens, tehat minimalizalja a
tapasztalati hibat. Azt a tanulési paradigmat, ami olyan h hipotézist keres a H-bol,
amire Lg(h) értéke minimalis, ERM-szabalynak nevezziik (Emipirical Risk Min-
imization). Az ilyen hipotézisek halmazat ERM(S)-sel (vagy ERMy, (S)-sel) fogjuk
jelolni, azaz

ERMy(S) = argmin Lg(h).
heH

Az algoritmus altal kivalasztott fiiggvényt pedig hg-el jeloljiik, utalva az adathal-
maztol valo fliggésre.

Fontos itt megjegyezni, hogy nem minden H esetén hatirozhaté meg polinom-
id6ben az a hipotézis, amelyre Lg(h) minimalis. Ez sok esetben komoly megvalosit-
hatosagi korlatot jelent, és azt eredményezi, hogy vagy a H-t szoritjuk meg olyan
modon, hogy az arra alkalmazott feladat mar polinomidében megoldhaté legyen,
vagy pedig megelégsziink egy olyan algoritmussal, ami a minimumot keresi, de nem
feltétleniil taldlja meg. Megvalosithatosagi kérdéssekkel itt nem fogunk foglalkozni.

Az ERM egyik hatuliitGje lehet, hogy annyira szerencsétlen moédon mintavéte-

leziink, hogy egy teljesen hibas képiink lesz a D eloszlasrol, és a tanuldalgoritmus
olyan hipotézist talal, amelynek tapasztalati hibaja kicsi, &m tényleges hibaja elfo-
gadhatatlanul nagy lesz. Tegyiik fel, hogy kezdetben a szigeten csupa olyan mangot
kostolunk, amelynek rossz az ize. Ekkor arra a hg hipotézisre, amely minden z;
ponthoz a 0 értéket rendeli, Lg(hg) =0. Mivel a tapasztalati hiba ennél kisebb nem
lehet, igy hg € ERM(S). Am ha a D eloszlas olyan, hogy minden mango azonos
valoszintiséggel keriil a tanulohalmazba, és azoknak pontosan a fele rossz iz, akkor
Lp ¢(hs)=1/2.
Elsfordulhat olyan eset is, amikor (legtébbszor a tul hossza tanulasi folyamat ko-
vetkeztében) a hipotézis az S halmaz pontjainak egyedi jellemzsit ,,jegyzi meg”, igy
az X halmazon val6 altalanositasra nem alkalmas. Ezt a jelenséget ttltanulasnak
nevezziik. A tultanulas elkeriilése a gépi tanulas egyik kdzponti feladata.

Az ERM paradigman kiviil vannak maés elterjedt tanulasi szabélyok is. Példa-
ul az MDL (Minimum Description Length) paradigma, ami lényegében az Occam
borotvaja-elv egyik lehetséges formalizalasa. Az MDL-algoritmusok a tapasztalati
hiba mellett figyelembe veszik a hipotézis reprezentalasanak (egy fixalt nyelv altal
meghatéarozott) nagysagat is, és az egyszertibb hipotéziseket preferaljak. A tovabbi-
akban ERM elven mik6dé algoritmusokkal foglalkozunk, amelyeket roviden ERM-
algoritmusoknak neveziink.
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2.2. Alapmodell

Az el6zGekben feltettiik hogy létezik egy ,helyes” cimkézéfiiggvény, arrol azonban
nincs informéacionk, hogy ez benne van-e az altalunk definialt H hipotézisosztalyban.
A kovetkezSkben sokszor hasznaljuk majd aldbbi feltevést, amit mar az el6zGekben

is megfogalmaztunk.

2.3. Definicié. Megualdsithatosdgi feltevés
Létezik olyan h* € H hipotézis, amelyre Lp ;(h*) = 0.

Figyeljiik meg, hogy ekkor egy valoszintséggel Lg(h*) = 0. Hiszen Lp ;(h*) =
= 0 pontosan azt jelenti, hogy a D eloszlas szerint mintavételezve egy pontot, h*
egy valosziniiséggel jol cimkézi meg a pontot, tehat ha mintavételeziink véges sok
pontot, akkor ez ugyanigy all az Osszes adatpontra egyszerre. Lathatd, hogy egy
ERM algoritmus altal valasztott hg-re Lg(hg) =0, azonban azt nem tudjuk, hogy
ez a hg megegyezik-e a megvalosithatosagi feltevés szerint létez6 h* hipotézissel.
Szamunkra az a fontos, hogy minél kisebb wvalds hibdji hipotézist talaljunk, igy az
Lp s(hg) értékrol szeretnénk valamit mondani.

Az S tanuld adathalmaz generalasat (és ezaltal a hg hipotézis kivalasztasat is)
egy véletlen folyamat vezérli, ebbdl kovetkezik, hogy a hipotézis Lp ¢(hs) valos hi-
baja egy véletlen szam, vagyis valosziniségi vdltozo. Nem varhatjuk el, hogy csupéan
az S tanuldhalmaz ismeretében kovetkeztetni tudjunk a valos hibara, hiszen el6-
fordulhat, hogy S elemeinek eloszlasa nem reprezentélja jol az ismeretlen D elosz-
last. Az ilyen szerencsétlen esetek miatt bevezetiink egy 6 paramétert. Ekkor 1—¢
lesz annak a valoszintisége, hogy reprezentativ mintdnk van, ezt konfidencia para-
méternek nevezziik. Hogy ez matematikailag pontosan mit jelent, a kovetkezSkben
valik vilagossa. Egy algoritmustdl ugyanakkor az sem varhato el, hogy megtalalja a
megvalosithatosagi feltevés szerint létez6 ,tokéletes” hipotézist, amelynek valos hi-
baja 0. Rozgitsiink egy € > 0 pontossdgi paramétert is, ami egyfajta teljesitményi
korlatként szolgal. Azt varjuk el az algoritmus altal visszaadott hg hipotézistél, hogy
val6s hibaja e-nal kisebb legyen, ezaltal egy kozelitéleg helyes megoldast kapjunk.
Az altalanos definicio el6tt nézziik meg, hogy mit mondhatunk egy véges sok elembdl

allo hipotézisosztalyrol, ha az algoritmusunk ERM-algoritmus.

2.4. Allitas. Legyen H eqy véges hipotézisosatdly, § € (0,1),e >0 tetszdlegesen adott
szamok. Legyen m € Z olyan szam, amelyre teljesiil, hogy
In (|H]|/d
s I (7/8)
€
Ekkor tetszdleges D eloszldas mellett, és olyan f cimkézdfiggvény esetén, ahol H tel-

jesiti a megvaldsithatosdge feltevést, ha az m elemszdmai S halmaz elemeit eqymdstol
figgetlendl mintavételezzik a D eloszldsbdl, akkor tetszdleges hs € ERMy(S) hipoté-
zisre teljestl, hogy

SN]P;M (LD,f(hs) S 8) Z 1-6.

15



Bizonyitds. Jelolje S|,=(z1, ...x,,) a tanuléhalmazban szerepld adatpontokat. Annak

a valoszintisége, hogy a tanulas sikertelen lesz

P (Lps(hs)>e) =D"({S|s: Lps(hs) >c}).

SND'm

Célunk az, hogy belassuk, hogy ez a valoszintiség legfeljebb o lehet. Jelolje Hpr a
,rossz” hipotézisek halmazat, amelyeknek valos hibaja -nél nagyobb:

Hr = {h ceH: LDJ(h) > 8}.
Tovabba legyen a félrevezeté mintak halmaza

M ={S|, : 3h € Hp, Ls(h) = 0}.

Ez azt jelenti, hogy egy M-beli S|, mintahoz létezik olyan h € H g hipotézis, amely a
tanulohalmazon hiba nélkiil teljesit, ezaltal egy ERMy algoritmus altal kivalasztasra
keriilhet, valés hibaja azonban e-néal nagyobb.

Mivel a megvalosithatosagi feltevés fennall, ezért Lg(hg) =0, vagyis Lp ¢(hg) >¢
csak akkor kovetkezhet be, ha Lg(h) =0 valamely h € Hg hipotézisre, vagyis ha a

minta félrevezets. Ezaltal
{S|s: Lp,s(hg) >e} C M.
Ezek alapjan M felirhat6 a kovetkezd alakban:
M= | {8].: Ls(h) =0}.
heHr

Az eddigieket felhasznalva

D" ({S]s : Lp s(hs) > €}) <D™(M)
= Dm(Uheq_[R{S‘x : Lg(h) = O})
< Y D({S]a: Ls(h) = 0}). (2.1)

heHr

Rogzitett h € Hpi hipotézis esetén az Osszeg tagjait feliilr6l tudjuk becsiilni, fel-

hasznalva azt, hogy a minta elemei egymastol fiiggetlenek, illetve az 1 —¢ < e

azonossagot. Tehat
Dm({5|x : Lg(h) = 0}) =D"({S] : Vi, h(z;) = f(xl)})

D({a;: h(z;) = f(x:)})

L

@
Il
—

L

@
Il
—

(I-Lps(h) <J[A-g)=(1-g)" <e™™.  (22)
i=1
A 2.7 és 2.2) egyenl6tlenségeket felhasznélva
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D™ ({Sl. : L s(hs) > £}) < [Hale " < [H]e™.

A feltételnek megfelels m valasztasaval megkapjuk, hogy a keresett valdszintiség
értéke legfeljebb 0 lehet. OJ

Tehat véges hipotézisosztily és meghatarozott méretd tanulohalmaz esetén az
ERMy elven miikods algoritmus valészintileg (1 — ¢ valosziniiséggel) kézelitéleg
helyes (legfeljebb e valds hibaval) megoldast eredményez, fiiggetleniil az ismeretlen

D eloszlastol és f cimkézofiiggvénytol.

Igy adodik a valoszinileg kozelit6leg helyes tanulasi modell, amelynek formalis de-

finicidja a kovetkezs:

2.5. Definicié. PAC-tanulhatdsdg

A H hipotézisosztdly PAC-megtanulhatd, ha létezik egy miA¢ : (0,1)2 — N fiigguény
és A tanuldalgoritmus, amelyre teljestilnek a kévetkezdk:

Tetszdleges €,8 € (0,1) valds szdmok, X feletti D eloszlds, és f: X — {0,1} cimké-
Z6fiigguény esetén, ha az m > miA%(e,8) szdmossdgi S halmaz elemeit egymdstol
fiiggetlentil mintavételezziik a D eloszldsbol és [ szerint cimkézzik, illetve a megva-

losithatdsdgi feltevés fenndll, akkor az A(S) = h € H hipotézisre

Vagyis altalunk valasztott tetszéleges € pontossagi és 1 —¢ konfidencia paraméterek
esetén létezik olyan m mintaelemszam, hogy az m elemi S tanuléhalmaz ismeretében
az A algoritmus olyan h hipotézist valaszt a H hipotézisosztalybol, amelynek valos
hibaja 1 — 0 valoszintiséggel kisebb lesz, mint e.
Ezaltal rogziteni tudjuk, hogy mekkora bizonyossiggal, és milyen pontos megoldast
szeretnénk kapni. Fontos kiemelni, hogy egy hipotézisosztaly PAC-megtanulhatosaga
nem fiigg az ismeretlen eloszlastol olyan értelemben, ahol az eloszlasra és a
cimkézdfiiggvényre fennall a megvalosithatosagi feltevés.

Az mFAY fiiggvény a sziikséges minta elemszdmat hatarozza meg, hogy az el-
varasoknak megfelel6 hipotézist tudjunk talalni. Ha H PAC-megtanulhato, akkor

tobb megfelels miAC fiiggvény is létezhet, igy megallapodés szerint adott & és § ese-

tén mZAC(E, ) a legkisebb olyan egész szamot jeloli, amely teljesiti a definicioban

megadott feltételeket. A allitast atirva kapjuk az alabbi kovetkezményt.

2.6. Kovetkezmény. Minden véges H hipotézisosztaly PAC-megtanulhatd, ahol

s 2009

€
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2.3. Agnosztikus PAC-tanulhatbsag

A [2.5] definici6 komoly megszoritésokkal él:

— a gépi tanulasi feladatoknak mindossze egy osztalyara, a binaris klasszi-
fikacios feladatokra vonatkozik (hiszen a cimkék lehetséges értékeinek
halmaza {0,1})

— a megvalosithatosagi feltevés teljesiilését altalaban lehetetlen ellenérizni

— nem mindig realisztikus az a feltevés, hogy a tulajdonsagok amiket mé-
riink, teljesen meghatarozzék az adott objektum cimkéjét. Ugye elGfor-
dulhat, hogy két, kiils6re teljesen ugyanolyan mangé koziil az egyiknek

rohadt a belseje.

Ezen okok miatt kozliink egy altalanosabb modellt is.

A tovabbiakban elhagyjuk a megvaltsithatosagi feltevést, azaz nem feltétleniil
létezik h* € H, hogy Lp s(h*)=0. Ekkor azonban irrealis elvaras lenne, hogy az algo-
ritmus altal talalt A hipotézis valés hibaja tetsz6legesen kicsi legyen, hiszen el&for-
dulhat példaul, hogy mindegyik H-beli hipotézis valos hibaja egy konstans szamnél
nagyobb. Ezért olyan hipotézist fogunk elfogadni kozelitGleg helyesnek, amelynek
valés hibaja a hipotézisosztalyon beliil elérhet6 miniméalis hibanal legfeljebb e-nal

nagyobb, vagyis teljesiil ra, hogy
L < min L Nte.
p.s(h) min ps(h)+e

Az S tanul6halmaz elemeire eddig gy tekintettiink, mint olyan (x;,y;) elemek,
amelyekre teljesiil, hogy x; ~ D és f(x;) = y;. Vagyis az ismeretlen D eloszlast ko-
vet6 x (ami altalaban jellemzsk egy vektora) és a hozza tartozé osztalycimke altal
meghatarozott rendezett parok. Ezentil a D eloszlast az egész Z = X x ) halmazon
értelmezziik. Ez egy egyiittes eloszlas az adatpontok és a lehetséges cimkék halmaza

folott. A feltételes eloszlas definicioja miatt
Plz =,y =yi) =P(x = 2;)P(y = ys|z = x,),

tehat érdemes gy gondolni az eloszlasra, hogy egy marginalis eloszlas szerint meg-
kapjuk az adatpontot, és utdna egy feltételes valoszintiség mutatja azt, hogy az adott
jellemz&k mellett mekkora valdszintiséggel tartozik az adott osztalyba. Vegyiik ész-
re, hogy ilyenkor nem feltétleniil létezik olyan X — ) fiiggvény, amely tokéletesen
leirja az adathalmazt. Ha létezik is, akkor azt innentél beépitettiik a D eloszlasba
(ekkor a fenti feltételes valoszintségi tag értéke egy osztélyra 1 lesz, a tobbire 0).
Az alaphalmaz ilyen modu definidlasaval konnyen értelmezhetévé valik az az eset
is, amikor )Y nem véges halmaz, hanem példaul R. Ebben az esetben regresszios

feladatrol beszéliink, és a hibat is mashogyan kell mérni mint eddig.
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2.3.1. Veszteségfiiggvények

2.7. Definicidé. Veszteségfiigguény
Adott H hipotézisosztdly és Z alaphalmaz esetén az (- H x Z — RS figgvényt vesz-

teségfiigguénynek nevezziik.

Rogzitett h hipotézis esetén tehat a Z alaphalmaz minden pontjahoz hozzaren-
deliink egy veszteséget, ami attol fiigg, hogy h milyen teljesitményt nyijt az adott
pontra vonatkozoan. Ezt gy értelmezhetjiik, hogy a hipotézist ,biintetjiik” olyan
esetekben, amikor tévesen hatarozza meg egy-egy adatpont osztalycimkéjét (reg-
resszios feladat esetén a célvaltozo valodi és becsiilt értékének eltérésének mértékét

vizsgaljuk). Igy altalanosithatjuk egy hipotézis valos és tapasztalati hibajat.

2.8. Definici6. Valds hiba
A h € H hipotézis valos hibdja adott Z feletti D eloszlds esetén:
Lp(h)= E [((h,2)].

z~D

2.9. Definicié. Tuapasztalati hiba
A h € H hipotézis tapasztalati hibdja az S = (21, ..., 2m) € Z™ tanuldhalmazon :
1 m
Ls(h) == {(h,z).

m <
=1

Vagyis a h hipotézis valos hibaja definici6 szerint a veszteségfiiggvény varhato érté-
ke a z adatponton, amelyet a D eloszlasbol véletlenszertien valasztunk. A hipotézis

tapasztalati hibaja pedig h atlagos vesztesége a tanulohalmaz pontjaira nézve.
A feliigyelt tanulasos feladatokban leggyakrabban a kovetkezd két veszteségfiigg-
vényt hasznaljuk (mindkét esetben Z = X x Y):

0-1:. Ezt a veszteségfiiggvényt klasszifikacios feladatokra hasznéljuk, vagyis diszk-

rét értékd ) esetén

0 ha h(x)=y
1 ha h(x)#y

Vagyis a biintetés 1, ha a hipotézis nem talalja el az adatpont cimkéjét, és 0, ha

ggfl(h, (IE, y)) = {

eltalalja.

négyzetes:. A regresszids feladatok esetében, a biintetésfiiggvény értéke a hipo-
tézis altal josolt érték és a valodi érték kiilonbségének négyzete, ezaltal egységnyi

eltérést a valodi értéktsl tavol jobban biintetiink, mint hozza kozel.
2
lsq (P, (2,9)) = (h(x) —y)
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Mindent Osszevetve mar definidlhatjuk a PAC-tanulhatosdgot altalanos esetben.

2.10. Definici6. Agnosztikus PAC-tanulhatdsdg

A H hipotézisosztily adott Z alaphalmaz és € : Hx Z— R veszteségfiggvény esetén
agnosztikusan PAC-megtanulhatd, ha létezik olyan mﬁgPAC :(0,1)> = N fiigguény, és
A tanuldalgoritmus, amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:

Tetszdleges €,0 € (0,1) wvalds szdmok és Z feletti D eloszlds esetén, ha az m >
> migPAC(s, 0) elemd S halmaz elemeit egymdstdl fiiggetleniil mintavételezziik a D
eloszldsbol, akkor az A(S) = h € H hipotézisre teljesil

. /
LB (Lo(h) < min Lp(R) +2) > 14,

ahol Lp(h) = ]ED [¢(h, 2)].

2z~

2.4. Egyenletes konvergencia

A kovetkezGkben a H hipotézisosztilynak egy olyan tulajdonsagat fogjuk vizs-

géalni, amely teljesiilése esetén az osztaly agnosztikusan PAC-megtanulhato.

Az ERM elven miikods algoritmusok azt a hipotézist valasztjak, amelyiknek a
tanulohalmazon elért hibaja miniméalis. Mi azonban tovabbra is csak egy ablakon (az
S tanulohalmazon) keresztiil pillanthatunk ra a vildgra (az ismeretlen D eloszlasra),
és csak ez alapjan tudunk dontést hozni a hipotézisekrél. A kérdés, hogy az ERM-
elvet alkalmazva kapott hg hipotézis dltaldnosan is kellGen jol teljesit-e. Gondoljuk
meg, hogy a kapott hipotézisiink biztosan megfelel az elvirasoknak, ha garantéalni
tudjuk, hogy a tapasztalati hiba minden h € H hipotézis esetén kozel van a valos

hibadhoz. Ezt a kdvetkezGképpen formalizaljuk:

2.11. Definici6. e-reprezentativ minta
Az S tanuldohalmaz e-reprezentativ rogzitett Z alaphalmaz, H hipotézisosztdly, { vesz-

teségfiigguény és D eloszlds mellett, ha
VheH :|Ls(h)—Lp(h)| <e.

A kovetkez6 lemma azt mondja ki, hogy (e/2)-reprezentativ minta esetén a tapasz-
talati hibat minimalizalé ERM tanulési szabalyt alkalmazva garantaltan e-kozel ke-
riilliink a H hipotézisosztalyon elérhets legkisebb valés hibahoz. Ezt tgy is megfo-
galmazhatjuk, hogy barmilyen ERM-algoritmus sikeres tanulo.

2.12. Lemma. Legyen S egy 5-reprezentativ minta. Ekkor minden ERM-szabdllyal
kapott hg € argminy, 4, Lg(h) hipotézisre:

Lp(hs) <min Lp(h)+e¢
heH
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Bizonyitds. Minden h € ‘H esetén:
€ € e €
Lp(hs) < Ls(hs)+5 < Ls(h) +5 < Lp(h)+ 5+ 5 = Lo(h) +,
ahol az els6 és a harmadik egyenl6tlenség abbol kovetkezik, hogy S S-reprezentativ, a
méasodik pedig azért igaz, mert a hg hipotézist egy ERM-algoritmus eredményeként

kaptuk, ami miatt a tapasztalati hibdjanal semelyik H-beli hipotézis tapasztalati
hib4ja sem lehet kisebb. 0

A véletlen mintavételezési folyamat miatt azt nyilvain nem tudjuk garantalni,
hogy S egy valoszintiséggel e-reprezentativ legyen, de bizonyos esetekben tetszéleges
0 € (0,1) paraméterhez meghatarozhato olyan mintaelemszam, hogy 1—4 valészint-
séggel e-reprezentativ mintahoz jussunk. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a hipotézisosz-
talyunk egyenletesen konvergens.

2.13. Definici6é. Egyenletes konvergencia

A H hipotézisosatdly adott Z alaphalmaz és € : Hx Z— RS veszteségfigguény esetén
egyenletesen konvergens, ha létezik olyan m%c :(0,1)2 = N fiigguény, hogy tetszdleges
g,0 €(0,1) és Z feletti D eloszlds esetén, ha az m >mYC(g,0) elemszdmi S halmaz
elemeit eqymdstol fiiggetlenil mintavételezziik a D eloszldsbol, akkor S legaldbb 1—4§

valdsziniiséggel e-reprezentativ.

A definicioban szerepls mYyC fiiggvény, hasonléan, mint a PAC-tanulhatosig ese-
tében, azt hatdrozza meg, hogy rogzitett ¢ és 0 paraméterek mellett mekkora az a
minimalis mintaelemszam, hogy legalabb 1 —¢ valdszintiséggel e-reprezentativ min-
tank legyen. Az egyenletes konvergencia tulajdonsig jelent&ségét is az adja, hogy

fliggetlen az ismeretlen D eloszlastol.

Figyeljiik meg, hogy az el6bbi lemma és az egyenletes konvergencia definicio-
ja (ha € helyett 5-re alkalmazzuk) kdzvetleniil azt implikalja, hogy az egyenletes

konvergencia elégséges feltétele az agnosztikus PAC-megtanulhatésagnak.

2.14. Kovetkezmény. Ha a H hipotézisosztily egyenletesen konvergens az m%c

fiiggvény mellett, akkor a hipotézisosztdly agnosztikusan PAC-megtanulhatd, és
mPAC (,6) <miC(e/2,8). Tovdbbd barmilyen ERM-algoritmus sikeres agnosztikus
PAC-tanulo.
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3. fejezet

Nincs ingyen ebéd tétel

Az eddigiekben lattuk, hogy véges hipotézisosztalyok minden esetben PAC-meg-
tanulhatoak. A kovetkez§ tétel fontos kovetkezménye, hogy az Osszes fiiggvényt tar-

talmazo hipotézisosztaly nem PAC-megtanulhato.

3.1. Tétel. Nincs ingyen ebéd

Legyen A tetszidleges tanuldalgoritmus bindris klasszifikdcios feladatra adott X alap-
halmaz és lo_1 veszteségfiigguény mellett. Jeldlje m < V;—' a tanulohalmaz meéretét.
Ekkor létezik olyan X x {0,1} feletti D eloszlds, amelyre:

1. Létezik f : X — {0,1} fiiggvény, hogy Lp(f) = 0.

2. Legaldbb % valdszindséggel az S ~ D™ tanulohalmazon Lp (A(S)) > %.

A tétel allitasa szerint tehat minden tanuldalgoritmushoz talalhaté olyan feladat,

amin elbukik, mikozben ugyanerre a feladatra létezik sikeres tanulé. Ez utobbira tri-
vialis példa az az ERM algoritmus, ahol H = {f}.

Bizonyitds.

Tekintsiink egy 2m elemszamia C' C X halmazt, és legyen F = {f1,...fr} az Osszes
C — {0,1} fiiggvény halmaza. Ekkor nyilvan |F| = 2*". Minden f; fiiggvényhez
konstrualjunk egy C' x {0,1} feletti D; eloszlast a kovetkezé modon:

1/|C| hay= fi(x)
0 kiilonben

DZ({(x,y)}) = {

Ekkor nyilvan Lp. ( f;)=0. Belatjuk, hogy ekkor minden A tanul6algoritmusra fennall,
hogy

max E (L, (A(S))) 2}1. (3.1)

1€[T] S~D;

Végiil megmutatjuk, hogy ebbdl mar kovetkezik a tétel.
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A bizonyitast tehat igazolasaval kezdjik. C elemeibdl Gsszesen k = (2m)™
sorozatot készithetiink. Jelolje ezeket Sy, ..., Sk. Minden S;=(x1, ..., z,,) esetén jel6lje
S% azt a sorozatot, amely az (x;, fi(21)) (I=1,...,m) cimkézett elemeket tartalmazza.
Igy tehat, ha az eloszlas D;, akkor A az 57, ..., S; tanuldhalmazok egyikét kaphatja
bemenetként. A fliggetlen mintavételezésre vonatkozo feltevés alapjan ezek koziil az
Osszeset azonos valoszintiséggel kaphatjuk meg.

Lk
max E (Lpi (A(S))> :%%%E;Lpi (A(S

> min % 3 Lo, (A(S). (3.2)

Az utols6 egyenlGtlenség jobb oldalan &llo kifejezésre fogunk mondani egy olyan
also korlatot, amely minden k-ra fennall, igy a minimélisra is. Rogzitsiink tehat egy
tetszGleges k € [j] szamot. Legyen S; = (x1,...,%y,) és legyenek {vy,..v,} azok a
C-beli elemek, amik nem jelennek meg az Sj-ben. Ekkor nyilvan p > m, és minden
h:C —{0,1} fiiggvényre fennall a kovetkezs:

1
— D Ln@hia)

xeC

> 2m Z Lin(or)2fi (o))

2_ ]]-h’UT (vr)]
ng (o) (o)

ahol 1jp; a B esemény indikatoréat jeloli, aminek értéke pontosan akkor 1, ha B
fennall, kiilonben 0. Mivel ez minden h-ra, igy A(S;?)—re is teljestil. Ezért

] i TN

T Z Lo (A(S)) 2 7 ; on ; (o) fs(or)]
1 1

= 5 T 1 Ur i\Ur
p;T; (o) Fi (0]

1 1 «
S Lo 2 £ o] 3.3
—QQ};}TZ [h(vr)# i (0r)] (3.3)

Most rogzitsiink egy r € [p] szamot. Képezhetiink az fi, ..., fr fiiggvényekbdl egyér-
telmien diszjunkt parokat olyan modon, hogy minden (f;, fi) parra teljesiil, hogy
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fi(c) # fi(c) pontosan akkor, ha ¢ = v,. Ebbdl kifolyolag S} = SZ , b5 A(SS)(vy) =
= A(S7)(v:), ami vagy az f;(v,) vagy pedig az fy(v,) értékkel lesz egyenls. Tehat

Liacsi) oAl T Liags?) ) = L

Ez mind a % parra teljesiil, ezért

1 1
T Z Lia(si)wn)# fiten)] = b% (3.4)
Az és [3.4] eredményeket felhasznalva:
max E (LD.(A( >>m1n—ZLD l 1n—2]lh(v Y fi( :1.
i€[T] S~D; : kelj] T 2 n#fE] T Yy

Ezzel tehéat a azonossagot belattuk. Ez nyilvanvaléan azt implikalja, hogy
minden A tanuléalgoritmusoz létezik olyan f: X — {0,1} cimkézofiiggvény és X X
x {0,1} feletti D eloszlas, hogy Lp(f) =0, és

E (In(A(9))) > i (3.5)

Innen pedig egyszertien kovetkezik a tétel allitdsa. Az egyszertiség kedvéért jelol-
jiik a [0,1]-be képez6 Lp (A(S)) valoszintiségi valtozot -val, és legyen E(6)=. Ekkor
Z =1—0 nemnegativ valészintiségi valtozora alkalmazva a Markov-egyenl6tlenséget

(6-3) kapjuk, hogy
1 7 7 E(Z 1—
Plo<-)=P(1-0>=-)=P(Z2>=|< <7): 7”.
8 8 8 z <

1 l—p_p—5_i-5 1
<9>8)>1_ M B s iR
8 8 8

Ekkor

Vagyis belattuk, hogy < IPl’)m (LD (A(S)) > é) > % O

3.2. Kovetkezmény. Legyen X eqy végtelen alaphalmaz, és legyen H az a hipo-
zétisosztdly, amely az dsszes X — {0,1} fiigguényt tartalmazza. Ekkor H nem PAC-

megtanulhato.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy a hipotézisosztily megtanulhato.
Véalasszunk két tetszéleges ¢ < 1/8 és 6 < 1/7 pozitiv értéket. Ekkor a PAC-meg-
tanulhatosag definicidja szerint léteznie kell egy olyan A tanulbalgoritmusnak és
m=mP4C (¢, §) szamnak, hogy minden X x {0,1} feletti D eloszlas esetén, ha létezik
f: X —{0,1}, amelyre Lp(f) =0, akkor az S ~ D™ mintara:

P (LDJ(A(S)) S 8) Z 1-46.

S~Dm
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Alkalmazhatjuk a Nincs ingyen ebéd tételt (hiszen |X| > 2m), ami szerint minden
tanuloalgoritmusra, gy A-ra is létezik olyan D’ eloszlas és hozzé egy f fliggvény ami

ebben az esetben eleme H-nak, hogy

(Lo p(A(S)) > 1/8) > 1/7.

P
SNDlm

Ez a megvélasztott ¢ és § értékek miatt ellentmond az el6zével. ([l
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4. fejezet

A Vapnik-Chervonenkis dimenzi6

A fejezetben a Vapnik-Chervonenkis dimenzi6é fogalmat vezetjiik be, és jarjuk
koriil. A hipotézisosztalyok gazdagsagat kifejez6 mérészamot eredetileg Vladimir
Vapnik és Alexey Chervonenkis orosz statisztikusok fogalmaztak meg 1968-ban. A
tovabbiakban kizarolag binaris klasszifikacids problémékat tekintiink az ¢y, veszte-

ségfiiggvénnyel.

4.1. Kiiszobfiiggvények

Tudjuk tehat, hogy a véges hipotézisosztalyok PAC-megtanulhatoak, és lattunk
egy példat nem megtanulhatd végtelen hipotézisosztalyra is. Ezek alapjan jogosan
gondolhatnank, hogy tetszéleges hipotéziosztaly PAC-megtanulhatosagat annak sza-
mossaga hatarozza meg. A feltételezés azonban nem igaz, ahogyan azt a kovetkezd

példa is mutatja.

Tekintsiik azt a hipotézisosztalyt, ami a kiiszobfiiggvényeket tartalmazza, ahol a

hq kiiszobfliggvény :

0 h <
he R {01} & ha(z) = ar=a
1 ha z>a
Az igy meghatérozott Hygs.so = {ha : @ € R} nyilvan végtelen.
4.1. Allitas. Hyios0 PAC-megtanulhatd barmilyen ERM-algoritmussal.

Bizonyitds. Legyen a* € R olyan, amelyre Lp(h,+) = 0. Jeldlje Dy az X alaphalmaz
feletti peremeloszlast. Vélasszuk meg az ag < a* < a; értékeket az alabbi moédon:

P (z€(ag,a*))= P (z€(a*,a1))=¢

x~Dy x~Dy

Ha D, (—o00,a*)<e, akkor ag=—00, és a;-re hasonloan. Adott S tanulohalmaz esetén
legyen by = max{x: (z,0) € S} (ha nem létezik ilyen, akkor by = —00), és legyen b; =
=min{z: (z,1) € S} (vagy ha S minden eleme 0 cimkéji, akkor by = o).
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Jelolje bg egy hs €ERM(S) hipotézishez tartozo kiiszobértéket. Ekkor értelemszertien
bs € (by, by) (ez, mint méshol is, pontosabban 1 valoszintiséggel igaz). Ezért, Lp(hg)<
< ¢ igazolasahoz elég belatni, hogy by > ag és by < aq, ezért
<
SNH;)m (LD(hS) > 6) < SNIPém (bo < ap vagy by > CL1)

< SNI%T (bo < ao) + IP) (bl > Cbl)

Feltettiik, hogy S elemei a h,+ fliggvény altal vannak cimkézve, ezért minden (x,y) €
€ S-re, ha x < a* akkor y = 0. Emiatt by < a* és igy a by < ag esemény pontosan
akkor kovetkezik be, ha S egyik pontja sem esik az (ag,a*) intervallumba. Ennek

valoszintisége a fliggetlen mintavételezés miatt:

Bl <) = B ()€ 550 o) =] B (o o)
o 1 2
:<1_€)m§€f€m§§’ ham>gln<g>

Hasonlo m valasztassal adodik, hogy < IP;)m (bl > al) < g. Talaltunk tehat egy olyan,
e-t6l és 9-t6l fiiggd m mintaelemszamot, hogy ha legalabb ennyi adatpontot kapunk,

akkor 1—¢ valosziniiséggel legfeljebb e a hibdja az algoritmusnak.

A VC-dimenzid

Adoédik az igény, hogy hipotézisosztalyok egy olyan jellemz&jét keressiik, amely
a PAC-tanulhatosagot meghatarozza. Mint azt késébb latni fogjuk, a most beveze-

tend6 Vapnik-Chervonenkis dimenzié pontosan alkalmas lesz erre.

4.2. Definici6. Legyen H hipotézisosztily, amelynek elemei X — {0,1} figgvények,
és legyen C' = {c1,...,cm} C X. Ekkor H megszoritdsalt a C halmazra jeléljik a ko-

vetkezdvel :
He = {g :C —{0,1} : 3h € H hogy h(c;) = g(c;) Ve; € C},

Mivel Hc elemei {0,1}-be képz fiiggvények, ezért reprezentalhatok {0,1}"-beli vek-
torokkeént is:

He ={(h(c1), ... h(c)) :h € H}.

Amennyiben H-nak a C-re valo megszoritasa az osszes C'—{0,1} fiiggvény, akkor

azt mondjuk, hogy H teliti C-t, vagy hogy C teljes.

4.3. Definici6. A H hipotézisosztaly teliti a véges C' C X halmazt, ha He az dsszes
C —{0,1} fiiggvény halmaza, vagyis |He| = 2!¢!
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Figyeljiik meg, hogy ha van egy H altal telitett C' halmazunk, akkor tetszéleges
algoritmusra tudunk mutatni egy olyan eloszlast, amin a tanuléalgoritmus sikertelen
lesz, ha m < @ és € és 0 megfelelGen kicsik, hiszen a tétel bizonyitasaban az
eloszlast a C-re megszoritott Osszes fiiggvénybdl generaltuk, ami ebben az esetben

megegyezik Heo-val.

4.4. Kovetkezmény. Legyen H hipotézisosztily, amelynek elemei X — {0,1} fiigg-
vények, és legyen m a tanulohalmaz mérete. Teqyiik fel, hogy létezik olyan teljes
C' C X halmaz, amelyre |C|=2m. Ekkor minden A tanuldalgoritmushoz létezik olyan
X x{0,1} feletti D eloszlds és h € H hipotézis, hogy Lp(h) =0, de

SN]P;M(LD(A(S)) >1/8) > 1/7.

A fenti fogalmak segitségével definidljuk egy hipotézisosztaly Vapnik-Chervonenkis

dimeziojat.

4.5. Definicié. VC-dimenzio
A H hipotézisosztdly VCO-dimenzidja a legnagyobb C' C X halmaz mérete, amelyet H
telit. Ha H tetszdlegesen nagy halmazt telit, akkor azt mondjuk, hogy VC-dimenzidja

véglelen.

4.3. Példak

Ha igazolni akarjuk, hogy VCdim(#H) = d, az alabbiakat kell belatni:
1. Létezik {C' C X : |C| =d} agy, hogy H teliti C-t.
2. Nem létezik olyan {C" C X' : |C'| = d+ 1}, amit H telit.

A kovetkez6kben néhany egyszeri hipotézisosztily VC-dimenzidjat hatarozzuk
meg. [7]
Kiiszobfiiggvények
Tekintsiik az el6zdekben definialt Hygs,60 hipotézisosztalyt, és legyen C' = {c;} tet-
sz6leges egyelemii halmaz. Be kell latnunk, hogy H = Hpis.s-nek erre a C-re vald
megszoritasa lehet 0 és 1 is. Ez nyilvanvaloan teljesiil, hiszen ha a > ¢; akkor a h,
hipotézisre h,(c1) = 0, mig tetszéleges b < c¢y-re hy(c1) = 1. Most tekintsiik a C' =
= {1, co} halmazt, ahol egyszertiség kedvéért legyen ¢; < ¢o. Kénnyen talalhatunk
olyan hipotéziseket, amelyek megszoritasa rendre a (0,0), (0,1) és (1,1) értékek. Vi-
szont (1,0) ¢ Hc, ugyanis ha egy hipotézis a ¢; ponthoz 1-et rendel, akkor a ¢,-hoz is.
Ez tetszGleges kételemd C-re teljesiil, ezért H nem telit egyetlen kételemii halmazt
sem, igy VCdim(H pgs.00) = 1.
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Intervallumok
Legyen H={h,p:a,b€R, a<b} az a hipotézisosztaly, melynek elemei az (a, b) nyilt

intervallum pontjaihoz 1-et rendelnek:

) 1 ha we(a,b)
ha’b(m)_{ 0 ha z¢ (a,b)

Egyszertien lathato, hogy a kételemt C' halmazokat H teliti, igy VCdim(H) > 2.
Viszont tetszéleges C' = {cy, ¢a, ¢3: ¢1 < ¢a < c3} halmazt ‘H nem telithet, ugyanis az
(1,0,1) cimkézés nem allithato els, mivel ez azt jelentené, hogy c¢1,cs € (a,b) és co &
(a,b), ami ellentmond annak a feltevésnek, hogy ¢, € (c1, c3). Igy tehat VCdim(H) =
=2.

Tengelyekkel parhuzamos oldala téglalapok

Nézziik meg 2. fejezet elején bevezetett példanak a hipotézisosztéalyat:
H= {h(a1,a2,b1,b2) L ap S ag és b1 S bg}, ahol h(a1,a2,b1,b2) : ]RQ — {0,1}

¢ 1 haa <z <agés by <xp < by
€8 N(ay,an,brb0) (71, T2) =

0 kiilonben
€
L ] L
Ca Cs G
L @ L ) L
!
L ] [

4.1. abra. Négy és dtelemii ponthalmazok

Ekkor konnyedén talalhatunk 4 olyan pontot, amelyet H telit (1.a4bra). Tekintsiink
egy tetszéleges C' C R? otelemil halmazt. Rogzitsiik C' pontjai koziil azokat, ame-
lyeknek az els6 koordinataja a legkisebb, illetve a legnagyobb, majd amelyeknek
a masodik koordinataja a legkisebb illetve a legnagyobb. Jeldlje c5 azt a pontot,
amelyet nem valasztottunk ki ilyen modon. Ekkor az (1,1,1,1,0) cimkézést egyetlen
P(ay,a2,b1,02) hipotézis sem tudja elallitani, ugyanis minden ilyen esetben a téglalap
tartalmazza a cy, ¢, c3, ¢4 pontokat, de ekkor a c5 pontot is tartalmaznia kell. Vagyis
H nem telithet 5 elemii halmazt, ezért VCdim(H) = 4.

Végtelen VC-dimenzié

Fontos megjegyezni, hogy ugyan az eddig vizsgalt példakban a hipotézisosztaly VC-
dimenzidja megegyezett a paramétereinek szaméval, ez azonban nem sziikségszert.
Tekintsiik példaul a H = {h,p : w, 0 € R} osztalyt, ahol

hug:R—{0,1} és hyg(x) = [0.5sin(wz+0)].
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Ekkor H-nak minddssze két paramétere van, azonban ezeknek megfelel beallitdsaval
tetszéleges d-re talalhato d olyan pont a szdmegyenesen, amelyet H telit, ugyanis
az w paraméterrel a szinuszfiiggvény frekvencidjat tetszélegesen megnovelhetjiik, igy
tetszblegesen kozeli pontok is kaphatnak kiilonb6z6 cimkét, a 6 paraméter pedig a

fiiggvény vizszintes eltolasat teszi lehetévé. Ezaltal VCdim(H) = oco.

4.3.1. Véges hipotézisosztalyok

Legyen H egy véges hipotézisosztaly. Ekkor nyilvanvaloan |He| < |H|, igy H
nem telithet olyan C-t, amelyre |H| < 2/°/. Ebbél adodik a véges hipotézisosztalyok

VC-dimenzi6jara vonatkozé becslés:
VCdim(H) < log,(|H]).

Ez sokszor nagyon gyenge korlatot hataroz meg. Példaul legyen X ={1,... k}, és a
hipotézisosztalyt definialjuk agy, hogy a Hgs.5 hipotézisosztalyt megszoritjuk k-ra.
Ekkor ennek VC-dimenzidja tovabbra is 1, azonban a mérete k. Ezaltal a méretének

a logaritmusa is tetszélegesen nagy lehet.

4.4. Novekedési fiiggvény

A H hipotéziszosztaly novekedési fliggvényét interpretalhatjuk az osztaly gaz-
dagségat mers fiiggvényként. VCdim(#H)-nal kisebb vagy egyenls elemszamu tanu-
lohalmazok esetén H nagyon gazdag, hiszen van olyan halmaz ezek kozott, amelyet
telit, vagyis rajta az Gsszes lehetséges cimkézést els tudja allitani. Erdekes azt vizs-
galni, hogy VCdim(H)-nal nagyobb értékek esetén a novekedési fiiggvény milyen
viselkedést mutat. Ehhez kapcsolodo fontos eredmény a Sauer-Shelah-Perles lem-
ma, amelyet késGbb a statisztikai tanulaselmélet alaptételének bizonyitasaban is fel

fogunk hasznalni.

4.6. Definicié. Novekedési fiigguény
Definidaljuk a H hipotézisosztaly T3, :N—N novekedési fiigguényét a koévetkezdképpen :

4.7. Lemma. Sauer-Shelah-Perles
Ha VCdim(H) < d < oo valamely H hipotézisosztdlyra, akkor a névekedési fiigguényt

a kovetkezdképpen tudjuk becstilni tetszdleges m esetén:

lm) < 3 ()

=0
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Bizonyitds. A lemma bizonyitasahoz elégséges a kdvetkezs, erGsebb &llitast belatni:

Tetszoleges C' = {cy, ..., ¢} C X halmazra fenall:
Minden H hipotézisosztély esetén |Hc| < |{B C C: H teliti B-t}|. (4.1)

Ebbdl mar kévetkezni fog a lemma allitasa, ugyanis

= < c(C: iti B-
T (m) CC%?C)T:m [He| < chls\ag\{:m [{B C C:H teliti B-t}|

d
m
< BCC:|B|<d}| = .
<, [ zal=3 (1)
Itt azt kell csak meggonndolni, hogy mivel H VC-dimenzidja legfeljebb d, ezért ennél

nagyobb B halmazt nem telithet, és ekkor mar a legfeljebb d elemt részhalmazok

szamara vonatkozo képletb6l adodik az Osszefiiggés.

A |4.1| becslést m-szerinti indukcioval fogjuk belatni: m=1 esetén C'={c;}, és He =
={h(c1):heH}. Ha |Hc|=2, akkor C teljes részhalmazai a C' és az iires halmaz (az
iires halmazt minden esetben teljesnek tekintjiik), vagyis az egyenlGtlenség mindkét
oldalan 2 all. Ha |H¢| =1, akkor C' nyilvan nem lehet teljes, igy az egyenlGtlenség
jobb oldala is 1 lesz.

Tegyiik fel, hogy az 4llitds minden k <m esetén igaz, azt kell belatnunk, hogy ekkor
tetsz6leges m+1 elemd halmazra is teljesiilni fog [4.1]

Ehhez rogzitsiink egy ‘H hipotézisosztalyt, és legyen

C={co,C1, s Cm}, illetve C" ={cy, ..., e}
Definialjuk a kévetkez6 halmazokat :

Yy = {g :C"— {0,1} : 3h € H amelyre vagy h(c;) = g(c;) Ve; € C' és h(cg) =0
vagy h(c;) = g(c;) Ve; € C" és h(co) =1},

Vi={g:C"—{0,1} :3h € H amelyre h(c;) = g(c;) Ve; € C" és h(co) =0
és 30’ € H amelyre h'(¢;) = g(¢;) Ve; € C és B (o) =1}

Yy tehat azokbol a fiiggvényekbdl all, amelyek C’-n megegyeznek valamely H-beli
fiiggvénnyel. Ez pontosan ‘H megszoritasa C’-re, vagyis Yy = Her.
Y7 elemei pedig olyan fiiggvények, amelyek C’-n megyegyeznek két olyan H-beli

fliggvénnyel, amelyek cp-on kiilonb6z6 értéket vesznek fel.

Most bebizonyitjuk, hogy [Hc| = [Yo|+[Y1|. Elészor is [He| az Gsszes olyan {0,1}™
vektor szadma, amelyet H fliggvényei C-n elGallitanak. Az Y elemeivel azt szamol-

juk meg, hogy C’-n héany kiilonbozs {0,1}™ ! vektort kapunk. Minden ilyen vektort
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kiterjeszthetiink {0,1}™ vektorra ugy, hogy Hc egy-egy elemét kapjuk (eléfordul-
hat, hogy bizonyos elemeket tobbféleképpen is kiterjeszthetnénk). Ha megszamoljuk
tovabba azokat a vektorokat amiket kétféleképpen is kit tudtunk terjeszteni, az pon-

tosan Y; elemszama. Igy végiil megkaptuk He elemszamat.

Mivel Y és Y] elemei az m elemii C’ halmazon hato fiiggvények, igy alkalmazhato

rajuk az indukcios feltevés.

%) = [#e

<|{BCC":H teliti B-t}| =[{BC C:co ¢ B és H teliti B-t}|.
Legyen H' C H a kiovetkezSképpen meghatarozva
H':={heM: 3N €H hogy h(c;) =h'(c;)Ve; € C" és h(co) # h'(co) }

Lathato, hogy H' pontosan akkor telit egy B halmazt, ha teliti a B U {¢y} halmazt
is, illetve Y = H'cr = {(h(c1), ..., h(cy)) : h € H'}. Ezért

Y= [#eo

<|{BCC":H teliti B-t}|

=|{B CC":H teliti BU{co}-t}|

= |{B C C:H teliti B-t és ¢y € B}|
< |{B CC:¢ye B és H teliti B—t}|.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy
o] = ¥o] + 1]
<|{BCC:co BésH teliti B-t}|+|{BCC:co€ B és H teliti B-t}|
= |{B C C: H teliti B-t}|. O

Megjegyzés. Az m < d esetben egyenlGség teljesiil, hiszen ekkor

> (") =3 (1) =2 =t

=0 1=0

A lemma jelentGségét a kovetkezd Osszefiiggés segitségével lathatjuk. Eszerint
ugyanis m > d esetén Ty(m) < (em/d)? = O(m?), tehat a hipotézisosztaly VC-
dimenzidjanal nagyobb m-ekre a névekedési fliggvény exponencialis helyett polino-
miélis novekedést mutat. Itt felhasznaltuk az alabbi allitast, amit teljes indukcioval

és a Stirling-formulaval lehet bizonyitani.

4.8. Allitas. Legyenck m,d € N melyekre d < m—2. Ekkor
d d
m em
> (1) = ()
k=0
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5. fejezet

A statisztikal tanulaselmélet

alaptétele

A fejezetben kimondjuk és bebizonyitjuk a statisztikai tanulaselmélet alaptételét,

amely kapcsolatot teremt az eddigiekben vizsgalt fogalmak kozott.

5.1. Tétel. A statisztikai tanuldselmélet alaptétele
Alljon a H hipotézisosztily X — {0,1} figguényekbdl, és legyen a veszteségfiigguény

az Lo_1. Ekkor a kdvetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(1). H egyenletesen konvergens
(2). Bdrmilyen ERM-algoritmus sikeres agnosztikus PAC-tanulé
(3). H agnosztikusan PAC-megtanulhatd
(4). Bdrmilyen ERM-algoritmus sikeres PAC-tanuld
(5). H PAC-megtanulhato
(6). VCdim(H) < oo

A bizonyitas egyszeri eseteit itt targyaljuk:

(1)=(2) a kovetkezmény szerint teljesiil.

(2) = (3) és (4) = (5) trivialis, hiszen H (agnosztikus) PAC-megtanulhatosagahoz
azt koveteljiik meg, hogy létezzen sikeres tanuléalgoritmus.

(2)=(4) és (3) = (5) abbol adodik, hogy az agnosztikus PAC-tanulhatosdg magaba
foglalja a PAC-tanulhatéségot, mivel annak altalanositésa.

(5) = (6) bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy VCdim(H) = oo és H PAC-megtanulhato.
Ekkor tetszdlegesen nagy m-re létezik olyan C' C X, amelyet H telit, és |C| = 2m.
Am ekkor a kovetkezmény szerint H nem PAC-megtanulhato.

A (6) = (1) irany a nehéz, ehhez tovabbi tételek kellenek.
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5.1. A bizonyitashoz sziikséges lemmak és tételek

Ebben az alfejezetben tébb, f6ként valoszintiségszamitasi lemmaéat és tételt mon-
dunk ki és latunk be, amelyek mindegyikét felhasznéljuk a kés6bbiekben. Kiemel-
kedd jelentGségt a tétel illetve az el6z6 részben bizonyitott Sauer-Shelah-Perles

lemma, amelyek az alaptétel bizonyitasdnak meghatarozé részét alkotjak.

5.2. Lemma. Legyen X eqy valdszindségi vdltozd és ' € R. Tegyiik fel, hogy létezik
a>0 ésb>e, hogy minden t > 0 esetén P(|X—x’| > t) < 2bexp (— %) Ekkor

E(1X ') <a(2+ /).

Bizonyitds. Legyen t;=a(i++/In(b))(=0,1,2, ...) sorozat.Mivel a ¢; sorozat monoton
novekvd, a varhato érték feliilrél becsiilhets a kovetkezdvel :

E(IX —2'|) <toP(|X—2/| >0)+ Y tP(IX —2/| > t;1) <

=1
<ay/In(b)+ > tP(IX —a/| >t ).
i=1

Az itt szereplé mésodik tagot az aldbbi médon feliilr6l tudjuk becsiilni a lemmaban

szerepls feltevés, és egyszeri atalakitasok segitségével:

o0

itip(|X—$'| >ti1) <> ali+ \/M)Qbe—(i—lﬂ/@)g

i=1 =1

Ezt visszahelyettesitve a lemma allitasat kapjuk. ([

5.3. Tétel. Markov-egyenlitienség
Legyen Z egy nemnegativ valdsziniségi vdltozo. Ekkor minden a > 0 esetén

E(Z)

a

P(Z>a)<
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Bizonyitds. A varhato érték definicioja, és Z nemnegativitdsa miatt

E(Z) = /OO P(Z > z)dz.

=0

Mivel P(Z > a) monoton csokkend, ezért minden a > 0 esetén

E(Z)z/a P(Zza:)d:zzz/a P(Z > a)dx = aP(Z > a)

=0

amit atrendezve a fenti egynel&tlenséghez jutunk. 0

5.4. Lemma. Hoeffding lemma
Legyen X egy valdszinidségi vdltozd, amelyre E(X) =0 és P(a < X <b) = 1. Ekkor

minden A > 0 esetén 2 )
E(eAX) < exp (%)

Bizonyitds. Az f(z) = e egy konvex fiiggvény, ezért minden a € [0,1] esetén
Faa+(1—)b) < af(a) + (1—a) f(B).

Legyen z € [a,b] és a = =2 €[0,1]. Ekkor

b—x r—a
)\m< Aa b
e _b—ae —|——b_ae
Mindkét oldal varhato értékét véve
b—E(X) E(X)—a b a
Az < Aa )\b: Aa )\b‘
E(e )_—b—a e+ —p e b—ae —l—b_ae (5.1)
Legyen
h=\b—a), p:—b“ , 63 L(h) = —hp+1n(1—p+peh).
—a

Ekkor az (5.1) egyenlStlenség jobb oldalan szerepls kifejezés pontosan e, Igy a
lemma igazolasahoz elég belatnunk, hogy L(h) < %2. Felhasznaljuk, hogy valamely
c € [0, h] esetén:
h2
L(h) = L(0)+hL'(0) +§L"(c).
Mivel L(0) = L'(0) = 0 és minden h-ra teljesiil, hogy L"(h) < 1, ezzel a lemmat
belattuk. O

5.5. Tétel. Hoeffding-egyenlitienség
Legyenek Zy,...Z,, figgetlen, azonos eloszldsu valdsziniségi vdltozok, és legyen

Z= it Zi

T m

Tegyiik fel, hogy B(Z) = p és minden i-re: P(a < Z; <b) = 1. Ekkor minden £ > 0

esetén
1 & —2me?
Pl =S "Z—ul>c] <2 .
(7S s 2] 2o (52052)
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Bizonyitds. Legyen X; = Z; —E(Z;) és X = =" | X;. Ekkor

X:%iz ~E(Z ZZ ]E( Zz) %i&-—u-

=1 =1

Vagyis azt kell belatnunk, hogy

P(|X|>¢) <2exp (%)

Az exponencidlis fiiggvény monotonitasat és a Markov-egyenlGtlenséget felhasznalva,

minden A > 0 és € > 0 esetén
]P’(X' > 8) = IP’(@AX > e’\s) < 6”\51[3(6”?).

Tovabba kihasznaljuk, hogy mivel a Z;-k fiiggetlen valészintiségi valtozok, igy X;-k
is, és fliggetlen valdsziniiségi valtozok szorzatanak varhato értéke a varhato értékeik

szorzataval egyenld:

E(eM) = (e EY) = E(ﬁe*f):ﬁE(e?).

A Hoeffding lemma szerint minden ¢-re

vagyis

ahol A = 4’"5)2 valasztéassal

2me

P(X >¢) <e @-o?.

A —X valosziniiségi valtozora az el6z6 lépéseket alkalmazva adodik, hogy

Tehéat

2me?

P(X|2¢) =P((X2¢)U(X < —¢)) SP(X 2 ) +P(X < —¢) <2¢ 07,
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5.6. Tétel. Legyen a H hipotézisosztily novekedési fligguénye t44. Fkkor tetszdleges
D eloszlas és 6 € (0,1) esetén:

4+24/In(t3(2m))
S~Dm<|LD LS(hM < 5% ) >1-9.

Bizonyitds. Elegend6 belatni a kévetkezGt:

442/In(t4(2m))

E sup | Lp(h) — Ls(h)| | < : (5.2)
S~D (heH ) V2m

Ekkor ugyanis Z =supy,cy |Lp(h) —Ls(h)| egy nemnegativ valoszintiségi valtozo,

igy alkalmazhato ra a Markov-egyenlGtlenség. Legyen

_ 4+2y/In(ty(2m))

oV 2m

Ekkor a fenti egyenlétlenséget felhasznélva

4424 /In(t34(2m))

E(Z T
P(Z >a) < ( )g 2m = .
a 4424 /In(t34(2m))
0v2m

Visszahelyettesités utan a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

S~D™\ hen oV2m

amelybdl kozvetleniil adodik a tétel allitasa.

P <sup\LD(h)—L5(h)|z4+2 IH(T”(zm))>§5

Az egyenl6tlenség igazolasihoz elGszor is vegyiik észre, hogy minden h € H

és S' = (21, ..., z;,) fliggetlen, azonos eloszlasi minta esetén Lp(h) = S/IED [Ls(h)],
ugyanis
E [Ls(h)] = E im liE [(h, 2})]
S/ ~Dm §/~Dm | m L= m & §'~Dpm
= LS E [t ] = Lot
m z~D

Az utolso egyenlség azért teljesiil, mert S’ egy fiiggetlen, azonos eloszlasi minta,
igy tetszéleges z. elemére vonatkozo veszteség varhato értéke megegyezik azzal, mint
ha csak egyetlen elemet mintavételeznénk ugyanabbol a D eloszlasbol, és annak
varhato veszteségét tekintenénk. Igy, az elgbbit behelyettesitve, illetve a Jensen-

egyenlGtlenséget alkalmazva:
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SB[ Lo~ Ls]| = 5, [sup| B (Lot~ L00)|

< (h)—
SR ATCRY

8,8/~ Dm | heH

- Sﬁ’IEDm sup %Zﬁ Zﬁ(h, 2;) ]

< E sup |L3/(h)—Ls(h)’]

L heH =1 z:l
r m
= E sup—‘ E l(h zz))”
S,S'~Dm
L heH T i—1

Mivel S és S" ugyanabbdl az eloszlasbol szarmazo fiiggetlen mintak, ezért a z; és 2,
jeloléseket szabadon felcserélhetjiik, a fenti egyenlGtlenségnek az utolsé tagja nem
valtozik. Felcseréléskor az ((h, z}) —((h, z;) tag helyett ennek —1-szerese fog szere-

pelni a fenti 6sszegben. Emiatt minden o € {+1}™ esetén:

m m

SS’NDm|:Sup_‘ Z fh ZZ»” :Ss'~Dm{Sup_‘ ZU’ — . Z’))”

m m
heH i=1 heH =1

Ez minden o € {£1}™ esetén teljesiil, igy ha o komponenseit egyméastol fiiggetleniil
mintavételezziik a {£1} feletti egyenletes eloszlasbol (Ey ), akkor ez megegyezik a

kovetkezével :

1w ,
E s sEom [225 ~ Z; i (€(h, 2) — (R, ) ” :

ami a varhato érték linearitasa miatt pontosan

E E {supi‘iaz(ﬂ(hz) Z(h,zi))”.

S S’NDT”O'NEi heH T
1=

Rogzisiik az S és S” halmazokat, és jelolje C ezek elemeinek halmazat. Vilagos, hogy
elég azt vizsgalnunk hogy a h hipotézisek a C' elemein milyen viselkedést mutatnak,

ezért elég a szuprémumot a He hipotéziosztaly elemeire vizsgilni, vagyis

o~ET

:a'NE'i [gg}éa‘;az (h ZZ))‘:|

Rogzitsiik h € Heo-t és legyen 6, = % S o (ﬁ(h, zl)—L(h, zl)) Ekkor E(6,)=0 és 6,
fiiggetlen, azonos eloszlasi, korldtos valoszintiségi valtozok atlaga, igy a Hoeffding-

egyenlGtlenség szerint:
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2
Vp>0esetén P(|0,] > p) < 2exp (—%)

Ekkor

P(maxwmzp) :P< U [6n] 2p> < [Ho|P(16n.] > p)

hete hieH
i C

2
< 2‘7—[0} exp <—%>

Alkalmazzuk az lemmat a = \/2/m, b= |H,| és t = p vilasztassal. Igy

E (max W) < At2yIn[He|
\V2m

o~ET \ heHc
A fentiekbdl, és T4 definicidjabol adodik, hogy

4+42/In(t4(2m))

S~Dm

E (225 !Lo(h)—Ls(h>\) <

V2m

5.2. Az alaptétel bizonyitasa

A (6) = (1) iranyhoz azt kell belatnunk, hogy VCdim(H) = d < oo esetén létezik
olyan mYy,©: (0,1)2 — N fiiggvény, hogy m >mYC (e, §) méretti minta esetén H egyen-
letesen konvergens. Tehat olyan (e-tol és d-tol fiiggs) alsoé korlatot fogunk mutatni
m értékére, hogy a legalabb ekkora elemszamu S tanulohalmaz legalabb (1—0) va-

loszintiséggel e-reprezentativ legyen. Az tétel szerint:

S~Dpm ovV2m

Mivel esetiinkben VCdim(H) = d < oo, ezért alkalmazhatjuk a Sauer-Shelah-Perles
lemmat, amely szerint m > d esetén T4 (2m) < (2em/d)?, igy

4+42,/dIn(2em/d)
SNIE;WOLD(h)_LS(h)’ < 5o ) >1-4.

Ekkor mar csak azt kell megmutatnunk, hogy alkalmas m-re

4+42,/dIn(2em/d) <.
ovV2m -

Mivel lim,,, oo In(m)/m = 0, ezért létezik ilyen m. O

. <|Lp(h)_LS(h)‘ L 42 ln(TH(Qm))> Cils
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Osszefoglalas

A szakdolgozatban a statisztikai tanulaselmélet alapvetd eredményeit vettiik vé-
gig. Bevezetésként a gépi tanulas f6bb motivacioival, kérdéseivel ismerkedtiink meg.
Feladatunk matematikailag preciz felirdsa utan a tanulaselmélet PAC-féle modelljé-
vel foglalkoztunk. A PAC-megtanulhat6 hipotézisosztélyok esetén a pontossagi- illet-
ve konfidenciaparaméterek a tanulohalmaz méretével garantaljak a tanulas sikeressé-
gét. A Nincs ingyen ebéd tételbdl lathattuk, hogy nem létezik olyan univerzalis tanu-
loalgoritmus, amelyik minden feladaton jol teljesitene. Megallapitottuk, hogy habér
igaz, hogy a véges hipotézisosztilyok mind PAC-megtanulhatoak, a tanulhatosa-
got mégsem az osztalyok szamossiga hatarozza meg, hanem a Vapnik-Chervonenkis
dimenzidjuknak a végessége. Szemléletes, egyszertien értelmezhets példakon keresz-
tiil ismertettiik ezt a nehezen megfoghato fogalmat. A Sauer-Shelah-Perles lemma
kovetkezményeként lattuk, hogy a VC-dimenziot tiallépve a novekedési fiiggvény po-
linomialisan novekszik tovabb. Végiil bebizonyitottuk a statisztikai tanulaselmélet
alaptételét, aminek legfontosabb allitasa, hogy binaris klasszifikacié esetében a 0—1
veszteségfiiggvény mellett egy hipotézisosztaly pontosan akkor PAC-megtanulhato,

ha a VC-dimenzioja véges.
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