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1 Bevezetés. Kémiai hattér

1. Bevezetés. Kémiai hattér

Szakdolgozatom targya egy elektrokémiai kisérlet, az in. Cottrell-kisérlet szimulaciéja tobbféle nume-
rikus médszer felhasznalasaval.

Elektrokémidnak nevezziik a fizikai kémia azon agat, amely olyan rendszerekkel foglalkozik, ame-
lyek viselkedését elektromos és kémiai kolcsonhatasok egyarant meghatarozzédk. Egy gyakran alkalma-
zott felosztds szerint az elektrokémiai kisérletek sordn vagy elektromos energiat alakitunk at kémiai
energidva (és un. elektrolizist végziink), vagy pedig kémiai energidbdl igyeksziink elektromos energiét
eléallitani (ahogyan az példdul az elektrokémiai dramforrdsokban is torténik).

Bar a fenti felosztas se nem sziikségszeri, se nem teljes, mégis elmondhatd, hogy szakdolgoza-
tom els6sorban az elsé témakorhoz, az elektrolizis témakoréhez kapcsolddik. Egy elektrolizis soran
— legyen sz6 akar laboratériumi kisérletrdl, akar ipari technologiardl — az a célunk, hogy villamos
aram felhasznaldsdval valamilyen (hasznos) kémiai valtozast idézziink el6. Ez torténik példaul akkor,
amikor viz elektrolizisével hidrogén gazt dllitunk elé (amelyet a kés6bbiekben energiaforrasként fel-
hasznalhatunk); ez az alapja az Gn. kléralkali iparnak, amellyel a vegy- és textilipar szamara egyarant
fontos klorgaz eléallitasat végezzik; és ilyen pl. az elektrokémiai fémlevalasztas folyamata is, amelynek
sordn valamely fémsé oldatdbdl (jellemzben bevonatként) tiszta fémet allitunk el6. Utébbi témakor
(a fémlevalasztas) kiilonosen fontos szakdolgozatom szempontjabol.

1.1. Elektrokémiai fémlevalasztas; a Cottrell-kisérlet

Egy fémlevélasztési kisérlet soran lényegében az torténik, hogy egy (elektromosan vezetd, és jellemzéen
szildrd) hordozét (elektrédot) olyan oldattal hozunk kontaktusba, amely valamilyen oldott fémiont
tartalmaz. Az elektrédra (egy masik, a rendszerben elhelyezett ellenelektréddal szemben) negativ
elektromos potencidlt kapcsolva elérhetjiik, hogy az oldat fémionjai, amint a hordozé feliiletét elérik,
ott semlegesitddjenek, és szilard fémbevonat formédjaban kivéaljanak.

Ekozben természetesen aramot mérhetiink, amelynek értéke aranyos lesz a fémlevalas reak-
ciésebességével. Példaul a rézlevalasztas folyamata sordn az oldat réz(I)-ionjai (Cu?*) két elektron
(e7) felvételével fémréz (Cu) formaba keriilnek,

Cu*" +2¢~ — Cu, (1.1.1)

amely reakcié kozben a rendszeren mélonként 2F (F = 96485,3 C mol™! az tin. Faraday-allando)
toltés halad at.

E folyamat kozben feltételezhetjiik, hogy minden olyan rézion, amely a feliiletet eléri, ott egybol
fémrézzé alakul; a rézionok koncentracidja az oldat/fém hatarfeliilet kézvetlen kozelében tehét zérus.
Mivel az oldatba meriil6 fém a rézionokat folyamatosan fogyasztja, az oldat fémfeliilethez kozeleso
része is rézionokban folyamatosan szegényedik. Bizonyos kisérleti koriilmények kozott — ilyen az in.
Cottrell-kisérlet is — kimondhaté, hogy a koncentracié idébeli megvaltozasat a

oc B DGQC

a —_— ﬁ (1.1-2)

parciélis differencidlegyenlettel irhatjuk le, amelyben D a fémionok diffiziés egyiitthatéja. (Az egyen-
letrél és analitikus megolddsardl késébb, a 4. fejezetben még lesz sz4.)

Megmutathat6, hogy az ilyen rendszerekben a mérheté j aramstiriiség (a feliiletegységre vonatkoz-
tatott dram) idéfiiggését az in. Cottrell-egyenlettel irhatjuk le:

D
| = nFc™y — 1.1.3
j=nEey |2 (113)

ahol n a reakciéra vonatkozé elektronszam (az 1.1.1 egyenletben ez 2), és ¢ a tombfazisbeli (az
elektr6dtdl végteleniil tavol 16v6, és ezért a kisérlet soran meg nem valtozd) koncentracié. [3], [4], [5].



1 Bevezetés. Kémiai hattér 1.2 Motivacid

1.2. Motivacié

Az elektrokémiai fémlevalasztas egy régota vizsgalt, és meglehetGsen nagy kutatasi hagyomannyal ren-
delkezo kérdéskor, amely szamos technoldgia alapjat jelenti. Ujabban az elektrokémiai fémlevalasztas
egyre nagyobb szerepet kap a mikroelektronikai iparban is, ahol a félvezet6 alapi integralt aramkorok
fémes részeit elektrokémiai levélasztassal készitik el [2]. Ez gyakran igen finoman mintdzott (néhény
10 nm szélességii arkokat tartalmazo) felilletek kompakt fémréteggel (hagyoményosan rézzel, ijabban
kobalttal vagy akar nikkellel) torténé bevondsat jelenti.

25 pm

1. dbra. Ilusztracié a jol miikodd fémlevalasztashoz.

Egy jél miikodd technoldgia esetén a levalasztott fémréteg a levalasztas soran elészor az arkokat
és a kisebb (a sziliciumlapok kozotti atvezetéseket biztosit6) lyukakat kell, hogy kitoltse, majd a
rétegnek egyenletesen kell névekednie egy bizonyos vastagsagig (ldsd 1. 4bra' ). Ez a ,szelektiv
levalds” jellemzoen a levalaszté fliirdé megfelelé adalékolasaval érhetd el; ilyenkor a fémlevalasztas
sebességét az adalékanyagok lokalisan megvaltoztatjik.

E tobbdimenzids, és kémiai szempontbdl sem egyszerli probléma analitikus kezelése sajnos lehetet-
leniil bonyolult feladat lenne — egyszerli analitikus megolddsok, mint példaul a Cottrell-egyenlet, pedig
bizonyosan nem elérhetdk. A fémlevélasztdsi technolgéidk elméleti kezelése sordn ezért elsGsorban
numerikus maédszerek hasznalatiara hagyatkozunk: e ponton tehat kimondhatd, hogy a jé nume-
rikus médszerek megtaldlasa kulcskérdése lehet a sikeres technoldgiafejlesztésnek is. A numerikus
mobdszerek tesztelését viszont nyilvanvaléan nem érdemes bonyolult kérdésekkel kezdeni: szakdolgoza-
tomban tehat ahhoz a célszerli megolddshoz folyamodtam, hogy a kiilonb6z6 numerikus mddszereket
egy olyan rendszer (éppen a Cottrell-kisérlet) vizsgalatdval hasonlitsam Ossze, ahol az analitikus meg-
oldés is elérheto, és igy a mdédszerek hatékonysdga kozvetlentil is mérhet6. Remélhetd, hogy az egyszerii
és ellen6rizhet6 koriilmények kozott jobban miik6dé numerikus médszerek majd a bonyolultabb (mér
technolégiai szempontbdl is relevéns) problémék vizsgélatakor is hatékonynak bizonyulnak.

! Az dbra forrdsa: https://www.nature.com/articles/srep46639


https://www.nature.com/articles/srep46639

2 Matematikai modell

2. Matematikai modell

Ebben a fejezetben bemutatom a sziikséges matematikai alapfogalmakat. Mivel a szakdolgozatnak nem célja a differen-
cidlegyenletek explicit megolddsi mddszereinek bemutatdsa, illetve a sziikségtelen hossziusag elkeriilése is szempont volt,
ezért ezeket nem részletezem. Azonban egy rovid bevezetd erejéig itt megemlitem a differencidlegyenletekkel kapcsolatos
alapvetd ismeretek, tételek és dsszefiiggések, amely ismeretekre a késébbiekben tdmaszkodni fogok. A bevezetd utdn a
Laplace-transzformdciordl és alkalmazdsdrdl lesz sz, aminek fontos szerepe lesz az analitikus megoldds levezetésében. A
differencidlegyenletek fejezetnél a [16], [17], [18] forrdsokbdl épitkeztem, a Laplace-transzformdcid alfejezetekhez [19], [20]
szakirodalmakat haszndltam fel.

2.1. Differencialegyenletek

2.1.1. Definicié. (n-edrendii kozinséges differencidlegyenlet) Legyen F : R"™2 — R folytonos
fiigguény. F(t,z(t),i(t),i(t), ..., 2™ () = 0 n-edrendii kézonséges differencidlegyenlet, ahol z : R —
R az ismeretlen fligguény

2.1.2. Definicié. (Elsérendii explicit differencidlegyenlet) Legyen f : R? — R folytonos fiigguény. Az
z(t) = f(t,x(t)) elsérendd explicit kozdnséges differencidlegyenlet, ahol z : R — R folytonos fiiggvény
x = xz(t) az ismeretlen fiigguény és t € R.

2.1.3. Definicié. (Cauchy-feladat) Legyen f : R"*1 — R" fiigguény, T C R" ! tartomdny. Az
T = f(t7 33)
x(0) = g

feladatot Cauchy-feladatnak, vagy mds néven kezdetiérték-problémdnak nevezzik, ahol xg € R™ adott
vektor. Az x(0) = xo adott vektor a megfeleld kezdeti feltétel.

2.1.4. Definicié. (Cauchy-feladat megolddsa) Legyen T C R Gsszefiiggd nyilt tartomdny és I C R
nyilt intervallum, tovabbd legyen f : T — R™ folytonos figguény. Ha az x : I — R™ differencidlhato
fugguényre teljesiilnek az aldbbiak:

o (t,xz(t)) € T mindent € I esetén,
o i(t) = f(t,z(t)) mindent € I esetén,
e x(ty) = po, ahol (to,po) C T,

akkor az xz(t) figgvényt az I intervallumon az f jobboldali explicit elsérendi kézonséges differen-
cidlegyenlet(rendszer) megolddsanak nevezzik az x(to) = po kezdeti feltétel esetén.

Az alapfeladat és az alapfogalmak definidldsa utédn most vizsgéaljuk az alabbi harom tulajdonsagot:
e Mikor létezik egy differencidlegyenletnek megoldasa? (Egzisztencia)

e Milyen feltételek mellett lesz egyértelmii a megoldas? (Unicités)

e A megoldds folytonosan fiigg-e az adatokt6l? (Stabilitds)

Létezés

2.1.1. Allitas. (Peano) Ha az f : R?2 — R folytonos figguény, akkor az 2(t) = f(t,x(t)) differen-
cidlegyenletnek barmely kezdeti feltétellel van megolddsa.

Egyértelmdiiség

Lemma. (kis Gronwall-lemma) Legyen u : [a,b] — R differencidlhato és tegyiik fel, hogy u(t) < Ku(t)
minden t € [a,b]. Ekkor u(t) < u(a)eXt=% minden t € [a,b].



2 Matematikai modell 2.1 Differencidlegyenletek

2.1.5. Definicié. (Lipschitz-feltétel ?) Azt mondjuk, hogy egy fiiggvény a mdsodik vdltozéjdban lips-
chitzes, ha ||f(t,z1) — f(t,x2)|| < L||x1 — 22| V (t,x1), (t,z2) €T, ahol az L nemnegativ dllandé az
un. Lipschitz konstans.

2.1.1. Tétel. (Picard-Lindeldf) Adott az ©(t) = f(t,x(t)) kozdnséges differencidlegyenlet. Ha az
f(t,x(t)) figgvény a mdsodik vdltozdjaban teljesiti a Lipschitz-feltételt, akkor a megoldds globdlisan
egyértelmd.

Folytonos fiiggés

Legyen T C R™*! tartomany, és jeldlje F a T halmazon folytonos, méasodik valtozéjdban Lipschitz
tulajdonsagu fiigegvények halmazat. A fent definidlt kezdetiérték feladat bemenetei f fliggvény és
(to,po) pont, mig a kimenete ®¢(,%9,po) a megoldds, és annak maximalis értelmezési intervalluma
I¢(to,po). A kimeneti adatok bemeneti adatoktdl valé fiiggését harom lépésben igazoljuk:

1. 1épés: a kimeneti adatok folytonosan fiiggenek py ponttdl.

2.1.2. Tétel. (Peano egyenlétienség) Tegyiik fel, hogy f € F figgvény a T halmazon egyenletesen
Lipschitz tulajdonsdgi a mdsodik vdltozdjiban. Ha § > 0 olyan, amelyhez létezik olyan I nyilt inter-
vallum, hogy I C I(t,q), minden |q — po| < & esetén, akkor minden t € I szdmra:

|4 (t, to, po) — @ (t,to, q)] < [po — q| - el71o0l,

Lemma. Legyen K C T kompakt halmaz. Ekkor barmely f € F fiigguény az egész K halmazon
egyenletesen Lipschitz tulajdonsdgi a mdsodik vdltozdjaban

2.1.3. Tétel. (folytonos fiiggés po-tol) Legyen f € F, ekkor minden (to,po) € T ponthoz és minden
I C I(tg,po) kompakt intervallumhoz létezik olyan 6 > 0 és L > 0, hogy minden q pontra, amelyre
(to,q) € T és |qg—po| <9 , fenndllnak a kovetkezdk:

o IC I(t07Q)
o |Ds(t,t0,p0) — s(t,t0,q)| < [po — gl - etlttol tel

2. lépés: a megoldas értéke folytonosan fligg az Gsszes bemeneti adattol a kiilénb6zo bemeneti
adatokhoz tartozé megoldasok kozos értelmezési intervalluman.
Legyen f € F és (to,po) € T rogzitett, I C I(tg,po) kompakt intervallum, amely belsejében tartal-
mazza a to pontot. Tovadbba legyen I' C T a {(t, ®(t,t0,p0)) : t € I} gorbe kompakt kornyezete és
jeldlje ||g|lr = maxr |g], ha g € F.

2.1.4. Tétel. (Altaldnos Peano egyenldtlenség) Létezik olyan L > 0, hogy minden (1,q) €T és g € F
esetén, amelyekre I C 14(7,q), valamint {(t,®f(t,7,q)) :t € I} C T, fenndll:

—to) L N =9llr, ppee
9410, 0) — Bt t0,0)| < (U1l + 117 = gllr)lr = tol + b — g ) - eHi=tol 4 I elimtal
3. 1épés: A kimeneti adatok folytonosan fiiggenek az Gsszes bemeneti adattol.

2.1.5. Tétel. (Folytonos figgés) Legyen f € F. Ekkor minden (to,po) € T ponthoz, minden I C
I(to,po) kompakt intervallumhoz és minden € > 0 szdmhoz, melyre T'c C T, létezik olyan 6 > 0 és
L > 0, hogy minden q pontra, melyre (to,q) € T, |7 —to| <9, |[¢g —po| <9, g € F, és|lg — fllr. <6
esetén fenndllnak az aldbbiak:

o [ Cly(7,q)
o fenndll az dltaldnositott Peano egyenldtlenség,

aholTe ={(t,p) €T :t € I,|p— P(t,to,po)| <€} C A.

Lipschitz-feltétel egy dimenzidban: Az f fiiggvény teljesiti a Lipschitz-feltételt, ha 3 olyan L > 0: | f(z) — f(y) |<
L|xz—vy]|, ahol z,y € D(f).
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2.2. Fejezetek a komplex fiiggvénytanbdl

A Laplace-transzforméacié egyik nagyon fontos gyakorlati alkalmazdsa allandé egytitthatéju differen-
cidlegyenletek és egyenletrendszerek megoldasa. Tekintsiik az egyik ilyen nevezetesebb tipusu egyen-
letet, a méasodrendi differencidlegyenletet:

a-y" +b-y +c-y=f(t)

ahol a, b, c adott konstansok, f(t) adott fiiggvény és y(t) az ismeretlen fiiggvény. A megoldési elv
a kovetkezO: "leegyszertisitjiik a problémat”, hiszen differencidlegyenlet helyett csupan egy algeb-
rai egyenletet oldunk meg. Differencidlegyenlet-rendszer esetén algebrai linearis egyenletrendszerre
vezetjik vissza a feladatunkat. A fejezet végén egy konkrét példan keresztiil szemléltetem a differen-
cialegyenlet megoldasat Laplace-transzformaciéval.

2.2.1. Laplace-transzformacié

Legyen ¢ egy valos valtozé, és f ennek valamely valés vagy komplex értékii fiiggvénye.?

2.2.1. Definicié. (Laplace-transzformdcio) A Laplace-transzformdcio az f valds vdltozdji - valds vagy
komplex értéki - fliigguényhez az aldbbi F komplex vdltozds fliggvényt rendeli:

F(s) ::/f(t)e_Stdt
0

Az ezen a mdédon elédllitott komplex s valtozdtdl fiiggd F(s) figgvényt nevezzik az f(t) valds vdltozds
fiigguény Laplace-transzformdltjdnak.*

Megjegyzés. Egyszeriibben a kovetkezoképp jeloljik az f fuggvény Laplace-transzformdltjdat:
Lifl=F

A definicié utdn a legfontosabb, hogy attekintsiik, milyen feltételeknek kell fennallnia ahhoz, hogy
egy f fliiggvénynek létezzen Laplace-transzforméltja. Ehhez annak kell teljesiilnie, hogy az s komplex
paramétertdl fiiggd improprius integral konvergens legyen, ahhoz pedig a kévetkez6 harom feltételnek
kell teljesiilnie:

1. Az f fliggvénynek egy véges hosszisagui intervallumon beliil legfeljebb véges szamu ugrasa legyen.
2. barmely tg < t1 <t < t9 intervallumra vonatkozo integralnak korlatosnak kell lennie.
3. teljesiiljon az alabbi két hatarérték relacio, ahol o < o, 0 > 0, n > O:

o limt" et =0
t—o00

e lime®.e 9t =0
t—o0
2.2.1. Allitas. A Laplace-transzformdacid linedris, tehdt az 0sszeget lehet tagonként transzformdlni és
a konstans szorzo a transzformdcio sordn kiemelhetd:

L [Z ¢ fi(t)] = Y L[fi(t)]
=0 =0

3 Altaldnos jelolés: a t valtozdval az id6t, x,y véltozékkal a térkoordinadtdkat szokds jelOlni, hiszen valamilyen
természettudomanyi modellt irunk le. Olyan jelenségeket vizsgalunk, amelyben f idofiiggvény értelmezési tartomanya
adott to € R esetén a t > to félegyenes, tehat ami egy to idépontban kezd&dé folyamatot, valtozast jellemez.

Yaz f fliggvényt szokas eredeti fiiggvénynek vagy generatorfiiggvénynek nevezni.




2 Matematikai modell 2.2 Fejezetek a komplex fiiggvénytanbol

f(t) F(s) f(t) F(s) f(t) F(s)
c 1 Nis , a
ceR ;' 7 \\/fﬁ sin(at) 12
mneN | VA — cos(t) 5y
e e (O +In(s) shiat)  ———
at 1 1 — E -in nis ch o L
t-e (s —a)? %.ln(t) \/:(C nd) + in(s)) hat) s2—a?

1. tablazat. Nevezetes Laplace-transzformaltak

2.2.2. A generatorfiiggvény derivaltjainak Laplace-transzformaltja

A kovetkezOben arra néziink eljarast, hogy egy generaltorfliggvény derivaltjanak hogyan allitsuk el6
a Laplace-transzformaltjat. Alkalmazzuk a derivaltra a definiciét:

L) = [ 50 e = [10) -7 = [ fO-9)ede = ~70)+ 5 [ ftre =
0 0 0
= s-LIf ()] -£(0).
——
F(s)

Tehét az L[f'(t)] = s- L[f(t)] — f(0) kifejezéssel megadhat6 az eredeti fiiggvény derivéltjanak a
Laplace-transzformaltja. Vegyiik észre, hogy az f(0) = 0 esetben f’(t) Laplace-transzformaltjanak
meghatarozasdhoz L[f(t)] fiiggvényt csak s-sel kell megszoroznunk. Most vizsgaljuk meg a masodik
derivalt esetén mi torténik:

LIf"(8)] = sLIF ()] = £(0) = s(sLUf(1)] = £(0)) = £(0) = LI ()] — s(0) — £(0).

Nyilvédnvaléan f(0) = f/(0) = 0 esetben itt egy s-tel valé szorzasrol van sz6. Osszehasonlitva az
els6 és masodik derivaltra vonatkozé Gsszefiiggéseket sejteti magat a kovetkezd formula:

LI (@) = s"LIF(B)] = 8" f(0) = "2 f/(0) = s"2£7(0) — ... = f"7D(0)

Konnyen beldthaté teljes indukciéval, hogy a fenti 6sszefiiggés fenndll tetszéleges n € NT esetén,
ami egyértelmiien kényelmesebb és révidebb, mint definicié szerint improprius integralokat meg-
hatdrozni.

2.2.3. Inverz Laplace-transzformacio

Eddig arra néztiink mddszereket, hogyan hatarozhatjuk meg egy generatorfiiggvény és derivaltjainak
Laplace-transzformaltjat, azonban a feladat megforditdsa is ugyanennyire hasznos, azaz most azt
mutatom be, hogyan hatarozhatjuk meg egy Laplace-transzformalt eredeti fiiggvényét.

2.2.2. Definicié. (Konvoliucid) Adott fi és fo generdtorfigguények. E két figgvény konvolicidjdn
(jele: f1 = f2) az alabbi dsszefiiggést értelmezzik:

t

(f1* f2)(t) :/f1(5)'f2(t—5)d5

0



2 Matematikai modell 2.2 Fejezetek a komplex fiiggvénytanbol

2.2.2. Allitas. Az aldbbi integrdlformula segitségével hatdrozhatjuk meg eqy adott F Laplace-
transzformdlt f generdtorfigguényét:

o+1i00

1
f(t) = 3 / F(s)-eds t>0.
T—100
Az L[f] = F Xkifejezés jeloli a f generdtorfiiggvény Laplace-transzformaltjat. Jelolje az inverz

kapcsolatot L~L[F] = f
2.2.1. Tétel. (Konvolucidtétel) Ha f transzformdltja F, g transzformdltja G, akkor:

LF(s) - G5 = (F0)(0) = [ F() - gt~ 5)ds
0

2.2.2. Tétel. (A generdtor figgvény derivdldsi tétele)

L7V F(s)] = L7 LS/ (0] + £(0)]
2.2.3. Tétel. (Transzformdlt derivdldsi tétele)
LTUF' ()] = —t- f(1)

Végezetiil j6jjon egy hasznos példa az eddig targyalt ismeretekre bemutatasara.

2.2.1. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet: y" +y =4-¢€t, y(0) = 4, y/'(0) = —3!
Tagonként eldallitva a Laplace-transzformaltat:

1
s—1

2. Y(s) = 5-y(0) —y/(0) + Y(s) = 4-

Felhasznélva a feladatban szereplé kezdeti feltételeket:

4
s—1

$2.Y(s)—4-5+3+Y(s) =

Az el6z6 atalakitdsokkal az eredeti feladatunkat visszavezettiik egy egyszerii algebrai egyenletre
Y (s)-re nézve, amelyet Y (s)-re rendezve:

4 4s — 3

YO =Gooern Tt

Alkalmazva a parcidlis tortekre bontast:

_ 2s 5 . 2
241 241 s—1

Y(s)

A téblazatbdl leolvasva az inverz transzformaltakat, megkapjuk a differencidlegyenlet meg-
oldésat:
y(t) = 2cos(t) — 5sin(t) + 2"

Ahogy az a megoldasi médszeren lathatd, sokkal egyszeriibben allitottuk elé a megoldast, mintha
az altalanos megoldasi mddszerrel szamoltuk volna ki a homogén egyenlet altaldnos megoldéasa
és az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasa segitségével. @




3 Numerikus modell: Numerikus mddszerek

3. Numerikus modell: Numerikus modszerek

Ebben a szakaszban a numerikus megolddsi modszereket fogom bemutatni. Egy kisebb motivdcids rész utdin a numerikus
analizis két jelentds agdval: az interpoldcicval és a kezdetiérték feladat numerikus megolddsdval fogunk megismerkedni.
Ehhez a fejezethez a [12], [13], [14] forrdsokat haszndltam fel.

3.1. Motivacidé

Miel6tt mélyebben megismerkednénk a kiilénb6z6 numerikus moédszerekkel és alkalmazéasaikkal,
tekintsiink at rovidebben néhany problémakort, amelyek kihangsulyozzak a numerikus analizis
fontossagat. Elészor is nézziink egy motivald példat!

3.1.1. Példa. Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték-feladatot!

y(t) = y(t)
1

y(t) konnyen meghatarozhaté akéar kozvetleniil is, y(t) = et. Tegyiik fel, hogy mi példaul t=0,5
helyen vagyunk kivdncsiak a felvett értékre. Ekkor y(0,5) = %% = /e. Mivel e irracionalis
szam, egy irraciondlis szambol gyokot vonva szintén azt kapunk. Tehat ilyen esetben nem
tudjuk meghatarozni a pontos megoldést, kénytelenek vagyunk ré egy kozelitést adni. @

A numerikus modszerek jelent6ségét kihangsulyozza, hogy sokszor nem tudjuk nélkiile megoldani
az adott problémat. Vannak olyan esetek is, amikor még ha meg is tudnank oldani az adott feladatot
numerikus médszerek nélkiil, azonban mégis inkabb azokat alkalmazzuk, példdul a koltséghatékonysag
miatt, vagy a hatalmas miveletigény elkeriilése szempontjabdl.

Utébbira példa lehet az egyenletrendszerek megolddsa vagy a sajatértékszamitds. Nagy métrixok
esetén sokkal konnyebb egy kozelitést adni, mint elemi mdédszerekkel meghatarozni a megoldast. Egy
példa az els6 esetre a numerikus integralds, hiszen egy hatarozott integral meghatarozasa soran sok
komplikaci6 léphet fel, tehat nem minden esetben tudjuk hasznélni a Newton-Leibniz-formulat®. Ilyen
eshetGség lehet példaul, hogy til bonyolult eléallitani az adott fiiggvény primitiv fiiggvényét, vagy
nem tudjuk®. Vagy olyan helyzetbe keriiliink, mint a motivéciés példaban. Esetleg az is eléfordulhat,
hogy nem ismerjiik magat a fliggvényt, amit integralni akarunk, erre egy magyarazat lehet, hogy csak
kevés adatot ismeriink, példaul, hogy az adataink mérési eredménybdl szarmaznak, azaz csak véges
sok pont all a rendelkezésiinkre.

A kovetkezé alfejezetekben numerikus megoldéasi médszereket mutatok be a kezdetiérték-feladat
témakorébol.

"Newton-Leibniz-formula: Tegyiik fel, hogy f integralhaté [a,b]-ben. Abban az esetben, ha F folytonos [a,b]-
n, differencidlhaté (a,b)-n és Vo € (a,b)-re teljesiil, hogy F'(x) = f(z), akkor az f fiiggvény hatdrozott integrilja:

b
[ 1@ do = FO) - F(@)
®Ilyenek fiiggvények példaul: [e~ = dz, [ sin) g, [ @dm,fsin z’dx

T

8



3 Numerikus modell: Numerikus mddszerek 3.2 Racshéldk és racsfiiggvények

3.2. Racshaldk és racsfiiggvények

El6szor is ismertetem a racshdldk és racsfiiggvények fogalmat, hiszen ezek fognak alapul szolgalni a
kezdetiérték-probléma numerikus megoldasahoz. A célunk egy olyan racsfiiggvény eldallitdsa, amely
jol kozeliti a Cauchy-feladat megoldasat. Legyen h > 0 adott szam és generaljunk racsfiggvényt a
kovetkezé médon a [0, 7] intervallumon:

wp i ={to=0<h<2h<3h<...<Nh=T}.
Jeloljiik innentdl ezeket a pontokat a kovetkezSképp:
tn,=nh n=0,1,...,.N h=T/N,
melyek ekvidisztans vagy mas néven egyenkozii racshalot alkotnak és h pedig a 1épéskoz.

3.2.1. Definicid. (Rdcsfigguény) Az yp = wp, — R figgvényt, azaz a rdcshald pontjaibél a wvalds
szdmok halmazdba torténd leképezést a wy, rdcshdlohoz tartozo rdcsfiggvénynek nevezzik.

X(t) A

Xt) + e
X(tg) 1
X(tn) T .
x(ts) .

X(tn1) T L

X(t2) T .

te t ty t3 tha  th
2. dbra. Récsfiiggvény

Olyan racsfiiggvényeket allitunk eld, amelyek jol kozelitik a kezdetiérték-probléma pontos meg-
oldasat:

yn(tn) =~ u(ty) t, € wy,

Tekintsiink egy (wp,) rdcshélé sorozatot, amelyre tegyiik fel hogy teljesiil, hogy van olyan t* € wy,
pont, amely minden h 1épéskoz esetén része a megfelel6 wy, racshalonak.

A — hy lepéskoz
— hy lépéskdz
— hylépéskdz
— hglépeskoz

— hg lépéskidz

hq ho=2h4 hs hy hs - t'= I'Ih]

Y

3. dbra. Példa racshalé sorozatra 5 fajta 1épéskoz esetén

3.2.2. Definicié. (Jo kozelités) Azt mondjuk, hogy az (yn) rdcsfiggvénysorozat jol kézeliti az u(t)
megolddst eqy t* rogzitett pontban, ha

li t*) —u(t*) |= 0.
lim | 45 (%) — u(t) |= 0



3 Numerikus modell: Numerikus modszerek 3.3 Numerikus mddszerekkel kapcsolatos alapfogalmak

3.3. Numerikus médszerekkel kapcsolatos alapfogalmak

A numerikus médszer ismertetése elott tekintsiik at a legfontosabb tulajdonsagaikat, illetve hogy mik
a f6bb elvardsaink veliik szemben. Az egyszerliség kedvéért vezessilk be a kozelitoé racsfliiggvényre
Yn = yn(ty) jelolést. Jeldlje y, a feladat kozelité megolddséat a t,, idépillanatban, mig u(t) pedig a
pontos megoldast.

3.3.1. Numerikus modszerek konvergenciaja és konzisztencigja

El6szor is fontos a hiba mértékének a jellemzése, amelyet a kovetkezEképp definidlunk.

3.3.1. Definicid. (Globdlis hiba) Jelolje ezentil e, a globalis hibdt, amely a kézelités és a pontos
megolddsa kiilonbsége: en(h) = yp, — u(t*), nh=t*, n=0,1,...,N.

A numerikus médszerrel szemben az alapvetd elvarasunk a kovetkezd:

lim e, (h) = 0. 3.3.1
lim en(h) =0 (3.3.1)

3.3.2. Definici6. (Pontbeli konvergencia) A numerikus mddszer konvergens a t = t* pontban, ha
h — 0 esetén a 3.3.1 egyenldség igaz.

3.3.3. Definicié. (p-edrendi konvergencia) A numerikus modszer p-edrendben konvergens, ha |y, —
u(t*)| = O(h?), azaz

li —u(t*)] =0

hli% |yn — u(t”)|

n—00

p-edrendben.

3.3.4. Definicié. (Konvergencia) A numerikus mdédszer konvergens (p-edrendben), ha [0,t] interval-
lum minden pontjdban az.

3.3.5. Definicié. (Konzisztencia rend) Azt mondjuk, hogy a numerikus mddszer p-edrendben appro-
zimdlja a pontos megolddst, ha mddszer approximdcids hibdjira < O(hP). FEkkor azt mondjuk, hogy
numerikus modszer konzisztencia rendje p.

3.3.2. Stabilitas, A-stabilitas

Az egylépéses modszerek egy tujabb fontos tulajdonsdgat vizsgaljuk. Tekintsiik az dgynevezett
Dahlquist-féle tesztfeladatot:

{y'u) = \y(t),
y(0) = o,
ahol A € C.

3.3.6. Definicié. (A-stabil) Azt mondjuk, hogy egy numerikus mddszer A-stabil, ha S = {z € C :
|R(z)| <1} D C7, ahol S a stabilitdsi tartomdny és R(z) a mddszerhez tartozd stabilitdsi fiiggvény.

3.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a numerikus modszer
e p-edrendben konzisztens,
o stabil.

Ekkor a numerikus maodszer p-edrendben konvergens.

10



3 Numerikus modell: Numerikus mddszerek 3.4 Euler-moédszerek

3.4. Euler-moddszerek

Az el6zéekben megismerkedtiink a racsfiiggvényekkel és a legfontosabb alapfogalmakkal. Most
kiilonb6z6 numerikus mddszereket ismertetek a racsfiiggvény elééllitasara.

3.4.1. Az explicit Euler-mdédszer

Tekintsiik az el6z6 fejezetben definialt Cauchy-feladatot:

u'(t) = f(t,u(t))
u(0) = up.

U (tn) = f(tn,u(ty)) minden n-re. Jelolje y, a pontos megoldds kozelitését a t,, idépillanatban, azaz
Yn ~ u(ty). Ekkor a Cauchy-feladat: u'(t,) = f(tn,u(t,)) minden ¢ € I-re. Felhaszndlva a haladé

) ” Yn+1 — Yn

véges differencids approximdciét u’(t, , mig a jobboldal esetén a kovetkezo kozelitést

alkalmazva: f(t,,yn) = f(tn, u(ty,)):

wzﬂtn,yﬂ) n=01,...N—1

Rendezve y,41-re a kdvetkezo Osszefliggést kapjuk:

3.4.1. Definicié. (Explicit Euler-mddszer)” Az aldbbi dsszefiiggést eqy lépéses eaplicit Euler-
modszernek nevezzik:

Ynt1 =  Yn+hf(tn,yn) (3.4.1)
Yo = Uo

Megjegyzés. Az explicit jelz6 arra utal, hogy a t, pontbeli érték ismeretében a t,11 pontbeli
kozelités megaddsa eqy behelyettesitéssel kiszdmolhato.

Tekintsiik az explicit Euler-médszert, és rendezziik a globdlis hibaegyenletet a kévetkezdképpen:
Yn = en + un. Ezt behelyettesitve az explicit Euler-mddszert leiré képletbe:

(en—i-l + Un—l—l) - (en - Un)

3 = [(tn,yn)
L = T [t e+ ) = | = () |+ [l n + ) =t )]
o w
Lﬂh_ n _ \Ilg) + 111%2) , ahol \1153) a lokalis approximaciés hiba.
3.4.1. Allitas. Az explicit Euler-mddszer elsérendben konzisztens.
Bizonyitds.
utni1) = ultn + h) = ults) + bt (tn) + O(h?)

felhasznélva, hogy f(tn,u(t,)) = v (ty,)

g = M) =) g0l ) £ O0R) Zult) |y o

Tehat az explicit Euler-mddszer elsérendben konzisztens. O

"Az 1768-as explicit Euler-médszer, vagy méasnéven haladé Euler-médszer (forward Euler method).

11



3 Numerikus modell: Numerikus mddszerek 3.4 Euler-moédszerek

Vizsgaljuk meg az explicit Euler-mddszert stabilitds szempontjabol:
Yn+1 = Yn + hf(tna yn)

Yn+1l = Yn + hAYn
bevezetve a z := hA jelolést:
Ynt1 = (14 2) yn
——
R(2)

Miutdn meghatéroztuk R(z) stabilitdsi fliggvényt, a 4. &bran lathaté az explicit Euler-mddszer
stabilitasi tartomanya.

stabilitasi
tartomany

4. dbra. Az explicit Euler-mdédszer stabilitasi tartomanya

Mivel C~ ¢ S, az aldbbi &llitds mondhaté el:
3.4.2. Allitas. Az explicit Euler-mddszer nem A-stabil.
3.4.3. Allitds. Az explicit BEuler-mddszer 0-stabil.

Mivel a mddszer O-stabil, illetve elsérendben konzisztens, igy a 3.3.1. tétel alapjan az alabbi
kovetkezményt kapjuk:

3.4.4. Allitas. Az explicit Euler-mddszer elsérendben konvergens.

3.4.2. Az implicit Euler-médszer

3.4.2. Definicié. (Az implicit Euler-mddszer) A kévetkezéképp definidlt mddszert implicit FEuler-
modszernek nevezzik:

Ynt1 = Yo+ 0 (a1, Ynir) (3.4.2)
Yo = Uo

Tekintsiik at az implicit Euler-mddszer legfontosabb tulajdonsagait.

Megjegyzés. Az implicit tulajdonsdg jelentése, hogy itt mdr a t,+1 pontbeli kozelités meg-
hatdrozdsa a t, pontbeli érték felhaszndldsdval nem olyan egyszeri, mint az explicit Fuler
mddszer esetén, hiszen itt eqy fiigguénybehelyettesités helyett dltaldban nemlinedris eqyenlet meg-
olddsdval adhato meg, tehdt miveletigény szempontjabol egyértelmiien koltségesebb ez a modszer.

3.4.5. Allitas. Az implicit Fuler-mddszer elsérendben konzisztens.

12



3 Numerikus modell: Numerikus mddszerek 3.5 Crank-Nicolson-modszer

Bizonyitds.
u(tn) = u(tni1 — h) = ultni1) — hul(thrl) + O(h2)
o) = ) 2l g () = ) = 2
W(tne1) + bt (the1) + O(R?) — u(ty,
b St ults)) = o) e FO0) = 0llot) 4y, = o)
Vagyis az implicit Euler-médszer elsérendben konzisztens. O

Hatérozzuk meg az implicit Euler-mddszer stabilitdsi fiiggvényét!

Ynt+1l = Yn + hf(tn-i-h yn+1)
Yn+l = Yn + hf)\yn—l-l

Yn+1-re rendezve és bevezetve a z := hA jelolést:

Yn+1 = 1

A 5. abrén az implicit Euler-médszer stabilitasi tartomédnya lathato.

mm stabilitasi
tartomany

5. dbra. Az implicit Euler-mddszer stabilitasi tartoménya

Mivel itt mar C~ C S, igy teljesiil az alabbi:
3.4.6. Allitas. Az implicit Fuler-mddszer A-stabil.

Az A-stabilitds és az elsérendli konzisztencia a 3.3.1. tétel alapjan szintén biztositja az alabbi
kovetkezményt:

3.4.7. Allitas. Az implicit Fuler-mddszer elsérendben konvergens.

3.5. Crank-Nicolson-modszer

Allitsunk el récsfiiggvényt gy, hogy vegyiik az explicit Euler-médszer és az implicit Euler-médszer
szamtani kozepét:

Yn+l —Yn _

h N [f(tn, Yn) + [ (tnt1s Yns1)

N | =

13



3 Numerikus modell: Numerikus mddszerek 3.5 Crank-Nicolson-modszer

3.5.1. Definicid. (Crank-Nicolson-mddszer) Az igy elédllitott formuldt Crank-Nicolson- mddszernek,
vagy masnéven Trapéz-szabdlynak nevezzik:

h
Yntl1 = Yt g [f(tnayn) + f(tn—i-layn-i-l)] (3.5.1)
Yo = Uo
Vizsgaljuk meg ezt a mdédszert is konzisztencia és stabilitas szempontjabol.
3.5.1. Allit4s. A Trapéz-maodszer masodrendben konzisztens.
Bizonyitds.
h2
w(tpe1) = u(ty + h) = u(ty) + hu'(t,) + ?u"(tn) + O(h?)
U (tpy1) = U (tn + h) = o' (tn) + hu” (t,) + O(h?)
thot) —u(ty,) 1 tno1) — ulty,
\I}v(ml) = _U( +1) U( ) +3 [f(tnaun) + f(tn—i-lyun-i-l) = _U( +1) U( ) +
h 2 h
h2
1 u(ty) + hu'(ty) + 7u"(tn) + O(h?) — u(ty)
+ 3 [u'(tn) +u’(tn+1)] S - +
1
T [ )+ () + b (k) + O(R)] = O(?)
azaz, a Trapéz-modszer masodrendben konzisztens. O

Meghatarozva a Crank-Nicolson-mddszer stabilitasi fiiggvényét:

h
Yn+1 = Yn + 5 |:f(tna yn) + f(tn-i-la yn+1)]

h\ h\
Yntl = Yn + = Yn + = Yn+1
2 2
_ 1+ 2/2
Yn+1 = 1_Z/2:Un
———
R(z)

A 6. abrén lathaté, hogy C~ C S, igy ennél a mddszernél is elmondhaté az aldbbi allités.

mm stabilitasi
tartomany

A

6. dbra. A Crank-Nicolson-mddszer stabilitdsi tartoméanya

3.5.2. Allitas. A Crank-Nicolson-mddszer A-stabil.

14



3 Numerikus modell: Numerikus mddszerek 3.6 A O©-séma

A Trapéz-szabdly A-stabilitdsa és a masodrendii konzisztenciaja mar egy magasabb konvergencidt
tesz lehetové, mint az eddigi mdédszereknél:

3.5.3. Allitas. A Crank-Nicolson-mddszer mdsodrendben konvergens.

3.6. A O-séma

A Crank-Nicolson-médszer masodrendli konvergencidja utan felmeriil a kérdés, hogy van-e mas
méasodrendil egylépéses mddszer. A valasz a kovetkezd eljarast vizsgalva megkaphato:

3.6.1. Definicié. (0-séma) Legyen 6 € [0,1] régzitett szam. Az aldbbi eljdrdst 0-sémdnak nevezzik:

Ynt+1 = Yn + h |:(1 - e)f(tm yn) + Hf(t”""l’ y”+1):| (361)
Yo = W

3.6.1. Allitas. A ©-séma csak © = 0,5 esetén masodrendben konzisztens, mdas © esetén csak elsérendi
a konzisztencia.

Bizonyitds.
_ _ / }ﬁ " hig " 4
w(tpy1) = u(ty + h) = u(t,) + hu'(t,) + ik (tn) + a0 u' (t,) + O(h%)
h2
W (the1) = W (tn + h) = o/ (t,) + hu' (t,) + ?u’”(tn) + O(h?)

_ u(tni1) — u(tn)

v = - + (1= ©)f(tn, un) + Of (tns1, uns1) =
h? h3
u(ty) + hu'(ty) + ?u”(tn) + —u"(t,) + O(h*) — u(ty,)
—_ — h 6 —|-
h2
+ ' (tp) — OU' (t,) + © (u’(tn) + hu" () + Eu’”(tn) + (’)(h3)) =
-ﬁw@)fﬁmm)+om%+@mw)+@ﬁww)

Ahonnan kovetkezik, hogy a masodrendii konzisztencidhoz az aldbbi egyenletnek kell eleget tenni:

h
21 0h=0
2" ’

ami csak akkor fog teljesiilni, ha © = 0,5. Tehat csak ebben az egy megvélasztasban teljesiil a
masodrendii konzisztencia, a tobbi esetben csak elsérendli konzisztencia biztositott, magasabbrendi
konzisztencia kénnyen lathatéan nem érhetd el. O

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a megfeleld megudlasztasokkal az el6bb definidlt modszereket
kapjuk vissza: 6 = 0,1, % rendre az explicit, implicit Euler-mddszer €s trapéz maodszer.

3.7. A Runge-Kutta modszer

Az el6z6 alfejezetekben lathattuk, hogy kezdetiérték problémara az eddig ismertetett egylépéses
modszerek legfeljebb mésodrendli konvergenciat biztositanak. Az ilyen moédszerek elballitasa
kétféleképpen lehetséges, a kovetkezd kettd alfejezet ezzel foglalkozik. Most az aldbbi kérdésre ke-
ressiik a valaszt: gydarthaté-e magasabb rendben konvergens explicit médszer? Szarmaztassunk egy
ilyen eljarast, az explicit Euler-mddszerbol kiindulva:
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3 Numerikus modell: Numerikus mddszerek 3.7 A Runge-Kutta médszer

Yn+l = Yn + hf(tna yn)-

Az alapotlet, hogy itt most a wp racshalé koztes értéket haszndljuk fel, jelen esetben a fe-
lezépontokat, hiszen ez jobb kozelitést tesz lehet6vé, mintha a végpontok meredekségét alkalmaznédnk.

—— aracshalé pontjai
koztes pontok

| , . ,
} t } }
to to+0,5h ty t1+0,5h ty t,+0,5h [

fgy a kovetkezd egyenlet all el6

Yn+0,5 Yn
T TR f 7.1

amelyet rendezve y,405-re a kovetkezét kapjuk

Ynt0,5 = Yn + 0,50 - f(Ln, Yn). (3.7.2)

Miésrészt felhasznalva a kovetkezd tulajdonsagot

Yn+1 — Yn — ¢

h (tn+0,5? yn+0,5)7 (373)

Yn+1 = Yn + I f (tn+%7yn+%) ) (3.7.4)
végiil a 3.7.4 egyenletben y, . 1 helyére a 3.7.2 helyettesitést végrehajtva a kovetkezo eljardst kap-
2
juk:
Yn+1 = Yn + hf (tn + 0,50, yp + 0,50 f (tn, yn)) - (3.7.5)
3.7.1. Definicié. (Javitott Euler-mddszer) A 3.7.5 iterdciot javitott Euler mddszernek nevezzik.

A 7. dbran a javitott Euler-mdédszer geometriai interpretdcidja tekintheté meg. Lényegében olyan,
mintha két explicit Euler-moédszert alkalmaznédnk, ami tobb miiveletigényt eredményez, cserébe viszont
nem kell megoldanunk nemlinedris egyenletet.

o tosnz 4
7. dbra. A javitott Euler-mddszer miikodésének vizualizécidja

Vezessiik be a 3.7.5 egyenlethez az aldbbi jeloléseket és taroljuk az egylitthatdkat a kovetkezd
tablazatban.
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3 Numerikus modell: Numerikus mddszerek 3.7 A Runge-Kutta médszer

k1 = f(tmyn) 0 0 0

ko = f(tn + 0,5h, yn + 0,5hk1) 0505 0

0 1
yn+1:yn+h'(0'k1+1'k2)

A jobb oldalon 1évé tablazatot Butcher-tablénak, vagy Butcher-tdblanak nevezziik. Az ilyen tipusi
modszereket altalanosan a kovetkezoképp irjuk le.

3.7.2. Definicié. (explicit s-lépcsés Runge-Kutta mddszer) Az alabbi formuldt explicit s-lépcsds
Runge-Kutta modszernek nevezzik:

kl = f(tna yn)

ky = f(tn + azh, yn + hba1k1)
k3 = f(tn + azh,yn + h (b3,1k1 + b3 2k2)

ks = f(tn + ash7 UYn + h (bs,lkl + bs,2k2 +...+ bs,sflksfl)
Ynt+1 = Yn + h(glkl +...+ Usks)

aholas,as,...as,b21,031,032,...bs1,bs2,...b0s 51 tetszdleges, szabad paraméterek, o; (i =1,2,...,n)
0 (0 0 0 0 0 0
az | b1 0 0 0 0 0
as b3’1 b3,2 0 0 0 0
ag | by bsz byz 0 0 0
as bs,l bs,2 bs,3 .. bs,sfl 0
o1 02 03 ... Os 0

2. tabldzat. Altaldnos explicit s-1épcsés Runge-Kutta mddszer Butcher tabléja

A javitott Euler-médszerrél kovetkezé mondhaté el konzisztencia szempontjabdl.
3.7.1. Allitas. A javitott Buler-mddszer masodrendben konzisztens.
Vannak-e még ilyen tipusi masodrendli médszerek? A kérdést a kovetkezd allitas valaszolja meg.

3.7.2. Allitas. A 2-lépcsds, explicit Runge-Kutta mddszer mdsodrendben konzisztens pontosan akkor,
ha fenndllnak az aldbbi dsszefiiggések:

l.og+o2=1
2. 092 Qg = 0,5
3.00-b21 =05

3.7.3. Allitas. Az s-lépcsds, explicit Runge-Kutta modszer maximadlis pontossdgi rendje p:
1<s<4 p=s

5<s<7 p=s—1

8<s<10 p=s—2

Az explicit Runge-Kutta tipusi mddszerek két masik nagyon fontos tulajdonsiga a stabilitas és
a konvergencia, amelyet csak vazlatosan ismertetek [13] alapjan. A Runge-Kutta mdédszer stabilitési
fiiggvénye a kovetkezd
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3 Numerikus modell: Numerikus modszerek 3.8 Linearis tébblépéses modszerek

P s

1 _

R@:1+§z%ﬁ—§ KT AR Le). (3.7.6)
k=1 k=p+1

A 3.7.3 allitast felhaszndlva p = s miatt p = 1,2, 3, 4 esetén a mdsodik szumma eltiinik

p
1
_ k
R(z) =1+ . (3.7.7)
k=1

tehat az explicit Runge-Kutta tipusi moddszerek stabilitasi fiiggvénye egy legfeljebb s-edfoku po-
linom. Mivel |z| — oo esetén lim |R(z)| = oo, ezért a stabilitdsi tartomany nem tartalmazza a teljes
C~ félsikot, igy a kovetkezd mondhaté el.

3.7.4. Allitas. Az explicit Runge-Kutta tipusid mdodszerek nem A-stabilak.

Im

4 o a4
Im
o -

4 4
5 -4 3 2 1 0 1 2 5 -+ 3 2 1 o 1 2
Re Re
4 4
3 3
2 2
1 1
Eo Eo
1 1
2 2
3 3
4 4
5 -4 3 2 1 0 1 2 5 -+ 3 2 1 o 1 2
Re Re

8. dbra. Az els6-, masod-, harmad-, és negyedrendii explicit Runge-Kutta mdédszerek abszolit stabi-
litasi tartoméanya.

Ahogy a 8. abran is lathato a rend novelésével egyiitt no a stabilitasi tartomany mérete, azonban
a stabilitasi tartomanynak nem lesz része a teljes baloldali félsik.
Az explicit Runge-Kutta tipusi mddszerek konvergencidjardl az aldbbi mondhaté el.

3.7.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a kezdetiérték-feladatban f folytonos figguény és a mdsodik vdltozdjdiban
lipschitzes. Ekkor egy p-ed rendben konzisztens explicit Runge-Kutta tipusi mddszer p-ed rendben
konvergens is.

3.8. Linearis tobblépéses modszerek

Eddig olyan numerikus mddszerekrol volt szd, amelyeknél az aktudlis rdcshalé-pontbeli kozelitéshez
(tnt1) csak az 6t kozvetlen megel6z6 racspontot (¢,) hasznéltuk fel. Noha a Runge-Kutta tipusi
modszereknél a két racspont kozott s darab pontban értékeket szamitottunk ki és azokat is fel-
hasznaltuk, de a f6 kiillonbség, hogy itt csak wy, racshalé pontokat alkalmazunk. A linedris tobblépéses
modszerekrél a legfontosabb ismereteket [12] és [13] alapjan foglalom Gssze.
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3 Numerikus modell: Numerikus modszerek 3.8 Linearis tébblépéses modszerek

3.8.1. Definicié. (Linedris tébblépéses mddszer) A kévetkezd képlettel értelmezett eljardst linedris
tobblépéses maodszernek nevezziik

agYn + a1Yn—1+ - .- + GYn—m
h

=bofn +b1fn-1+ ...+ bnfa—m, (3.8.1)

aholn=m,m-+1,... és ag,ai,...,am,bo,b1,...,b, adott rogzitett paraméterek.

Abban az esetben, ha by = 0 explicit linedris tobblépéses modszerrdl beszéliink, by # 0 esetén a
modszer implicit.

3.8.1. Példa. m =1 esetén nyilvdnvaloan egylépéses modszereket kapjuk vissza, ahol a 3.8.1

a kovetkezoképp dll eld

aoYn + A1Yn—1 o b(]f T blf .
= n n—1-

h
Az aldbbi megudlasztisokkal, az eddig ismertetett eqylépéses mddszereket kapjuk vissza:
ag=1,a1 = —=1,bg =0 és by =1 - explicit Euler-mddszer,
ag=1,a1 = —1,bg =1 és by =0 - implicit Euler-maodszer,
ag=1,a1 = —1,bg = 0,5 és by = 0,5 - Crank-Nicolson-mddszer.
Tekintstik a paraméterek elsé megvdlasztds és legyen ag = 2,a1 = —2,bg =0 és by =1

paramétereket alkalmazva
2yn — 2yn—1
h

amely szintén az explicit Euler-mddszert adja és 2-vel leosztva

= 2fn—17

Un _hyn—l = fn71~

Tehat a két eljarast ugyanazt az eredményt adja, ezért azt mondjuk, hogy két numerikus
modszer ekvivalens, ha a kezdeti adatokbol ugyanazt a megoldast adjdk, azaz megvalasztasok
konstansszorosa kozott nem teszilink kiilonbséget. ¢

A 3.8.1 példdban bemutatott problémat elkeriilendé, a 2(m + 1) paraméterbél az egyiket lefixdljuk
az egyértelmiiséget biztositva az ag = 1 normalizal6 feltétellel, ezaltal mar csak 2m + 1 szabad pa-
raméter all a rendelkezésiinkre. Szokdas még az ag = 1 helyett egy mésik normalizalé feltételt megadni,

> bp=1 (3.8.2)
k=0

A mddszer ismertetése utan j0jjon annak harom legfontosabb tulajdonsiga; konzisztencia, stabilitas
és konvergencia.

3.8.1. Tétel. (A p-ed rendiiség feltétele) Azt mondjuk, hogy a 3.8.1 linedris tobblépéses numerikus
mddszer p-ed rendben konzisztens, ha a paraméterekre teljestilnek az alabbi feltételek:

ap =1 (3.8.3)
m
> ap=0 (3.8.4)
k=0
1 . L
= Kag+ Y KT =0 j=1,2,...p. (3.8.5)
J k=0 k=0
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3 Numerikus modell: Numerikus modszerek 3.8 Linearis tébblépéses modszerek

3.8.2. Tétel. Egy m-lépéses implicit linedris tobblépéses maodszer maximadlis rendje 2m, az explicit
linedris tobblépéses modszeré 2m — 1.

Vezessiik be a kovetkezd kép polinomot

0(&) =) ar™ ", (3.8.6)
k=0

o(§) =) b (3.8.7)
k=0

3.8.2. Definicié. (Elsé és masodik karakterisztikus polinom) 3.8.6 és 3.8.7 legfeljebb m-edfoki poli-
nomokat az m-lépéses linedris tobblépéses maodszer elsd illetve mdsodik karakterisztikus polinomjdnak
nevezzik.

3.8.3. Tétel. Egy linedris tébblépéses maodszer pontosan akkor konzisztens, amikor a karakterisztikus
polinomjaira érvényesek az aldbbi dsszefliggések:

01)=0 é d(1)=a(1) (3.8.8)

3.8.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy linedris t6bblépéses mddszer kielégiti a gyokkritériumot, ha
a 0(§) = 0 karakterisztikus egyenlet § € C gydkeire a |§k| < 1 és a |&| = 1 tulajdonsdgi gyokok
egyszeresek.

3.8.4. Tétel. Ha eqy linedris tobblépéses maodszer konzisztens és érvényes rd a gyokkritérium, akkor
konvergens is.

3.8.4. Definicid. (Erdsen stabil mddszer) Azt mondjuk, hogy egy linedris tobblépéses mddszer erdsen
stabil, ha kielégiti a gyokkritériumot és csak a & = 1 az egyetlen eqy abszolut értéki gyoke.

3.8.5. Tétel. Egy erdsen stabil m-lépéses linedris tobblépéses maodszer legfeljebb m + 1-ed rendi lehet.

3.8.6. Tétel. Az explicit linedris tobblépéses mdodszerek nem A-stabilak, illetve az A-stabil linedris
tobblépéses maodszerek maximdlis rendje 2.

Vegyiik a 3.8.1 linearis tobblépéses mddszert az alabbi megvalasztasokkal
a=1 a=-1,a3=...=a, =0. (3.8.9)

3.8.5. Definicié. (Adams-tipusi mddszerek) A 3.8.1 iterdciét a 3.8.9 meguvdlasztasokkal Adams-tipusi
modszereknek nevezzik:

Lhy”‘l = bifuse (3.8.10)
k=0

Adams-tipusi médszerek esetén m + 1 megvalaszthaté paraméter van, a by egyiitthatok. Itt is
nyilvan by = 0 esetén explicit (Adams-Bashforth-mddszer), by # 0 esetén implicit a mdédszer (Adams-
Moulton-médszer).
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4 Szamitégépes modell: Cottrell-kisérlet

4. Szamitégépes modell: Cottrell-kisérlet

A szimuldcié alapjdul [1] szolgdlt, kiegészitve [15] parcidlis differencidlegyenletek ismertetésével.

4.1. Az analitikus megoldas

A Cottrell-kisérlet az egyik legrégebbi elektrokémiai probléma, amit legel6szor Frederick Gardner
Cottrell ismertetett 1903-ban. Eloszor a kisérlet egy ismert analitikus megoldasat fogom levezetni,
majd ezutdn a szimuldcidt elvégezve az eredmények kozvetleniil Osszehasonlithatéak az analitikus
megoldassal. Fick II. torvényét az aldbbi mésodrendii parcialis differencidlegyenlet irja le:

dc(x,t) 0?c(x,t)

S =D (4.1.1)

ahol z térbeli és t id6beli valtozo, c(x,t) fiiggvény a koncentriciét jeldli, valamint D a diffuziés
egyutthato.

Megjegyzés. Az analitikus megoldds felvdzoldsa eldtt tekintsik dt az dltaldnos diffizids egyen-

letet. Legyen t az id6beli vdltozd, x1,...,x, az n darab térbeli valtozo, ¢ a koncentrdcid. Az
dttekinthetdség érdekében legyen ¢ := c(x1,...,Tn,t):

Szakdolgozatomban azt az esetet fogom vizsgdlni, amikor az iddbeli vdltozo mellett csak egy darab
térbeli vdltozo van, illetve a D diffuzids egyiitthato nem figg semmitdl, egy konstans, valos szam.

A 4.1.1 egyenlet a diffizids egyenlet, amely megadja a koncentracié idébeli valtozasat egy adott
helyen az ott 1évo hely szerinti koncentricié valtozas fiiggvényében, tehat a koncentraciévaltozas
sebessége aranyos az adott hely szerinti mésodik derivaltjaval.

Megjegyzés. Tekintsik a linedris mdsodrendi parcidlis differencidlegyenletek dltaldnos alakjat

n n
Z ajkajé?ku + Z bjé?ju +cu=f,
3 k=1 j=1

ahol aji,bj,c és f: Q — R adott figguények. A mdsodrendi forészikben linedris és mdsodrendi
linedris parcidlis differencidlegyenleteket a férészik alapjan osztdlyozzuk. Legyen xg régzitett és
vezessiik be az A(xg) jelolést az elébb felirt parcialis differencidlegyenlet altaldnos alakjdban a
forész egyuitthatoibol képzett n x n mdtrizra

A(wo) = [ajk(20)]jp=1-

Tovdbbd vezessiik be az nt(z),n (z) és n’(x) jelsléseket rendre a pozitiv, negativ és 0
sajdatértékek szamdra. Az egyenleteket a kovetkezdképp osztdlyozzuk

1) elliptikus, ha n™ =n vagyn™ =n

2) hiperbolikus, ha (nt =n—1ésn~ =1) vagy (nT =1ésn” =n—1)

3) parabolikus, han® =1 és (n™ =n—1 vagyn™ =n — 1)

A diffizids egyenlet egy parabolikus egyenlet.
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4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.1 Az analitikus megoldés

A kitérok utan oldjuk meg analitikusan a 4.1.1. parcidlis differencidlegyenletet. Felirva a kon-
centracio t-szerinti Laplace-transzformaciéjat az aldbbi Osszefliggést kapjuk

C(z,s) = /c(x,t) et
0

A bal oldalra alkalmaztuk a generatorfiiggvény elsé derivaltjara vonatkozd Osszefiiggést, jobb ol-
dalon a koncentracié Laplace-transzformaltjat:

0?C(x, s)
) _ _p.22\"2)
s-C(z,s) — C(x,0) IO
rendezve a differencidlegyenletet:
oC(z,s) s .l

A Laplace-transzformacié alkalmazasdnak koszonhetéen a kiinduldsi mésodrendii parcidlis diffe-
rencidlegyenletet visszavezettiik egy konnyebb feladat megoldasara, hiszen a 4.1.2 egy egyvaltozos
masodrendli kézonséges differencidlegyenlet. Az inhomogén linedris masodrendii differencidlegyenlet
megoldasa el6all a homogén egyenlet altalanos megoldasa és az inhomogén egyenlet partikularis meg-
oldasaként, altalanosan:

o(t) = vo(t) + A-p1(t) + B - paft)

inhomogén egyenlet patrikularis megolddsa  homogén egyenlet dltaldnos megoldédsa

A homogén egyenlet:

0C (z, s) oC(z,s) s

— 40— ——=-C =0 4.1.3
0 S 2 o) =0, (113)
Keressiik meg a 4.1.3 egyenlet C(z,s) = e alakti megoldasait, vagyis alkalmazva ezt a behelyet-

tesitést:

)\Q-e’\x—l—()-)\e)‘m—%-e)‘m:()

Osszunk le e*-szel - amit ugye nyugodtan megtehetiink, mivel e’ > 0 - a kovetkezé masodfoki
egyenletet kapjuk, amely a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete:

)\2+0-)\7%:07

s s
melynek gyokei: \; = D és g = — D igy a linedris masodrendii differencidlegyenlet linearisan

. S ‘ S ( ,
fiiggetlen alaprendszere: 1 = exp (I 4 /5 ) és (g = exp <—:1c 4 /5 ), ezéaltal a homogén egyenlet

altalanos megoldasa:
A‘exp<x-1/; ) + B - exp (—:c- ;)

Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasa Cio, igy a 4.1.2 differencidlegyenlet altaldnos meg-
s

C($78>=?+A~6Xp<x'1/g>+B-6Xp<—x~ ;), (4.1.4)

ahol A és B egyelére ismeretlen valés szamok. Ez a két szdm az aldbbi két peremfeltételbol
egyszerlien meghatarozhato:

oldasa:
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4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.1 Az analitikus megoldés

e az elektrédtol tavoli tartomanyra nincs hatédssal az elektrédfolyamat, azaz a koncentracio értéke
T — 00 esetén Cop,

e az elektrdd feliileten a koncentracié 0 barmely ¢ > 0 esetén,

vagyis pontosabban:

t>0 esetén: lim c(z,t) = coo — lim C(x,s) = foo (4.1.5)
T—00 r—00 S

t>0 esetén: limc(x,t) =0 — lim C(z,s) =0 (4.1.6)
z—0 z—0

4.1.5 és 4.1.6 feltételekbol meghatarozhatjuk az eddig ismeretlen A és B egyiitthatdk értékét,
amelyek a kovetkezok: A =0és B = ~ 5 Egeket behelyettesitve a 4.1.4 altalanos megoldasba:
S

Cles) == e (o5 ) == (1-ew (=[5 ). @

FEzek utan transzformaljuk vissza a 4.1.7 egyenletet, tagonként véve az inverz Laplace transz-
formaltat, megkapjuk c(z,t) fiiggvényt. A bal oldal inverz transzforméltja trividlis, a jobboldalon
pedig az igy keresett

! [Cﬁ] = oo - L1 [ﬂ = Coo ' 1 = Coo,

-1 [C;O - exp (—:I:\/g )} = Coo - erfe (2;@) ;

inverz transzforméciokat végrehajtva megkapjuk a keresett c(x,t) fiiggvényt:

c(2,t) = s [1 — erfe <2\7th>] . (4.1.8)

A 4.1.8 egyenletben szerepld erfc(x) a komplementer hibafiiggvény és felhasznédlva az erfc(x) =
1 — erf(x) Osszefliggést a 4.1.8 a kdvetkezéképp all elé:

o(,t) = cooert (;ﬁ) . (4.1.9)

A 4.1.9. egyenletben 1év6 erf(x) fliggvény a Gauss-féle hibafliggvény, amely az aldbbi integrallal
definidlhato:

erf(z) = \/27? /6_“2du. (4.1.10)
0

Az elébb definialt hibafiiggvények grafikonja szerepel a 9. és a 10. dbrakon.
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4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.1 Az analitikus megoldés

Az Gauss-féle hibaftiggvény a [-2,2] intervallumon ) A komplementer hibafiggvény a [-2,2] intervallumon

erf(x)

9. dbra. A Gauss-féle hibafiiggvény 10. abra. A komplementer hibafiiggvény
erf(x) erfc(x)

A 11-12. dbrékon lathaté a koncentracié fliggvény, illetve haromdimenzids grafikonja.
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11. dbra. A koncentricié fiiggvény grafikonja a 12. dbra. A koncentracié fliggvény grafikonja
rogzitett T=7 id6pillanatban c(z, 7). harom dimenziéban

t
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4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.2 A kisérlet szimulécidja

4.2. A kisérlet szimulaciéja
4.2.1. A numerikus megoldas alapja
Vizsgaldédasunk targyat tovabbra is a diffuzids egyenlet, vagyis a

Jc(x,t) D 0%c(x,t)

ot 0z2

parcialis differencidlegyenlet képzi. Az el6z6 alfejezetben elballitottuk az analitikus megoldést,
a kovetkezOkben a numerikus megolddsok ismertetésére keriil sor. FEzeket a kozelitéseket vetjiik
Ossze egyfeldl a pontos megoldassal, illetve ezek egymashoz viszonyitott teljesitményét és viselkedését
elemezziik.

Legyen ¢ € R"*! a koncentraciévektor, amelyben kezdetben az elsé elem kivételével minden kom-
ponens értéke a tomeg koncentracidval, co-tel egyenld. Felhaszndlva az egyik peremfeltételt, miszerint
a koncentréacio az elektrdd feliiletén nulla minden ¢ > 0 idépillanatban, igy a kovetkez6 kezdovektort
kapjuk a koncentréciéra:

0) = (0, Coos Coos - - -5 Coo) .- (4.2.1)

Ne feledjiik, hogy nem csak a kezd&vektorban 0 az elsé elem, hanem minden egyes iteracid
elvégeztével is a koncentraciovektorban.

c(

1 i-1 i i+1 n-3 n-2 n-1
- -
3 1 \
He=) \ \
= \ A A
S [ '. '.
o . | |
~e ' Cq Ci1 ! Cj !Ci+1 Chs Ch-2 Ch-1
et 1 1 1
X 1 1 1
2 l' l, l'
L 1 Il ,l

(A—) - <
X
Jbal  Jjobb

13. dbra. A Cottrell-kisérlet digitélis szimulaciéjanak felvdzolasa

A 13. &bra szemlélteti a kisérlet szimuldciéjat. Ismerjik kezdetben a koncentraciét n + 1 helyen,
azt fogjuk megvizsgalni, hogy adott helyen hogyan véltozik a koncentracié At id6lépések elteltével.
Felhasznédlva Fick I. torvényét, ami az anyagfluxus (anyagaramlds) és a koncentrécié gradiens kozti
aranyossagot irja le, a kdvetkezd Osszefiiggéseket kapjuk

Anpg) Ci — Ci—1
— - _p. 2 7= 4.2.2
Tbal = A, Ay (4.2.2)
Anjop Ci — Cit1
N - _p. X T 4.2.
Jjobb A-At Azx (4.2.3)

4.2.2 a 1 helyre bedaramlé anyagdaramlast irja le a ¢ — 1 helyrol, vagyis a bal szomszédjabdl, mig
a 4.2.3 ai helyrdl a i+1 pontba, vagyis a jobb szomszédba tévozo6 fluxust. A Anya és Anjony, az anyag-
mennyiséget jelolik. Az i-edik helyen minden iddpillanatban An = Anp, + Anjep, anyagmennyiség
aramlik.

Ac;  (Jbal + Jiobp) - A _p. G-1~ 2¢;i + ciy1

At AAzx Az? (4.24)
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4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.2 A kisérlet szimulécidja

4.2.4 azt irja le, hogy az egyes id6lépésekben az i-edik helybeli koncentraciévéltozas fligeg az i-edik,
1 — l-edik és i + 1-edik helybeli koncentracidktdl, tovabbd a D, Ax és At paraméterektdl. Az 4.2.4.
egyenlet diszkretizalt valtozata a diffuzids egyenletnek. Az eddigi levezetés matematikailag csupan
annyit jelent, hogy a 4.1.1. diffuziés egyenlet jobb oldalat diszkretizaltuk, azaz a masodrendi térbeli
derivaltat a mésodrendii kozponti differencidval kozelitettiik. A kdnnyebb atlathatosag kedvéért irjuk
at a 4.2.4. egyenletet matrix-vektor formaba

Ac D
At~ Agx?
ahol ¢ a koncentraciovektor és L az tgynevezett Laplace matrix. A Laplace matrix a kovetkez6képp
definidlhato

L (4.2.5)

1 ha i=j+1
Lij =4 —deg(i) ha i=j (4.2.6)
0 egyébként,

ahol deg(i) az i-edik helyen 1év6 szomszédok szama. Az L Laplace matrix a kovetkez6képp néz ki:

11 0 0 0 0 0
1 =2 1 0 0 0 0
0 1 -2 1 0 0 0

L=|0o 0o 1 0 0 (4.2.7)
0O 0 0 . . 1 0
o 0 0 0 1 -2 1

o o0 o0 o0 0 1 -1

Az 4.2.5 egyenlet jobboldala a koncentracié masodik térbeli derivaltjat approximalja, tehat a 4.1.1
diszkretizalt verzidja, ami Fick mésodik torvényét irja le, a bal oldal, pedig az id6 szerinti derivalt
véges differencids approximaciéja. Elenyészden kicsi 1épéskozoket alkalmazva a kovetkezd Osszefiiggést
kapjuk:

dc D
ot Ax?
ami egy differencidlegyenlet a ¢ vektorra nézve. Tegyiik fel, hogy a k-adik lépésben ismerjiik a ¢

koncentraciévektort. A kovetkezd 1épésben At idéegységgel késébb, a ¢ 11 vektor meghatérozhaté
a 4.2.8 differencidlegyenletbdl a kovetkezo iteraciéval:

L-c, (4.2.8)

k)

clht1) — exp(Limod) - k) (4.2.9)
ahol L,,,q a stulyozott Laplace matrix:

DAt

Lmo = X 9 °
47 Ag?

(4.2.10)

Vezessiik be a kovetkezo jelolést
S := exp(Lmod),
ahol S-t 4.2.9. egyenlethez tartozé 1épésmatrixnak nevezziik.
A kovetkez6 alfejezetben ismertetem a szimuldcié paramétereit, azt koveti a numerikus mddszerek
bemutatasa, végezetiil ezek teljesitményét hasonlitom Ossze egymadssal, illetve az analitikus meg-
oldéassal.
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4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.2 A kisérlet szimulécidja

4.2.2. A szimulacié paraméterei

Ebben az alfejezetben fogom ismertetni a kisérlet szimuldcidéjanak alapjat és paramétereit. A szi-
mulacié standard bemeneti paramétereit a 3. tablazat tartalmazza. Az egyes esetek Osszehasonlitdsa
sorén egy-két paraméter értékét megvaltoztatjuk (példaul nevezetesen ilyenek a 1épéskozok vagy eset-
leg a végpontok), ezek minden esetben feltiintetésre keriilnek, a tobbi paraméter értéke a 3. tablazat
adatain alapul.

Paraméter Jele Ertéke
Térbeli 1épéskoz Ax 0,001
Térbeli 1épéskozok szama  n 100
Térbeli kezdOpont Xo 0
Térbeli végpont Xn 0,1
Diffizids egyiitthatd D 1075 cm?/mp
Tomeg koncentracié Co 107 mol/cm?
Id6beli 1épéskoz At 0,1 mp
Idobeli 1épéskozok szama T 70
Idobeli kezdépont Ty 0 mp
Id6beli végpont T, 7 mp

3. tablazat. A szimuldcié bemend paraméterei

Vezessiik be a (Tmtr, Xmtr, Ymtr) métrixhdrmast, ahol Tmtzr € Rl az idébeli valtozd
matrix, Xmtz € RIOXTL g térbeli véltozé maétrix és Ymtr € RIOX7L a koncentraciévektorokat
tartalmazé matrix, amelyek a kovetkezoképp dllnak el6:

00102 ... 68 69 7 0 0O ... 0 0 0
0 01 02 ... 6,8 69 7 0,001 0,001 ... 0,001 0,001 0,001
0 01 02 ... 68 69 7 0,002 0,001 ... 0,002 0,002 0,002
Tmiz= | oL oo, Xmir= : : : : : )
0 01 0,2 ... 6,8 69 7 0,098 0,098 ... 0,098 0,098 0,098
0 01 02 ... 68 69 7 0,099 0,099 ... 0,099 0,099 0,099
001 02 ... 68 69 7 00 01 ... 01 01 01
O DDA e ()
Cgo) Cgl) 052) 0368) 0369) 0370)
0 1 2 68 69 70
SR Sc e CNC SORE
Ymitzr = :
0 1 2 68 69 70
CéB) Cg(as) CE()S) ce C£(>8 ) C£(>8 ) C£(>8 )
0 1 2 68 69 70
Cég) ng) ng) cee ng ) ng ) ng )
0 1 2 68 69 70
Cgo)o Cgo)o Cgo)o e Cgoo) Cgoo) Cgoo)

Ebbol a harom koordinatamatrixbdl vazolhatd fel a hiaromdimenziés abra. Nyilvanvaléan a
bemend paraméterek megvaltozasdval a matrixok is moédosulni fognak. A fenti hdrom matrix a 3.
tablazat adatai alapjéan all el§, pusztan szemléltetésre szolgdlnak. A fejezet tovabbi alfejezeteiben az
eddig bemutatott numerikus maédszereket fogjuk alkalmazni, illetve kielemezni.
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4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.2 A kisérlet szimuléciéja

4.2.3. Az explicit Euler-mdédszer

Az explicit Euler-médszer iterdciéjat a 4.2.11. egyenlettel irhatjuk le

D = B L0 e = (I + Lypoa) - ¥, (4.2.11)

A moddszer egyik nagy elénye, hogy a kévetkezd idobeli - jelenesetben pont helyett vektor - kozelités

egy egyszeri behelyettesitéssel kiszamolhat6. Azonban ennek az eljarasnak az alkalmazasa
2
x
az egyik leghatranyosabb, ugyanis At > D esetén az explicit Euler-médszer nem lesz konvergens

- ami a 3. tdblazatban szereplé paraméterek alapjan At > 0,5 - és er6sen oszcilldlva kozeliti a pontos
megoldast, ahogy az a 14-15. abran is lathato.

-6
125207

%10
:

Pontos megoldas
Numerikus megoldas2 (At =0,5) 8r

Pontos megoldas

Numerikus megoldasl (At =0,7)
Numerikus megoldas2 (At = 1)
Numerikus megoldas3 (At = 1,4)

o

©
T
IS

koncentréacio
o
>
koncentracio

° v

o
IS
T

02f 1 4r
6}
00 0.(;02 0.(;04 0.(;06 0.(;08 0.:)1 0.(;12 0.(;14 0.(;16 0.(;18 0.02 0 0.0‘02 0.0‘04 0‘0‘06 01)‘08 0,;)1 0,(;12 0,(;14 0,(;16 0,(;18 0.02
X X
14. dbra. Az explicit Euler-mddszerrel tortén6 15. abra. Az explicit Euler-médszerrel torténé
kozelités At =0,5 1épéskozt alkalmazva a T=7 kozelités At =0,7, 1, 1,4 1épéskozoket alkalmazva
idopillanatban. a T'=7 idépillanatban.

Ahogy azt a 15. dbra is szemlélteti, At =0,5 1épéskoz esetén a numerikus metddus jol kozeliti a
pontos megoldast, azonban ennél nagyobb At esetén - mar 0,2-vel nagyobb 1épéskoz esetén is - hatalmas
ingadozasok fedezheték fel az approximéacié soran. Ez a rendszertelen viselkedés annak tudhaté be,
hogy az explicit Euler-mdédszer nem A-stabil eljaras, ezéaltal az input paraméterek megvaltozasaval
nem valtozik ardnyosan az output értéke.

.

//////////;//;//////////////

S

6 0.005 ’

e

;
)

\

8 0
t X
16. dbra. Az explicit Euler-médszerrel torténd 17. abra. Az explicit Euler-mddszerrel tortén6
kozelités At = 0,1 esetén. kozelités At = 1 esetén.
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4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.2 A kisérlet szimulécidja

A 16-17. abrakon megfigyelheto altalanosan a kozelités. Amig az els6 esetben egy viszonylag kis
ido6lépéskozt alkalmaztunk, ahogy az varhatd, az eljards jol kozeliti a pontos megoldast. A maésodik
esetben mar nagyobb 1épéskoz esetén a mddszer kaotikusan viselkedik és magas kiugré értékeket pro-
dukal.

4.2.4. Az implicit Euler-médszer
Az implicit Euler-mddszerrel torténd iterdcié a kovetkezéképp néz ki
D) = o) B,

A konnyebb implementdlhatdsag végett célszerti atvinni a jobboldalon 1évé mésodik tagot a bal
oldalra

(I — Limod) - kD) — (k)

)

majd ezt kifejezve a (k+1)-edik vektorra
D) = (T = Lypog) ™" - ¢, (4.2.12)

ahol
S := (I = Lyoq) "

a 4.2.12. egyenlethez tartozo lépésmatrix.

A 18. &bra jol szemlélteti az explicit és az implicit Euler-médszer kézotti kiilonbséget. Amig az
explicit Euler mddszer esetében 0,5-nél nagyobb 1épéskoz esetén a mddszer nem kozeliti a megoldast és
oszcillalni kezd, az implicit Euler-mdédszert illetdleg a 1épéskozok megvalasztasaval aranyosan valtozik
a kozelités. Ez a tulajdonsig az implicit médszer A-stabilitasanak koszonhetd, az explicit médszer
nem A-stabil, ezért nem véltozott a bemend paraméterek valtoztatasdval ardanyosan a kozelités.

«10® Implicit Euler-médszeres kozelités
16 T T T T T T T T T
Pontos megoldas
14 Numerikus megoldasl (At=0,7) |
Numerikus megoldas2 (At = 1)
12} Numerikus megoldas3 (At=1,4)| |

koncentracio
o o o
» ()] © =
1 1 1

o
N
T
Il

0 | | | | | | | | |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

X

18. dbra. Az implicit Euler-mddszerrel torténd kozelités At = 0,7 , 1, és 1,4 1épéskozokkel a T=7
id6pillanatban.

A haromdimenziés abrakon is tapasztalhaté ez a kiillonbség, hiszen még At = 1 esetben sem torzul
el a gorbe, mint ahogy az az explicit Euler-mddszer alkalmazéasa esetén tortént.
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%10
12

0.8

> 0.6
0.4
0.2
0 5l
0
19. dbra. Az implicit Euler-mddszerrel torténd 20. abra. Az implicit Euler-mdédszerrel tortén6
kozelités At = 0,1 esetén. kozelités At = 1 esetén.

Ugyan mindkét eljards elsérendi, a 4. tablazat adatait latva elmondhato, hogy jelen esetben kisebb
1épéskozok esetén az explicit Euler-mddszer pontosabb, 0,5-nél nagyobb 1épéskoz esetén teljesit jobban
az implicit modszer.

Pontos explicit Euler-moddszer implicit Euler-mddszer
h=0,1 | h=0,2 | h=0,5 | h=0,7 h=1 | h=0,1 | h=0,2 | h=0,5 | h=0,7 | h=1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,2107 | 0,2102 | 0,2092 | 0,2095 | 3,0745 | -36,00 | 0,2319 | 0,2520 | 0,3091 | 0,3444 | 0,3928
0,4070 | 0,4060 | 0,4042 | 0,3928 | -4,4382 | 55,00 | 0,4263 | 0,4441 | 0,4935 | 0,5230 | 0,5626
0,5773 | 0,5759 | 0,5739 | 0,5760 | 5,9883 | -50,00 | 0,5930 | 0,6075 | 0,6466 | 0,6693 | 0,6990
0,7150 | 0,7131 | 0,7116 | 0,6982 | -4,0755 | 34,00 | 0,7261 | 0,7369 | 0,7650 | 0,7809 | 0,8013
0,8186 | 0,8166 | 0,8156 | 0,8204 | 4,2653 | -15,00 | 0,8253 | 0,8324 | 0,8508 | 0,8609 | 0,8738
0,8912 | 0,8893 | 0,8890 | 0,8815 | -1,1824 | 6,00 | 0,8942 | 0,8985 | 0,9094 | 0,9152 | 0,9225
0,9386 | 0,9369 | 0,9372 | 0,9426 | 1,05646 | 0 | 0,9392 | 0,9415 | 0,9471 | 0,9501 | 0,9539
0,9675 | 0,9661 | 0,9666 | 0,9648 | 0,5687 | 1,00 | 0,9668 | 0,9678 | 0,9703 | 0,9716 | 0,9733
0,0838 | 0,9829 | 0,9834 | 0,9871 | 1,1049 | 1,00 | 0,9827 | 0,9831 | 0,9839 | 0,9844 | 0,9849
0,9925 | 0,9918 | 0,9923 | 0,9926 | 0,9717 | 1,00 | 0,9914 | 0,9915 | 0,9916 | 0,9916 | 0,9917
0,9967 | 0,9963 | 0,9966 | 0,9982 | 1,0000 | 1,00 | 0,9959 | 0,9959 | 0,9957 | 0,9956 | 0,9955
0,9987 | 0,9984 | 0,9986 | 0,9990 | 1,0000 | 1,00 | 0,9982 | 0,9981 | 0,9979 | 0,9978 | 0,9976
0,9995 | 0,9994 | 0,9995 | 0,9999 | 1,0000 | 1,00 | 0,9992 | 0,9991 | 0,9990 | 0,9989 | 0,9987
0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9999 | 1,0000 | 1,00 | 0,9997 | 0,9996 | 0,9995 | 0,9994 | 0,0994
0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 1,0000 | 1,0000 | 1,00 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9997
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,00 | 0,9999 | 1,0000 | 0,9999 | 1,0000 | 0,9998
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,00 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

4. tablazat. Az explicit és implicit Euler-mddszer alkalmazasa a T=7 iddépillanatban kiilonb6zé
1épéskozokkel (x 1076 mol/cm?).

4.2.5. Crank-Nicolson-médszer
Vegylik az explicit és implicit Euler-mdédszer szamtani kézepét

D = ¢B) 405 Lnoac®™ 40,5 - Lipog - ¢F+Y),
egy oldalra rendezve a megfeleld iterdcids tagokat

(I =05 Linoa) - ¥ =™ 405 Lynoa - ),
amelyet kifejezve ¢*t1)-re kapjuk az aldbbi Osszefiiggést

) = (I = 0,5+ Linoa) " (I + 0,5 - Linoa) - . (4.2.13)
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4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.2 A kisérlet szimuléciéja

A Crank-Nicolson-mddszerhez tartozé 1épésmatrix:

S := (I =05 Lyoa) *(I+0,5 Lynoa)

A 21. &bran a Crank-Nicolson-mdédszer alkalmazasa ldthat6. Ez az eljaras is A-stabil, tehdt a
bemend paraméterekkel ardnyosan valtozik a kozelités és a kozelités nem kezd el oszcilldlni. Ez az
eljaras jobb megoldast ad, mint az implicit Euler-mddszer.

%1078 Crank-Nicolson-mddszeres kozelités
1.6 T T T T T T T T T
Pontos megoldas
14 Numerikus megoldasl (At=0,7) |
Numerikus megoldas2 (At = 1)
12k Numerikus megoldas3 (At=1,4)| |

koncentracio
o
[o¢]
T
1

0.6 b

04r b

0.2 4

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

X

21. dbra. A Crank Nicolson-mddszerrel torténé kozelités At = 0,7 , 1, és 1,4 1épéskdzokkel a T=7
id6pillanatban.

A haromdimenzids abran is latszik, hogy nagy 1épéskozok esetén is jol viselkedik a mddszer.

'//////////////// _
7

o

7
W %,
//////////////////////////

22. 4bra. A Crank-Nicolson-mddszerrel t0rténd 23. 4bra. A Crank-Nicolson-mddszerrel torténd
kozelités At = 0,1 esetén. kozelités At = 1 esetén.

Osszevetve az 5. tébldzatot a 4. tdbldzattal elmondhato, hogy kis 1épéskozok esetén az explicit
Euler-moddszer jobb értékeket ad a Crank-Nicolson mdédszernél, azonban nagyobb 1épéskozok esetén a
Crank-Nicolson-mdédszer teljesit a legjobban. Stabilitas szempontjabdl is jobb ez a moédszer az els6
kettonél, hiszen novelve a 1épéskozt, kevesebbet torzulnak az értékek, mint az explicit és az implicit
Euler-modszer esetében.

31



4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.2 A kisérlet szimulécidja

Pontos Crank-Nicolson-mddszer
h=0,1 | h=0,2 | h=0,5 | h=0,7 | h=1
0 0 0 0 0 0

0,2107 | 0,2211 | 0,2307 | 0,2585 | 0,2763 | 0,3017
0,4070 | 0,4162 | 0,4244 | 0,4480 | 0,4628 | 0,4838
0,5773 | 0,5845 | 0,5911 | 0,6098 | 0,6214 | 0,6376
0,7150 | 0,7198 | 0,7247 | 0,7385 | 0,7470 | 0,7589
0,8186 | 0,8210 | 0,8244 | 0,8341 | 0,8399 | 0,8482
0,8012 | 0,8918 | 0,8941 | 0,9003 | 0,0042 | 0,0095
0,9386 | 0,9381 | 0,9395 | 0,9433 | 0,9460 | 0,0490
0,9675 | 0,9665 | 0,9673 | 0,9695 | 0,9708 | 0,0727
0,9838 | 0,9828 | 0,9832 | 0,9844 | 0,9851 | 0,9861
0,925 | 0,9916 | 0,9918 | 0,9924 | 0,9928 | 0,0933
0,9967 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9965 | 0,9967 | 0,0969
0,987 | 0,9983 | 0,9983 | 0,9985 | 0,0985 | 0,0986
0,9995 | 0,9993 | 0,9993 | 0,9994 | 0,9994 | 0,0994
0,9998 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997
0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,0999
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,1000 | 1,0000
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,1000 | 1,0000

5. tablazat. A Crank-Nicolson-médszer alkalmazdsa a T=7 idépillanatban kiillénb6z6 1épéskozokkel

(x107% mol/cm?).

4.2.6. Runge-Kutta tipust médszerek
Eddig a

o(k+1) k)

= exp(Lmod) : C( )

egyenletben szereplé exponencialis kifejezést az explicit, implicit Euler-moédszerrel és a Crank-
Nicolson-modszerrel kozelitettitk. Most egy masik mddszercsalddot alkalmazunk, a Runge-Kutta
tipust médszereket. A 4.2.9 iterdciéban szereplé exponencidlis kifejezés kozelitéséhez sorbafejtést

alkalmazunk.

1
S = exp(Lmoa) & I + Lmoa + 5 L2 04
S = exp(Lmod) = I + Linod + - 41 5 L

1
6

1
: L?nod + 57 L

1
S = exp(Limod) ~ I + Limod +5 LR+ 91 Lmod

4.2.14-4.2.16-bdl a kovetkezo iteracidkat kapjuk

(D) <I+Lmod+2 Lmod) o0,

1
) = <I + Linod + Linoa+ 5 ~L2wd> ™),

(k+1) <I + Lmod + Lgnod + 6 Lgnod + Lmod) (k)7

(4.2.14)

(4.2.15)

(4.2.16)

amelyek rendre a madsodrendii, harmadrendii és negyedrend{i explicit Runge-Kutta tipusd

modszereket adjak.

A 24. abran a mésodrendii explicit Runge-Kutta mddszer lathaté. Az explicit Runge-Kutta
modszerek nem A-stabilak, ezért hasonlé viselkedés figyelheté meg, mint az explicit Euler-mdédszer

esetében. Ez az eljaras sokkal rosszabb értékeket ad, mint az explicit Euler-moddszer.
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4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.2 A kisérlet szimulécidja

10 x10®
T T T T T T T T

Pontos megoldas Pontos megoldas
Numerikus megoldas1 (At = 0,5) 181 Numerikus megoldas1 (At =0,5) | |
Numerikus megoldas2 (At = 0,7) Numerikus megoldas2 (At = 0,7)

25

=
N

koncentracio
&
I
koncentracio
N

o
®

o
Y

1f L —
= \/

05 /77/
04

0 L L L 0 L L L L L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
X X

o
IS

o
N

24. dbra. A masodrendli explicit Runge-Kutta 25. dbra. A harmadrendii explicit Runge-Kutta
modszer alkalmazasa At = 0,5 és 0,7 1épéskozokkel mobdszer alkalmazasa At = 0,5 és 0,7 1épéskozokkel
a T=7 id6pillanatban. a T=7 id6pillanatban.

A harmadrend Runge-Kutta mddszer mar csak At > 0,5 esetén oszcilldl, annal kisebb 1épéskoz
esetén jol kozeliti a megoldast, mig a negyedrendii Runge-Kutta még jobb kozelitést ad. Azon-
ban ezeknek a moddszereknek nem csak az a hatranyuk, hogy nem A-stabilak, hanem minden egyes
tovabbfejtéssel nagyon megnd a miiveletigény.
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26. abra. A negyedrendii explicit Runge-Kutta mddszer alkalmazasa At = 0,5 és 0,7 1épéskodzokkel a
T=7 id6pillanatban.

A 6. és 7. tabldzatok az explicit Runge-Kutta mddszerek értékeit tartalmazzdk kiillonbozé
1épéskozok esetén. A Crank-Nicolson-mddszernél nem adnak jobb eredményt, csak kisebb 1épéskozok
esetén jobbak, mint az implicit Euler médszer. At > 0,5 esetén hasonléan viselkednek, mint az exp-
licit Euler-médszer. Ezutan hasonléan olyan mddszereket fogunk tekinteni, amelyeknek nagyobb a
miveletigénye, azonban jobb kozelitéseket kaphatunk. Ezek a linedris tobblépéses mddszerek lesznek,
azon beliil is az Adams-Bashforth és Adams-Moulton mddszerek.

33



4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.2 A kisérlet szimulécidja

Pontos Maésodrendii Runge-Kutta Harmadrendi Runge-Kutta
h=0,1 | h=0,2 | h=05 | h=0,7 | h=1 | h=0,1 | h=0,2 | h=0,5 | h=0,7 | h=1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,2107 | 0,2224 | 0,2368 | 0,4013 | 27,8 | 1348,6 | 0,2214 | 0,2316 | 0,2547 | 0,5173 | -1525,7
0,4070 | 0,4168 | 0,4267 | 0,4013 | -35,0 | -1854,2 | 0,4164 | 0,4251 | 0,4512 | 0,0237 | 23718
0,5773 | 0,5850 | 0,5934 | 0,7061 | 42,8 | 19742 | 0,5847 | 0,5915 | 0,6095 | 1,1771 | -2751,3
0,7150 | 0,7201 | 0,7263 | 0,7061 | -37,8 | -1646,5 | 0,7199 | 0,7250 | 0,7381 | 0,1323 | 2696,1
0,8186 | 0,8213 | 0,8255 | 0,8831 | 32,1 | 1157,1 | 0,8211 | 0,8246 | 0,8338 | 1,4375 | -2293,7
0,8912 | 0,8920 | 0,8947 | 0,8831 | 21,3 | -685,7 | 0,8919 | 0,8942 | 0,0001 | 0,3641 | 1734,6
0,9386 | 0,9382 | 0,9399 | 0,9625 | 15,2 | 349,3 | 0,9381 | 0,9395 | 0,0431 | 1,3019 | -1171,8
0,9675 | 0,9665 | 0,9675 | 0,9625 | -7,2 | -149,3 | 0,9665 | 0,9673 | 0,0693 | 0,6249 | 713,9
0,9838 | 0,9828 | 0,9833 | 0,9903 | 5,2 55,7 | 0,828 | 0,9832 | 0,9843 | 1,2333 | -388,9
0,9925 | 0,9916 | 0,9919 | 0,9903 | -1,0 | -15,6 | 0,9916 | 0,9919 | 0,0924 | 0,8255 | 192,6

0,9967 | 0,9961 | 0,9963 | 0,9980 | 1,8 51 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9965 | 1,1015 | -83,4
0,987 | 0,9983 | 0,9984 | 0,9980 | 0,7 0,2 |0,9983 | 0,9983 | 0,9985 | 0,9370 | 34,2
0,9995 | 0,9993 | 0,9993 | 0,9997 | 1,1 1,1 | 0,9993 | 0,9993 | 0,0994 | 1,0329 | -10,6
0,998 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,7 0,0 |0,9997 | 0,0997 | 0,9997 | 0,9827 | 4.6
0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 1,0000 | 1,0 1,0 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 1,0080 | 0,05
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,9 1,0 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,9964 | 1,2
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0 1,0 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0014 | 0,9

6. tablazat. A masod- és harmadrendii Runge-Kutta tipusd moédszer alkalmazasa a T'=7 idopillanatban
kiilonboz6 1épéskozokkel (x1076 mol/cm?).

Pontos Negyedrendii Runge-Kutta
h=0,1 | h=0,2 | h=0,5 | h=0,7 | h=1
0 0 0 0 0 0

0,2107 | 0,2214 | 0,2322 | 0,2729 | 0,3700 | 674,31
0,4070 | 0,4164 | 0,4251 | 0,4511 | 0,4198 | -977,67
0,5773 | 0,5847 | 0,5917 | 0,6154 | 0,6988 | 1177,99
0,7150 | 0,7199 | 0,7251 | 0,7414 | 0,7079 | -1193,08
0,8186 | 0,8211 | 0,8247 | 0,8363 | 0,8885 | 1081,41
0,8012 | 0,8919 | 0,8942 | 0,9016 | 0,8769 | -882,31
0,9386 | 0,9381 | 0,9396 | 0,9440 | 0,0713 | 661,54
0,9675 | 0,9665 | 0,9673 | 0,9698 | 0,0557 | -453,23
0,0838 | 0,9828 | 0,9833 | 0,9846 | 0,9966 | 289,21
0,9925 | 0,9916 | 0,9919 | 0,9925 | 0,9861 | -168,07
0,9967 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9966 | 1,0011 | 92,76
0,987 | 0,9983 | 0,9983 | 0,9985 | 0,9961 | -45,07
0,9995 | 0,9993 | 0,9993 | 0,9994 | 1,0008 | 22,38
0,9998 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,0990 | -8,15
0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 1,0003 | 4,61
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,9997 | 0,31
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,000 | 1,43

7. tablazat. A negyedrendii Runge-Kutta tipusi médszer alkalmazasa a T=7 id6pillanatban kiillénbozé
1épéskozokkel (x 1070 mol/cm?).

4.2.7. Linearis tobblépéses mdodszerek

Most olyan modszereket fogunk alkalmazni, amelyekben a kovetkezo idobeli vektor kiszamitasdhoz

tobb kozvetlen megeléz6 vektort hasznalunk, nemcsak egyet. Ennél a mddszercsaladnal is vizsgédlni
fogom kiilon az explicit és implicit tipusokat. Tekintsiik az altaldnos tobblépéses mddszert leird képletet

aoYn + A1Yn—1+ ... + Gm¥Yn—m
h
ezen belill is az Adams-tipusi mdédszereket (a9 = 1,47 = —1,a2 = 0,---a, = 0), tovdbba az
explicit esetet, vagyis bg = 0, azaz az Adams-Bashforth mddszereket.

= bOfn + blfnfl + ...+ bmfnfma
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4 Szamitogépes modell: Cottrell-kisérlet 4.2 A kisérlet szimuléciéja

Adams-Bashforth modszerek

A kovetkez6 egytitthatdkkal rendelkezé eljarasokat fogom vizsgalni, amelyet a 8. tablazat foglal

ossze.
Jel bo b1 bg bg b4 b5 b6
AB; | 0 1
ABy | 0 3/2 -1/2
AB3 | 0 23/12 -16/12 5/12
AB4 | 0 55/24 -59/24 37/24 -9/24
ABs | 0 | 1901/720 | -2774/720 | 2616/720 | -1274/720 | 251/720
ABg | 0 | 4277/720 | -7923/720 | 9982/720 | -7298/720 | 2877/720 | -475/720
8. tabldzat. Adams-Bashforth médszerek egyiitthatdi.
3 1
Yn — Yn—-1 = At |:2fn1 - 2fn2:| (4217)
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27. abra. A ketto-, harom-, négy-, és 6tlépéses Adams-Bashforth médszerek.
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4.2 A kisérlet szimulécidja

Adams-Moulton moédszerek

A fenti 9. tdblazat tartalmazza az Adams-Moulton médszerek egyiitthatéit az 6tlépéses eljarasig.
Az als6 index a metddus 1épésszamara utal. Vegylik észre, hogy az elsé két sor rendre az implicit Euler

Jel

bo

b1

bo

by

AMla

1

0
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“1/12
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9. tabldzat. Adams-Moulton médszerek egytitthatoi.

modszert és a Crank-Nicolson médszert irja le, ezt a két mdédszert mar vizsgaltuk.
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28. dbra. A kettO-, harom-, négy-, és 6tlépéses Adams-Moulton mdodszerek.
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4 Szamitégépes modell: Cottrell-kisérlet

4.3 A moddszerek osszehasonlitésa

1épéskoz esetén.

Az egyetlen véltozas a 3.
T, vagyis az idébeli végpont 7 mp helyett 8 mp.

4.3. A moddszerek 6sszehasonlitasa

tablazatban az utolsé iddpillanatbeli hibavektorok normaéi szerepelnek kiilonboz6é idébeli
tablazatban szereplé paraméterekhez képest, hogy itt

Norma EEM IEM CNM
Nol (At =0,4) | 3,3271x1078 | 3,0855x10~7 | 1,4627x 107"
Nolnf (At =0,4) | 6,3255x107° | 7,5342x10~8 | 3,6620x10~3
No2 (At =0,4) | 1,2280x1078 | 1,2886x10~7 | 6,1296x108
Nol (At=0,2) | 1,8161x1078 | 1,6071x1077 | 7,4416x10~8
Nolnf (At=0,2) | 3,0174x107? | 3,8730x107% | 1,8808x10~8
No2 (At=0,2) | 6,3877x107° | 6,7078x10~8 | 3,1481x10~8
Nol (At=0,1) | 1,3266x1078 | 8,2684x1078 | 3,9426x10~8
Nolnf (At=0,1) | 1,7287x107% | 1,9788x10~% | 9,7067x 107
No2 (At=0,1) | 4,1097x1079 | 3,4389x1078 | 1,6247x10~8

10. tablazat. Az utolsé idopillanati hibavektorok normai.

Ahogy az kiveheté 10 tablazatbdl, az explicit és implicit Euler-médszerek megfelelé normai az
idobeli 1épéskoz finomitdsaval - jelen esetben felezésével - szintén felez6dik. A maésodrendi Crank-
Nicolson-modszerrel szembeni elvarasunk, miszerint a hiba negyedel6dik az id6lépés felezésének
hatasara nem teljesiil, ugyanis a térbeli diszkretizaciés paraméter értékét nem valtoztattuk, csupan
az id6beli kozelitést finomitottuk.

Norma RK2 RK3 RK4
Nol (At =0,4) | 2,2924x10~7 | 1,4912x1077 | 1,6344x10~7
Nolnf (At =0,4) | 7,5037x1078 | 3,6407x107% | 4,3639x 1078
No2 (At =0,4) | 1,0118x1077 | 6,2647x107% | 6,9076x 1078
Nol (At =0,2) | 8,8375x1078 | 7,6996x10~% | 7,8184x1078
Nolnf (At =0,2) | 2,4463x1078 | 1,9669x10~% | 2,0259x 1078
No2 (At =0,2) | 3,7929x1078 | 3,2657x1078 | 3,3203x1078
Nol (At =0,1) | 4,2424x1078 | 4,0215x1078 | 4,0328 %1078
Nolnf (At =0,1) | 1,0909x10~8 | 1,0002x10~% | 1,0059x10~8
No2 (At =0,1) | 1,7651x1078 | 1,6614x107% | 1,6667x1078

11. tablazat. Az utolsé idépillanati hibavektorok norméi a Runge-Kutta mddszerek esetén.

A Runge-Kutta tipusi médszereknél is ugyanez mondhaté el, az id6beli 1épéskozok felezésével a
hiba itt is felezodik.

Norma kétlépéses héaromlépéses | négylépéses Otlépéses
Nol (At =0,4) | 8,9680x10~ % 1,4798 19,4672 2,7053x 102
Nolnf (At =0,4) | 1,5118x1074 0,2829 3,7179 58,0006
No2 (At =0,4) | 3,1798x10~4 0,5575 7,3519 1,0783 %102
Nol (At =0,2) | 1,2120x10~8 0,0011 79,7807 1,9604x106
Nolnf (At =0,2) | 1,5138x107° | 1,5819x1074 13,5891 3,1277x10°
No2 (At =0,2) | 3,5912x107° | 3,6897x10% 28,5105 6,7207x10°
Nol (At =0,1) | 1,1794x1078 | 1,1590x1078 | 3,3731x10™* | 7,1746x106
Nolnf (At =0,1) | 1,6330x107% | 1,5629x1077 | 3,8909x107° | 8,7591x10°
No2 (At =0,1) | 3,5939x107? | 3,4792x107? | 9,8218x1075 | 2,1465x106

12. tablazat. Az utolsé iddpillanati hibavektorok normaéi az Adams-Bashforth médszerek esetén.

A 12. téabldzat a magéért beszél, az Adams-Bashforth mddszerek hibainak a normai teljesen
rendszerteleniil viselkednek, Ossze-vissza ingadoznak az értékek. Bar azt érdemes megjegyezni és
kiemelni, hogy At =0,25 1épéskozig a kétlépéses Adams-Bashforth mddszer kisebb hibat ad, mint
az explicit Euler-mdédszer, de anndl nagyobb 1épéskoz esetén sokkal jobban romlanak az értékei.
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29. dbra. A kétlépéses Adams-Bashforth médszer kritikus mitkodése.

Ahogy a 29. &bra is szemlélteti, At =0,25 esetén a kozelités ,,rdsimul” a pontos megoldasra,
azonban 0,1-del nagyobb 1épéskoz esetén mér erésen oszcillalni kezd.
Norma kétlépéses haromlépéses | négylépéses Otlépéses
Nol (At =0,4) | 1,0000x10~1 | 1,0000x10~™ | 1,0000x 107" | 1,0027x10~ 1
Nolnf (At =0,4) | 1,0000x10~ | 1,0000x107 | 9,9999x 10712 | 1,0027x10~ 1
No2 (At =0,4) | 1,0000x10~ | 1,0000x10~ | 9,9999% 1012 | 1,0027x 10~
Nol (At =0,2) | 4,9999x10712 | 4,9999x10~12 | 5,0000x10~'2 | 5,0138x 1012
Nolnf (At =0,2) | 4,9999x10712 | 4,9999x10712 | 5,0000x 10712 | 5,0138x10~!2
No2 (At =0,2) | 4,9999x10712 | 4,9999x10~12 | 5,0000x10712 | 5,0138x 10712
Nol (At =0,1) | 2,4999x10712 | 2,4999x10~'2 | 2,5000x 10712 | 2,5069x 1012
Nolnf (At =0,1) | 2,4999x10712 | 2,4999x 10712 | 2,4999x 10712 | 2,5069x 1012
No2 (At =0,1) | 2,4999x10712 | 2,4999x10712 | 2,4999x107'2 | 2,5069x 10712

13. tdblazat. Az utols6 idOpillanati hibavektorok normai az Adams-Bashforth médszerek esetén, ha a
pontos megoldassal inditjuk a moédszert.

Kiindulva abbdl, hogyha mar elééllitottuk az analitikus megoldast, akkor azt hasznaljuk fel a
kezdeti 1épésekhez és nem a Crank-Nicolson-médszert. Elég biztatd értékeket kapunk a normékra
vonatkozdan, itt tisztdn latszik a felezodés, a 1épéskozok felezésével, mig amikor a Crank-Nicolson-
modszert hasznaltuk fel, akkor az értékekbdl nem lehetett ezt lesziirni.

Norma kétlépéses | haromlépéses | négylépéses Otlépéses
Nol (At =0,4) | 1,2424x1077 | 1,1514x10~7 | 1,1070x10~" | 1,0894x10~7
Nolnf (At =0,4) | 3,0936x1078 | 2,8193x1078 | 2,6564x1078 | 2,7150x 1078
No2 (At =0,4) | 5,2133x1078 | 4,8064x1078 | 4,5918x1078 | 4,5233x1078
Nol (At =0,2) | 6,2909x1078 | 5,7737x1078 | 54872x 1078 | 5,3081x 1078
Nolnf (At =0,2) | 1,5838x1078 | 1,4386x1078 | 1,3499x10~% | 1,2892x10~8
No2 (At =0,2) | 2,6586x1078 | 2,4298x1078 | 2,2976x10~8 | 2,2131x10~8
Nol (At =0,1) | 3,4164x107% | 3,1677x108 | 3,0172x1078 | 2,9157x 1078
Nolnf (At =0,1) | 8,1905x107Y | 7,4421x107° | 6,9773x10~° | 6,6542x107°
No2 (At =0,1) | 1,3765x1078 | 1,2574x1078 | 1,1857x107® | 1,1375x1078

14. tdblazat. Az utolsé idépillanati hibavektorok norméi az Adams-Moulton mddszerek esetén.

Az Adams-Moulton mddszerek esetén mar jobb a helyzet, ugyanaz a hibafelez6dés mondhaté
el, mint eddig. Ebben az esetben is az Crank-Nicolson-mddszert hasznaltuk fel kezdeti 1épések
kiszamitasara. Ennél a mddszernél is prébaljunk egy jobb kozelitést adni tgy, hogy itt is a pon-
tos megoldast alkalmazzuk kezdeti 1épések megadésara.
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Norma kétlépéses haromlépéses | négylépéses Otlépéses
Nol (At =0,4) | 9,9999x10712 | 9,9999x10~12 | 9,9999x 1072 | 3,9998x 10~
Nolnf (At =0,4) | 9,9999x1072 | 9,9999x10712 | 9,9999x 10712 | 3,9998x 10~
No2 (At =0,4) | 9,9999x10712 | 9,9999x10~12 | 9,9999x10~12 | 3,9998x 101!
Nol (At =0,2) | 4,9999x10712 | 4,9999x107'2 | 4,9999x 10712 | 1,9999x10~ !
Nolnf (At =0,2) | 4,9999x10712 | 4,9999x 10712 | 4999910712 | 1,9999x10~ 1
No2 (At =0,2) | 4,9999x10712 | 4,9999x107'2 | 4,9999x 10712 | 1,9999x 10~
Nol (At =0,1) | 2,4999x10712 | 2,4999x10712 | 2,4999x 10712 | 9,9999x 10712
NolInf (At =0,1) | 2,4999x10712 | 2,4999x10~12 | 2,4999x 10712 | 9,9999x10~12
No2 (At =0,1) | 2,4999x10712 | 2,4999x10712 | 2,4999x10~12 | 9,9999x 1012

15. tabldzat. Az utolsé idépillanati hibavektorok norméi az Adams-Moulton mdédszerek esetén, ha a
pontos megoldassal inditjuk a mddszert.

A 15. téblazatban szereplé normdk nagyon hasonléak a 13. tablazatban kapottakhoz, itt is
pontosan ugyanaz mondhaté el.

Atfogo’bb képet nyujtanak szamunkra a kovetkezo abrak, amelyek a lehetséges 1épéskozok esetén
mutatjik a hiba véltozasat és remekiil szemléltetik az egyes mdodszerek hatékonysagat.

100 T

explicit Euler-modszer
implicit Euler-médszer
Crank-Nicolson-médszer
Masodrendii Runge-Kutta
Harmadrendi Runge-Kutta

Negyedrendii Runge-Kutta
— — —At=05

Hiba (2-es normaban)

1010

At (id6beli lépéskozok)

30. dbra. A numerikus médszerek hibaja.

A 30. dbra az eddig vizsgalt numerikus moddszerek hibait szemlélteti kiilonféle 1épéskozok esetén.
Az abra pontosan azokat a tulajdonsigokat reprezentélja, amik az eddigi vizsgdléddsok sordn mu-
tatkoztak meg. Az explicit Euler-mddszer teljesit a legjobban At <0,5 1épéskoz esetén, azutdn a
hiba nagyon megugrik. Az implicit Euler-médszer és a Crank-Nicolson-mdédszer az A-stabilitdsnak
koszonhetOen folytonosan valtozik a bemend paraméterek megvéltoztatdsa sordn. Az értékek nem
szallnak el, ezek a mddszerek viselkednek a legjobban nagy 1épéskoz esetén.

A Runge-Kutta tipust mdodszerek kis 1épések estén az implicit Euler-moddszer és a Crank-Nicolson-
modszer kozott mozognak. Az egyetlen meglep6 tulajdonsdg az eddigi eredményekhez viszonyitva,
hogy extrém nagy 1épéskozok esetén (itt At > 1 esetekre kell gondolni) rendre a mésodrendii, har-
madrendii, negyedrendii Runge-Kutta médszerek adjak a legnagyobb hibdkat. Illetve még az is kiilon
érdekesség, hogy az utolsé lehetséges (legnagyobb) 16péskézoknél valamennyi javulds figyelheté meg a
Runge-Kutta mddszerek és az explicit Euler-mddszer hasznalata soran.

Most az Adams-Bashforth és az Adams-Moulton mddszereket fogjuk megvizsgdlni, mindegyik
modszernél azt a két agat fogjuk Osszehasonlitani, hogy mit hasznaltunk fel a kezdeti 1épésekhez. Ab-
ban az esetben, amikor a Crank-Nicolson-mddszert hasznéltuk fel a kezdeti értékeke meghatarozasdhoz
nem szamithatunk olyan j6 eredményekre, hiszen méar alapbdl plusz hibaval terheljiik a kozelitésiinket.
Viszont, ha mar eléallitottuk a pontos megoldést és ezek szolgdlnak kezdeti 1épésként, akkor mar nem
terheljiik alapbdl hibaval a kozelitésiinket, tehat jobb eredményeket kapunk.
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10° T

explicit Euler-médszer
kétlépéses Adams-Bashforth
haromiépéses Adams-Bashforth
négylépéses Adams-Bashforth
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31. dbra. Az Adams-Bashforth médszerek hibéja.

A 31. abrais csak azt bizonyitja, amit eddig lattunk, az Adams-Bashforth mddszerekkel zsdkutcdba
futunk, ha a Crank-Nicolson-médszerrel hatdarozzuk meg a kezdeti értékeket. Ebben az esetben nem
érdemes ezt az eljarast alkalmaznunk, hiszen csak rosszabb kozelitéseket allitottunk eld velikk. A
gorbék viselkedése jol szemlélteti az explicit linedris tobblépéses mddszerek egyik nagy hétranyat,
hogy nem A-stabilak. Az 6tlépéses mddszer szall el a leggyorsabban, mar 0,025-es 1épéskoz esetén
megugrik a hiba és At =0,05 esetén mar eléri a 12,4113 értéket (kezdetben 4,7739x10™4), amivel a
legrosszabb mdédszer kozé keriilt. A kétlépéses mddszer a legjobb ezek koziil, de At = 0,35 1épéskoz
esetén mér az sem kozeliti a megoldast.

Hiba (2-es normaban)

At (idobeli lépéskozok)

32. dbra. Az Adams-Bashforth mdédszerek hibaja, ha a pontos megoldassal inditjuk a mddszert.

Mivel vizsgalataink soran a térbeli diszkretizacié lépéskozének értéke allandé volt, csak az
idobeli diszkretizacids paraméter értékét valtoztattuk, a hibatdblazatokbdl lathattuk, hogy min-
den modszer elsérenditként viselkedik. Ebbdl kifolydlag — és ahogy azt az explicit Euler-médszer
esetébdl is lathattuk — nem szabad elhanyagolni az explicit linedris tobblépéses mddszereket, mert
jobb kozelitéseket kaptunk. Ahogy az a 32. &bran is lathaté az eddigi eljardsok koziil ezek adjak a
legjobb kozelitéseket, kis 1épéskoz esetén az eddigi 4x1079 hiba lecsokkent 6x 10~ 13-ra. Noha a hiba
most is viszonylag gyorsan né és még nem is A-stabil mddszer, de az elmondhatd, hogy ezek ellenére
is pontosabb eredményeket kapunk, csak At > 1 1épéskoz esetén adhat rosszabb eredményeket, ami

elég nagynak szamit.

40



4 Szamitégépes modell: Cottrell-kisérlet 4.3 A médszerek Osszehasonlitasa
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33. dbra. Az Adams-Moulton médszerek hibéja.

Az Adams-Moulton mdédszerek jobb kozelitéseket adnak, mint az egylépéses implicit mddszerek.
A kétlépésestol a otlépéses Adams-Moulton mddszerekig folyamatos javulas érzékelheto.

10" i T
| implicit Euler-médszer
| Crank-Nicolson-médszer
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34. dbra. Az Adams-Moulton médszerek hibéja, ha a pontos megoldédssal inditjuk a mdédszert.

Prébéaljunk jobb kozelitéseket elérni az Adams-Bashforth mdédszereknél haszndlt elvvel. A 34.
abran lathatd, hogy nagyjabdl hasonld sikert értiink el, mint az explicit linedris t6bblépéses mddszerek
esetében. Azonban az explicit linedris tobblépéses mddszerek kis 1épéskozok esetén jobbnak bizonyul-
nak 0,3-0,5-tel kisebb hibdkat kapunk.
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5 Osszefoglalds

5. (")sszefoglalés

Szakdolgozatom célja egy elektorkémiai kisérlet modellezése, leirasa, valamint vizsgalata volt. A
Cottrell-kisérlet soran a koncentracio valtozasa Fick II. torvénye alapjan leirhat6 a kovetkezo diffizids

egyenlettel:
oc(z,t) D 0?c(x,t)

ot 0z2

Dolgozatomban levezettem ennek a parcidlis differencidlegyenletnek az analitikus megoldasat,
valamint 1448 kiilénb6z6 numerikus kozelitést alkalmaztam a koncentraciévektor értékeinek meg-
hatarozasara.

A numerikus kozelitések koziil a linearis tobblépéses mddszerek bizonyultak a legjobbnak — az
Adams-Bashforth és Adams-Moulton — mégpedig abban az esetben, ha kezdeti értékeknek a pontos
megoldas értékeit allitjuk be. Ellenkez6 esetben, ha kezdeti lépéseket is kozelitéssel allitjuk eld, akkor
plusz hibaval terheljiik a kozelitésiinket, abban az esetben ezek a moddszerek nem teljesitenek jol.
Ugyan jé kozelitéseket kaptunk az egyik dgon, de fontos kihangsilyozni, hogy ennek ara volt, hiszen
ezeknek az eljarasoknak elég nagy a miiveletigénye. A mésik nagy hétranya ezeknek a metédusoknak,
hogy nem A-stabilak, igy nagyobb 1épéskoz esetén nagyobb hibédkat vétenek.

A masik nagy moédszercsalad az egylépéses eljardsok voltak. Ezek koziil az explicit Euler-médszer
teljesit a legjobban kis 1épéskozok esetén, azonban At > 0,5 megvalasztasokkal mar nagyon rosszul
viselkedik a kozelités amiatt, hogy a médszer nem A-stabil. Ezt kovette a Crank-Nicolson-mddszer,
amelynek egyik fontos tulajdonsiga az A-stabilitas volt. A Crank-Nicolson-mdédszer utan a Runge-
Kutta tipusi médszerek teljesitettek a legjobban (csak kis 1épéskozok alkalmazasaval) At > 0,5 esetén
rosszabbul viselkedtek, mint az explicit Euler-moddszer. Ezeknek az eljarasoknak tobb hatranya is volt,
mivel az explicit Runge-Kutta tipusi moddszerek nem A-stabilak, igy az elébbi 1épéskozokre vonatkozo
egyenlétlenség fennalldsa esetén nagyon rossz kozelitéseket adtak. Végezetiil az egylépéses mddszerek
koziil ezeket kovette az implicit Euler-médszer, amely A-stabil eljarés.

A legrosszabb kozelitéseket az Adams-Bashforth médszerek adtak abban az esetben, ha a kezdeti
értékeket is kozelitéssel allitottuk elo.

Tovabbi vizsgalatok targyat képezheti az egyes numerikus moédszerek Osszehasonlitasa abban az
esetben, ha a tér- és id6beli diszkretizacids paraméterek értékét egyiittesen valtoztatjuk, valamint
vizsgalhatjuk a térbeli diszkretizdcié pontossdgdnak hatdsit a numerikus eredmények értékére. Ezen
vizsgdlatok tulmutatnak az alapszakos tanulméanyokon, de késébbi munkak alapjaul szolgalhatnak.
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6. A szakdolgozatban szereplo Matlab kédok

A szakdolgozatban szerepldé abrédkat a MATLAB és a www.draw.io programokkal készitettem. A
legtébb fliggvénynek annyifajta varidnsa van, ahdny numerikus moddszert vizsgdltam a szakdolgo-
zatomban. A sziikségtelen hosszisag elkeriilése érdekében nem toltom fel a fliggvények minden
valtozatat teljesen, hanem egy verziéban a megvéltozott kédblokkok utdn komment forméjiban
beillesztem az egyes fiiggvényvaridciokhoz tartozé kodrészleteket.

A Runge-Kutta tipusi mdédszerek stabilitdsi tartomdnyai - 8. adbra (4.7. A Runge-Kutta
mddszer)

%rkStabilityRegion

%Tengelyek beosztasa es stabfv
xvector = linspace(—5,2,201);
yvector = linspace(—4,4,201);

[x,y] = meshgrid(xvector ,yvector);
sz = X + 1ixy;

Y%rklstabfun = 1 + z;

Y%rk2stabfun = 1 + z + 0.5%z." 2;

Y%rk3stabfun = 1 + z + 0.5%z 2 + (1/6)*z."3;

rk4stabfun =1 4+ z + 0.5%z. + (1/6)*z."3 + (1/24)%z."4;

%rklsr = abs(rklstabfun);
%rk2sr = abs(rk2stabfun);
%rk3sr = abs(rk3stabfun);
rkdsr = abs(rk4stabfun);

5 %Kirajzoltatas
; contourf(x,y,rkdsr ,[0.001 1],’k’);
7 colormap ([1 0 0; 1 1 1]) %piros—feher

axis ([—5,2,—4,4]);
axis (’square’);
xlabel (’Re’);
ylabel (’Im’);

grid on;

Hibafiiggvények - 9-10. dbra (5.2. Az analitikus megoldds)

%A Gauss—fele hibafuggveny
close all

x1l = —2:0.1:2;

y2 = erf(x1);

plot (x1,y2)

grid on

title (’Az Gauss—fele hibafuggveny a [—2,2] intervallumon ’)
xlabel ('x7)

ylabel (7erf(x)’)

%A komplementer hibafuggveny
close all

x2 = —2:0.1:2;
z = erf(x2);

5 y2 = 1—1z;

plot (x2,y2)

grid on

title (A komplementer hibafuggveny a [—2,2] intervallumon ’)
xlabel (7x7)

ylabel (7erfc(x) )

A pontos megoldas grafikonjai - 11-12. abra (5.2. Az analitikus megoldds)
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6 A szakdolgozatban szereplé Matlab kodok

%3D—s abra

function [Accurate,Accurate2] = accSolution(n,deltat ,deltax ,con,T)

D=10"(—6);

Accurate = zeros(n+1,(T/deltat)+1);
for i = 1:(n+1)
for j = 1:(T/deltat)+1

if j=— 1
Accurate(i,:) = 1;
else
auxVar = deltax*(i—1)/(sqrt (4*Dx(j—1)xdeltat));
Accurate(i,j) = erf(auxVar);
end
end
end
Accurate2 = conxAccurate
Tmtx = zeros(n+1,(T/deltat)+1);
for 1 = 1l:n+1
for j = 1:((T/deltat)+1)
Tmtx (:,j) = deltatx(j—1);
end
end
Tmtx
Xmtx = zeros(n+1,(T/deltat)+1);
for i = 1:n+1
for j = 1:((T/deltat)+1)
Xmtx(i,:) = deltax*(i—1);
end
end
Xmtx
mesh (Tmtx, Xmtx, Accurate?2)
xlabel (7t7);
ylabel ('x7);
zlabel ('y’);
grid on;
end

%2D—s abra

function [xmtx,value] = accSolution2D (n,deltat ,deltax ,con,T)

D=10"(—6);

tmtx = zeros (1,(T/deltat)+1);
for i = 1:((T/deltat)+1)

tmtx (i) = deltat«(i—1);
end
tmtx

xmtx = zeros(1l,n+1);
for i = 1:(n+1)

xmtx (1) = deltax*(i—1);
end

Accurate = zeros(n+1,(T/deltat)+1)
Accurate2 = zeros(n+1,(T/deltat)+1
value = zeros(1,n+1);
for 1 = 1:(n+1)
for j = 1:(T/deltat)+1
R o= 1
Accurate(i,:) = 0;
elge
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6 A szakdolgozatban szereplé Matlab kodok

auxVar = deltax*(i—1)/(sqrt (4«Dx(j—1)xdeltat));

Accurate(i,j) = erf(auxVar);
end
end
end
Accurate2 = conxAccurate;
Accurate2

value = Accurate2 (:,(T/deltat)+1)’

plot (xmtx, value)

grid on

xlabel ('x7);

ylabel (’koncentracio’);

end

EEM, IEM, CNM és RK kozelitések - 14-26. abra (5.3.3. Az explicit Euler-mddszer) - (5.3.6.

A Runge-Kutta tipusi mddszerek)

function [yMtx,Tmtx,Xmtx] = szimulacio(n,D, deltat ,deltax ,con,T)

Lmtx = zeros(n+1,n+1);
for 1 = 1:n+1
for j = 1l:n+1
i (= 1&k j=—1) || (i =

Lmtx(i,j) = —1;

elseif i=—j
Lmtx(i,j) = —2;

elseif i = j—1 || i = j+1
Lmtx(i,j) = 1;

end

end

end
Lmod = (Dxdeltat/deltax "2).xLmtx;

yMtx = zeros(n+1,1);
for k = 1:n+1

if k=1
yMtx (k) = 0;
else
yMtx (k) = con;
end
end
yMtx

Y%explicit Euler—modszer
z = zeros (n+1,1);
w = zeros(n+1,1);
for i = 1:((T/deltat)+1)
if i =1
yMtx = yMtx;
else
z = yMtx(:,i—1);
w = z+Lmodx*z;
w(l) = 0;
yMtx = horzcat (yMtx,w) ;
end
end

%implicit Euler—modszer

n+l && j = n+1))
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6 A szakdolgozatban szerepl6 Matlab kédok

%z2 = zeros(n+1,1);
Y%w2 = zeros(n+1,1);
(

%for 1 = 1:((T/deltat)+1)

% if i =1

% yMtx2 = yMtx2;

% else

% z2 = yMtx2(:,1i—1);

% w2 = (inv(eye(n+1)—Lmod))*z2;
% w2(1) = 0;

% yMtx2 = horzcat (yMtx2,w2) ;

% end

Y%end

%Crank—Nicolson —modszer
%z3 = zeros(n+1,1);

%w3 = zeros(n+1,1);
%for i = 1:(T/deltat)+1
% it 1= 1

% yMtx3 = yMtx3;

% else

% z3 = yMtx3 (:,i—1);

% w3 = ((inv(eye(n+1)—(0.5xLmod)))*2z3) + ((inv(eye(n+1)—(0.5%xLmod)))* (0.5 (
Lmod*z3) ) )

% w3(1l) = 0;

% yMtx3 = horzcat (yMtx3,w3) ;
% end

%end

TRK2

%z5 = zeros(n+1,1);

%w5 = zeros(n+1,1);

%for i = 1:((T/deltat)+1)

% if i =1

% yMtx5 = yMtx5;
% else
% z5 = yMtx5(:,i—1);

% w5 = z5+(Lmod*z5) 4 (0.5%(Lmod " 2) xz5) ;
% wH (1) = 0;

% yMtx5 = horzcat (yMtx5,w5) ;

% end

%end

YRK3

%26 = zeros(n+1,1);

(
%w6 = zeros (n+1,1);
%for i = 1:((T/deltat)+1)

% if i =1

% yMtx6 = yMtx6;

% else

% z6 = yMtx6 (:,i—1);

% w6 = z6+(Lmod*z6 )+ (0.5%(Lmod”2)%2z6)+((1/6) *(Lmod"3)x*z6) ;
% w6(1) = 0;

% yMtx6 = horzcat (yMtx6,w6) ;

% end

Y%end

%z7 = zeros(n+1,1);

%wT = zeros (n+1,1);

%for i = 1:((T/deltat)+1)
% if i =1

% yMtx7 = yMtx7;
% else
% z7 = yMtx7(:,i-1);
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106 % w7 = z7+(Lmod*z7) 4 (0.5%(Lmod"2)*2z7)+((1/6)*(Lmod"3)*2z7)+((1/24)*(Lmod"4)x*
z7);
107 % w7(1l) = 0;
108 % yMtx7 = horzcat (yMtx7,w7) ;
109 % end
110 Y%end
111
112 Tmtx = zeros (n+1,(T/deltat)+1);
113 for i = 1l:n+1
114 for j = 1:((T/deltat)+1)
115 Tmtx (:,j) = deltat=*(j—1);
116 end
117 end
118 Tmtx
119
120 Xmtx = zeros (n+1,(T/deltat)+1);
121 for i = 1:n+1
122 for j = 1:((T/deltat)+1)
123 Xmtx(i,:) = deltax=*(i—1);
124 end
125 end
126 Xmtx
127
128 mesh (Tmtx , Xmtx, yMtx )
129 Y%mesh (Tmtx, Xmtx,yMtx2) %implicit Euler—modszer
130 Ymesh (Tmtx , Xmtx, yMtx3) %Crank—Nicolson —modszer
131 Y%mesh (Tmtx, Xmtx, yMtx5) %RK2
132 Y%mesh (Tmtx, Xmtx, yMtx6) %RK3
133 Y%mesh (Tmtx , Xmtx, yMtx7) %RK4
134 xlabel (7t 7);
135 ylabel (’x7);
136 zlabel (7y7);
137 grid on;
138
1390 end
1 function [Tmtx,Xmtx] = adamsBashforth(n,D, deltat ,deltax ,con,T)
2
3 Lmtx = zeros(n+1,n+1);
1 for 1 = 1:n+1
5 for j = 1:n+1
6 if ((i=18&& j= 1) || (i = n+l && j = n+1))
7 Lmtx(i,j) = —1;
8 elseif i=j
9 Lmtx(i,j) = —2;
10 elseif i ji—1 || i = j+1
11 Lmtx(i,j) = 1;
12 end
13 end
14 end
15
16 Lmod = (Dxdeltat/deltax "2).xLmtx;
17
18 yMtx8 = zeros(n+1,1);
19 for k = 1:n+1
20 if k=1
21 yMtx8(k) = 0;
22 else
23 yMtx8(k) = con;
24 end
25 end
26
27 Y%ketlepeses
28 z8 = zeros(n+1,1);
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29 w8 = zeros(n+1,1);

30 for i = 1:(T/deltat)+1
31 if i =1

32 yMtx8 = yMtx8;
33 elseif i==

34 z8 = yMtx8(:,1—1);

35 w8 = ((inv(eye(n+1)—(0.5%Lmod)))*z8) + ((inv (eye(n+1)—(0.5%xLmod)) ) *(0.5x(
Lmod*z8))) ;

36 w8(1) 0;

37 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;

38 ellisle

39 z8a = yMtx8(:,1i—1);

10 z8b = yMtx8(:,1—2);

41 w8b = ((inv(eye(n+1)—(2/3)*Lmod))*(4/3)xz8a) — (inv(eye(n+1)—(2/3)*Lmod)
x(1/3)xz8b);

12 w8b(1) = 0;

43 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

14 end

15 end

46

17 Y%haromlepeses

18 z8 = zeros(n+1,1);

49 w8 = zeros(n+1,1);

50 for i = 1:(T/deltat)+1

51 if i =1

52 yMtx8 = yMtx8;

53 elseif i==2 || i==

54 z8 = yMtx8(:,i—1);
55 w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5%xLmod)))* (0.5 (
Lmod*z8))) ;

56 w8(1) = 0;

57 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;
58 else

59 z8a = yMtx8(:,1i—1);

60 z8b = yMtx8(:,1—-2);

61 z8c = yMtx8(:,i—3);

62 w8b = ((eye(n+1)+(23/12)*Lmod)*z8a) — (16/12)+Lmod*z8b + (5/12)+Lmod*z8c;
63 w8b(1) = 0;

64 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;
65 end

66 end

67

68 Y%mnegylepeses

69 z8 = zeros(n+1,1);
70 w8 = zeros(n+1,1);
for i = 1:(T/deltat)+1
if i =1
yMtx8 = yMtx8;
elseif i==2 || i==3 || i==
z8 = yMtx8(:,1—-1);
76 w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))=*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5%xLmod)))* (0.5 (
Lmod*z8))) ;

~
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77 w8(1) = 0;

78 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;

79 else

80 z8a = yMtx8(:,i—1);

81 z8b = yMtx8(:,1—2);

82 z8c = yMtx8(:,i—3);

83 z8d = yMtx8(:,1—4);

84 w8b = ((eye(n+1)+(55/24)+Lmod)*z8a) — (59/24)+Lmod*z8b + (37/24)*Lmod*z8c
—(9/24) xLmod*z8d ;

85 w8b(1) = 0;

86 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;
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87 end
88 end
89

90 Y%otlepeses

91 z8 = zeros(n+1,1);

92 w8 = zeros(n+1,1);

93 for i = 1:(T/deltat)+1

94 if i =1

95 yMtx8 = yMtx8;

96 elseif i==2 || i==3 || i==4 || i==b

97 z8 = yMtx8(:,1—-1);

98 w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))=*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5xLmod)))* (0.5 (
Lmod*z8)) ) ;

99 w8(1) = 0;

100 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;

101 else

102 z8a = yMtx8(:,i—-1);

103 z8b = yMtx8(:,1—2);

104 z8c = yMtx8(:,i—3);

105 z8d = yMtx8(:,i—4);

106 z8e¢ = yMtx8(:,i—5);

107 w8b = ((eye(n+1)+(1901/720)«Lmod)*z8a) — (2774/720)+Lmod*z8b + (2616/720)x
Lmod*z8c — (1272/720)«Lmod*z8d + (251/720)«Lmod*z8e ;

108 w8b(1) = 0;

109 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

110 end

111 end

112

113

114 Tmtx = zeros(n+1,(T/deltat)+1);

115 for 1 = 1l:n+1

116 for j = 1:(T/deltat)+1

117 Tmtx(:,j) = deltat*(j—1);

118 end

119 end

¥

Xmtx = zeros (n+1,(T/deltat)+1);
for i = 1:n+1
for j = 1:(T/deltat)+1
Xmtx(i,:) = deltax*(i—1);

aR W N =

end
end

3

0

surf (Tmtx, Xmtx, yMtx8)
xlabel (7t 7);
ylabel (’x7);
zlabel ('y’);

T
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end
function [] = adamsMoulton(n,D, deltat ,deltax ,con,T)

Lmtx = zeros(n+1,n+1);

for i = 1l:n+1

5 for j = 1l:n+1

6 if ((i=18&& j= 1) || (i = n+l && j = n+1))
7 Lmtx(i,j) = —1;

8 elseif i=—j
9 Lmtx (i, ]
10 elseif i
11 Lmtx (i, j
12 end

13 end

14 end

[

= |l

)
i—L i = j+1
)

Il
=
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16 Lmod = (Dxdeltat/deltax "2).xLmtx;

1

o -

yMtx8 = zeros(n+1,1);
for k = 1:n+1
if k=1
yMtx8(k) = 0;
else
yMtx8(k) = con;

N

end
end

aoR W N e

~

%ketlepeses
z8 = zeros(n+1,1);
w8 = zeros(n+1,1);

NONON NN NN NN

30 for i = 1:(T/deltat)+1

31 if i =1

32 yMtx8 = yMtx8;

33 elseif i==2

34 z8 = yMtx8(:,i—1);

35 w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5%xLmod)))* (0.5 (
Lmod*z8))) ;

36 w8(1) = 0;

37 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;

38 else

39 z8a = yMtx8 (:,1i—1);

40 z8b = yMtx8(:,1—2);

1 w8b = ((inv (eye(n+1)—(5/12)*Lmod) ) *(eye(n+1)+(8/12)*Lmod) )*z8a — ((inv (eye
n+1)—(5/12)*Lmod) ) *((1/12)*Lmod) ) xz8b ;

42 WSb(l) = 0;

13 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

14 end

45 end

16

17 Y%haromlepeses

48 z8 = zeros(n+1,1);

19 w8 = zeros(n+1,1);
50 for i = 1:(T/deltat)+1

51 if i =1

52 yMtx8 = yMtx8;

53 elseif i==2 || i==

54 z8 = yMtx8(:,1i—-1);

55 w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))=*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5%xLmod)))* (0.5 (
Lmod=*z8)) ) ;

56 w8(1) = 0;

57 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;
58 else

59 z8a = yMtx8(:,i—1);

(i-

60 z8b = yMtx8(:,1—2);

61 z8c = yMtx8(:,i—3);

62 w8b = (inv (eye(n+1)—(9/24)*Lmod) ) *(eye (n+1)+(19/24)«Lmod)*z8a — (inv (eye(n
+1) —(9/24)*Lmod) ) *(5/24) *Lmod*z8b + (inv (eye(n+1)—(9/24)*Lmod))*(1/24)*Lmod*z8c;

63 w8b (1) = 0;

64 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;
65 end

66 end

67

68 Y%negylepeses

69 z8 = zeros(n+1,1);

70 w8 = zeros(n+1,1);

71 for 1 = 1:(T/deltat)+1

72 if i =1

73 yMtx8 = yMtx8;

74 elseif i==2 || i==3 || i==4

20
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- z8 = yMtx8(:,i—1);
w8 = ((inv (eye (n+1) —(0.55Lmod)))#28) + ((inv (eye (n+1)—(0.5xLmod))) » (0.5(
Lmod=*z8)) ) ;

77 w8(1) = 0;

78 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;

79 else

80 z8a = yMtx8(:,1i—1);

81 z8b = yMtx8(:,i—2);

82 z8c = yMtx8(:,i—3);

83 z8d = yMtx8(:,1—4);

84 w8b = (inv(eye(n+1)—(251/720)*Lmod) ) *(eye(n+1)+(646/720)«Lmod)*z8a — (inv (

eye(n+1) —(251/720)*Lmod) ) x(264/720) xLmod*z8b + (inv (eye(n+1)—(251/720)*Lmod))
%(106/720) xLmod*z8c — (inv (eye(n+1)—(251/720)*Lmod))*(19/720)«Lmod*z8d ;

85 w8b(1) = 0;

86 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

87 end

88 end

90 Y%otlepeses

91 z8 = zeros(n+1,1);

92 w8 = zeros(n+1,1);

93 for i = 1:(T/deltat)+1

94 if i =1

95 yMtx8 = yMtx8;

96 elseif i==2 || i==3 || i==4 || i==5

97 z8 = yMtx8(:,i—-1);

98 w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))=*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5xLmod)))* (0.5 (
Lmod#*z8)) ) ;

99 w8(1) = 0;

100 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;

101 else

102 z8a = yMtx8(:,1i—1);

103 z8b = yMtx8(:,1—2);

104 z8c = yMtx8(:,i—3);

105 z8d = yMtx8(:,1—4);

106 z8e¢ = yMtx8(:,i—5);

107 w8b = (inv (eye(n+1)—(475/1440)+Lmod) )*(eye(n+1)+(1427/1440)*Lmod)*z8a — (
inv(eye(n+1) —(475/1440)*Lmod) ) *(798/1440) xLmod*z8b + (inv (eye(n+1)—(475/1440)+Lmod)
)%(482/1440)*Lmod*z8c — (inv(eye(n+1)—(475/1440)«Lmod))*(173/1440)+«Lmod*z8d + (inv (
eye(n+1) —(475/1440)«Lmod) ) *(27/1440) *Lmodx z8e ;

108 w8b(1) = 0;

109 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

110 end

111 end

112

113 Tmtx = zeros (n+1,(T/deltat)+1);
114 for i = 1:n+1

115 for j = 1:(T/deltat)+1

116 Tmtx(:,j) = deltat*(j—1);
117 end

118 end

119

120 Xmtx = zeros (n+1,(T/deltat)+1);
121 for i = 1:n+1

122 for j = 1:(T/deltat)+1

123 Xmtx(i,:) = deltaxx(i—1);
124 end

125 end

126

127 surf (Tmtx, Xmtx, yMtx8)

128 xlabel (7t 7);

129 ylabel (7x7);

130 zlabel ('y’);

51



16
17

19

= o

= W N

©

WM NN NN NN NN
© o ot o B

IS SO U C R
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end
function [] = adamsBashforthmod(n,D, deltat ,deltax ,con,T)

Accurate = zeros (n+1,(T/deltat)+1);
for i = 1:(n+1)
for j = 1:(T/deltat)+1
if j=— 1
Accurate(i,:) = 1;
else
auxVar = deltax*(i—1)/(sqrt (4*Dx(j—1)xdeltat));
Accurate(i,j) = erf(auxVar);
end
end
end
Accurate2 = conxAccurate;

Lmtx = zeros(n+1,n+1);
for 1 = 1l:n+1
for j = 1:n+1
if ((1i=18&& j=1) || (i = n+l1 & j = n+1))

Lmtx(i,j) = —1;

elseif i=—j
Lmtx(i,j) = —2;

elseif 1 = j—1 || 1 = j+1
Lmtx(i,j) = 1;

end

end

end
Lmod = (Dxdeltat/deltax "2).xLmtx;

yMtx8 = zeros(n+1,1);
for k = 1:n+1

if k=1
yMtx8(k) = 0;
else
yMtx8(k) = con;
end
end
%ketlepeses

z8 = zeros(n+1,1);
w8 = zeros(n+1,1);
for i = 1:(T/deltat)+1
if i =1
yMtx8 = yMtx8;
elseif i==2
z8 = yMtx8(:,i—1);
w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5xLmod)))* (0.5 (
Lmod*z8)) ) ;
w8(1) 0;
yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;
else
z8a = Accurate2 (:,i—1);
z8b = Accurate2 (:,1—2);
w8b = ((eye(n+1)+(3/2)*Lmod)*z8a) — (1/2)*Lmod*z8b ;
w8b (1) = 0;
yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

end
end

Y%haromlepeses
z8 = zeros(n+1,1);

92



6 A szakdolgozatban szereplé Matlab kodok

62 w8 = zeros(n+1,1);
63 for i = 1:(T/deltat)+1
64 if i =1
65 yMtx8 = yMtx8;
66 elseif i==2 || i==
67 z8 = yMtx8(:,1—1);
68 w8 = ((inv(eye(n+1)—(0.5%Lmod)))*z8) + ((inv (eye(n+1)—(0.5%xLmod)) ) *(0.5x(
Lmod*z8))) ;
69 w8(1) 0;
70 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;
ellisle
)7

1
2 z8a = Accurate2 (:,
3 z8b = Accurate?2 (: 71— 2);
4 z8c = Accurate2 (:,i—3);

75 w8b = ((eye(n+1)+(23/12)*Lmod)*28a) — (16/12)*Lmod*z8b + (5/12)*Lmod*z8c;
76 w8b(1) = 0;

77 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

78 end

79 end

81 Y%mnegylepeses
82 z8 = zeros(n+1,1);
83 w8 = zeros(n+1,1);
84 for i = 1:(T/deltat)+1
85 if i =1
86 yMtx8 = yMtx8;
87 elseif i==2 || i==3 || i==4
88 z8 = yMtx8(:,i—1);
89 w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5%xLmod)))* (0.5 (
Lmod*z8))) ;
90 w8(1) 0;
91 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;
92 else
93 z8a = Accurate2 (: 71 1);
94 z8b = Accurate2 (:,i—2);
95 z8c = Accurate2 (:,i—3);
(:
)

96 z8d = Accurate2 1—4)

97 w8b = ((eye(n+1 +(55/24)*Lmod)*z8a) — (59/24)*Lmod*z8b + (37/24)*Lmod*z8c
—(9/24)xLmod*z8d ;

98 w8b (1) = 0;

99 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

100 end

101 end

102

103 Y%otlepeses

104 z8 = zeros(n+1,1);

105 w8 = zeros(n+1,1);

106 for i = 1:(T/deltat)+1

107 if i =1

108 yMtx8 = yMtx8;

109 elseif i==2 || i==3 || i==4 || i==b

110 z8 = yMtx8(:,1i—1);

111 w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))=*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5%xLmod)))* (0.5 (
Lmod*z8))) ;

112 w8(1) = 0;

113 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;

114 else

115 z8a = Accurate2 (:,i—1);

116 z8b = Accurate2 (:,i—2);

117 z8c = Accurate2 (:,i—3);

118 z8d = Accurate2 (:,i—4);

119 z8e¢ = Accurate2 (:,i—5);

120 w8b = ((eye(n+1)+(1901/720)*Lmod)*z8a) — (2774/720)+Lmod*z8b + (2616/720)*
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5 end

Lmod*z8c — (1272/720)+«Lmod*z8d + (251/720)«Lmod*z8e ;
w8b (1) = 0;
yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;
end
end

Tmtx = zeros (n+1,(T/deltat)+1);
for i = 1l:n+1
for j = 1:(T/deltat)+1
Tmtx(:,j) = deltat*(j—1);
end
end

Xmtx = zeros(n+1,(T/deltat)+1);
for i = 1:n+1
for j = 1:(T/deltat)+1
Xmtx(i,:) = deltaxx(i—1);
end
end

surf (Tmtx, Xmtx, yMtx8)
xlabel (7t 7);
ylabel ('x7);
zlabel ('y’);

function [] = adamsMoultonmod(n,D, deltat ,deltax ,con,T)

Accurate = zeros(n+1,(T/deltat)+1);
for i = 1:(n+1)
for j = 1:(T/deltat)+1

if j=— 1
Accurate(i,:) = 1;
else
auxVar = deltax*(i—1)/(sqrt (4*xDx(j—1)xdeltat));
Accurate(i,j) = erf(auxVar);
end
end
end
Accurate2 = conxAccurate;

Lmtx = zeros(n+1,n+1);
for i = 1l:n+1
for j = 1:n+1
if ((i=1&& j=— 1) || (i = n+1 & j = n+1))

Lmtx(i,j) = —1;

elseif i=—j
Lmtx(i,j) = —2;

elseif 1 = j—-1 || i = j+1
Lmtx(i,j) = 1;

end

end

end
Lmod = (Dxdeltat/deltax "2).%Lmtx;

yMtx8 = zeros(n+1,1);
for k = 1:n+1
if k=1
yMtx8(k) = 0;
else
yMtx8 (k) = con;

end

54
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38 end

39

10 Y%ketlepeses

1 z8 = zeros(n+1,1);

42 w8 = zeros(n+1,1);

13 for i = 1:(T/deltat)+1

14 if i =1

45 yMtx8 = yMtx8;

16 elseif i==

17 z8 = yMtx8(:,i—1);

48 w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5xLmod)))*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5%xLmod)))* (0.5 (
Lmod*z8))) ;

19 w8(1) = 0;

50 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;

51 else

52 z8a = Accurate2 (:,i—1);

53 z8b = Accurate2 (:,1—2);

54 w8b = ((inv (eye(n+1)—(5/12)*Lmod) ) *(eye(n+1)+(8/12)«Lmod) )*z8a — ((inv (eye
n+1)—(5/12)*Lmod) ) *((1/12) *Lmod) ) *z8b ;

55 w8b (1) = 0;

56 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

57 end

58 end

59

60 %haromlepeses

61 z8 = zeros(n+1,1);

62 w8 = zeros(n+1,1);

63 for i = 1:(T/deltat)+1

64 if i =1

65 yMtx8 = yMtx8;

66 elseif i==2 || i==

67 z8 = yMtx8(:,i—1);

68 w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))=*z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5%xLmod)))* (0.5 (

Lmod#*z8)) ) ;

69 w8(1) = 0;

70 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;
else

~

1
SN U R

z8a = Accurate2 (:,i—1);

z8b = Accurate2 (:,i—2);

z8c = Accurate2 (:,i—3);

w8b = (inv (eye(n+1)—(9/24)*Lmod) ) *(eye (n+1)+(19/24)«Lmod)*z8a — (inv (eye(n
+1) —(9/24)*Lmod) ) *(5/24) *Lmod*z8b + (inv (eye(n+1)—(9/24)*Lmod))=*(1/24)*Lmod*z8c;

~

~

76 w8b(1) = 0;

77 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

78 end

79 end

80

81 Y%negylepeses

82 z8 = zeros(n+1,1);

83 w8 = zeros(n+1,1);

84 for i = 1:(T/deltat)+1

85 if i =1

86 yMtx8 = yMtx8;

87 elseif i==2 || i==3 || i==4

88 z8 = yMtx8(:,i—1);

89 w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5%xLmod)))* (0.5 (
Lmod*z8)) ) ;

90 w8(1) = 0;

91 yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;

92 else

93 z8a = Accurate2 (:,i—1);

94 z8b = Accurate2 (:,1—2);

95 z8c = Accurate2 (:,1-3);

95



6 A szakdolgozatban szereplé Matlab kodok

z8d = Accurate2 (:,i—4);

w8b = (inv(eye(n+1)—(251/720)*Lmod) ) *(eye (n+1)+(646/720)«Lmod)*z8a — (inv (
eye(n+1) —(251/720)+*Lmod) ) x(264/720) xLmod*z8b + (inv (eye(n+1)—(251/720)*Lmod))
%(106/720) xLmod*z8c — (inv (eye(n+1)—(251/720)*Lmod) ) *(19/720)«Lmod*z8d ;

w8b (1) = 0;

yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

end

end

Y%otlepeses
z8 = zeros(n+1,1);
w8 = zeros(n+1,1);
for i = 1:(T/deltat)+1
if i =1
yMtx8 = yMtx8;
elseif i==2 || i==3 || i==4 || i==5
z8 = yMtx8(:,i—-1);
w8 = ((inv (eye(n+1)—(0.5%Lmod)))=*2z8) + ((inv(eye(n+1)—(0.5%xLmod)))* (0.5 (
Lmod*z8)) ) ;

w8(1) = 0;

yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8) ;
else

z8a = Accurate2 (:,i—1);

z8b = Accurate2 (:,i—2);

z8c = Accurate2 (:,i—-3);

z8d = Accurate2 (:,i—4);

z8e = Accurate2 (:,i—5);

w8b = (inv (eye(n+1)—(475/1440)+Lmod) )*(eye(n+1)+(1427/1440)*Lmod)*z8 — (inv
(eye(n+1) —(475/1440)+Lmod) ) (798 /1440) *Lmod*z8b + (inv(eye(n+1)—(475/1440)*Lmod))
%(482/1440) *Lmod*z8c — (inv(eye(n+1)—(475/1440)*Lmod))*(173/1440)*Lmod*z8d + (inv (
eye(n+1) —(475/1440)«Lmod) ) *(27/1440) *Lmodx z8e ;

w8b (1) = 0;

yMtx8 = horzcat (yMtx8,w8b) ;

end

end

Tmtx = zeros (n+1,(T/deltat)+1);
for 1 = 1l:n+1
for j = 1:(T/deltat)+1
Tmtx(:,j) = deltat=(j—1);
end
end

Xmtx = zeros (n+1,(T/deltat)+1);
for i = 1:n+1
for j = 1:(T/deltat)+1
Xmtx(i,:) = deltaxx(i—1);
end
end

surf (Tmtx, Xmtx, yMtx8)
xlabel (7t 7);
ylabel ('x7);
zlabel ('y’);

%hibal
2T = [0.001, 0.0014, 0.0016, 0.002, 0.0025, 0.0028, 0.0035, 0.004, 0.005, 0.0056, 0.007,

0.008, 0.01, 0.014, 0.02, 0.025, 0.028, 0.04, 0.05, 0.056, 0.1, 0.2, 0.25, 0.35,
0.5, 0.7, 1, 1.75, 3.5];

3 expNorm = [4.034510867083395e—09, 4.030678261585209e—09, 4.028778828679855e—09,

4.025013784196629e—09, 4.020371060700723e—09, 4.017619433618730e—09,
4.011298506095140e—09, 4.006869169732769e—09, 3.998225595459733e—09,
3.993177756294022e—09, 3.981805475447188e—09, 3.974032614663371e—-09,
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3.959370131719035e—09, 3.933624273956815e—09, 3.904128339383817e—-09,
3.888074366342882e—09, 3.882211543608965e—09, 3.887267719025153e—09,
3.926154772006269e—09, 3.964275288506906e—09, 4.543725951723191e—-09,
7.0568871775369539e—09, 8.595401112403599e—09, 1.188131332448279e—08,
2.486568219480798e—08, 1.006463368944193e—-05, 9.074568580476495e—05,
9.124025842006176e—05, 2.169546645546567e¢ —05];
i impNorm = [4.075855286007086e—09, 4.097078567109571e—09, 4.109497522286074e—09,
4.137894385693718e—09, 4.179932007448862e—09, 4.208558807074908e—-09,
.284941027300177e—09, 4.347398301235917e—-09, 4.490813799925003e—09,
.587912329168243e—09, 4.843384553124707e—-09, 5.047891762991111e—-09,
.502737241852109e—-09, 6.548479296064080e—09, 8.322408240983589e—09,
.902442067628818e—09, 1.087622058029732e—08, 1.487357172401383¢—08,
.826509141480092e—08, 2.031084224845416e—08, 3.532692177193719e—08,
.873273747723829e—08, 8.494803705377904e—-08, 1.163664953306375e—-07,
.609902515874991e—07, 2.160023511285649e—07, 2.896897563079865¢e¢—07,
4.360026107420190e—07, 6.461550155816964e —07];
5 cnNorm = [4.050597764338610e—09, 4.054940046703093e—09, 4.057499267355146e—09,
.063391253057249e—-09, 4.072200307938695e—09, 4.078251750585098¢e—09,
.094588451673216e—09, 4.108140467383563e—09, 4.139880538077867e—09,
.161842471357647e—09, 4.221366586036696e—09, 4.270760762395597e—09,
.385857124456308e¢—-09, 4.675161418439969e—-09, 5.230368063240859¢—09,
.776835695620229e—09, 6.132194995436098e—-09, 7.693033396612167e—09,
.100426300394910e—09, 9.972447481121390e—-09, 1.663800449048359e—08,
.209852224517187e¢—08, 3.976715194331207e—08, 5.488234433622909¢—08,
.694678721061268e—08, 1.052106027387148e—07, 1.451980599954727e—-07,
2.339493686944197e—07, 3.975865087459658e —07];
6 tk2Norm = [4.050615227591415e—09, 4.054978513270531e—09, 4.057552272360510e—09,
4.063482676941248e—09, 4.072359872518430e—09, 4.078464415335975e—09,
.094965964762919e—09, 4.108675267629288e—09, 4.140844409735744e—-09,
.163146160482256e—09, 4.223738662600086e—09, 4.274159458193999e—09,
.392054639876871e—09, 4.690352039965734e—09, 5.268547741609846e—09,
.843293795481965e—09, 6.219606744558711e—09, 7.893688034674281e—-09,
.431007651565133e—09, 1.039653075706368e—08, 1.812044151849261e—08,
.891410326179201e—08, 5.128389294910502e—-08, 8.263114165177621e—08,
.406335482328160e—07, 8.436964676125266e—05, 0.003717774442025, 0.007870552563827,
8.174243892454038e —04];
7 rk3Norm = [4.050603578209768e—09, 4.054952839681883e—09, 4.057516890206228e—09,
4.063421624104782e—09, 4.072253263250136e—09, 4.078322283807793e—-09,
.094713472646931e—09, 4.108317387358965e—09, 4.140198704165665¢—09,
.162272236786939e—09, 4.222146112028504e—-09, 4.271875163393757e¢—09,
.387880141138599e—-09, 4.680075901759322e—-09, 5.242556947226716e—09,
.797819250288244e—09, 6.159611160300456e—09, 7.754279344784795e¢—09,
1.
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.198982042986675e—09, 009705051251197e—08, 1.702509030380966¢e —08,

.333809299176080e —08, 139606757353032e—-08, 5.669648950949593e—08,

.611753118451097e—08, 424870499637236e—06, 0.005756889841403, 0.116321661191085,

0.012694082994760];

s tkdNorm = [4.050603581672840e—09, 4.054952852667842e¢—09, 4.057516910492153e—09,
4.063421671529403e—09, 4.072253369682145e—09, 4.078322445484235e—09,

.094713842377246e—09, 4.108317996755789e—09, 4.140200115102617e—09,

.162274402427128e—-09, 4.222151156603743e—09, 4.271883533278824e—09,

.387899611111106e—09, 4.680144562441530e—09, 5.242809994721903e—-09,

.798378607857379e¢—-09, 6.160441864814956e—09, 7.757077655626837e—09,

.204853704947106e—-09, 1.010557429545796e—08, 1.708185517373113e—08,

.391725048352689e—08, 4.265449512313523e—08, 6.087838280750746e—08,

.176538912287090e—08, 2.165170665342617e¢—07, 0.002633576184367, 0.654145950317708,

0.118338695987661];

9 plot (T, expNorm, T, impNorm, T, cnNorm, T, rk2Norm, T, rk3Norm, T, rk4Norm,[.5 .5], [LE
~10 0.7], ’t—)

10 xlabel(’\Deltat (idobeli lepeskozok)’)

11 ylabel (’Hiba (2—es normaban) ’)

W O T s A
O Ul — ~T U A

© WO T
(R Q. N O NN
= I ISEN IS, BTN

12 legend (’explicit Euler—modszer’, 'implicit Euler—modszer’, ’Crank—Nicolson—modszer’,
Masodrendu Runge—Kutta’, ’Harmadrendu Runge—Kutta’, ’Negyedrendu Runge—Kutta’,’\
Deltat =0,5")
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13

14 %hib2

15 T = [0.001, 0.0014, 0.0016, 0.002, 0.0025, 0.0028, 0.0035, 0.004, 0.005, 0.0056, 0.007,
0.008, 0.01, 0.014, 0.02, 0.025, 0.028, 0.04, 0.05, 0.056, 0.1, 0.2, 0.25, 0.35,
0.5, 0.7, 1, 1.75, 3.5];

16 expNorm = [4.034510867083395e—09, 4.030678261585209¢—09, 4.028778828679855¢e¢—09,
4.025013784196629e—09, 4.020371060700723e—09, 4.017619433618730e—09,
4.011298506095140e—09, 4.006869169732769e¢—09, 3.998225595459733e¢—09,

3.993177756294022e—09, 3.981805475447188e—09, 3.974032614663371e—09,
3.959370131719035e—09, 3.933624273956815e—09, 3.904128339383817e—-09,
3.888074366342882e—09, 3.882211543608965e—09, 3.887267719025153e—09,
3.926154772006269e—09, 3.964275288506906e—09, 4.543725951723191e—-09,
7.0568871775369539e—09, 8.595401112403599e—-09, 1.188131332448279e—08,
2.486568219480798e—08, 1.006463368944193e—-05, 9.074568580476495e—05,

.124025842006176e—05, 2.169546645546567¢ —05];

17 ab2 = [4.044278818522515e—09, 4.044269606214732e—09, 4.044263853098642¢—09,
4.044250054338767e—09, 4.044228517296339e—09, 4.044213312712296e—-09,
4.044171194734711e—09, 4.044135433926583e—09, 4.044049776307304e—09,

.043989370607358e—09, 4.043822294287736e—09, 4.043680693523387e—09,

4.043342362158573e—09, 4.042448735426625e—09, 4.040582655039819e—09,

.038567203872856e—09, 4.037166714153116e—09, 4.030248256980388¢e—09,

.023077164119215e—09, 4.018271946064367e—09, 3.978173720550604e—09,

.999710385031598e —09, 4.287745875081584e—09, 1.036948164465430e—05,

.165048074786812e—04, 9.702900468586559e—04, 3.833562036708574e—04,

.654190217698745e—05, 8.678412614669950e —07];

[4.044260294616761e—09, 4.044233321678829e¢—09, 4.044216476093809e¢—09,

.044176076154487e—09, 4.044113020172227e—09, 4.044068503797253e—09,

.043945191546196e—09, 4.043840492519317e—09, 4.043589712031543e—09,

.043412862584198e—09, 4.042923714907758e—09, 4.042509146847544e—09,

.041518573030444e—-09, 4.038901837168107e—09, 4.033435164958236e—09,

.027526348956222e—-09, 4.023417216860598e—09, 4.003071389071200e—09,

.981883437383282e—09, 3.967617494891843e—09, 3.844867437559321e—09,

.653046102196717e—05, 0.003226986597659, 0.036865692052546, 0.029256460480917,

.005677584928598, 5.178584608841739e—04, 1.011162151772917e—05, 3.975865087459658¢
—07];

19 ab4d = [4.044246255157026e—09, 4.044205841461517e¢—09, 4.044180608535552e¢—09,
4.044120111887757e—09, 4.044025732115350e—09, 4.043959128091350e—09,
4.043774727604971e—09, 4.043618257246309e—-09, 4.043243775100845e—09,
4.042979917565129e—-09, 4.042250949626049e—-09, 4.041633974191866e —09,
4.040162483556555e—09, 4.036290769017125e—09, 4.028261194899491e¢—-09,
4.019658888880670e—09, 4.013719588252878e—09, 3.984796917146707e—09,
3.955519756673450e—09, 3.936308697628484e—09, 1.493616002403032e—05,
0.816237438001284, 0.306261056547849, 0.526583000297258, 0.058519495124047,
0.003168974231994, 1.117723315669500e—04, 8.543819028814144e—-07, 3.975865087459658¢
—-07];

20 abb = [4.773950563085380e—09, 4.773658942635327e—09, 4.773502313044361e—09,
4.773167475418439e—09, 4.772708577714896e—09, 4.772411786490514e—09,
4.771656945610842e—09, 4.771064562353567e¢—09, 4.769747542499862e¢—09,
4.768873167818315e—09, 4.766589496152213e—09, 4.764751358424403e—-09,
4.760564177851005e—09, 4.750188025357924e—09, 4.729803474689461e—09,
4.708615864760156e—09, 4.694162252664933e—09, 4.624323037659307e—09,
9.261358685870293e—06, 0.004367021672125, 1.412273298436004e+04, 5.049636613922997e
+03, 5.947249943832701e+02, 12.411348427392715, 0.144768614168320,
0.002168130803384, 3.173159333076087e—05, 2.339493686944197e—07, 3.975865087459658¢

>~

N Ot W b

15 ab3

O O W R

—-07];
21 plot (T, expNorm, T, ab2, T, ab3, T, ab4, T, ab5, [.5 .5], [1E-10 10°5], 'r—")
22 %loglog ([.5 .5], [0.0000001 10], 'r’)

23 xlabel (’\Deltat (idobeli lepeskozok)’)
24 ylabel (’Hiba (2—es normaban) )

25 legend (’explicit Euler—modszer’, ’'ketlepeses Adams—Bashforth’, ’haromlepeses Adams—
Bashforth’, 'negylepeses Adams—Bashforth’, ’'otlepeses Adams—Bashforth’, ’'\Deltat
=0,5")
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27 %hiba3
28 T = [0.001, 0.0014, 0.0016, 0.002, 0.0025, 0.0028, 0.0035, 0.004, 0.005, 0.0056, 0.007,
0.008, 0.01, 0.014, 0.02, 0.025, 0.028, 0.04, 0.05, 0.056, 0.1, 0.2, 0.25, 0.35,
0.5, 0.7, 1, 1.75, 3.5];
20 impNorm = [4.075855286007086e—09, 4.097078567109571e—09, 4.109497522286074e—09,
4.137894385693718e—09, 4.179932007448862e—09, 4.208558807074908e—09,
.284941027300177e—09, 4.347398301235917e—09, 4.490813799925003e—09,
.587912329168243e—09, 4.843384553124707e—09, 5.047891762991111e—-09,
.502737241852109e—-09, 6.548479296064080e—09, 8.322408240983589e—09,
.902442067628818e—09, 1.087622058029732e—08, 1.487357172401383e—08,
.826509141480092e—-08, 2.031084224845416e—08, 3.532692177193719e—08,
.873273747723829e—08, 8.494803705377904e—08, 1.163664953306375e—07,
.609902515874991e—07, 2.160023511285649e—07, 2.896897563079865e—07,
.360026107420190e—07, 6.461550155816964e —07];
30 cnNorm = [4.050597764338610e—09, 4.054940046703093e—09, 4.057499267355146¢e—09,
4.063391253057249e—-09, 4.072200307938695e—09, 4.078251750585098¢e —09,
.094588451673216e—09, 4.108140467383563e—09, 4.139880538077867e—09,
.161842471357647e—09, 4.221366586036696e—09, 4.270760762395597e—09,
.385857124456308e—09, 4.675161418439969e—09, 5.230368063240859e—09,
.776835695620229e—09, 6.132194995436098e—09, 7.693033396612167e—09,
.100426300394910e—-09, 9.972447481121390e—09, 1.663800449048359e¢—08,
.209852224517187e—08, 3.976715194331207e—08, 5.488234433622909e¢—08,
.694678721061268e—08, 1.052106027387148e—07, 1.451980599954727e—07,
2.339493686944197e—07, 3.975865087459658¢e —07];
31 am2Norm = [4.0490930707560756—097 4.052278289578986e—09, 4.054140819129259e—-09,
4.058404429554144e—09, 4.064740617928776e—09, 4.069077171970617e—09,
.080747102619926e—09, 4.090404023861694e—09, 4.112985577289715e—09,
.128601268969063e—09, 4.170949412973548e—09, 4.206152721610392e—09,
.288485115835175e—09, 4.497542470494049e—-09, 4.906809849263132e—09,
.318387262025086e—09, 5.589857939996501e—09, 6.808539434635110e—09,
.932663151350346e—09, 8.637186133965362e—09, 1.412867728395843e—08,
.715077471101033e—08, 3.368566697815354e—08, 4.667804800403984¢e—08,
.588727768549367e¢—08, 9.090266925260765e—08, 1.269127392318345e—-07,
2.177622505272534e—07, 3.961506589843989e —07];
32 am3Norm = [4.048404613615564e—09, 4.051072400752190e—09, 4.052624676838292e¢—09,
4.056165178332541e—09, 4.061406297619687e¢—09, 4.064984614424622e¢—09,
.074593365766605e—09, 4.082530834860951e—09, 4.101068280727759e—09,
.113878890202487e—09, 4.148618176541075e—09, 4.177513354109448e—09,
.245200379454594e—-09, 4.417908261538057e—09, 4.759517499682406e¢ —09,
.107163365933599e—09, 5.338378861895454e—09, 6.390678455549991e—09,
.376222778113286e—09, 7.998985723758089e—09, 1.292830540815515e—08,
.484880661798671e—08, 3.089819797928877e—08, 4.302319402188309e¢—08,
.115396540867135e—08, 8.525813389845631e—08, 1.204444442980191e—-07,
2.218174259760812e—07, 3.975865087459658¢e —07];
33 am4Norm = [4.047989293163101e—09, 4.050349282843956e¢—09, 4.051717489495125e¢—09,
4.054829822772694e—09, 4.059423836456194e—-09, 4.062554647162623e—09,
.070948198133894e—09, 4.077872766413253e—09, 4.094029059102752e—09,
.105188236251438e—09, 4.135446244290365e—09, 4.160622788738352e—09,
.219660488046964e—09, 4.370792437744131e—09, 4.671848779786064e—09,
.980799390345887e—09, 5.187515828447040e—09, 6.138059536175462e¢—09,
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.038950858087814e—09, 7.612043583205838¢e—09, 220901280098033e—08,
.353285757060577e—08, 2.934480769544520e—08, 109541596938592e —08,
.889245820741258e —08, 8.326322133052523e—08, 198497700611716e—07,
2.167934861613539e—07, 3.975865087459658e —07];

34 ambNorm = [1.130537733832192e—06, 1.129434341060345e—06, 1.128883991896582e—06,
.127785975418943e—06, 1.126418457477087e—06, 1.125600599863830e—06,
.123699949787933e—06, 1.122348883276930e—06, 1.119662935404374e—06,
.118061624603516e—06, 1.114354738695324e—06, 1.111731905741815e—06,
.106547346376808e—06, 1.096414970130594e—-06, 1.081777047512748e—06,
.070059346555966e—06, 1.063225813686331e—06, 1.037248184084929e—06,

9.

6.

3.

TN T =

.017093221085929e—06, 1.005580514783433e—06, 317813713813515e—07,
.077163634987858e 07, 7.590101762265984e—07, 773701583493978e—07,
.803032749951710e—07, 4.795818493985472e—-07, 660067619823541e—07,

UL OO = = = = =
[ T e e
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2.339493686944197e—07, 3.975865087459658e —07];
plot (T, impNorm, T, cnNorm, T, am2Norm, T, am3Norm, T, am4Norm, T, ambNorm,[.5 .5], [1E

~10 0.7], 'r—")

xlabel ( 7\ Deltat (idobeli lepeskozok)’)

ylabel ( ’Hiba (2—es normaban) ')

legend (’implicit Euler—modszer’,
"haromlepeses Adams—Moulton ',
’,’\Deltat =0,5")

’Crank—Nicolson—modszer ’

"ketlepeses Adams—Moulton ',

"negylepeses Adams—Moulton’, ’otlepeses Adams—Moulton
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nélkiil nem haszndltam fel.

)
\ kLt
Budapest, 2049 5. 1.4 Hypi, ks ""h..'

a hallgaié aldirdsa

62



	Bevezetés. Kémiai háttér
	Elektrokémiai fémleválasztás; a Cottrell-kísérlet
	Motiváció

	Matematikai modell
	Differenciálegyenletek
	Fejezetek a komplex függvénytanból
	Laplace-transzformáció
	A generátorfüggvény deriváltjainak Laplace-transzformáltja
	Inverz Laplace-transzformáció


	Numerikus modell: Numerikus módszerek
	Motiváció
	Rácshálók és rácsfüggvények
	Numerikus módszerekkel kapcsolatos alapfogalmak
	Numerikus módszerek konvergenciája és konzisztenciája
	Stabilitás, A-stabilitás

	Euler-módszerek
	Az explicit Euler-módszer
	Az implicit Euler-módszer

	Crank-Nicolson-módszer
	A Lg-séma
	A Runge-Kutta módszer
	Lineáris többlépéses módszerek

	Számítógépes modell: Cottrell-kísérlet
	Az analitikus megoldás
	A kísérlet szimulációja
	A numerikus megoldás alapja
	A szimuláció paraméterei
	Az explicit Euler-módszer
	Az implicit Euler-módszer
	Crank-Nicolson-módszer
	Runge-Kutta típusú módszerek
	Lineáris többlépéses módszerek

	A módszerek összehasonlítása

	Összefoglalás
	A szakdolgozatban szereplő Matlab kódok
	Irodalomjegyzék
	Eredetiségi nyilatkozat

