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Bevezetés

A biolégianak szamos olyan teriilete van, amelyekben matematikai modellek segitségével le-
het jol kozeliteni a valosagot, megérteni a kiilonboz6 anyagok és reakcidk természetét, valamint
tulajdonsagait. Egy ilyen teriilet az immunoldgia, ahol sok olyan kisérletet, vizsgéilatot végeznek,
amelyek tanulmanyozasihoz matematikai ismeretek sziikségesek. A diplomamunkam soran egy
ilyen vizsgalatot ismertetek, modellezem, és elemzem a modell valésagtartalmat. A feladatom
az ugynevezett kompartment-modell alkalmazasa olyan antigén-antitest reakciok vizsgalatara,
amelyek az ELISA immunesszé soran is bekovetkeznek. A lényege, hogy a laborvizsgélat so-
ran a szérumbeli antigén-specifikus antitestek kimutataséra az oldathoz antigént adnak, majd a
keletkezett antigén-antitest komplexek koncentraciojabol kdvetkeztetnek a szérumbeli specifikus

antitestek koncentracidjara. Vizsgalom a szabad antitestek, a szabad antigének és az antigén-
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1. fejezet

Matematikai elOismeretek

Ebben a fejezetben a szakdolgozatomban alkalmazott matematikai modszerekhez szorosan
kapcsolodd definiciokat és tételeket ismertetem. A fejezet tartalmi forrasaként a [6] és a [11]

konyveket hasznaltam fel.

1.1. A derivalt és alkalmazasai

1. Definicié. Legyen f egyvaltozos valos fliggvény, amely értelmezve van egy xg pont egy kor-

nyezetében. Ekkor a
i @) = f(=o)

T—T0 Tr — X0

hatarértéket az f fliggvény derivaltjanak vagy differencidlhanyadosanak nevezziik, ha a hatéarér-

tek létezik.
Jelolések az xq pontbeli derivaltra: f'(xq), f(zo), %(mo).

2. Definici6. Legyen f egyvéltozos valos fiiggvény, amely értelmezve van egy xg pont egy kor-
nyezetében. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az xg pontban differencidlhato, ha az el6z6
definicibban emlitett hatérték létezik és véges.

Az f fiiggvény f' derivaltfiiggvénye ott van értelmezve, ahol f differencialhato, és f'(zg) =

lim £22000) hy 4 € D(f).

Tr—T0

3. Definici6. Egy intervallumon értelmezett f fiiggvény differencialhato, ha az intervallum min-
den belss pontjaban differencialhato, valamint az f’ derivaltfiiggvénynek véges (egy oldali) ha-
tarértéke van az intervallum azon végpontjaiban, ahol f értelmezve van.

Az f fiiggvény folytonosan differencialhatd, ha differencidlhaté és a derivaltfiiggvénye folyto-

nos.



Az f fliggvény kétszer differencialhatd, ha differencidlhato és a derivaltfiiggvénye is differen-

cialhato.
1. Tétel. Legyen f folytonos egy [a,b] intervallumon és differencidlhaté (a,b)-n. Ekkor

e [a,b]-n [ akkor és csak akkor monoton csokkend, ha f'(x) < 0, és akkor és csak akkor

monoton novekedd, ha f'(x) > 0 minden x € (a,b)-re.

e ha f'(z) < 0 minden x € (a,b)-re, akkor f szigorian monoton csékkend [a,b]-n, és ha

f'(xz) > 0 minden x € (a,b)-re, akkor f szigorian monoton novekedd [a,b]-n.

2. Tétel. Tegyiik fel, hogy f differencidlhato xg-ban. Ha f-nek lokdlis szélséértékhelye van xg-
ban, akkor f'(xo) = 0.

Az allitas nem megfordithato. Ellenpélda: legyen f(x) = 23, D(f) = R. Ekkor f/(0) = 0, de

f-nek nincs lokalis szélsGértékhelye nullaban.

3. Tétel. Legyen f kétszer differencidlhatd xo-ban. Ha f'(xg) = 0 és f"(xo) < 0, akkor f-nek

xo-ban szigori lokdlis mazimuma van, ha f"(xg) > 0, akkor pedig szigori lokdlis minimuma van.

4. Tétel. Legyen f kétszer differencidlhato egqy I intervallumon. Az f fiigguény I-n akkor és

csak akkor konvex, ha f"(x) > 0, és akkor és csak akkor konkdv, ha f"(x) <0 minden x € I-re.

4. Definicio. Legyen f: R™ — R fiiggvény, xo € D(f), k egész szam 1 és n kozott, valamint ey,
a k-adik egységvektor R™ standard bazisaban.

Ha létezik a
lim f(zo + tex) — f(xo)
t—0 t

hatarérték, és ez valos szam, akkor f a k-adik valtozo (xy) szerint parcialisan differencialhaté az
xo pontban.
A fenti hatarértéket az f fliggvény xg pontbeli k-adik valtozo (xy) szerinti parcialis derivalt-

janak nevezziik, jele 8(%(3:0).

5. Definici6. Legyen f: R™ — R™ egy vektorértékd fliggvény, melynek koordinatafiiggvényeit
jelolje rendre fi,..., fp,. Ekkor minden (z1,...,x,) € D(f) esetén

fla, e, ... x,) = (fl(:vl,:cg,...,xn),fg(xl,xg,...,xn),...,fm(xl,xg,...,:nn)).

Ha f minden koordinatafiiggvényének mindegyik valtozo szerinti parcialis derivéltja létezik az

x € D(f) pontban, akkor a fiiggvény elsérendii parcialis derivaltjait tartalmazo alabbi méatrixot



az f fiiggvény = pontbeli Jacobi-matrixdnak nevezziik:

372(;5) ngi(x)
fl(x) = :
Un(z) ... Yn(z)

6. Definici6é. Legyen f: R” — R* egy nyilt halmazon értelmezett fiiggvény. Ha f és minden
koordinatafiiggvényének minden valtozo szerinti parcidlis derivaltfiiggvénye létezik és folytonos
D(f)-n, akkor f folytonosan differencialhato.

Ha minden koordinéatafiiggvényének minden legfeljebb méasodrendd parcialis derivaltfiiggvé-

nye létezik és folytonos D(f)-n, akkor f kétszer folytonosan differencialhato.

1.2. Differencialegyenletek

7. Definicié. Ha F': R"*2 — R 6sszefiiggd nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény, akkor

az

F(ta(t),@(t),...,2™ (1) =0

egyenletet n-edrendd implicit kozonséges differencidlegyenletnek nevezziik, ahol x: R — R az

ismeretlen fliggvény, mely intervallumon van értelmezve és folytonosan differencialhato.

8. Definici6. Ha f: R"T! — R &sszefiiggs nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény, akkor

az
w0 (t) = f(t (1), (), ..., 2" (1))
egyenletet n-edrendd explicit kozonséges differencidlegyenletnek nevezziik, ahol z: R — R az

ismeretlen fiiggvény, mely intervallumon van értelmezve és folytonosan differencialhato.

9. Definicié. Ha f: R*! — R" &sszefiiggd nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény, akkor
az &(t) = f (t, x(t)) egyenletet n-dimenzios explicit elsérendd koézonséges differencidlegyenletnek
nevezzik, ahol x: R — R™ az ismeretlen vektorértékid fiiggvény, mely intervallumon van értel-

mezve és folytonosan differencidlhato.

Ha az f: R""! — R” fiiggvény koordinatafiiggvényeit rendre fi,..., f, jeloli, az z: R — R"”

ismeretlen fliggvény koordinatafiiggvényeit pedig x1, ..., z,, vagyis
l‘l(t) fl(taxla'”vxn)

z(t)=| : [,teD(),f(tz)= E , (t,x) € D(f),
xn(t) fn(t7$1,...,l’n)



akkor a definicidbeli n-dimenziés differencidlegyenletet az alabbi rendszerré irhatjuk at:

.’i‘l(t) =fi (t, xl(t), - ,.Z‘n(t))

l‘n(t) = fn(t7 zl(t)a cee ,l’n(t))

A tovabbiakban a differencidlegyenlet alatt mindig kozonséges differencidlegyenletet értiink.

5. Tétel. [Egyértelmiiség tétele]

Legyen f: R™ 1 & R™ Gsszefiiggd nyit halmazon értelmezett folytonosan differencidlhatd fiigg-
vény. Ha z,y: R — R™ olyan megolddsai az (t) = f(t,x(t)) differencidlegyenletnek, melyekre
létezik olyan ty € R, hogy x(ty) = y(to), akkor x(t) = y(t) minden t € D(x) N D(y) esetén.

10. Definicio. Legyen I nyilt intervallum és a,b: I — R folytonos fiiggvények, akkor az elss-

rend linearis differencidlegyenlet: @(t) = a(t)xz(t) + b(t).
6. Tétel. Az (t) = a(t)z(t) + b(t) elsérendi linedris differencidlegyenlet megolddsa
5(t) = AW / b(t)e AW dt = CeA® 4 g (1),

ahol A az a figgvény egyik primitiv figgvénye és x, a differencidlegyenlet egyik (partikuldris)

megolddsa.

11. Definici6. Ha f: R™ — R" dsszefiiggd nyilt halmazon értelmezett folytonos fliggvény, akkor

az n-dimenzios &(t) = f (x(t)) differencidlegyenlet neve autoném egyenlet.

12. Definici6. Az @(t) = f(z(t)) autoném egyenlet egyensilyi pontja p € D(f) C R™, ha a p

értékid konstansfliggvény megoldés, neve stacionarius megoldas.

7. Tétel. Az i(t) = f(:n(t)) autoném egyenletnek p akkor és csak akkor egyensilyi pontja, ha
f(p) = ORn.

13. Definicio. Legyen f: R™ — R" folytonosan differencialhaté fiiggvény és az z(t) = f(a:(t))

egyenletnek egyensulyi pontja p.

e p stabil, ha minden & > 0-hoz létezik § > 0, hogy minden ¢ € R"-re (|q—p| <0 =
lo(t,q) — p| < €), ahol t — ¢(t,q) a differencidlegyenlet megoldésa az z(0) = ¢ kezdeti
feltétellel.

e p aszimptotikusan stabil, ha stabil és minden fenti ¢ € R™ esetén: tlim ©o(t,q) = p.
—00
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e p instabil, ha nem stabil.

8. Tétel. Legyen f: R — R nyilt intervallumon értelmezett differencidlhato fiigguény, és az

i(t) = f(z(t)) differencidlegyenletnek legyen p € R egyensilyi pontja.
e Ha f'(p) > 0, akkor p instabil.
e Ha f'(p) <0, akkor p aszimptotikusan stabil.

9. Tétel. [Linearizalasi tétel]
Legyen f: R™ — R™ dsszefiiggd nyilt halmazon értelmezett kétszer folytonosan differencidlhato

figguény és az &(t) = f(a:(t)) differencidlegyenletnek legyen p egyensilyi pontja.

e Ha A = f'(p) minden \; sajdtértékére Re \; < 0, akkor a differencidlegyenlet p egyensilyi

pontja aszimptotikusan stabil,

e Ha A = f'(p)-nek létezik olyan \; sajdtértéke, melyre Re \; > 0, akkor a differencidlegyenlet
p egyensilyr pontja instabil.

14. Definicié. Legyen f: R? — R? 6sszefiiggs nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény
és az @(t) = f (:L‘(t)) kétdimenzios nemlinearis differencidlegyenlet-rendszernek legyen (pi,p2)

egyensulyi pontja.

e A (p1,p2) egyensulyi pont stabil csomd, ha van olyan kérnyezete, melyben a megoldasokat

polarkoordinatékkal felirva a palyak mentén lim r(t) = 0 és lim |p(t)] < oo.
t—»00 t—r00

A (p1, p2) egyenstlyi pont instabil csomd, ha van olyan kérnyezete, melyben a megoldasokat

polarkoordinatékkal felirva a palyak mentén lim r(t) =0és lim |p(t)] < oo.
t——o00 t——o0

A (p1,p2) egyensulyi pont stabil fokusz, ha van olyan kornyezete, melyben a megoldasokat

polarkoordinatékkal felirva a palyak mentén lim r(t) = 0 és lim |p(t)] = oo.
t—r00 t—ro0

A (p1, p2) egyenstlyi pont instabil fokusz, ha van olyan kérnyezete, melyben a megoldasokat

polarkoordinatékkal felirva a palyak mentén lim r(t) =0és lim |p(t)] = oo.
t——o00 t——o0

e A (p1,p2) egyenstlyi pont centrum, ha van olyan kornyezete, ahol minden palya periodikus.

A (p1,p2) egyensilyi pont nyereg, ha van olyan kornyezete, amelyben pontosan két olyan
palya van, ami t — oo esetén befut (pi, p2)-be, van pontosan két olyan pélya, ami ¢t — —oo
esetén befut (p1,p2)-be, és az Osszes tobbi palya, a (p1,p2) egypontu palya kivételével,

t — o0 ést — —oo esetén is elhagyja a kornyezetet.
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10. Tétel. Legyen f: R? — R? kétszer folytonosan differencidlhato fiigguény, és legyen az (t) =
f(ac(t)) kétdimenzios rendszernek (p1,p2) egyensilyi pontja. Ha a

P P
%(phpz) By (P1,p2)

0 0
S (prp2) G2 (p1p2)

Jacobi-mdtrix sajatértéker A1, Ao, akkor
e A\ > 0> )\ esetén (p1,p2) nyerey,
e A\, Ay > 0 esetén (p1,p2) isntabil csomd,
o A\, A\ <0 esetén (p1,p2) stabil csomd,
e \i o = o= (i valodi komplex sajdtértékpdrra
— a >0 esetén (p1,p2) instabil fokusz,
— a < 0 esetén (p1,p2) stabil fokusz.

15. Definicié. Legyen f: R? — R? folytonos fiiggvény. A V: D(f) — R fiiggvényt az i(t) =
f (m(t)) autoném rendszer els6 integraljainak mondjuk, ha a rendszer minden x megoldaséira

t— V(z(t)) konstansfv.

11. Tétel. Egy A n x n-es mdtriz det(A — AI) karakterisztikus polinomjdnak gyokei a mdtriz
sajdatértékes, jelolje ezeket multiplicitassal A1, Aa, ..., \n. E sajdtértékek 6sszege a mdtriz nyoma,
vagyis a fédtldjaban dllo elemek dsszege: A1 + Ao + ...+ Ay, = Tr(A). E sajdtértékek szorzata
pedig a mdtriz determindnsa, azaz Mz ...\, = det(A).

Minden 2 x 2-es mdtrizra

det(A — AI) = A% — Tr(A)A + det(A),

A2 =

Tr(A) % \/Tr*(4) — 4det(A)
; .

A kétdimenziés nemlinearis differencidlegyenlet-rendszerek egyensulyi pontjainak tipusa meg-
hatarozhat6 az egyensiilyi pontbeli Jacobi-matrix karakterisztikus polinomja nyoménak, deter-

minansanak és diszkriminansanak el6jelébdl, ha egyik sajatérték valos része sem nulla.

12. Tétel. Legyen f: R? — R2 kétszer folytonosan differencidlhaté figguény, és legyen az
i(t) = f(z(t)) autonom rendszernek p egyensilyi pontja. Ha az A = f'(p) Jacobi-mdtriz karak-

terisztikus polinomjdnak diszkrimindnsa D = Tr?(A) — 4det(A), akkor a nyom, a determindns

11



és a diszkrimindns eldjele az dbrdn jelzett mdodon adja meg a p egyensilyi pont tipusdt, amikor

A-nak nincs nulla valds részd sajdatértéke.

stapil 22 in§ .abil
T elfajult

cgomo

instabil fokusz

1.3. Kompartment-modell

A kompartment-modell, vagy méas néven rekeszmodell, egy olyan matematikai modell, amely
szamos teriileten, példaul a bioloégidban, kémidban, biokémiadban és a populacidédinamikaban
hasznalatos modell, amelynek segitségével szdmos jelenséget vizsgalhatunk. A vizsgalt rend-
szereket gy irjak le, hogy tobb, egyméssal kolcsonhatasban allo alrendszerre, azaz rekeszre
bontjak. Ezek a rekeszek, vagy mas néven kompartmentek homogén moédon viselkedd egységek.
A rekeszek kozott anyagaramlas torténhet, az egyes rekeszekben pedig reakciok mehetnek végbe.
Ebben a modellben a rendszer dinamikajat, vagyis az anyagiramlast és a reakciokat kozonsé-
ges differencidlegyenlet-rendszerrel adhatjuk meg, amelyet 1ényegesen konnyebben lehet vizsgélni,

mint példaul a diffiziot is tartalmazoé jelenségeket leird parcialis differencidlegyenlet-rendszereket.
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2. fejezet

Immunbiokémial elGismeretek

2.1. Immunolégia

Ebben az alfejezetben leirtaknak az [5] konyv szolgél alapjaul.

Az immunologia, vagy immunbiologia, a biologianak egy olyan aga, amely a szervezetben
lejatszodd védekezd folyamatokat vizsgalja. A szd a latin "immunitas" szobol szarmazik, amely
mentességet, védettséget jelent. Szervezetiinkben az immunfolyamatokat egy 6nmagat folyama-
tosan megujito, halézatot alkoto felismerS rendszer, az immunrendszer végzi. Harom {6 feladata
van, felismerni, informaciokat tovabbitani és effektor (végrehajto, pusztitd) funkciokat ellatni.
Legf6bb tulajdonsaga, hogy kiilonbséget tud tenni a szervezet sajat és nem sajat struktarai ko-
zOtt, és eltérd modon reagal rajuk. A felismert és idegenként azonositott anyagokat antigéneknek
nevezzik. A sajatként felismert strukturakat az immunrendszer megtiri, azaz veliik szemben to-
lerancia alakul ki, azonban az idegen anyagok immunvéalaszt valtanak ki, amely a kivalté antigén
semlegesitéséhez, elpusztitasahoz, majd a szervezetbdl vald eltavolitasdhoz vezet. Az immunva-
lasz soran az immunrendszer antitesteket (ellenanyagokat) termel, olyan fehérjéket, amelyek a
kiilvilaghol bekeriil§ anyagokat felismerik, majd kozvetlen vagy kozvetett titon elpusztitjak. Az
antitestek az antigének egyedi részét ismerik fel és ahhoz kot&dnek. Az antitesttel megjelolt,
tehat kotott antigént a szervezet méar képes felismerni, és az antitestek altal kozvetitett kiilon-
b6z6 informacidk értelmezésével reagalni tud az idegen anyag jelenlétére. ElGszor a velesziiletett
immunrendszer elemei aktivalodnak az immunvélasz soran, a szerzett (adaptiv, specifikus) csak
napokkal kés6bb. Velesziiletettnek nevezziik az immunrendszernek azt a részét, amely mar szii-
letéstinktsl kezdve jelen van a szervezetiinkben, nem igényel tanulast, azaz az antigénekkel valo

el6zetes talalkozast, vagyis nem specifikus veliik szemben. Az adaptiv immunitésra sziiletéstiink
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utén, természetes (példaul fertézés) vagy mesterséges (védgoltasok) uton tesziink szert, és sejtjei,
valamint molekuléi az antigénekkel szemben mar specifikusak. FEgy nagyon fontos képessége az
adaptiv immunrendszernek az immunolégiai memoria kialakitésa, azaz, hogy egy korabban felis-
mert antigén tulajdonséigait ,megjegyezve” arra kés6bb az elsdleges immunvalasznél gyorsabb,
erGsebb, specifikus immunvélaszt képes adni. Ennek a tulajdonsiagnak kdszonheten meg tudjuk
hatarozni, hogy egy ember fert6zott-e vagy volt-e fertézve egy bizonyos antigénnel.

A szervezetben az immunvalasz soran aktivalodo sejteket, azaz a limfocitédkat a nyirokszervek
termelik. Megkiilonboztetiink elsGdleges és mésodlagos nyirokszerveket. Az elsGdleges nyirok-
szervek a vOros csontvel§ és a csecsemdmirigy, amelyek a limfocitak termeléséért felelGsek, a
mésodlagos nyirokszervek a lép, a maj, a mandulék és a nyirokcsomoék. Fzeken a teriileteken val-
nak antigén-specifikussa a limfociték, és itt zajlik az idegen anyagok kisztirése. A limfocitaknak
két tipusat kiillonboztetjiik meg, a csontvelGben taldlhatd Gssejtekbdl kialakulé B-limfocitakat,
vagy méas néven B-sejteket, és a csecsemémirigy altal termelt T-limfocitakat. A B-sejtek a csont-
vel6bdl a véraramba keriilnek, majd eljutnak a masodlagos nyirokszervekhez. Mivel a mésodlagos
nyirokszervek egyfajta antigén sziirGként funkcionalnak, igy nagyobb az esélye, hogy a B-sejtek
ezen a teriileten taldlkoznak az idegen anyagokkal. Egy B-sejt csak egyetlen antigént ismer
fel. Amennyiben megtorténik az antigénhez valo kotGdése, bekovetkezik a B-sejt aktivacioja, és
osztodésnak indul. Ezaltal olyan utédsejtek jonnek létre, amelyek az eredeti B-sejttel azonos
antigénfelismerésiiek. Ezeket mas néven klénoknak nevezziik. Ezek utan a B-sejtek szamottevs
része atalakul, igynevezett plazmasejtté, amely nagy mennyiséghen antitesteket kezd termelni és
szekretalni. A B-sejtek antigéntdl fliggd érése (affinitas érés) soran bekovetkezhet az tgynevezett
izotipus valtas, amelyhez helper T-sejtek sziikségesek. Torténhet hatrdnyos és elényos mutacio
is. Az el6nyGs mutaciok novelik a termelt antitestek antigénkots erésségét és biztositjak, hogy
olyan antitestek is termel6djeneck, amelyek ugyanazt az antigént ismerik fel, azonban az eltéré
izotipusuk koévetkeztében kiillonbo6zé funkciokat lassanak el. A B-sejtek egy része a helper T-sejtek
segitségével memoria B-sejtté alakul, amelyek hosszu élettartamu sejtek, és a funkcidjuk, hogy
az altaluk eltarolt tulajdonsagokkal rendelkezd antigénekkel valo tjabb talalkozas (méasodlagos
immunvélasz) esetén aktivalodjanak. Mivel ezek a sejtek korabban méar atestek az affinitas érésen
és az izotipus valtason, igy a masodlagos immunvéalasz sokkal gyorsabb és hatékonyabb. Azok a
B-sejtek, amelyek nem ismertek fel antigént, visszakeriilve a vérdramba més nyirokszervbe vando-
rolnak, és amennyiben tovabbra sem kotédnek antigénekkel, elpusztulnak. A T-limfociték, vagy
més néven T-sejtek a csecsemémirigyben (timuszban) termelédnek. Aktivitasuk szempontjabol

két részre, effektorokra és memoriasejtekre osztjak Gket, amelyeken beliil kiilonb6z6 alcsopor-
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tokat kiilonboztetiink meg. Az alcsoportok kozé tartoznak a helper (segits) T-sejtek, amelyek
més fehérvérsejteknek segitenek ellatni immunolégiai feladatukat, példaul a korabban emlitett
B-sejtek érését plazmasejtté, valamint memoriasejtté. Aktivalasukat a veliik kapcsolatba 1épd
antigénprezentald sejtek inditjak be, amelyek jelzik az antigének jelenlétét. Az aktivalt helper
T-sejtek gyors iitemben osztodnak és jelzémolekulakat valasztanak ki. A citotoxikus (vagy killer)
T-sejtek elpusztitjak a szervezet azon sejtjeit, amelyek virusfertézottek vagy rékos transzforma-
cion estek at. A regulacios, vagy szupresszor T-sejtek felelGsek azért, hogy az immunrendszer
ne tdmadja meg a sajat szoveteket, vagyis az immunreakcidk végeztével lekapcsoljak a sejtes
immunvalaszt és elpusztitjak a rosszul szelektalédott T-sejteket, amelyek autoimmun betegséget
indukilnanak. A naiv T-sejtek egy része az antigénnel valo talalkozas utdn memoriasejtté alakul
at, ezek a memoria T-sejtek, amelyek hosszu élettartamiak és a rdjuk specifikus antigénnel valo
ujabb talalkozés kovetkeztében gyors osztodéssal effektor utddsejteket hoznak 1étre, amely gyors

immunvélaszt tesz lehetévé.

Tehéat az immunvalasz soran az antigén szervezetbe vald bekeriilése utan a T-limfociték felis-
merik Gket és beinditjak a védekezési folyamatot, amely kévetkeztében az aktivalt B-sejtek spe-
cifikus antitesteket termelnek, amelyek kapcsolatba lépnek az antigénekkel és immunkomplexet
alkotnak veliikk. A limfocitdk hatasara felszabaduldé anyagokat érzékels falosejtek aktivalodnak,
ezt kovetGen bekebelezik majd elpusztitjak a képzddott antigén-antitest komplexet. Végiil a
memoria T-sejtek az antigénre jellemzd tulajdonsidgokat, a memoria B-sejtek pedig a specifikus

antitestekre jellemz6 aminosav sorrendet jegyzik meg.

2.2. Reakcidkinetikai fogalmak

Ebben az alfejezetben leirtaknak a [4] jegyzet szolgal alapjaul.

A reakciokinetika egy részteriilete a fizikai kémiadnak, amely kémiai reakciok és mas fizikai-
kémiai folyamatok mechanizmuséval és idébeli lezajlasaval foglalkozik. A szdmunkra fontos re-
akciokinetikai fogalmak az asszociacio és a disszociacio, valamint a konvekcid. Ezeket roviden
ismertetem.

Azt a folyamatot nevezziik disszocidcidnak, amely soran egy molekula vagy molekularis komp-
lexum, példaul AB, két OsszetevGjére bomlik szét, A-ra és B-re. Ezek a folyamatok reverzibili-
sek, azaz megfordithatok. A disszociacié forditottja az asszocidcid, vagy més néven rekombinéacio,

amikor két elem vagy molekula, A és B, 6sszedll egy komplexumma, AB-vé. Egy ilyen reverzibilis
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folyamatot a kévetkezd reakcidegyenlettel szokés felirni:
a
A+ B ? AB,

ahol az ,,a” az asszociaciot, a ,,d’ pedig a disszociacidt jeloli. A reakcidsebesség adja meg az
idGegységenként és térfogategységenként lejatszodo reakciok szamét. A disszociacio esetében ez
megegyezik a molekularis komplexum, tehat AB koncentracidéjanak idSegységenkénti megvalto-
zasanak ellentettjével, igy ha a disszociacios folyamat fliggetlen a tobbi jelenlévs anyagtol, akkor

a reakcidsebessége, vy, egyenesen aranyos a komplex koncentracidjaval:
Vg = kd[AB], (2.1)

ahol kg a reakcid sebességi allanddja. Kémiai szamitasokban szogletes zéarojellel szokas jelolni a
koncentraciot, igy a képletben szereplé [AB] a komplex koncentraciojat jeloli. A disszociaciot
elsérendt reakcidnak, a sebességi dllandojat pedig elsérendd sebességi allandénak nevezik, mivel
a folyamat soran egyetlen érintett komponens (az AB molekuléaris komplexum) van.
Amennyiben az asszociacié egymastol fliggetleniil mozgd molekulak talalkozasa kovetkeztében
zajlik le vagy legalabb az egyik reagens mobilis, a reakciésebessége, v,, egyenesen aranyos a két

résztvevs molekula koncentracidjanak szorzatéaval:
vg = kol A][B] (2.2)

ahol k, a reakci6 sebességi allandoja és [A], valamint [B] a molekuldk koncentracioja. Az asszo-
cidciot mésodrendd reakcidnak, a sebességi allandéjat pedig masodrendd sebességi allandénak
hivjak, mivel a folyamat soran két résztvevé mulekula van. Adott koriilmények kozott egy
asszociacids-disszociacios folyamat egyensilyra vezet. Amennyiben megadott koncentraciok mel-
lett v, > vq, akkor idSegységenként tobb asszociacid megy végbe, amely kovetkeztében [A] és
[B] csokkenni, [AB] pedig néni fog. Ezzel vy né és v, pedig csokken, tehat a reakcidosebességek
kozeliteni fognak egymashoz. Forditott esetben, amikor vy > v,, is hasonlé eredményre jutunk.

Igy hatarértékben kialakul az egyenstlyi helyzet, ahol v, = vy, azaz
kalAl[B] = k[AB).

Tehét egyensulyi helyzetben a kovetkez feltételt kapjuk a résztvevs molekulak koncentracidjara:

Bevezetjik a Kp egyensilyi alland6 fogalméat: Kp = 'Iz—j.
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osztjuk, amelyek kozott anyagaramlas zajlik. Fzt az dramlast a két oldatrész kozotti koncent-
raciokiilonbség indukalja. Jeldlje N az egyik oldatrészben 1é6v6 molekulak szamat. A kérdés,
hogy N hogyan valtozik. Fick els§ torvényének kévetkezménye, hogy N valtozésénak sebessége
egyenesen aranyos a két oldatrész kozotti koncentraciokiilonbséggel és az oldatrészek kozos ha-
taranak felszinével. A jelenségben az aranyossagi tényezét a vizsgalt anyagaramlés oldatrészek
kozotti diffazios egyiitthatojanak nevezziik. Jelolje [A]; a vizsgalt oldatrészben 1évé A anyag
koncentraciojat, [A]s a masik oldatrészben 1évs koncentraciojat, S az oldatrészek kozos hatéara-
nak felszinét és k az aranyosséagi tényezt. Ekkor a kdvetkezd differenciadlegyenletet lehet felirni

N véaltozasanak sebességére:

N = ([A]; - [A])Sk.

Jelolje V1 a vizsgélt oldatrész térfogatat. Amennyiben a kapott egyenletet elosztjuk ezzel a
térfogattal, megkapjuk a vizsgalt oldatrészben 1év6 anyag koncentracidjanak idébeli valtozasara

vonatkozo6 differencidlegyenletet:

[A]; = ([Al2 = [AJ) k. (2.3)

2.3. ELISA

Ebben az alfejezetben a leirtakhoz a [14] honlapot hasznaltam fel.

Az ELISA elnevezés az enzyme-linked immunosorbent assay roviditése, amely enzimhez kotott
ellenanyag-vizsgalatot jelent. A vizsgéalat soran bizonyos fehérjék (példaul antitestek) jelenlété-
nek kimutatasa a cél. Altalaban egy 96-lyuku polisztirol lemezen (tin. mikrotiter lemezen) végzik
a vizsgalatot. A kiillonbozé ELISA-eljardasok kozdtt megkiilonboztetiink direkt és indirekt maod-
szereket. A direkt esetén az enzim kozvetleniil az antitesthez kapcsolodik, az indirekt esetben
viszont az enzim olyan molekulahoz van kotve, amely a szérumhoz kordbban hozzaadott antitestet
ismeri fel. Ezeken beliil az ELISA-nak t6bb kiilonb6z fajtaja van, azonban a szakdolgozatomban
a legegyszertibbet mutatom be. Ebben az esetben a kinyomtatott antigénhez kozvetleniil az en-
zimmel kapcsolt antitest kotédik. Az antigének irreverzibilisen kot&dnek a reakcidtartaly aljara,
igy a szabad és a komplexben kotott antigének egyiittes koncentracidja a kisérlet soran biztosan

c sz

figyelemmel kisérniink. A kinyomtatott antigénre raengedik az antitestekkel teli oldatot. Az
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antitestek komplexet alkotva kot6dnek az antigénekhez, majd egy tisztitdé moséssal eltédvolitjak
a szabadon maradt, nem kotott molekuldkat. Az utolso lépésben az oldathoz olyan szubsztratot
adnak, amely az oldatban jelenlévé enzimekkel reagal és ezéltal lathaté eredményt, az esetek
tobbségében szinreakciot produkal. Ennek a szinelvaltozasnak az intenzitasabol lehet kovetkez-
tetni az antitestek koncentraciojara. A kovetkezs abra egyszertisitett formaban szemlélteti a

vizsgalat menetét:

enzimhez kotott szubsztrat hozzéadasa,
antigének rogzitése antitestek hozzaadasa szinreakcio

ee e /o o\e o\o/e
NS / \ \V

Ag Ab enzim szubsztrat

Sokszor olyan vizsgélatokra hasznéljak az ELISA-t, amikor egy péciensrdl el szeretnék don-
teni, hogy egy adott betegségben szenved-e, vagy volt-e mar jelen a szervezetében koérokozéd
vagy korjelz6 molekula. Ezért a betegséget okoz6 antigént rogzitik a mikrotiter lemezre, majd
a paciens szérumét higitva készitik el azt az oldatot, amelyet ezutan a kinyomtatott antigénhez
adnak. Amennyiben a vizsgélat elvégzése utan tapasztalnak szinvaltozast, az azt jelenti, hogy
az illetének jelen van, vagy volt a szervezetében a korokozo, hiszen a vizsgalat kimutatta, hogy a
vérében megjelenik a hozza specifikusan kot6ds antitest. Ha nem torténik lathato reakcid, akkor

a paciens negativ az adott betegségre vagy nem alakult ki a szervezetében immunvélasz.
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3. fejezet

Antigén-antitest reakciok vizsgalata

egyetlen differencialegyenlettel

Az ELISA immunesszé soran is lezajlé antigén-antitest reakcidt vizsgaljuk abban az esetben,
amikor a reakciotartily aljara van kinyomtatva ismert konstans koncentracidban az antigén, és
a tartalyt monoklonalis antitesteket tartalmazé oldat tolti ki. Feltessziik, hogy egy antitest- és
egy antigén-molekula alkot immunkomplexet. Feltessziik tovabbé, hogy a kinyomtatott antigén-
molekulak szdma nagysigrendekkel kisebb az oldatbeli antitestek szamahoz képest, az antigén-
molekulék egyrétegi feliiletet képeznek, vagy csak a molekulak fels rétege léphet reakcidéba az
antitestekkel, irreverzibilis moédon kétédnek a reakcidtartaly aljahoz, és az oldat nem tartalmaz
antigéneket.

Ebben a fejezetben azt feltételezem, hogy az oldatban az antitestek eloszldsa minden id&pil-
lanatban homogén. Ha az oldatban gyors az antitestek diffiizioja az antigén-antitest reakcidhoz

képest, akkor kozelitSleg ezt az esetet kapjuk.

/ —

telj /ldt !
a teljes olda Ag

Az antigén-antitest reakciot vizsgéljuk, ahol a disszociacié elsérendi és az asszociacié ma-
sodrendii reakcié a kinyomtatott antigén felszinén. Az asszocidcié soréan az antigén-antitest

komplex felszini koncentracioja novekszik, mig a disszociacio soran csokken. Jelolje [AbAg] az

19



antigén-antitest komplex és [Ag| a szabad antigén felszini koncentraciojat, valamint [Ab] a sza-
bad antitestek koncentraciojat, mint a ¢ id6 fliggvényét. A mésodik fejezet (2.1)) és (2.2)) képletei
alapjan az emlitett biokémiai folyamatok hatdsa az immunkomplex koncentraci6janak idG sze-
ko és kq a reakciok sebességi allandoja. Ezen képletek segitségével leirhaté a komplex felszini

koncentracidjanak idébeli valtozasa egy differencidlegyenlettel, amely magaban foglalja a szabad

c sz

< [4bAg) = k,[AD][Ag] ~ kil AbAg).

A modellben az antigén- és antitest-molekuldk szamanak nagysagrendbeli kiilénbségébdl adodo-
an [Ab] kozelithets az antitestek kezdeti (teljes) koncentracidjaval, jelolje ezt [Ab]r. Emellett
[Ag] = [Ag|T — [AbAg], ahol [Ag|r a kinyomtatott antigén koncentraci6ja, hiszen pontosan annyi
antigén van kotott allapotban a felszinen, mint az antigén-antitest komplexek szama. Ezzel a

differencidlegyenlet

9 4bAg] = ku[Ablr ([Ag)r — [4bAg]) — ka[AbAG). (3.1)

[AbAg]-n kiviil az egyenletben szerepls adatok mind allandok. A kapott

L 14bAg] = ~(kalAblr + ko)[AbAG) + o[ Ablr[Agly

differencidlegyenlet egy elsérend( linearis egyenlet, amelynek megoldasa a[6] Tétel alapjan

_ ka[AblT[Aglr — (ko[ Ab] k)t
[AbAg] = Fa[Ablr + kg Ce . (3.2)

Az immunreakcié kezdetén (¢ = 0 id6pontban) immunkomplex még nem képz&dott, koncentra-
cioja nulla, jelolje azt [AbAglo. Az [AbAg|o = 0 kezdeti feltétellel a megoldas

_ ka[Abr[Agr (ko[ ABl k)t
Abg] = e (1 )

Keressiik meg a (3.1]) differencidlegyenlet egyenstlyi pontjait és azok stabilitasat! Az egyen-
stlyi pontban
kalAbl([Aglr — [AbAg]) — kq[AbAg] = 0,
amibdl

ka[Ab]T[AglT

AbAg| = )
[ g] ka [Ab]T + kd
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Az egyensiilyi helyzet stabilitasat a . Tétel alapjan a differencidlegyenlet jobb oldala [AbAg]

szerinti derivaltjanak elGjele donti el, ami

d

d[AbAg] (= (kal Ablr + ko) [AbAg] + kol Ab}r[Ag)) = kol Ablr — ka < 0

konstansfliggvény. Tehat a derivalt elGjele az egyensiilyi pontban is negativ, igy a tétel alapjan
a differencidlegyenlet egyensilyi pontja aszimptotikusan stabil. A megoldasok képlete is
megadja az egyensulyi pontot és mutatja annak globélis aszimptotikus stabilitasat.

Tehét azt kaptuk, hogy az antigén-antitest komplex felszini koncentracioja az idében expo-

nenciélisan tart az aszimptotikusan stabil egyensilyahoz.
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4. fejezet

Antigén-antitest reakciok modellezése
kompartment-modellel harom

kompartment esetén

Ebben a fejezetben azt az esetet vizsgalom, amikor a kinyomtatott antigén koriili teljes oldat
két részre van osztva, az antigén kozvetlen kornyezetére, a lokalis oldatra, és az oldat tobbi
részére, a nagy oldatra. Feltessziik, hogy érvényesek ugyanazon feltételek, amelyeket az el6z6

fejezet elején feltettiink.

4.1. A modell felallitasa

A reakciot kompartment-modellel kozelitjiik. Harom rekeszt hasznalunk, melyek a kinyom-
tatott antigén és a bel6le képz6dott immunkomplex, a lokalis oldat, valamint a nagy oldat.
Feltételezziik, hogy az antitestek eloszlasa minden idépillanatban homogén mind a lokalis, mind
a nagy oldatban, valamint a képz6d6 immunkomplex eloszlésa is minden idépillanatban homogén

a kinyomtatott antigénfelszinen.

[ =
/ T
nagy oldat Ag  lokalis oldat
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Célunk azt megvizsgalni, hogy milyen modon valtozik a lokalis oldatban és a nagy oldatban a
szabad antitestek koncentracioja, valamint az antigén-antitest komplexek felszini koncentracidja
az antigénfelszinen az id¢ fliggvényében. Az ezeket befolyasold tényezdk az antigén- és antitest-

molekulak kozott zajlo reakciok, valamint az antitestek aramlasa az oldatrészek kozott.

Jeldlések:

e ismeretlen fiiggvények:
- [AbAg]: antigén-antitest komplex felszini koncentréacioja, mol/cm?
- [Ab];: szabad antitestek koncentraci6ja a lokélis oldatban, mol/cm?

- [Ab]: szabad antitestek koncentracidja a nagy oldatban, mol/cm?

e konstansok:
- [Ab]7: a teljes oldat kezdeti antitest-koncentraci6ja, mol/cm?
- [Ag]T: a szabad antigén kezdeti felszini koncentracija, mol/cm?
- kq: az asszociacio sebességi allandoja, cm?/mol - s
- kq: a disszociacio sebességi allandoja, 1/s
- S: a kinyomtatott antigén felszine, cm?

- S;: a lokalis oldat és a nagy oldat kozos hataranak felszine, cm?

- V: a teljes oldat térfogata, cm?

- Vi: a lokalis oldat térfogata, cm?

- k: az antitestek kompartmentek kozotti diffazios egyiitthatoja, cm/s

A konstansok mind nemnegativak, az immunolégidban vizsgélt esetekben pozitivak.

A harom rekeszes kompartment-modell harom differencidlegyenlettel irja le a reakciot. Az
amelyet hasonloan az egyetlen differencidlegyenlet esetéhez, a kinyomtatott antigén felszinén to6r-
ténd elss- és masodrendid kémiai reakciok befolyasoljak. A maéasodik egyenlet a lokalis oldatban
jelenlévd szabad antitestek koncentraciojanak idébeli valtozasat irja le. Ezt a koncentraciot az
asszociacié csokkenti, a disszocidcid pedig noveli, valamint befolyasolja az antitestek difftzio-
ja, amely soran a két oldatrész kozott a koncentraciokiillonbség hatasara antitestek aramlanak a

c s

ciojanak idébeli valtozasat a nagy oldatban, amelyre csak az antitestek diffiizioja van hatéassal. A
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reakciokinetikai fejezetben levezetett (2.3]) egyenletet felhasznalva a differencialegyenlet-rendszer

4 4bAg) = kulAb) ([Aglr — [AbAg]) — ka[AbAG]

%[Ab]l _ —ka‘i[Ab]l([Ag]T ~ [4bAg)) + kds,l[AbAg] 4 (jAb] - [Ab]l)f/;k (4.1)
d S,

A0 = = (140] — [0 )

A harom egyenletbdl 4ll6 rendszer egy nemlineéris differencidlegyenlet-rendszer. Nemlinearitasa
miatt a pontos megoldasat nem lehet kiszamolni, azonban az egyensiilyi helyzete vizsgalhato. A
Definici6 alapjan a rendszernek ott van egyenstlyi pontja, ahol a differenciélegyenlet-rendszer

jobb oldala nulla:

kay([Aglr — [AbAg]) — ka[AbAg] = 0
—kaé[Ab]l([Ag]T — [AbAg)) + kd‘i[AbAg] + (14b] — [Ab]l)“;jk —0 (4.2)
—([Ab] . [Ab],) V”ilvlk ~0

A harmadik egyenlet megoldasabol kapjuk, hogy egyenstlyi helyzetben [Ab] = [Ab];. Igy a
méasodik egyenletben az ([Ab] — [Ab] l)%k tag kiesik, és két egyenlet marad két ismeretlennel:

kal b ([Ag)r — [AbAg)) — kel AbAg] = 0
—kail[Ab]l([AmT ~ [AbAg]) + kdé[AbAm ~0

Ez ekvivalens az alabbi egyetlen egyenlettel:

ka[AbAg]

A = G TAg)r — [AbAg))

(4.3)

Ebbdl lathato, hogy a (4.2)) egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van, ami azt jelenti,
hogy a differencidlegyenletrendszernek végtelen sok egyensulyi pontja van. Ugyanis latni fogjuk,

hogy a teljes oldat minden [Ab]r kezdeti antitest-koncentraciojahoz tartozik egy egyenstlyi pont.

4.2. Els6 integral

A (4.1)) differencialegyenlet-rendszer els6 egyenletét S-sel, a méasodikat V-lel, a harmadikat

pedig (V' — V})-lel szorozva, majd a kapott harom egyenletet Gsszeadva az eredmény

d d d
S [AbAg) + Vi S LA + (V = V) S [41] =0,

< (ST14bAg] + VilAB) + (v ~ V[ 48]) = 0.
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Tehat a
V([AbAg], [Ab];, [Ab]) = S[AbAg] + Vi[Ab]; + (V — V;)[A] (4.4)

fiiggvény elss integralja a (4.1]) rendszernek.
Mivel a ¢t = 0 helyen [AbAg] = 0, [Ab]; = [Ab]r és [Ab] = [Ab]r, ezért ezt a kezdeti feltételt

teljesité megoldasra minden ¢ esetén
S[AbAg] + Vi[Ab], + (V — V))[Ab] = V[Ab]r. (4.5)

Ezt az eredményt naivan is megkaphatjuk. Ugyanis a teljes oldatban 1év6 antitestek szdma,
V[Ab]r, kiszamolhato az antigén-antitest komplexben (S[AbAg]), a lokalis oldatban (V;[Ab];) és

a nagy oldatban ((V — V})[Ab]) 1évS antitestek szamanak Osszegeként:

S[AbAg] + Vi[Abl + (V — V)[Ab] = V[Ab] .

4.3. Kétdimenzios rendszer, egyensiilyi pontok és stabilitasvizsga-

lat

Az els6 integral segitségével a (4.1]) differencidlegyenlet-rendszert visszavezethetjiik egy két-
dimenziés rendszerre az alabbi modon. Uj jeldlést vezetek be az ismeretlen fiiggvényekre: x :=

[AbAg], y := [Ab]; és z := [Ab], majd a (4.5)-bol kifejezem ([Ab] — [Ab];)-t:

S[AbAg] + Vi[Abl; + (V — V))[Ab] = V[Ab]r

S[AbAG) + (V — Vi)([Ab] — [Abl)) + V[ Ab], = V[ Ably
V[Ablr — S[AbAg] — V]Ab];

[Ab] — [Ab], = S ,

azaz

VI[Ablp — Sz —Vy
V-V ’
Ezt helyettesitem be a (4.2) egyenletrendszer méasodik egyenletébe:

z—y=

T = koy([Ag]T — x) — kqz

. S S V[Ably — Sz — Vyy S (4.6)
= —ko—y([AglT — 2) + kg ey

Az elst egyenlet %—szeresét hozzaadva a masodikhoz

VI[Ablp — Sz —Vy\ S,
( V-V, >Vlk_0'
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Ebbdl kapunk egy tjabb, az el6z6td] kiilonbozs osszefliggést x = [AbAg] és y = [Ab]; kozott:

S

y = [Ab]r — v

x, (4.7)

amelyet Osszevetve a (4.3])-mal mésodfoku egyenletet kapunk z-re:

kdx N _ El’
ka([Ag]T - m) = [Ablr Vv
kaégﬂ - (ka[Ab}T + kaé[Ag]T n kd)x + ko[Abl7[Aglr = 0. (4.8)

Tehat a (4.6) rendszer egyensilyi pontjainak elss koordinatéjara masodfoku egyenletet kaptunk,
melynek mindkét megoldasa a megoldoképlet szerint pozitiv valdés szdm. Megmutatjuk, hogy
az egyik megoldas [Ag|r-nal nagyobb. A (4.8) egyenlet bal oldalan allo pozitiv f6egyiitthatos

méasodfoki polinom értéke az [Ag|r helyen

o [Aglh — (KalAblr + ka2 [Agly + ko) [Aglr + kol b7 [Aglr = ~ka[Aglr <0,

ezért a polinom két zérushelye koziil a nagyobb [Ag]r-néal nagyobb, a kisebb [Ag]r-nal kisebb

pozitiv szam. A méasodfoki egyenlet nagyobb gyokének nincs biologiai jelentése, a kisebb az

immunfolyamat egyetlen lehetséges egyensulyi allapotdban az immunkomplex koncentraciéja.
A biologiai jelentéssel bird egyensilyi pont stabilitasa a@ Tétel alapjan vizsgalhatd. A

egyenletrendszer derivaltmétrixa:

—koy — kq ko[AglT — kox

g S
kayry + kavy — 72 ok —kat; [Aglr + kayr — iy ok

J(J,‘, y) =

A derivaltmatrix adott pontbeli sajatértékeinek elGjele meghatérozhatd a matrix nyoma és a

determinénsa elgjelébsl. A méatrix nyoma

s v s,
Vi VoV

Tr(J(z,y)) = —kay — ka — ([Aglr — )k

A nyom a biologiai jelentéssel bird egyensulyi pontban négy negativ tag Osszege, tehat negativ.

A matrix determinénsa

S S vV 5
=—|—FRgq — g1, kai - 71{: -
det(J(2,1)) =(—kay kd)( Fay- [Ag)r + kayze = 57— )

S S S 5

— (ky, — ko) (kg kam — k

(kalAglr = ko) (Ko Ty + hagy = =g 1) =

vV 5 S S5

(ks 2 4 ka([Aglr — —F.

(ky+/€d)v ViV + ka([AglT x)V—Vsz
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Igy a determinans a biologiai jelentéssel biré egyensulyi pontban harom pozitiv tag Gsszege, ezért
pozitiv. Mivel a Jacobi-matrix nyoma negativ, determinénsa pedig pozitiv, ezért a sajatértékei-
nek valos része negativ. Tehat a differencidlegyenlet-rendszer biolégiai jelentéssel bir6é egyensulyi
pontja aszimptotikusan stabil. A[I0} Tétel alapjan az egyensulyi pont tipusat is meg lehet hata-
rozni. Mivel a sajatértékek valos része negativ, ezért az egyensulyi pont vagy stabil csomé vagy
stabil fokusz. Tehat meg kell vizsgalni, hogy a sajatértékek valosak vagy komplexek, amihez meg

kell nézni a karakterisztikus egyenlet diszkriminansanak elGjelét.

D =T?*(J(z,y)) - 4det(J(z,y)) =
S VoS \2?
7~ Tt -

=~y = ka = ((Aglr — 2k

—4<(kay+kd)v‘_/Vlijk—i—ka([AQ]T - x)valijk) _
=kZy* + k3 + k:g;s/;([Ag]T —z)? - (‘/‘—/21/})2‘5/;%]{24_
+ 2<kakdy + kgy;([Ag]T —z)+ kayv‘_/vl}s;jlﬁ-
+ kdka‘b;l([Ag]T —x)+ kdv YVZ ‘S;Zk + ka‘i([Ag]T - x)V YVZ ;S/zk)—
— Ak + ha) g S~ Aka(Agly — 0) S
2P 44+ (gl — 2K g + (V‘_”Wi;m

+2(kakay + By (Aglr —2) + kaka> (Aglr — 2)) -

[l Ll
VoS S S, /v
2(kay kd)v—vlvgk 2k‘ﬂ/—vl([ glr x)vlk’(vl )

Eszrevehet, hogy a diszkriminans majdnem megegyezik a kovetkezs négyzettel:

(Agly — ) — oo 2ik)

S
ke kq + kg —_—
( Y+ kg + TSTAY:

Vi
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amely als6é becslése a diszkriminansnak:

52 vz o S}
k2y? + k3 + ([Aglr — 2)k2— + Lk +

VP (V=R v?

2<kakdy + kgy;([Ag]T — )+ kdka;([Ag}T - HT)) -

Vo5 S Sy, (V
—2(key + K —k + 2k, Aglr — kl—=—2
(ko + ko) gz 52k + hagr e (Adkr =) ok (7 = 2) >
5 52 v: o S?

2 A 2 l 2
>kay +kd+kavlz([ glr — ) +(V V)2V2k

+2(kakay + K2y (Agly — o) + kaka'> (Aglr — 2)) -
a V V
Vo5

-2 ” —k,

s Sy vV S VoS
kg——([Aglr — ) =k( = — 2) > —2ko— ([Ag]T — Lk,
bogr g (Adlr = ) (47 —2) >~k (gl — 2) g 12k

V>,

amely igaz, hiszen igy definidltuk. Tehét a vizsgélt négyzet valoban alsdé becslése a diszkrimi-
nansnak, amibgl kovetkezik, hogy a diszkriminans pozitiv. Igy a sajatértékek valosak, ezért a

differencidlegyenlet-rendszer biologiai jelentést hordozé egyensulyi pontja stabil csomo.

4.4. Kvalitativ tulajdonsagok vizsgalata

Ebben a fejezetben olyan kvalitativ tulajdonsdgokat fogok belatni, amelyek az immunolégu-
sok szadmara nyilvanvalok. Ez megerdsit abban, hogy a fejezetben térgyalt modell viszonylag

megfelelGen irja le a vizsgalt jelenséget.

1. Allitas. A ([@1) differencidlegyenlet-rendszer ([AbAg], [Ab);, [Ab])|i=0 = (0, [Ab]T, [Ab]T) kez-
deti feltételt kielégité megolddsdra [AbAg| szigorian monoton névekvd, felsé korldtja [Ag|r, és

[Ab] > [Ab]; > 0 RT-n

Bizonyitas. Indirekt modon bizonyitom. Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz. Ekkor egyrészt
[AbAg]|i=0 = 0, (4.9)

és

d

“14bAg]li—o = o[ AV li=o[Ag]l =0 = Fa[Ab}z[Ag]r > 0,

ezért t = 0-nak van olyan jobb oldali kérnyezete, ahol ¢t > 0 esetén [AbAg] > 0
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Masrészt pedig
([Ab] — [Ab]1)[¢=0 = 0,

és a (4.1]) rendszer, valamint a kezdeti feltétel szerint

(148 — LA0Dli—0 = ka [ Ablr [Aglr >0,

ezért t = 0-nak van olyan jobb oldali kornyezete is, ahol ¢ > 0 esetén [Ab] > [AD];.

Tegyiik fel, hogy #o a legkisebb pozitiv szam, hogy 4 [AbAg||i—s, = 0 vagy [AbAg]|i—, = [Ag]r
vagy [Ab]|t=0 = [Ab]|¢=t,vagy [Ab]; = 0. Ekkor négy eset lehetséges:

1. [Ab] > [Ab];, [AbAg] < [Ag]r és [Ab]; > O ty-ban, valamint to a legkisebb olyan pozitiv
szém, melyre £[AbAg] = 0.
Ekkor a (4.1)) els6 és mésodik egyenlete, valamint a feltételek szerint tp-ban
2

d d d d
@{Abz‘ly] = ka [Ag]ﬁ[flb]z + k, [Ab]%[flg] - kd&[AbAg] =

baldg)((140] — (401 T8) > 0.

Tehat £[AbAg] = 0 és %[AbAg] > 0 to-ban, ezért [AbAg]-nek to-ban szigoru lokalis

minimuma van, ami ellentmondas.
2. %[AbAg] > 0 to-ban, valamint ¢y a legkisebb pozitiv szam, amelyre [Ab] = [Ab];. Ekkor a
(4.1) méasodik és harmadik, majd az els6 egyenlete alapjan to-ban

250040 — 1) = (ku[AbL[Ag) — halAbAg]) = 5 [4bAg) > 0.

Ezért ¢y egy bal oldali kornyezetében t < ¢y esetén [Ab] — [Ab]; < 0, ami ellentmondés,
hiszen feltettiik, hogy ¢ a legkisebb pozitiv szam, ahol [Ab] = [Ab];, valamint tudjuk, hogy
kis pozitiv t-re [Ab] > [Ab];, igy a Bolzano-tétel szerint 0 és to kozott is lenne zérushelye az
[AD] — [Ab]; figgvénynek.

3. %[AbAg] = 0 és [Ab] = [Ab]; to-ban. Ekkor tp-ban a vizsgalt megoldas értéke egyen-
sulyi pont, amibdl kdvetkezik, hogy minden t-re e megoldas az egyenstulyi pontban van,

ami ellentmondas, mert lattuk, hogy ¢t = 0 egy kornyezetében [AbAg| szigortian monoton

novekszik.

4. %[AbAg] >0 (0,t0)-n és a tp > 0 pontban [AbAg] = [Ag]r vagy [Ab]; = 0, akkor a (4.1
rendszer elsG egyenlete szerint to-ban &[AbAg] = —kq[AbAg] < 0, ami ellentmondas, hiszen

[AbAg] folytonosan differencialhatoé fiiggvény és %[AbAg] > 0 (0,t)-n.
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]
2. Allitas. [Ab]y > [Ab] Rt -n.

Bizonyitas. [Ab]|i=o = [Ab|r a kezdeti feltétel szerint és az elgbb lattuk, hogy [Ab] — [Ab]; > 0
R*-n, igy a (4.1) rendszer harmadik egyenlete alapjan [Ab] szigortian monoton csokkend fiiggvény,
tehat valoban igaz, hogy [Ab] < [Ablr RT-n. O
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5. fejezet

A reakci6 vizsgalata tetszéleges szamiu

kompartment esetén

Ebben a fejezetben a modellt tetszdleges szamu kompartment esetére kiterjesztem, vagyis tet-
sz6leges szamu (n) lokalis oldat mellett, és a kapott differencidlegyenlet-rendszernek megkeresem
az egyensulyi pontjait.

Ebben az esetben a reakcidtartaly aljara kinyomtatott antigén koriil tobb lokalis oldat, vala-
mint egy nagy oldat van. Ezek koziil semelyik kettének nincs k6z0s bels§ pontja és az unidjuk a
teljes oldat. Feltessziik, hogy a lokalis oldatok véges sorozataban mindegyiknek csak a sorozat-
ban szomszédos lokalis oldattal van kozos hatéara, emellett csak az elsének az antigénfelszinnel
is, és csak az utolsénak a nagy oldattal is. Igy a kompartmentek: a kinyomtatott antigén és
a bel6le képz6dott immunkomplex, az egyes lokalis oldatok, valamint a nagy oldat. Legyen to-
vabba mindegyik lokalis oldat karakterisztikus tavolsaga azonos, ekkor a szomszédos oldatrészek
kozotti diffuzios egyilitthatod is azonos.

Jelolje az [; index a legkisebb lokalis oldatot, vagyis azt, amelyik a kinyomtatott antigén
kozvetlen kornyezete, lo a néla eggyel nagyobbat és igy folytatva [, jeldlje a legnagyobb loka-
lis oldatot. A lokalis oldatokhoz tartozé felszinek és térfogatok, valamint a szabad antitestek
koncentrécioi is a megfelel6 indexekkel vannak jelolve. [AbAg] tovabbra is az immunkomplex
felszini koncentracioja, [Ab] pedig a nagy oldatban 1évS szabad antitestek koncentracioja. Az
antigén-antitest komplex felszini koncentraciojanak, valamint a legkisebb lokalis oldatban és a
nagy oldatban 1év§ szabad antitestek koncentracidjanak idébeli valtozésara vonatkozé differenci-
alegyenletekben érdemi valtozas nincs a harom kompartment esetéhez képest, hiszen ugyanazok

a folyamatok befolyésoljak a koncentraciokat az altalanos esetben is, mint harom kompartment-
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nél. Azonban bejonnek 1j, a koztes lokélis oldatokban 1év6 antitestek koncentraciojanak idébeli
valtozéasat leird egyenletek a rendszerbe. Ezeket csak a difftizié befolyasolja, amely ezekben az
oldatrészekben két irdnyba torténhet, az egyik vagy a masik szomszédos oldatrész felé. Tehat a

differencialegyenlet-rendszer ebben az esetben

L[AbAg) = ka[Ab];, ([Ag)r — [AbAg)) — kq[AbAg]

LIAb), = —ka%[Ab]zl([Ag]T — [AbAg]) + kd%[AbAg] + ([Ab];, — [Ab]ll)%k
41Ab], = —([Ab]y, — [Abhl)%k + ([Ab];, — [Ab]lz)%k

s,

ar1ab);, = —([Ab];, — [AB], ) Ze=tk + ([Ab] - [Ab]ln)%k

ln

S,
4148] = — (140 — [Ably, ) y—rr vk

Els6 integréal ebben az esetben

S[AbAb] + Wl [Ab]h + WQ [Ab]lz +...t Wn [Ab]ln + (V - (W1 + W2 +...+ Wn))[Ab] = V[Ab]Ta
(5.2)

amit az elsG egyenlet S-szeresét, a masodik Vi -szeresét,..., az utolso egyenlet V — (Vj, +... +
Vi, )-szeresét Osszeadva lathatunk be. Az elsg integral segitségével ebben az esetben is eggyel
redukalhatjuk az egyenletrendszer dimenzi6jat.

Az egyensilyi pontokat is a harom kompartmentre vonatkozé rendszeréhez hasonléan sza-

mitjuk ki. Az (5.1)) rendszernek a Definici6 alapjan egyenstlyi pontja ott van, ahol

kal AL}, ([Aglr — [AbAg]) — kalAbAg] = 0 |
g [Abl, ([Agly — [AbAg)) + haiS-[AbAg) + ([Ab], — [AB),) 5k = 0
—([ABls, — [Ab]1,) 7k + ([Ably, — [Ab,) 72k = 0

S, S,
—([Aby, — [ABly, ) K + ([Ab] — [Ab];,) 7=k = 0
S, _

Az utolso egyenlet megoldasabol azt kapjuk, hogy egyensilyi helyzetben [Ab] = [Ab);,, gy
az el6tte 16vE egyenlet mésodik tagja nulla. Ekkor az utolsd el6tti egyenlet megoldasabol az
jon ki, hogy egyensulyi helyzetben [Ab];, = [AD];, ,, vagyis az elStte 1év6 egyenlet mésodik
tagja szintén nulla. Igy haladva végig az egyenleteken megkapjuk, hogy egyensilyi helyzetben

[Ab] = [Ab);, = [Ab];,_, = ... = [Ab];, = [Ab];,, azaz az Osszes oldatrészben azonos a szabad

In
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antitestek koncentracioja. Emellett az els6 két egyenlet

#i[AbAg] = kalAb]y, ([Ag)r — [AbAg]) — ka[AbAg] = 0
414, = —karS (A8}, ([Agly — [AbAg]) + k- [AbAg] = 0
Ebbdl az egyenletrendszerbsl kapunk egy (4.3)-hoz hasonlo Osszefiiggést [Ab];, és [AbAg] kozott:

ka[AbAg]

AV = TAglr — [AbAg))

(5.3)

Ezutan, a hdrom kompartmentre vonatkozé esethez hasonléan, felhasznédlom a kezdeti antitest-
koncentracio értékeét és a kapott elsé integralt. Mivel tudjuk, hogy egyensilyi helyzetben az Gsszes
oldatrészben megegyezik a szabad antitestek koncentracidja, igy az egyenletben mindenhova
[Ab];,-t irva kapom, hogy:

S[AbAg) + Vi, + ..+ Vi, + (V = (Vi + ...+ V1,)))[Ab];, = V[Ab]r

S[AbAg| + V[Ab];, = V[Ad]r,

amelybdl kapunk egy 4j Osszefiiggést:

S
At} = [Ablr — > [AbAg). (5.4)
Az (5.3)) és az (5.4) eredményeket Gsszevetve:
kq[AbA S
AL = [Ablr — > [AbAg),

ka([Aglr — [AbAg]) Vv

amelybdl az x = [AbAg| helyettesitéssel kapunk x-re egy masodfoku egyenletet:

S S
kaa? = (ka[Ab]T + kar[Aglr + kd)a: + ka[Ag]r[Abl = 0, (5.5)

Ez az egyenlet ugyanaz, mint a korébbi masodfokil egyenlet, vagyis az n szamu loké-
lis oldat esetére vonatkozé differencidlegyenlet-rendszer egyensilyi pontjanak elsd koordinataja
megegyezik az egyetlen lokilis oldatra vonatkozd rendszer egyensulyi pontjanak els6 koordina-
tajaval. Innen a és az Osszefliggések szerint bioldgiai jelentését tekintve tetszéleges
kompartment esetén ugyanarra az egyenstlyi helyzetre jutottunk, ahol az 6sszes lokélis oldatban
megegyezik a szabad antitestek koncentracidja, és az egyenstulyi pont az egyenlet kisebb
gyoke.
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6. fejezet

Numerikus szimulaciok

6.1. A lokalis oldat

Dolgozatom elkészitésekor a célom az volt, hogy a gyakorlati alkalmazhatosag érdekében a
val6sidgot minél jobban megkozelitd modellt épitsek fel. Ennek érdekében fontos volt a lokalis
oldat biokémiai és fizikai paramétereinek minél pontosabb beallitdsa. Kézenfekvs a lokalis oldatot
a kinyomtatott antigéntdl legfeljebb egy adott (h) tavolsagra 1év6 pontok halmazanak valasztani,
amely nagysagrendekkel kisebb legyen, mint a nagy oldat térfogata. Mivel a kinyomtatott antigén
nem pontszerid, hanem koéralakban egy felszint alkotva teriil el, igy egy olyan alakzatnak vettem
a lokalis oldatot, amelynek a teteje a kinyomtatott antigén felszinével azonos R sugari és a
felszint6l h tavolségra 1évé korlap, az ,oldala” pedig egy h sugart negyedkoriv megforgatasaval

kapott alakzat. A kdvetkezs dbra szemlélteti az egy lokalis oldatot,

ahol f(z) = R+ vh? — 22, 0 < z < h negyedkorivet megado fliggvény (a szimmetriatengely az
x tengely). Hatérozzuk meg az egy lokalis oldat felszinét és térfogatat!

A fiiggvény grafikonjanak megforgatasaval kapott forgastest palastjanak felszinét (Sy) és
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térfogatat (V) a kovetkezd képletekkel lehet kiszdmolni:

Azaz
h 2
T
0
h h2
—or [ (R VIR =) e
0
= Rhw? + 2h%r
és

h
V= 7r/ (B2 + 12— a4 2RV — 2 do =
0
B 2R3

Rh272
+

2
3 2 + R*hr.

Igy az els6 lokilis oldat felszine (S),) és térfogata (V7,)

Sy, =Sy +S;= <R2 + Rhm + 2h2)7r

2, Rh27r>
3 2 )™

Vi, =V +Vy = (2R2h+

ahol Sy a henger alapjanak felszine és Vi a henger térfogata.

Haromnal to6bb kompartment, azaz tobb, j szamu lokalis oldat esetén legyen az i-edik lokalis

oldat az olyan pontok halmaza, amelyek a kinyomtatott antigén felszinétél legalabb (i — 1)h, de

legfeljebb ih tavolsdgra vannak, ahol A > 0.

nagy oldat Ag lokalis oldatok
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Ennek oka az, hogy ezekkel az adatokkal a szomszédos lokalis oldatok kozotti diffuzios egytitt-

hatonak az értéke ugyanaz. Igy az i-edik lokélis oldat felszine
S, = (R2 + Rihm + 2(ih)2>7r.

Jelolje W; az els6 i lokalis oldatok Ossztérfogatat, amely a (6.2)) képlet alapjan szdmolhato,

azaz

2(ih)3 R(z‘h)27r)7r

;= (2R%
W, (Rm+ 5 T

Ekkor az i-edik lokalis oldat térfogata

Vi, =W;=W;_1 =

= (2R%h + 2(?)3 + R(ﬁ;)%% — (2R%(i -+ 2((4 —31)h)3 L R(G —21)h)27r>7T _
= (232h + %(i?’ — (=R 4 (2 — (i — 1)2)R};2”)7T.

6.2. Diffazio limitalt eset

Egy kémiai folyamat sebességét mindig a leglassabb részfolyamat hatérozza meg. A vizsgalt
modell esetén két dolog gatolhatja az immunkomplex képz&dését. Egyrészt a diffuzid, amikor az
oldatrészek kozott lasst a molekuladramlas, ezt hivjak difftizié limitalt reakcionak. Masrészt a
konvekcié, amikor a molekulak kézott végbemend kémiai reakciok, jelen esetben az asszociacio és
a disszociacio, zajlanak lassabban, mint a difftzié. Ezt konvekcié limitalt reakciénak nevezziik.
Ezekre az esetekre mutatok példat. Mivel az oldatrészek kozotti koncentracokiilonbség altal
indukélt molekuladramlas oldatrészek kozotti diffuzios egyiitthatojara nem ismertem adatokat,
k-t valtoztattam, és megfigyeltem, hogy hogyan befolyédsolja a reakciét. Ezek kozil azokat a
konkrét eseteket valasztottam ki, amelyek immunolbgiai szempontbol érdekes eredményt adtak.

Ebben az alfejezetben a difftizié limitalt esetet mutatom be harom kompartment esetén. Az
asszociacio és disszociacio reakeié sebességi allandojara felhasznalt pontos adatokat a [3] cikk-
bél vettem, ahol a Salmonella baktérium elleni négyféle monoklonalis antitest reakciésebességi
allandoit hataroztdk meg. A kinyomtatott antigén felszine sugaranak, valamint a teljes oldat
térfogatdnak az ELISA-immunesszénél alkalmazott értékeket vettem. A szimulacidk soran egy-
értelmten lehetett latni, hogy a h értéke nagyban befolyédsolja a kapott eredményeket. Mivel
egy antitest molekula mérete 107% cm nagysagrendii, igy h-t mindenképpen ennél nagyobbnak
kell venni. A kovetkezs adatokkal dolgoztam: R = 0,025 cm a kinyomtatott antigén felszinének

sugara, S = 1,96-1073 cm? a kinyomtatott antigén felszine, V = 0,1 cm?® a teljes oldat térfogata,
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ko = 1,57 -10% cm3/mol - s az asszociacio, kg = 3,98 - 107° 1/s pedig a disszocidcié sebességi
allandoja, végiil hy = 1075 cm az egy lokalis oldat hataranak az antigénfelszintsl vett tavolsaga,
igy a felszine és térfogata: S;; = 1,97 - 1073 cm? és Vi, =3,93- 1078 cm?.

Az alabbi futtatasoknal k = 10~* cm/s-ot vettem. A abran narancssarga karikéval latha-
t6 a lokalis oldatban 1év6 szabad antitestek koncentraciojanak idébeli valtozasa és kék csillaggal
az antigén-antitest komplex felszini koncentracidja az id6 fiiggvényében. Mivel az antigénkon-
centracio az antitestkoncentracié ezredrésze, igy az dbran a komplex felszini koncentracidjanak
ezerszerese lathatod a reakcio kezdeti szakaszaban. A nagyobb léptékd abran az el6bb leirta-
kon kiviil sarga vonallal kirajzoltam a komplex felszini koncentraciojanak idébeli valtozasanak
ezerszeresét abban az esetben, amikor nincs lokalis oldat. Ebben az esetben ugyanis, a harmadik
fejezetben leirtak alapjan, tudjuk a pontos megoldast. Az abrakon jol lathato, hogy ezen paramé-
terek mellett a reakcié nagyon gyors, tehat a komplex felszini koncentraciéja hirtelen megugrik,
aminek kdvetkeztében a lokalis oldat hamar kimertil, és mivel a nagy oldat csak lassan képes po-
abra jol szemlélteti, hogy hogyan lassitja a diffazié az immunkomplex képz&dését (narancssarga
folyamatos gorbe vs. kék pottyok).

Tehat diffazio hatasara késébb kovetkezik be az egyenstly.

6.3. Konvekcid limitalt eset

Ebben az alfejezetben a konvekcié limitalt esetet mutatom be szintén harom kompartment
esetén. Az egyes paraméterek értékei megegyeznek az el6z6 alfejezetben leirtakkal, azonban itt
k=102 cm/s. A konvekci6 limitalt reakcié azt eredményezi, hogy mivel a diffizi6 gyorsabban
zajlik, mint az asszociacio, illetve a disszociacio, igy a lokalis oldat nem tud jelentGs mértékben
kimeriilni, hiszen a nagy oldat gyorsan potolja a hianyt. Ez a jelenség figyelhets meg a[6.3] abran,
ahol szintén narancssarga karikaval lathato a lokalis oldatban 1év6 szabad antitestek koncentraci-
ezerszerese, mint az id§ fliggvénye. Mivel ebben az esetben a kinyomtatott antigén koriil minden
idépillanatban elegend§ antitest-molekula van, igy a komplex felszini koncentraciéjat kozelitleg
negativ kitevs exponenciilis fliggvény irja le.

Ebben az esetben gyorsabban éri el a rendszer az egyensilyi helyzetét.

Egy olyan koztes esetet is bemutatok k = 1073 cm/s mellett, amikor sem difftizié limitalt,

sem konvekci6 limitalt, hanem a reakci6é a ketts kozott zajlik. Ennél az esetnél lathatd a [6.4]
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abran, hogy a lokalis oldat kézepes mértékben meriil ki, de aztan jelentSs iitemben ndvekszik a

lokalis oldatbeli szabad antitestek koncentracioja.

6.4. Az immunkomplex felszini koncentraciéja harom és négy kom-

partment esetén

Ebben a fejezetben azt szemléltetem, hogy mennyire befolyasolja az antigén-antitest komplex
felszini koncentraciojanak idébeli valtozaséat az, hogy a teljes oldatot hany részre osztjuk. Ugyan-
azokkal az adatokkal dolgoztam ebben az esetben is, mint korabban k& = 1073 cm/s mellett.
Négy kompartment esetén a nagyobb lokalis oldatnak a kinyomtatott antigéntsl vett tavolsagét
hy = 2% hy = 2-107° cm-nek vettem, tehat a felszine és térfogata: S, = 1,97 - 1073 cm? és
Vi, =3,93-107% ecm?. A abran a komplex felszini koncentracidjat sarga vonnallal jel6lom
abban az esetben, amikor nincs lokélis oldat, kék csillaggal harom, és narancssérga plusszal négy
kompartment esetén.

Az utolso abra négy kompartment esetén szemlélteti az immunkomplex felszini koncent-
raci6janak ezerszeresét és a két lokalis oldatban 1év6 szabad antitestek koncentraciojat az idé
fiiggvanyében. Jol lathato, hogy a paraméterek ezen megvélasztasaval a két lokélis oldat hason-
l6an viselkedik, kozel egyforméan mertlnek ki és toltédnek vissza. Mint a diffizi6 limitalt esetben

is, itt is el6szor hirtelen megugrik az immunkomplex felszini koncentracioja és vele parhuzamosan

meriilnek ki a lokélis oldatok, aztan lelassulnak a folyamatok.

38



Koncentraciok

Koncentraciok
°
T

Koncentracick
T

6.1. abra.

o7

03

02

2 2

Diffazié limitalt elss abra

6.3. dbra

. Konvekei6 limitalt eset

39




Koncentraciok

Koncentracick

06—

Koncentraciok
T

x10°

6.4. abra. Koztes eset

6.6. abra. A reakci6é négy kompartment esetén

40




Irodalomjegyzék

1]

2]

3]

[4]

[5]
(6]

7]

8]

Beny¢ B., Beny6 Z., Palancz B., Szilagyi L., Ferenci T., Mdszaki és bioldgiai rendszerek elmé-
lete, 3.fejezet: Kompartment (rekesz) modellek és alkalmazastechnikajuk, Typotex Kiado,

2014.

Jay A. Berzofsky, Ira J. Berkower, Suzanne L. Epstein, Thermodynamics and kinetics,
Fundamental Immunology, Lippincott Williams & Wilkins, 2003.,
http://lvts.fr/Pages_html/Encyclopedies/FundamentalImmunology/ramiCOMMAND=

applyStylesheet(interface.xsl, pau@CH004S0102.pub)&p_userid=pau.html

Devendra Bhandari, Fur-Chi Chen, Shreya Hamal, Roger C. Bridgman, Kinetic Analysis
and Epitope Mapping of Monoclonal Antibodies to Salmonella Typhimurium Flagellin Using

a Surface Plasmon Resonance Biosensor, Antibodies, 2019.

Derényi 1., A biofizika alapjai, 2013.,

http://derenyi.web.elte.hu/A_biofizika_alapjai.pdf
Erdei A., Sarmay G., Prechl J., Immunoldgia, Medicina Kényvkiad6 Zrt., Budapest, 2012.
Laczkovich M., T. S6s V., Analizis I-1I., Nemzeti Tankonyvkiadd, Budapest, 2006-2007.

Pfeil T., Antigén-antitest reakciok vizsgdlata felszinhez kétott antigén esetén, kézirat, Buda-

pest, 2018.

John J. Rhoden, Gregory L. Dyas, and Victor J. Wroblewski, A Modeling and Experimental
Investigation of the Effects of Antigen Density, Binding Affinity, and Antigen Expression
Ratio on Bispecific Antibody Binding to Cell Surface Targets, J Biol Chem. 2016 May 20;
291(21): 11337-11347.,

https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC4900278/

41


http://lvts.fr/Pages_html/Encyclopedies/FundamentalImmunology/ramiCOMMAND=applyStylesheet(interface.xsl,pau@CH004S0102.pub)&p_userid=pau.html
http://lvts.fr/Pages_html/Encyclopedies/FundamentalImmunology/ramiCOMMAND=applyStylesheet(interface.xsl,pau@CH004S0102.pub)&p_userid=pau.html
http://derenyi.web.elte.hu/A_biofizika_alapjai.pdf
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC4900278/

[9] G. Soderlind, Automatic control and adaptive time-stepping, Numerical Algorithms 31 (1-4),
281-310, 2002.

[10] G. Soderlind, Digital filters in adaptive time-stepping, ACM Transactions on Mathematical
Software (TOMS) 29 (1), 1-26, 2003.

[11] Toth J., Simon L. P., Differencidlegyenletek, Bevezetés az elméletbe és az alkalmazdisokba,

Typotex Kiadd, Budapest, 2005.

[12] Immunoldgia Alapjai,

http://www.immuntananyag.pte.hu

[13] Introduction to Compartment Models, Kinetic Modelling,

http://www.pmod.com/files/download/v31/doc/pkin/4614.htm

[14] Overview of ELISA, ThermoFisher Scientific,
https://www.thermofisher.com/hu/en/home/life-science/protein-biology/
protein-biology-learning-center/protein-biology-resource-library/

plerce-protein-methods/overview-elisa.html#2

[15] B-limfocita,

https://hu.wikipedia.org/wiki/B-1limfocita

[16] ELISA,

https://en.wikipedia.org/wiki/ELISA

[17] Immunrendszer,

https://hu.wikipedia.org/wiki/Immunrendszer

[18] Reakcidkinetika,

https://hu.wikipedia.org/wiki/Reakcidkinetika

[19] T-limfocita,

https://hu.wikipedia.org/wiki/T-1limfocita

42


http://www.immuntananyag.pte.hu
http://www.pmod.com/files/download/v31/doc/pkin/4614.htm
https://www.thermofisher.com/hu/en/home/life-science/protein-biology/protein-biology-learning-center/protein-biology-resource-library/pierce-protein-methods/overview-elisa.html#2
https://www.thermofisher.com/hu/en/home/life-science/protein-biology/protein-biology-learning-center/protein-biology-resource-library/pierce-protein-methods/overview-elisa.html#2
https://www.thermofisher.com/hu/en/home/life-science/protein-biology/protein-biology-learning-center/protein-biology-resource-library/pierce-protein-methods/overview-elisa.html#2
https://hu.wikipedia.org/wiki/B-limfocita
https://en.wikipedia.org/wiki/ELISA
https://hu.wikipedia.org/wiki/Immunrendszer
https://hu.wikipedia.org/wiki/Reakci�kinetika
https://hu.wikipedia.org/wiki/T-limfocita

	Bevezetés
	Matematikai eloismeretek
	A derivált és alkalmazásai
	Differenciálegyenletek
	Kompartment-modell

	Immunbiokémiai eloismeretek
	Immunológia
	Reakciókinetikai fogalmak
	ELISA

	Antigén-antitest reakciók vizsgálata egyetlen differenciálegyenlettel
	Antigén-antitest reakciók modellezése kompartment-modellel három kompartment esetén
	A modell felállítása
	Elso integrál
	Kétdimenziós rendszer, egyensúlyi pontok és stabilitásvizsgálat
	Kvalitatív tulajdonságok vizsgálata

	A reakció vizsgálata tetszoleges számú kompartment esetén
	Numerikus szimulációk
	A lokális oldat
	Diffúzió limitált eset
	Konvekció limitált eset
	Az immunkomplex felszíni koncentrációja három és négy kompartment esetén


