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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek Kovacs Agnesnek a dolgozatom készitése kozben
tanusitott mérhetetlen tiirelmét és segit&készségét. Valamint kdszonettel tartozom Kollath
Kornélnak az Orszagos Meteorologiai Szolgalat munkatarsanak, aki rendelkezésemre bo-
csatotta a statisztikai vizsgalatokhoz sziikséges adatokat és segitett azok kivizsgalasadban,

illetve a meteorologiai részek lektoralasaban.



1. fejezet
Bevezetés

A regresszi6 a tudomany szamos teriiletén alkalmazott statisztikai modszer. Elnevezése
az angol regression to the mean kifejezésbdl ered (jelentése: visszatérés az atlaghoz) Fran-
cis Galtontol[15], aki a 19. szazadban él6 angol polihisztor volt és azt figyelte meg, hogy
a magasabb apaknak magasabb fiaik sziiletnek. A modszer nagyon leegyszertsitve arrél
szol, hogy fiiggvényszert kapcsolatot keressiink egy altalunk kivalasztott (fiiggs) valtozo
és egy vagy tobb (magyarazo) valtozo értékei kozott. Fontos feltétel a magyarazo, illetve
a fiigg6 valtozokra nézve, hogy legalabb intervallum skaldn legyenek mérhetGek. Ez azt
jelenti, hogy a véltozok altal felvett szamértékek egymashoz viszonyitott nagysaga, illet-
ve a kiilonbségiik mértéke is értelmezhets. Erre jo példa a homérséklet (példaul Celsius
fokban mérve), hisz el lehet doénteni, hogy a 20°C és 10°C koziil melyik jelent magasabb
hémeérsékletet, illetve a kettdjiik kozotti kiilonbség is értelmezhets. Galton a meteorologia
fejlodéséhez is hozzajarult (anticiklon felfedezése, elsé népszert idGjarasi térképek).
Dolgozatom elsé felében az egyszerti, illetve tobbszords linearis regresszio és a logisz-
tikus regresszio elméleti hatterérdl irtam. A masodik felében a regresszié egy gyakorlati
alkalmazéasanak megvalositasat irtam le a meteorologidban. Az elméleti rész leirdsaban
a regresszi6 azon részeivel foglalkoztam részletesebben, amelyeket az alkalmazas soran is
felhasznaltam. Részleteztem a kiilonb6z6 regresszios modellek leirasat, illetve feltétele-
it, majd a regresszios paraméterek becslésérdl irtam. Bemutatom az illesztett modellek
mérdszamait, hipotézisvizsgalatat és jelentésiiket. A gyakorlati alkalmazas leirasaban az
Orszagos Meteorologiai Szolgalat altal részemre bocsatott zivatarokkal kapcsolatos elére-
jelzési paraméterek és az adott napon detektalt villamok szdméanak kapcsolatarol, illetve a
regresszios modellek alapjan torténd villamkisiilésekre vonatkozo el6rejelzésekrol lesz szo.

A megvaldsitashoz az ingyenesen hozzaférhet§ R programcsomagot hasznaltam.



2. fejezet

Egyszert linearis regresszio

2.1. Modell leirasa

A regresszio kiilonboz6 valtozok kozotti Osszefiiggés lefrasara szolgal. A legegyszertibb
eset, amikor két valtozd kozotti linearis Osszefiiggést vizsgalunk. Ebben az esetben az y
(fiiggs, magyarazando, output vagy célvaltozo) valtozot szeretnénk az x (magyarazo, input
vagy fiiggetlen) valtozo segitségével felirt lineéris fiiggvénnyel becsiilni. Feltessziik, hogy
az r magyarazo valtozd konstans vagy elhanyagolhat6é hibaval rendelkezik. A cél: adott
n par (y;, x;) megfigyelés alapjan becsiilni a linearis fiiggvény egyiitthatoit. Az egyszeri
linearis regresszio alkalmazasa el6tt érdemes egy tablazatba rendezni az adatokat, példaul

a kovetkezé formaban:

Fiiggs valtozok értékei Magyarazo valtozo értékei

U1 T
Y2 T2
Y3 T3
UYn Tn

Mar a tablazat felirasakor észrevehetGek egyszeriibb dsszefiiggések (példaul nagyobb
x, értékhez nagyobb y, tartozik stb.), melyek konnyithetnek a tovabbi vizsgalatok iré-
nyan. Ezen feliil érdemes egy koordinata-rendszerben abrazolni az adatokat, hiszen igy

lesz szembet(ing, hogy megfelel§ lehet-e szamunkra a linearis regresszi6. Ha a vizszintes



koordinatatengelyen felvessziik az x, illetve a fligg6leges tengelyen az y valtozo értékeit
és az ezek altal abrazolt ponthalmaz kozel egy egyenesen fekszik, akkor feltételezhetiink
linearis kapcsolatot a valtozok kozott. Ha pontosan egy egyenesre esnének az abrazolt

adatok, akkor az egyenes felirhat6 lenne a kovetkezs egyenlettel:

y =0+ b (2.1)

A By jeloli az egyenes metszéspontjat az y tengellyel, a 81 pedig az egyenes meredekségével
egyenl6. Azonban szinte soha nincs ilyen tokéletes lineéris kapcsolat a valtozok kézott. Egy
hibataggal (altalaban ¢) jeldljiik a pontok eltérését a regresszios egyenestdl.

Az egyszer( linearis regresszio statisztikai modellje:

Tegyiik fel, hogy a megfigyelt adatokra a kévetkezd linearis modellt szeretnénk illesz-

teni

yi:/BO_{_lei_l_gia izl,...,n (22)

ahol €1, ..., ¢, a fent emlitett hibatagok, melyekrdl feltessziik, hogy fliggetlenek, 0 varhato
értékdi és azonos, de ismeretlen o2 szoérasnégyzet( valosziniiségi valtozok. A késSbbiekben
szintén fel fogjuk tenni, hogy a hibak normalis eloszlasuak (utobbi feltételt a paraméte-
rek hipotézisvizsgalatakor fogjuk felhasznéalni). A cél a fy és [ regresszios egyiitthatok

becslése. Ugyanez felirva vektoralakban a kdvetkezGképp néz ki:

y=0o+ fix+e (2.3)

Ennek a modellnek egy alternativ forméaja a kévetkez&képpen irhato le:

# az r; magyaraz6 valtozo értékeinek az atlaga, illetve 55 = By + 51 7.

ahol & =

A két modell ekvivalens, de az eltolasi paraméterek ([ ill. 55) értelmezése megvaltozik.
Az el6z6 modell esetén az y; fiiggs valtozonak a varhato értéke E(y;|z;) = Po + [,
mig az utobbi modellben ugyanez a varhato érték éppen [, azaz E(y;|z;) = B5. A Bo
paraméter jelentése az x = 0 értékhez tartozo becsiilt y érték (bar ez nem minden esetben
értelmezhetd), mig 5 paraméter jelentése a becsiilt i értékek atlaga. A két modellben a
B értelmezése azonos, azt mutatja, hogy x egy egységgel ndvelt értékéhez y-nak atlagosan
mennyivel nagyobb értéke tartozik.

Az alternativ modell felirast a regresszios egyiitthatok becslésekor fogjuk felhasznélni.
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2.2. Regresszids egyiitthatok becslése

Az ismeretlen 3 és B; paramétereket az n par (zy,y1), ..., (zn, yn) adatokbol fogjuk be-
csiilni. Elészor a legkisebb négyzetek modszerét mutatjuk be, ezt kdvetGen a maximum

likelihood becslést, majd ezek kapcsolatat fogjuk targyalni.

2.2.1. A legkisebb négyzetek modszere

A legkisebb négyzetek modszerének célja, hogy minimalizalja a megfigyelt adatok és az
illesztett modellb&l szamitott értékek kozti kiilonbségek négyzetdsszegét, vagyis a rezi-
duélis négyzetosszeget. Pontosabban olyan by és bibecslést szeretnénk kapni a [y és [y

egyiitthatokra, amelyekkel felirva az

regresszios egyenletet teljesiil, hogy a rezidualisok négyzetisszege, azaz a >, (y; — 7i)?

érték minimalis lesz.

2.1. abra. Rezidualisok a y = by + by regressziés modellben

Ehhez a becsiilt by és by valtozok szerinti parcialis derivalassal keressiik meg a megfeleld

szélsGeértékeket:
0 u 9
i=1
0 u 9
b, Z(yz — by —byz;)"| =0 (2.7)
i=1

Egyszertibb a megoldas levezetése, ha az alternativ modell felirasbol indulunk ki:



a n

G2 == =) =0 (28)
0 < . 12
g 2o [ =y = bu ()] =0 (2.9)

A derivalés elvégzése utan kapjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

n

=1

i=1
i=1 i=1 i=1
Tekintve, hogy > ", (z; — T) = 0, az egyiitthatok legkisebb négyzetek modszerével kapott
becslése:
Sy
b =2 (2.12)
b =7 (2.13)

ahol Sy, = S (2 — T) i 65 Spw = Sor, (z; — 7). Innen az eredeti modell felirisban

szereplé By becslése:

Ezekkel a becsiilt egyiitthatokkal irhato fel a regresszios egyenes:

2.2.2. Maximum likelihood becslés

Az eddig leirt legkisebb négyzetek modszerével torténd becslésnél feltettiik az €; hibatagok-

2 varianciaval rendelkeznek,

rol, hogy fiiggetlenek, 0 a varhato értékiik, illetve egy kozos o
azonban nem allitottunk semmit az eloszlasukrol. Ebben a fejezetben tegyiik fel, hogy az
eddigi tulajdonsagaik mellett normélis eloszlasbol szarmaznak.

A regresszids egyiitthatokat most gy keressiik, hogy a mellettiik bekdvetkezett ered-

mény maximalis valoszintségi legyen, azaz a likelihood fiiggvény maximumat keressiik



Bo-ban és [Bi-ben. Tegyiik fel, hogy az ; hibatagok fiiggetlenek és azonos N (0, 0?) elosz-

lasbol szarmaznak. Ekkor a likelihood fliggvény a kovetkezSképp néz ki:

n

L(Bo, 1) = zHlf(gi) - (277)%0”6;2 el — (27?);7210'”62;12 " (vi—Bo—Przi)? (2.16)
ahol f(g;) az ¢; i. hibatag stirtiségfiiggvénye.

Jelen esetben a megfelels 5y és §; egyilitthatok megtaldlasa - amelyekkel L maximalis
lesz - éppen azt jelenti, hogy —=5 > | (y; — fo — P1x;)* minimumét keressiik. Ez ekviva-
lens a legkisebb négyzetek médszerével torténs becsléssel, azaz a rezidudlis négyzetosszeg
minimalizalasaval. Kovetkezésképp ha feltessziik, hogy a hibatagok normalis eloszlasbol
szarmaznak, akkor a [y és (51 egyiitthatok becslése ezzel a modszerrel azonos lesz a mar
fentebb taglalt legkisebb négyzetes becsléssel. Fontos megjegyezni, hogy amennyiben nincs
lehetségiink ezt feltételezni, akkor a két becslési eljarassal kapott egyiitthatok nem fognak

megegyezni.

2.2.3. Hibabecslés

A tovabbi vizsgalatokhoz sziikségiink van az egytitthatok becslésén til a hiba varianciaja-

nak becslésére is. Elgszor a legkisebb négyzetek modszerével torténé becslésbél indulunk

2

ki (nem feltételezziik a normalis eloszlast a hibatagokra). Az eredeti o varianciat az

illesztett modellb6l kapott varianciaval becsiiljiik az alabbi médon:
> iy — 4i)?

_ 2.17
s o (2.17)

A rezidualis négyzetosszeget azért (n — 2)-vel osztjuk, mert az egyiitthatokra vonat-
kozo becslésnél elveszitiink 2 szabadsagi fokot. Fontos megjegyezni, hogy ez a becslés
torzitatlan.

Maximum likelihood moédszerénél az alabbi modon alakul o2 becslése. Tekintsiik a
megfelel likelihood fiiggvényt, ahol a becsiilt by és b; egyiitthatokat behelyettesitettiik:

L(0%) = — ik D)’ (2.18)

n

(2m)% (0%)*
Vegyiik a logaritmusat (loglikelihood) és derivaljuk parcidlisan a fiiggvényt o2 szerint,

tekintve, hogy ebben a valtozoban keressiik a szélsGértéket:
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dlog L (0?)  —n 1 &

~\2
007 557 T ag1 2 ) (2-18)

=1

Ezt a derivaltat 0-val egyenl6vé téve kapjuk a kovetkezs becslést a varianciara:

~2 - (?Jz‘ - ?3\1)2
= AAN AV 2.20

Tehat a maximum likelihood moédszerrel egy torzitott becslést kapunk a varianciara,

ami a kovetkezd alakban is felirhato:

52 = (n - 2) (2.21)

2.3. Szorodas és hipotézisvizsgalat

2.3.1. Teljes szérodas felbontasa

Ebben a fejezetben szeretnénk kapcsolatot taldlni a teljes négyzetdsszeg és a regresszios
négyzetosszeg kozott. Elemzéskor a célunk, hogy az illesztett g; értékek az eredeti y;
értékek kozelében legyenek, ekkor teljesiilni fog, hogy az y; értékek variancidja y koriil

megfelelsen kozel lesz az y; értékek variancidjahoz 7 koriil. Erdemes észrevenni, hogy

n

E_E:%_%ZI%+MWFEH—%E:@+h@r@ﬂ—§ (222)

i=1 i=1

Természetes tehat, hogy ugy tekintsiink a teljes négyzetosszegre (D1 (i — )?) és a
regresszios négyzetosszegre (Y1 (4;—7)?), mint a megfelels varianciak forrasa. Az els6bol
szamithato ki a megfigyelt fiiggd valtozo varianciaja, mig a masodikbdl a regresszio altal

megmagyarazott variancia. A kozottiik levd Gsszefiiggés pedig a kdvetkez6:

2.3.1. Tétel.

D wi-9*=> @G-+ Z (i — i)’ (2.23)

=1 =1

Bizonyitas. Induljunk ki a kdvetkez6 egyenletbdl:

YT =% —TU+yi— U (2.24)

Osszegezziik és emeljiik négyzetre mindkét oldalt:

11



Z(yi—y>2=2(@—y)2+z ~ ) +2Z ~7) (2.25)
Amennyiben a jobb oldal utols6 tagja 0, tgy végeztiink. Ez pedig fennall, mert:

n

> G- Zyz yi — i) (2.26)

=1
n

=2 [bo+bi (zi = D) [y — 5l = bn Zx vi — 7)) = (2.27)
- bl Z ZL’Z yl - bl ( )} = bl [Saﬁy - bISmx} (228)

Tekintve, hogy b; = ‘”J , 1gy by [Sxy — blSm} = (. Ezzel belattuk az eredeti egyenlGsé-

get.
O
Masképp felirva az egyenlGség:

SSTotal = SSReg + SSRes (229)

A két komponens koziil SSge, jeloli a regresszios négyzetosszeget, mig SSges a rezi-

dudlis négyzetosszeget. Elemzéskor az idedlis, ha SSg, joval nagyobb, mint SSg.s.

2.3.2. Hipotézisvizsgalat a regresszi6 egyiitthatoira

Fontos megéllapitanunk, hogy a magyaraz6 viltoz6 valoban szignifikansan befolyasolja-e
a fiiggs valtozo értékét. Ezt hipotézisvizsgalattal tehetjiik meg. Tekintsiik az y; = By +
[brx;+e; regresszios modellt, ahol €1, &9, . . ., g, fliggetlenek, 0 a varhato értékiik és normalis

eloszlastiak. Ekkor vizsgaljuk a kovetkez6 hipotézist:

Hy:p1=0
Hy: B #0

Amennyiben a nullhipotézis allna fenn, a modell redukalodna és E(y) = (o lenne igaz.
Ez egyértelmiien azt jelentené, hogy a magyarazo valtozé nem magyarazza az y valtozot. A

vizsgalatot a lentebb talalhat6 tablazat alapjan elvégzett egyszert F-probéaval teszteljiik.

12



SSReg/1 x2/1

Tekintve, hogy a ETSC) statisztika a nullhipotézis fennallésa esetén 2,/ eloszlast
kovet, és igaz a kovetkezd Osszefiiggés:
SSReq/1 M Sge
reg/t _ MSney (2.30)

SSRes/(n — 2) 52

igy @ statisztika Fj,_o eloszlast kovet a nullhipotézis fennalldsa esetén és megfelels

lesz a proba teszt statisztikdjanak. Jelen esetben tekinthetiink az F-statisztikara gy, mint
a modell altal megmagyarazott variancia hanyadosa a hibak altal magyarazott varianci-
aval. Ebbd6l kovetkezGen, ha a statisztika értéke legalabb akkora, mint az F-eloszlashol

szarmaz6 megfelel§ kritikus érték, akkor a vilasztott szignifikanciaszinten elvetjiik a null-

hipotézist.
Varianciaanalizis
Négyzetosszegek | Szabadsagi fok | Mean Square | F
(55) (df)
Regresszio SSReg 1 M Spgeq F= %
Rezidualis SSRes n—2 52
Teljes SSTotal n—1

2.4. Az illesztett modell minSsége

Induljunk ki Gjra az eredeti y = By + B1x + € regresszios modellbdl. Ekkor a determinacios

egyiitthato:

o SSReg —1_ SSRes
SSTotal SSTotal
a korabbiakban felirt SStotar = SSgeq + SSRes €gyenldség miatt.

R2

(2.31)

A felirdsbol kénnyen észrevehetd, hogy az egyiitthato a regresszidos modell altal meg-
magyarazott variancia ardnya a teljes variancidhoz képest. Ebbdl kovetkezen 0 < R? < 1,
illetve minél koézelebb van 1-hez az értéke annal nagyobb részét magyarazza a modell az

eredeti variancianak.
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3. fejezet

Tobbszoros linearis regresszio

Sokszor nem elég egyetlen magyarazo valtozd ahhoz, hogy megfelels mértékben magya-
razni tudjuk a fliggd valtozot. Ezért sziikséges kiterjeszteniink az eddig taglalt modszert

az egynél tobb magyarazo valtozot megengeds t6bbszords linearis regresszios modellre.

3.1. Modell leirasa

A magyarazo és fiiggd valtozok értékeit a kovetkezGképp rendezhetjiik tdblazatba:

Yy T ) v T
Yy Tnin T2r ... Tkl
Y2 Ti2 T2z ... Tk2
Yn Tin Ton s Lkn

Ezen tablazat sorai reprezentaljak az Gsszetartozd mérési eredményeket.

3.1.1. A modell leirasa

Amennyiben a fenti tablazatban szereplé adatokban feltételezhets az egyes y; értékek

lineéris fiiggése a hozza tartozd x; értékektdl, igy a modell felirhaté az

vi = Bo+ bz + Boxoi + ...+ Brr e (1=1,2,...,nsn>k+1) (3.1)

egyenlettel.

A tObbszoros linearis modell felirdsa métrixos alakban:
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y=XB+e (3.2)
ahol

_ - — - 60 _ -
U1 1 11 T21 ... Tkl 6 &1
1
Y2 1 zi2 w22 ... @Tp €9
y=|.| X=| . . B=|b| e=]|, (3.3)
Un 1 z1, 290 ... ZTpn . En
Rt L i B L

Az e; hibak az egyszert linearis regressziohoz hasonloan fiiggetlenek, 0 a varhato érté-
kiik és egy konstans o2 szorasnégyzettel rendelkeznek, vagyis € variancia-kovarianciamatrixa
Var(e) = 021,. Az z;; értékek elhanyagolhato hibaval rendelkez vagy konstans adatok.

Tovabba X oszlopai linearisan fiiggetlenek, azaz X rangja k + 1.

3.1.1. Definicid. FEgy tobbdimenzios regresszios modellt akkor neveziink linedrisnak, ha

a magyardzo vdltozok [ egyiitthatdira nézve linedris.

Példaul az x-re nézve kvadratikus modellt linedrisnak nevezziik:
y= 0o+ Pz + B’ +¢ (3.4)

3.1.2. Linearizalo transzformaciok

Gyakran el6fordul, hogy nem teljesiil minden feltétel a lineéris regresszios modell felépi-
téséhez. Sok esetben segit, ha kiilonb6z§ transzforméciokat hajtunk végre a magyarazo,
illetve a fiiggs valtozokon.

A magyarazo valtozok transzforméaciojaval lehetséges, hogy jelentésen javithato a fiiggs
valtozoval vald linearis kapcsolat. A feltételek tovabbi sériilésére a fliggd valtozo transz-
formécioja is megoldas lehet (logaritmikus, exponencialis vagy valamilyen hatvanytransz-
formacio).

Természetesen végezhetiink transzformaciokat egyszerre a magyarazo és fiiggs valto-

zokon is, példaul:

1
Iny =5+ 511:— + Boe™ + B3\/13+ € (3.5)
1
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3.2. Regresszios egyiitthatok becslése

3.2.1. Legkisebb négyzetek moédszere

Ebben az esetben a (y — Xb)' (y — Xb) felel meg a rezidudlis négyzetosszegnek. Ennek
keressiik a minimumat b-ben. A szélsGérték meghatarozasdhoz derivalast alkalmazunk.

Tehat azt a b vektort keressiik, amely kielégiti a kovetkez6 egyenletet:

2 iy~ x0) (y— Xb)] =0 (3.6)

Elvégezve a derivalast:
—2X'y+2(X'X)b=0 (3.7)

Elemi 4talakitasok utan adodik a kovetkezG egyenlet:

(X'X)b=X"y (3.8)

A becsiilt paraméterek vektorat a normalegyenletek megoldaséval kapjuk. Tekintve,
hogy X teljes rangt, kifejezhetjiik a keresett b-t:

b= (X'X)'Xy (3.9)

A becsléfiiggvény varhato értéke:

Eb) =E(X'X) ' X'y) = E(X'X)'X'(XB+¢)) =EB+ (X'X)'Xe) =8 (3.10)

Tlletve a variancia-kovariancia méatrixa:

D*(b) = E(b— Eb)(b— Eb) = E(b—3)(b—8) = E(X'X)X'ee' X(X'X)™") =
= (X'X)X'E(ee)X(X'X) ' = (X'X) X'’ IX(X'X) " =o*(X'X)!

3.2.1. Tétel. (Gauss-Markov) Tobbszirds linedris regresszid esetén a fenti feltételek mel-
lett a legkisebb négyzetekkel szamolt b = (X' X)) X'y a legjobb linedris torzitatlan becslése
B-nak (BLUE, azaz Best Linear Unbiased Estimate). A "legjobb" a minimdlis szdrds ér-

telemben értendd, azaz barmely a € RFT! esetén
D?*(a'b) < D*(a’b),
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ahol b eqy tetszdleges linedris torzitatlan becslése B-nak.

Bizonyitas. Mivel b a B egy tetszéGleges linearis és torzitatlan becslése, igy b = By alaku

és F(b) = F(By) = BE(y) = BX3 = . Ez utobbi csak akkor teljesiil, ha BX = Ij.
Legyen most Q = B — (X'X)7' X/, vagyis QX = BX — (X’X)"'X'X = 0. Ekkor

D*(b) = D*(By) = BD*(y)B' = (X'X)"'X" + Q)o’L(Q + X(X'X) ™)

= (X' X)X +Q)(Q+ X(X'X)™) = *(X'X) ™ +0°QQ,

azaz D?(b) — D?(b) matrix pozitiv szemidefinit. Ez utobbi éppen azt jelenti, hogy barmely
a € R* vektorra D*(a'b) — D*(a’b) > 0. O

3.2.2. Hibabecslés

Az egyszerfi linearis regressziohoz hasonléan itt is sziikség van a hibatagok o2 varianciaja-
nak becslésére. A regresszios négyzetosszeg a k darab magyarazo valtozo altal magyarazott

varianciat hatarozza meg, igy a teljes (n — 1) szabadsagi fok felbontésa igy néz ki:

n—1=k+(n—-k—1) (3.11)

Tehat a megfelels s? torzitatlan becsléshez a reziduélis négyzetdsszeget a maradék

(n — k — 1) szabadsagi fokkal vald osztassal jutunk, ami a kovetkezGképp irhato fel:

o lly— Xbll _ (y— Xb) (y — Xb) :i (v — 5)°
n—k—1 n—k—1 ,:ln—k—l

7

(3.12)

ahol k a magyarazo valtozok szama, n pedig a mérési adatok szama.

3.2.3. Maximum likelihood becslés

Az egyszer( linedris modellhez hasonloan itt is becsiilhetjiik a paramétereket maximum-
likelihood becsléssel, ha feltessziik, hogy a hibak normalis eloszlast kévetnek. A likelihood-
fliggvény maximalizadlasaval belathato, hogy a paraméterek becslése ekkor megegyezik a
legkisebb négyzetek modszerével kapott becsléssel, azonban a varianciara torzitott becslést
kapunk:

2

1
82=E||y—Xb||2:(n—k:—1) (3.13)

S
n
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3.2.4. A regressziés egyilitthaték értelmezése

A modell paramétereinek az elemzésnél hasznos algebrai jelentése is van. Amennyiben
az x; magyarazd valtozot noveljiik egy adott Axj-vel a tobbi valtozo értékének fixen
tartasa mellett, akkor az y fiiggd valtozo valtozasa éppen az x;-hez tartozo b; regresszios

egylitthato és Ax; szorzataként szamolhato ki:

Kovetkezésképp a b; becsiilt paraméter az x; egységnyi valtozasdnak hatasat fejezi ki

az y fiiggs valtozora, a tobbi valtozé értékének valtozatlansaga mellett.

3.3. Szorodas és hipotézisvizsgalat

3.3.1. Teljes szérodas felbontasa

Ebben az esetben is felirhat6 a teljes négyzetosszeg felbontasa a regresszios és reziduélis

négyzetosszeg osszegére:

Z (v —9)° = Z @ -9+ Z (vi — 0:)° (3.15)

ahol az y; értékeket a y; = by + b1x1; + bao; + . .. + b,y regresszios modellbdl kapjuk.
Maésképp:

SSTotal = SSReg + SSR@S (316)

3.3.2. Regresszios egyiitthatok hipotézisvizsgalata

A modellépités elsédleges funkcidja annak meghatarozasa, hogy a magyarézo valtozok
milyen mértékben befolyasoljak a fliggd valtozot, azaz mely magyarazo valtozok felelGsek
a fiiggs valtozo szignifikians szorodasaban. Tegyiik fel, hogy [,, a kérdéses paraméter.

Ekkor a kovetkezd hipotézist szeretnénk tesztelni:

H0:6m20

Hl:ﬁm%o
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A nullhipotézis ellenérzésére hasznalhatunk t-probat. A 3, paraméter tesztelésének

probastatisztikaja:

_ Pm
5Bm

ahol S @ B paraméter becslésének szordsa. A nullhipotézis teljesiilése esetén a pro-

t (3.17)

bastatiszika megkozelitéleg n — 2 szabadsagi foka t-eloszlast kdvet. Ha a kiszamitott ¢
probastatisztika abszolut értéke nagyobb, mint a t-eloszlasbol szarmazo kritikus érték,
akkor elutasitjuk a nullhipotézist, vagyis mondhatjuk, hogy (,, nem 0, tehat az x,, val-
toz6 fontos a fiiggd valtozd magyarazasaban.

Az egyiitthatok globalis tesztelésére F-probat hasznalhatunk. Ekkor a hipotézisek a

kovetkezGek:

Hy:50=p2=...=53,=0
Hy:38,40 i=1...n

A nullhipotézis fennallasa esetén a probastatisztika F eloszlast kovet. A probastatisz-
tika:

SSReyg
_ k
F = (3.18)
n—k—1

Amennyiben fennall, hogy F' > Fj_1,_ , akkor a nullhipotézist elutasitjuk, azaz a

modell szignifikdnsan jobb a csak konstans tagot tartalmaz6é modellnél.

3.3.3. Konfidenciaintervallum illesztés az egyiitthatokra

A B paramétereket eddig egyetlen statisztikdval becsiiltiik, ami nem elég informativ,
ugyanis nem tudni mennyi bizonytalansiag van a becslésben. Igy minden § paramétert
az adatoktol fiiggs intervallum belsejébe akarjuk szoritani egy elGirt valosziniiséggel, azaz
konfidenciaintervallumot szamitunk. A (,, elméleti paraméter konfidenciaintervalluma o

szignifikanciaszinten:

B £ty 11255 (3.19)

E(yl|xo) feltételes varhato értékre is szamithatunk konfidenciaintervallumot. Ha egy

adott © = o pontban keressiik a fiiggvényértéket, akkor yo = xpb torzitatlan becs-
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lést ad a megfelel pontban vett fiiggvényértékre. A becsléshez tartozé variancia pedig a

kévetkezSképp szamolhato ki:

Var(gle = xo) = s°x, (X'X)_1 T (3.20)

A fligg6 valtoz6 xo-ra vonatkozéd varhato értékének konfidenciaintervallumét o szigni-

fikanciaszinten az alabbi médon szamolhatjuk ki:

iB/obitn—k—m—%S\/iBb (X/X)_l ) (321)

Azonban el6fordulhat, hogy nem a fiiggs valtozd xg-hoz tartozd varhato értékére sze-

retnénk konfidenciaintervallumot, hanem egy ao-hoz tartozo 4j megfigyelésre:

b £ty 11z 5y 1+ @ (X'X) ' @ (3.22)

Ezt nevezziik el6rejelzési intervallumnak.

3.4. Az illesztett modell mindsége

A determinacits egyiitthatonak (R?) ugyanaz a jelentése, mint az egyszer( linearis reg-
resszioOban. Azt mutatja meg, hogy a modellben figyelembe vett magyarazo valtozok mek-

kora részét magyarazzak meg az y valtozo variancidjanak:

n ~ _\2
;— SS
RQ _ 2 : (yz y) _ Reg 3.93
~ (4i—Y)"  SSTotal (3.2

Uj valtoz6 hozzaadasa a modellhez a legtdbbszor noveli (néha valtozatlanul hagyja) ezt
a determinécios egyiitthatot, ami til sok valtozo bevonasakor nem a megfelel§ informaciot
hordozza magaban a megfelel6 modell kivalasztasahoz. Ezért van sziikség a korrigalt de-
terminéciés egyiitthatora, amely figyelembe veszi a modellbe valasztott valtozok szamat.

A korrigalt determinacios egyiitthato:

SSRes

—k— -1 SSR n—1
R —q_ okt _q_ " ¢ —1—-—~ (1—-R? 3.24
adj SS7otal n—k — 1SS0l n—k—l( ) (3.24)

n—1

A korrigalt determinacios egyiitthato cskkenhet is, ha a rezidualis négyetosszeg csok-
kenését meghaladja a szabadsagfok modosulasa a nevezben. Altalaban ezt az egyiitthatot

vessziik figyelembe modellvalasztaskor.
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3.5. Feltételek

3.5.1. Normalitas

A modell leirasnél feltettiik, hogy a hibatagok normalis eloszlastiak. Ennek tesztelésére
tobb modszer is hasznalhato. Az egyik legelterjedtebb grafikus modszer a Q-Q plot(kvantilis-
kvantilis dbra), amely a legtobb statisztikai programcsomagban is megtalalhato (pl. R).
Ez a modszer az x4, ...,r, minta tapasztalati kvantiliseit veti 6ssze a standard normalis
eloszlas kvantiliseivel. Elgszor sorba rendezi a mintat (25 < ... < z?), igy megkapjuk a ta-
pasztalati kvantiliseket. Az elméleti kvantilis értékek a standard normalis eloszlas kvantili-
sei az —— (i =1,...,n) pontokban. Ezeket felhasznédlva abrazoljuk az (&1 ( L ) ,TF)

pontokat, ahol ® a normalis eloszlas eloszlésfiiggvénye. Ha a minta normalis eloszlast

kovet, a pontok megkozelitéleg linearisan helyezkednek el. Egyéb modszerekkel is tesz-
telhet6 a normalitas (pl. Shapiro-Wilk teszt). Amennyiben nem teljesiil, alkalmazhatunk

bootstrap eljarast.

Bootstrap

A bootstrap egy djramintavételezési eljaras, mely tobbek kozt a regresszids paraméterek
becslései szordsanak vizsgalatara, illetve a modell illeszkedésének ellenérzésére hasznalha-
t0, példaul amikor a modell eloszlasara vonatkozo feltétel nem teljesiil. Hairom f6bb boot-
strap eljarassal taldlkozhatunk: 1) paraméteres bootstrap, amikor az illesztett modellb6l
szimulalunk bootstrap mintakat, 2) rezidualis Gjramintavételezés (residual resampling
vagy fized X) eljaras, ahol az illesztett regresszios modell rezidualisaibol vesziink mintat
visszatevéssel, majd ezt adjuk hozza az illesztett értékhez, 3) eset mintavételezés (case-
resampling ill. random X) eljarés, ahol az eredeti adatokbol visszatevéssel generalunk
bootstrap mintékat (vagyis nem hasznéljuk fel a regresszios illesztést). A paraméteres
bootstrap esetében tamaszkodunk arra, hogy korrekt regresszios modellt hasznalunk, meg-
felel6 hibaeloszlassal, mig a rezidualis ijramintavételezésnél nem tesziink fel hibakra vo-
natkozo eloszlast. Az eset mintavételezés a legaltalanosabb (az egyik el6bbi feltételt sem
teszi fel), igy egyben a "legbiztonsdgosabb" eljards. Mi a modell megbizhatosagat vizsga-
16 reziduélis Gjramintavételezési eljarassal fogunk foglalkozni. ElGszor irjuk fel a becsiilt

regresszios egyenletet a kovetkezGképpen:

y=XB+(y—XB) =9 +e,
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ahol y az illesztett értékek, és € pedig a rezidualisok.

Ekkor az (y*,x*) bootsrap mintat a kovetkezSképpen kapjuk:
(1) legyen a* = «,

(2) visszatevéssel vegyiink mintat az e residualisokbol: * és adjuk hozza az illesztett

y értékhez: y* =y + &*

Az eljarast R-szer megismételjiik. Ennek az eljardsnak egy szintén hasznélatos valtozata,

amikor a rezidudlisok egy transzforméaltjabol mintavételeziink:

&

ahol hy; az i-edik "hat" érték vagy leverage (hy; = [X(X'X)™'X'];;). Az R program Boot

fiiggvénye (car csomagban) szintén ezt az eljarast alkalmazza (method="residual").

3.5.2. Multikollinearitas

A tobbszoros linearis regresszié egyik feltétele szintén, hogy a magyarazo valtozok egy-
méastol linedrisan fiiggetlenek legyenek. Multikollinearitas akkor fordul el6, amikor linearis
ill. kozel linearis kapcsolat van a magyarazé valtozok kozt. Tokéletes linedris kapcsolat
esetén az X matrix nem teljes rangu, igy X’'X nem invertalhato, ami pedig sziikséges
lenne a g paraméterek legkisebb négyzetekkel torténd becsléséhez. Valos adatokra inkabb
csak kozel linearis kapcsolat, mint tokéletes linearis kapcsolat jellemz6. Kozel linearis kap-
csolat esetén ugyan X'X invertalhato, de a becslés standard hibai megnének, a becslések
bizonytalanna valnak. Multikollinearitas detektalasara tobb modszer alkalmazhato, ezek
koziil a variancia inflacios egyiitthatot (variance inflation factor) fogjuk bemutatni.

A VIF annak a mértéke, hogy a multikollinearitas jelenléte milyen mértékben noveli
a becsiilt paraméterek varianciajat.

El6szor szamoljuk ki a magyarazo valtozok kézotti determindacios egyiitthatot az eset-
ben, mikor a fiiggs valtozo X és a magyarazo valtozok a tobbi X;(j # 1) valtozok, jelolje
ezt R?. Ez meghatéarozza, hogy a multikollinearitas jelenléte milyen mértékben ndéveli a

becsiilt paraméterek varianciajat. A j. valtozo VIF értéke:

1
1-R?

J

VIF; = (3.25)
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Ennek hatérai: 1 < VIF; < oo

Ha a j. valtozoé linearisan fiiggetlen a tobbitdl, akkor a VIF' értéke 1. Minél nagyobb
a multikollinearitas, a VI F értéke annal nagyobb. Ertékét minden valtozora kiszamitjuk.

Multikollinearitas kikiiszobdlésére a legegyszertibb eljaras, hogy elhagyunk néhany ma-
gyarazo valtozot, mig szofisztikdltabb modszerek kozé beletartozik a Ridge-regresszio ill.

f6komponens regresszio alkalmazasa.

3.5.3. Heteroszkedaszticitas

A heteroszkedaszticitas a modellbeli szorasok kiilonbozéségére utal, vagyis amikor a reg-
resszios modellben a hibatagok szorasa nem egyezik meg. Fentebb feltettiik, hogy a hi-
batagok fiiggetlenek és a variancia-kovariancia matrixuk Var(e) = oI, alaka. Feltéve,
hogy a szorasok nem korreladltak, de megfigyelésenként valtoznak, a matrix altalanosabb
alakja Diaglo?, 03,...,02].

A rezidualisokat az illesztett értékek ellenében abrézolva a heteroszkedaszticités gra-
fikusan is lathat6: amennyiben az illesztett értékek novekedésével a hibak szorasa is no-
vekszik. Egyik legnépszertibb modszer heteroszkedaszticitas kikiiszobolésére a sulyozott

legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasa.

3.5.4. Autokorrelacio

Id6tol fiiggd adatok esetén gyakran nem feltételezhetjiik, hogy a hibak korreldlatlanok.
Inkabb az feltételezhetd, hogy a hibak sorozatosan korrelaltak, mas szoval E(e; - €;) # 0,
ekkor azt mondjuk, hogy a hibak autokorrelaltak. Tehat az autokorrelacié egy adatsor
kiillonboz6 (pl. idében eltolt) megfigyelései értékei kozti kapcesolatot fejezi ki. Az idgbeli
els6rendii autokorrelécié azt jelenti, hogy minden ¢. idéponthoz tartozé adat korrelalt az

el6z6 idGpontnal (i — 1) felvett értékével. Rendszerint nagyszami, azonos eljeld rezidué-

c e,

«, 0,

€t = PE4—1 + Uy,

ahol p az autokorrelacio és wu, egy véletlen N(0,0,) eloszlasu zaj. Ekkor az el6bbi hi-
bastruktiurat elsérendi autoregressziv hibastruktiranak mondjuk. Gyakran a reziduélis
abrakbol lathaté az autokorrelacié, de tobbféle statisztikai modszer is ismert ennek detek-

talasara. Ezek kozil a legismertebb a pozitiv autokorrelacié detektalasara alkalmazhato
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Durbin-Watson teszt, amelynek a null- és ellenhipotézise a kovetkez6:
Hy: p=0

H1: ,0>0

Pozitiv autokorrelacié esetén azt varnank, hogy a szomszédos rezidualisok numerikusan
hasonl6 értékiiek, igy természetes, hogy a probastatisztika a szomszédos rezidualisok kii-

16nbségén alapuljon. A Durbin-Watson probastatisztika:

d— 2 o€ — 1)
>

melynek kis értékeire (d < dj) elutasitjuk, mig nagy értékeire (d > dy) nem utasitjuk

el Ho-t (dy és dy a d eloszlas megfelels értékei). A d probastatisztika egyéb értékeire
(d; < d < d,) a teszt inkonkluziv.
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4. fejezet

Logisztikus regresszi6

4.1. Modell leirasa

A logisztikus regresszio egy klasszifikicios eljaras, amelyben a magyarazo valtozo(k)bol
nyert informécié alapjan a megfigyeléseket el6re definialt, egymast kolesondsen kizaro cso-
portok egyikébe soroljuk be. Kétféle kimenetelii fiigg6 valtozo - példaul lesz-e villamkisiilés
egy adott napon vagy sem - esetén annak valtozékonysidgat szeretnénk leirni a magyarazo
valtozokkal. Logisztikus regresszio esetén a fiiggs valtozo diszkrét: lehet binaris (kétféle
kimeneti) vagy polichotom (tobbféle kimenetii). A tovabbiakban csak a binaris esettel
foglalkozunk. A kimenetet O-val, illetve 1-gyel kodoljuk. Annak a val6szintiségét szeret-
nénk magyarazni, illetve prediktalni a magyarazé valtozokkal, hogy 1 lesz a kimenet. A
valoszintiségre kozvetleniil nincs adatunk, becsiilni sem tudjuk, hiszen nyilvan értelmetlen,
hogy egy adott villam milyen gyakran siilt ki. Mig a kézonséges regresszié esetén a va-
laszt a magyarazo valtozok ellenében megjelenitve a kapcsolat jellegérsl képet kaphatunk,

binaris valasz esetén a valasz értékei helyett a

fiiggvényt vizsgaljuk. Vagyis az X ismeretében mennyi a feltételes valoszintisége a vizs-
galt esemény bekovetkezésének az i-edik megfigyelés esetén (i = 1,...,n). Azonban ez a
fiiggvény nem linearis, inkabb S alaki gorbe, igy egy szigmoid fiiggvénnyel (melynek érté-
kei 0 és 1 kozt vannak) modellezhetjiik a feltételes valoszintliség és a magyarazo valtozok
kapcsolatat. Most csak egy magyarazo valtozora irjuk fel a képleteket, de tébb magyara-
76 valtozo esetén is hasonld, amelyre a kés6bbiekben visszatériink. Tehét a bekovetkezés

valoszintisége:
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ebotbiz 1

m(x) = 1 + ePotbiz - 1 4+ e—(Bo+B1) (4.1)
Majd 1n. logit transzformécioval azt kapjuk, hogy
(@) = logit(x(a)) =In | 20 _) = 5 4 5 (4:2)
z) =logit(r(z)) =ln| ——— | = x .
g gu(m 1— n(z) 0 1

vagyis a g(z) fliggvény linearis a paraméterekben és értékeit —oo és oo kozt veheti
fel. Ezeket a f egyiitthatokat kell meghataroznunk. Mivel a m(z)-et nem ismerjiik, igy
a legkisebb négyzetes modszer helyett a maximum likelihood moédszert alkalmazhatjuk.

Elgszor irjuk fel az Y3, ...Y, minta strtiségfiiggvényét (jelolje B = (Bo, £1)):

n

L(B) = Hﬂ(xi)yl(l — ()Y (4.3)

=1

melynek logaritmusa

(8) =InL(B) =In Hm:@ i1 — m(a)) ¥ Zylln () +Z1 y) In(1—m(2;)) =

=1

- i yiln (1 —7(x ) Z In ( + eﬁﬁ/gm) = i Yi(Bo+ Przi) — i In (1 + eﬁo+5lmi>
=1 i=1 i=1

amit maximalizalni kell a paraméterekben. Ehhez parcialisan derivaljunk S, és (5, szerint
és a derivaltakat tegyiik 0-val egyenlGvé:

n

Z(y —7(x;)) Zx =0,

i=1
Ez azonban nem linearis egyenletrendszer, igy csak iterativ megoldéasa létezik (feltéve,

hogy konvergens), melyet szamitogépes programmal (pl. R-rel) szamolhatunk ki.

Legyen most @’ = (x1,...,x,) a p magyarazo valtozo, és jelolje B’ = (Bo, f1, ..., 5p) a

paraméter vektort. Ekkor

ePotBizit - +Bpzp 1 1
(@) =

1 + ePotPrart—thpr, 1 4 e Botbraitthpzy) | 4 e-a'B

g(x) = logit(m(x)) = In (1i(—:<)m)
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Tegyiik most fel, hogy a minta n fiiggetlen (y;,z1,...,20) = (yi,z;) (i = 1,...,n)
megfigyelésbdl 4ll, ekkor hasonléan a fentihez, a likelihood fiiggvény derivalasaval p + 1
likelihood egyenletet kapunk

n

D (yi—m(@) =0 és chﬁ(yi—ﬂ(a;i)):o, j=1,....p

i=1
amely nem linearis egyenletrendszer iterativ megoldasa adja a keresett paraméterbecslé-

seket, B-et. Ennek a felhasznalasaval pedig a 7(x)-re kapunk becslést.

Elsfordulhat, hogy az egyik X magyarazo valtozo diszkrét, azaz r kiilonboz§ értéket

1 a; esetén
vehet fel: aq,...,a,. Ekkor r — 1 dummy valtozot kell bevezetniink, Dy =

0 kiilénben
(k=1,...,7 — 1), hogy megkiilonboztessiik az r kategoriat.

4.2. Modell értelmezése

A fenti képlet alapjan kdvetkezGképp definialjuk az 1 oddsz-at, azaz az 1 és 0 bekévetkezési

valészintiségének aranyat feltételesen a magyarazéd valtozoktol:

oddsz = —W(m) = ePotBrzitthpap (4.4)
1 —m(x)

Az oddsz mindig 0-nal nagyobb értéket vesz fel és 1-nél nagyobb értéke azt jelenti, hogy
az 1 bekovetkezésének a valdsziniisége nagyobb, mint a 0 bekévetkezésének a valoszintisége.
Példaul a fent emlitett példaban oddsz = 3 azt jelenti, hogy 3-szor olyan valészint, hogy

villamlani fog, mint az, hogy nem fog villamlani. Az oddsz logaritmusa:

log(oddsz) = logit(m(x)) = Bo + Srx1 + -+ + Bpz,y. (4.5)

Pozitiv 3; noveli, mig negativ [3; csokkenti a logit, igy Ggyszintén az oddsz értékét. A
B; becsiilt paraméter az x; valtozo egy egységnyi valtozasdnak a logitra gyakorolt hatasat
mutatja, mig az e’ viszont az x; egy egységnyi abszoltt nivekedésének hatasa az oddsz-

ra.
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4.3. Az illesztett modell minSsége

A logisztikus regresszidos modell alkalmazasakor az egyik legnehezebb feladat a magyara-
76 valtozok kivalasztdsa a modellbe, kiillondsen akkor, ha a viltozok szama meglehet&sen
nagy. A modellnek egyrészt elég bonyolultnak kell lennie ahhoz, hogy illeszkedjen az ada-
tokhoz, masrészt konnyen értelmezhetének is kell lennie. Fontos, hogy a modellt ne csak
matematikai modszerek alapjan valasszuk ki, hanem az aktudlis jelenség vagy kisérlet
értelmezése is szerepet jatsszon.

A célunk az adatokra legjobban illeszked6 modell megtalalasa minél kevesebb paramé-
ter felhasznalasaval. ElGszor a fontosnak igérkezd valtozokat tartalmazo egyszert modellt
illesztiink, példaul stepwise eljaréssal, majd a kapott modellt a likelihood-hanyados préba

segitségével Osszehasonlitjuk a teljes modellel.

4.3.1. Paraméterek szignifikanciaja
Likelihood-hanyados x?

A tobbvéltozos linedris regresszionél hasznalatos globélis F-proba mintéjara itt likelihood-
hanyados probat alkalmazhatunk a paraméterek egyiittes vizsgalatara. A vizsgélando hi-
potézis:
HO:BIZ"':ﬁpZO
H :legaldbb az egyik 3; # 0

Ekkor a likelihood-hanyados statisztika

G =—2(1(8°) - 1(8)) (4.6)

ahol 1(B3) a loglikelihood fiiggvénye a teljes modellnek, mig 1(3°) a loglikelihood fiiggveé-
nye a csak konstanst tartalmazé modellnek. Bizonyos regularitasi feltételek mellett nagy
n mintanagysag esetén a likelihood-hanyados statisztika p szabadséagi foku x? eloszlassal
kozelithets. Gyakran "Residual deviance" jel6li a —21 (B)—et, melyre gy is lehet tekinteni,
mint annak a mértékére, hogy mennyire magyarazza az adatokat a valtozokat tartalmazo

modell. (Hasonléan "Null deviance" jelsli a —21(3°)-t.)

Megjegyezziik, hogy az el6bbi tesztet a 3 paraméterek barmely részhalmazanak 0-val

valo egyenlGségének tesztelésére is alkalmazhatjuk, azzal a valtoztatassal, hogy Z(BO) a

28



loglikelihood fliggvénye a lesziikitett modellnek, a probastatisztika szabadsagi foka pedig
p—r.

Wald-statisztika

Programcsomagok szintén megadjik a paraméterekre vonatkozé Wald-statisztikat is. Ez

azt teszteli, hogy egy adott [ paraméter egyenlG-e O-val:
HO . Bj =0

H1 : Bj 7& 0
A probastatisztika
_ 0
SE(5;)

a nullhipotézis teljesiilése esetén megkozelitSleg standard normélis eloszlasi. Ugyan a

(4.7)

J

Wald-statisztikdt konnyi kiszdmolni, a megbizhatosdga kérdéses, kiilondsen kis minta-
nagysig esetén. Nagy paraméter becslés esetén a szoras gyakran tulbecsiilt, a Wald-
statisztika kisebb lesz, igy kevésbé utasitjuk el a nullhipotézist, pedig a valtozé lehet
fontos. Igy altalaban a likelihood-hanyados proba javasolt.

4.3.2. Akaike Informaciés Kritérium (AIC)

Kiilonb6z6 paraméterd modellek Osszehasonlitasara hasznalatos. A modell mingségét mérs
érték, hasonloan az adjusted R%-hez. (Csak ugyanazon az adathalmazon futtatott logisz-
tikus regresszio Osszehasonlitasara hasznalhato.) Akaike informacios kritérium a kovetke-
z6képpen definialjuk:

A

AIC = —2(In(L) — k) (4.8)

ahol k a modellben szerepls paraméterek szama és L a loglikelihood fiiggvény becslése a
minta alapjan. Tébb magyarazé valtozo esetén novekszik, viszont nagyobb mintanagysag
esetén pedig csokken az értéke, igy alacsonyabb AIC érték jobb illeszkedésre utal. Ezt a

kritériumot hasznalhatjuk a stepwise szelekci6 alkalmazasakor is.
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4.3.3. Valtozok kivalasztasa: stepwise szelekci6

A stepwise eljarasok lényege, hogy egyesével vizsgaljuk a magyarazo6 valtozokat és dontjiik
el, hogy tartalmazza-e az adott valtozot a modell vagy sem, vagyis megallapithatjuk, hogy
mely magyarazé valtozok fontosak a fliggs valtozo leirdsaban. Barmely stepwise eljarasban
a valtozok kivalasztasa illet6leg elhagyasa a modellbél likelihood-hanyados x? segitségével
torténik. Hatrafelé (backwards) és elérefelé (forwards) eljarasokat kiilonboztetiink meg:

Backwards szelekci6: Teljes modellel kezd, a nem szignifikins valtozokat likelihood-
hanyados y? segitségével kivalogatva megkeresi a matematikailag legjobban illeszkedd
modellt.

Forwards szelekci6: Az iires modellbdl kiindulva egyesével hozzaadva a likelihood-
hanyados x? kritériummal szignifikins valtozokat, épiti fel a modellt.

A két modszer nem biztos, hogy ugyanazokat a valtozokat adja, bar a legszignifikan-
sabb valtozokban egyezés lesz. A modellt érdemes a jelenség vagy kisérlet hattere alapjan
vélasztani, igy tartalmazhat még olyan valtozot ill. valtozokat, amelyet a kisérletezd fon-
tosnak tart a fiiggs valtoz6 megmagyarazasaban, de matematikailag nem feltétlen jon ki

szignifikdnsnak.

4.4. Feltételek

4.4.1. Linearitas

Feltétel, hogy a magyarazo valtozok linearisak legyenek a magyarazé valtozo logit transz-
formaltjanak fiiggvényében. Ennek grafikus vizsgalata mellett gyakran hasznalatos a Hos-
mer & Lemeshow [2] &ltal javasolt un. Box-Tidwell modszert, melynek lényege, hogy
a fiiggd valtozon egy olyan logisztikus regressziot futtatunk, melyben minden folytonos
magyaraz6 valtoz6 és annak a magyarazo valtozo logaritmuséaval valo kolcsonhatasa sze-
repel (természetesen ez nempozitiv értékekre nem hasznalhat6). Amennyiben egy valtozd
is szignifikdns, akkor a linearitas feltétel nem teljesiil. Nemlinearitas esetén a magyara-
76 valtozok transzformaltja, illetve hatvanyra emelése segithet, tovabba dummy valtozok

hasznalata is tekintetbe vehetd.
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4.4.2. Multikollinearitas

A logisztikus regresszi6 érzékeny a linearis fiiggéséget mutaté magyarazo valtozokra. Ilyen
valtozok esetén a szorasok magasak lehetnek, igy a paraméterbecslések nem meghizhato-

ak. A kollinearitast a regresszional emlitett VI F' modszerrel lehet ellenérizni.

4.4.3. Mintanagysag

Amennyiben til kevés eset van a magyarazé valtozok szamahoz viszonyitva, a paraméter-
becslések magasak lehetnek nagy szorassal, igy lehetséges, hogy a modell nem konvergal.
Okolszabalyként legyen legalabb 5 — 10-szer annyi esemény a legkisebb csoportban, mint

a vizsgalt magyarazo valtozok szdma.

A logisztikus regresszi6 el6nye viszont, hogy a magyarazd valtozok eloszldsara nincs
feltétel.

31



5. fejezet

Alkalmazas a meteoroloégiaban

5.1. Feladat leirasa

A meteorologidban nagyon fontos probléma a zivatarok elérejelzése, mert ezek olyan ténye-
z6kkel (jégesd, villamkisiilések, hatalmas széllokések) jarnak egyiitt, amelyek nagy karokat
képesek okozni a koérnyezetiinkben. Tudjuk, hogy a villimcsapasok tiizeket okozhatnak,
karokat okozhatnak az elektromos hélézatban, befolyasolhatjak a légi kozlekedést, illet-
ve az emberi életre is veszélyesek lehetnek. Dolgozatomban a zivatarokkal egyiitt jard
villamkisiilések szdmanak, illetve a valoszintségiik el6rejelzésével foglalkoztam.

A villamkisiilések szamérol a LINET-rendszerbdl kapott adatok alapjan volt infor-
méaciom. Bz egy Eurdopa-szerte hasznélt villam-detektdlo rendszer, melynek lényege, hogy
kiilénboz6 helyeken telepitett megfigyel6 antennédk regisztraljak a villimlas altal keltett
elektromagneses-hullamok beérkezésének idejét. Egy alloméas képes meghatarozni a villam
idejét. Ha tobb antenna egyiitt dolgozik, akkor az ismert villamid&kbdl képesek a helyet
is megallapitani. [10]

A zivatarok keletkezése (amelyekkel egyiitt jarnak a villamkistilések) rendkiviil 6ssze-
tett légkori folyamatok, éppen ezért nehéz elérejelezni Gket. A villamok el6rejelzéséhez
mind a mai napig jellemzd&en inkabb csak kézvetett paraméterek allnak rendelkezésre. A
legutobbi par évben jelentek meg kiilonféle diagnosztikus eljardsok a villamtevékenység
elérejelzéséhez, de a legtobb meteorologiai szolgélatnél, igy az OMSZ-nal sem alkalmaznak
még ilyet a napi gyakorlatban. [8][14]

Ahhoz, hogy zivatar alakuljon ki egy adott teriileten alapvetSen 3 feltétel sziikséges:

a légkor labilitésa, elegend6 megfelel nedvesség a teljes 1égoszlopban, illetve valamilyen
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emeld/trigger hatas. Labilitasrol akkor beszéliink, amikor a fiiggsleges légmozgast, lég-
cserét elGsegitd légkori allapot all fent. Ezeket a fiigg6leges felaromlasokkal jard légkori
jelenségeket nevezziik konvekcionak. Megfelel§ nedvesség alatt azt a vizgdztartalmat ért-
jik, ami a kezdeti felaramlasok soran sziikséges a levegé telitédésének, vagyis a felh&kép-
z6dés kialakulasdhoz. Ezeket a hatasokat jellemzé valtozokkal dolgoztam. A munkat egy
meteorologus segitségével végeztem, aki az Orszagos Meteoroldgiai Szolgalat munkatarsa.
O segitett nekem a kérdéses adatok kivizsgalasanal, a megfelels valtozok kivalasztasanal,
illetve a meteoroldgiai fogalmak megértésében.

A villamlokalizacios mérési adatok mellett az Orszagos Meteorologiai Szolgalat ren-
delkezésemre bocsatott - fentebb mér emlitett - légkori allapotra vonatkozd paramétert
2012-t61 2018-ig. Minden év majus 1-t61 augusztus 30-ig tartd iddintervallumbol kaptam
adatokat, mert az év ezen peribdusédban joval gyakoribbak a zivatarok, mint a téli félév-
ben, illetve el is térhetnek a statisztikai Osszefiiggések a zivatar valoszintisége és a vizs-
galt paraméterek értékei kozott. Ezek olyan értékek, amelyekrol feltételezziik, hogy szoros
kapcsolat van koztiik és a villamkisiilések darabszama kozott. Ezen adatokat felhasznalva
alkalmaztam a regresszié modszerét a villimcsapasok szamanak el6rejelzésére.

Egyrészt t6bbszoros linearis regressziéo modszerével becsiiltem az adott napi villamki-
siilések szamét. Ennek célja a zivatarok intenzitasanak el6rejelzése. Minél t6bb villamki-
siilés varhato, annal nagyobb intenzitdst zivatart valoszinisithetiink az adott teriileten. A
fentebb taglalt zivatarok létrejottéhez sziikséges légkori jelenségeket jellemzé magyarazo
valtozokat elemeztem oly moédon, hogy a legmegfelel6bb modellt vilasszam ki a villamki-
siilések szamét jellemz6 fiiggs valtozo értékének becslésére. Ehhez elemeztem a valtozokat,
egymassal valo kapcsolatukat, detektaltam az esetleges hibas mérési eredményeket, illetve
ezeket egyeztettem a meteoroldogussal.

Masrészt logisztikus regresszioval becsiiltem a villamkisiilések létrejottének valdszi-
niiségét. Ennek célja az volt, hogy megbecsiiljem annak valoszintiségét, hogy egyaltalan
varhato-e legalabb 1 villamkisiilés Magyarorszag teriiletén az adott napon. Ez azért fontos,
mert a veszélyjelzs szolgélatok (pl. OMSZ) tobbletfeladatot kell elldssanak, amennyiben

zivatar varhato a térségben.

5.2. Adatok bemutatasa

Az adatok Magyarorszagrodl, illetve kozvetlen kornyezetérsl szarmaznak. Az ECMWF

(European Centre for Medium-Range Weather Forecasts, azaz a Kozéptava IdGjaras-
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el6rejelzések Europai Kozpontja) altal készitett modell operativ, nagy felbontasa 00UTC+
24h eltrejelzéseit hasznaltam fel. A modell elérejelzési mez6ibdl praktikussagi szemponto-
kat figyelembe véve 0, 5 fokos racsfelbontéssal, 3 6ranként keriiltek levalogatasra a Magyar-
orszagot reprezentald racsponti értékek. Az adatok szaméanak redukalasa, igy a kénnyebb
vizsgalhatosig érdekében minden nap az adott paraméter 6sszes napon beliili idépontban
és minden racspontban felvett értékhalmazanak percentiliseit kaptam meg a modellezés-
hez. Ez bevett modszer hasonlé statisztikai modszerek alkalmazasanal.

A véltozok, amelyek értékeit rendelkezésemre bocsatottak:

CAPE: Konvektiv hasznosithaté potencidlis energia, az angol Convective Available
Potential Energy kezdgbetiii, mértékegysége J/kg. A légkori instabilitas, vagy mas néven
labilitast jellemz6 véaltozo. Segitségével becsiilhets, hogy a légkdrben egy felfelé halado
részecskének mekkora a maximélisan elérhet§ mozgasi energidja. Feltételezziik, hogy az
ECMWEF modell els6 24 6rara vonatkozo el6rejelzett 1égkori paraméterei lényegesen nem
térnek el a valosagban felvett értékektsl. Minél magasabb az értéke, annal valoszintibbnek
tartjak a zivatar létrejottét az adott teriileten (més, a konvekciohoz sziikséges feltételek
fennallasakor). Sokféle beéllitas szerint szoktak szamolni, én az ECMWEF éaltal hasznalt
metodus szerint szamoltat hasznaltam. Akar mar 50—100.J/kg is elég lehet a zivatarokhoz,
de minél nagyobb az érték, annal nagyobb a valdsziniisége a zivatarnak, azonban bizonyos
szakirodalmak |7| szerint konkrét kiiszobérték f6lott mar nem feltétlen alakul ki t6bb ziva-
tarfelhd (500 — 1000J/kg). A capel, capeb, cape25, capeb0, capeTh, cape9b, cape99 valtozdk

a megfelel§ percentiliseket tartalmazzak az 0sszes adott napon mért értékre vonatkozoan.

cape_1 cape_5 cape_25 cape_50 cape_75 cape_95 cape_99
Min. : 0.000 Min. : 0.000 Min. : 0.00 Min. : 0.00 Min. 0.0 Min. : 0.0 Min. : 0.0
1st Qu.: 0.000 1st Qu.: 0.000 1st Qu.: 0.00 1st Qu.: 0.00 1st Qu.: 0.7 1st Qu.: 30.9 1st Qu.: 109.2
Median : 0.000 Median : 0.000 Median : 0.00 Median : 0.20 Median : 18.3 Median : 209.4 Median : 430.9
Mean : 1.044 Mean : 4.888 Mean : 28.11 Mean o 79.55 Mean : 185.5 Mean : 444.6 Mean : 671.5
3rd Qu.: 0.000 3rd Qu.: 0.000 3rd Qu.: 0.40 3rd Qu.: 35.60 3rd Qu.: 225.5 3rd Qu.: 690.4 3rd Qu.:1057.5

Max. :270.400 Max. 1471.200 Max. :951.50 Max. :1604.20  Max. $2299.4 Max. :3342.8 Max. 13889.0

5.1. abra. A CAPE valtozé kiilonbdzs percentiliseinek néhany leird statisztikaja

C'P: Szintén az ECMWF modell altal becsiilt konvektiv (azaz a zaporokhoz, zivatarok-
hoz téarsithato) csapadék mennyiség 6 ora alatt mm-ben megadva. Itt nem feltétlen csak
olyan csapadékrol van szo, amely villamokat is képes produkalni, de alapvetéen a tornyo-
sod6 gomolyokbol, zivatarfelhkbdl hullo csapadékot probalja a modell becsiilni teriileti
atlagban. A parametrizicioban komplex moédon vannak figyelembe véve a koriilmények,

koztiik a labilitasi viszonyok. A szamok a valtozok végén itt is az adott napon mért Gsszes
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5.2. abra. A C'APF valtoz6 kiilonb6z6 percentiliseinek tapasztalati stirtiségfiiggvénye

adat megfelel§ percentilisét jelenti.

Gyakorisig
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- — -
o 1 2 3 . o s s i
cp valtozo 5%-os percentilise cp valtozé 50%-os percentilise
& &
§ j—‘—‘

cp véltoz6 99%-os percentilise

5.3. dbra. A C'P valtoz6 kiilonboz6 percentiliseinek hisztogramja

w_mean_850—500: Nagy skalaju felaramlasi sebesség (Pa/s). A negativ elGjeles érté-
kek jelentik a felaramlast. A felaramlas segiti a zivatarfelh6k beindulasat, mig a ledramlés
inkdbb géatolja.

rh_mean 850 —500: 850, 700, 500 hPa-os szintek atlagos relativ nedvessége (%). 50%
alatt drasztikusan esik a zivatarfelhSk kialakulasi valdszinisége, ellenben kb. 70 — 80%

felett mar nem né a valdszintiség, s6t a teljesen telitett levegs akar kedvezétlen is lehet.
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5.4. abra. CAPFE értékek Magyarorszag teriiletén 2017.07.22-én

q_mean_ 1000 — 850: Atlagos specifikus nedvesség (g/kg) az 1000, 925,850 hPa-os
szinteken. Adott hémérsékleti profil mellett minél magasabb az abszolut vizg&ztartalom
az also szinteken, annal kedvez6bb a zivatarfelhk kialakulasa.

Lifted 850to500, Lifted 925t0500, Lifted 1000to500: A Lifted index egy labilitast
jellemzd szamérték, mely egy adott nyoméasi szintrél (esetiinkben 1000 (Li), 925 (Li92),
850 hPa (Li85) 500 hPa-ra folemelkedd légrész hdmérsékletét hasonlitja dssze az 500 hPa-
os szint eredeti hdmérsékletével. Az index értéke az eredeti és a folemelkedett légrész
hémérsékletének kiilonbsége. Ha a légrész, mint léghuborék hémérséklete magasabb, mint
a kornyez6 levegéé, akkor az index negativ el6jeld, ami labilitast jelez, mig ellenkezs eset-
ben stabil a légallapot. Az index értékét egyértelmien meghatarozza a légrész kiindulési
helyének légnyomasa, hdmérséklete, nedvességtartalma, illetve az érkezési hely (500 hPa)
hémérséklete.

FNUM: A detektalt villamkisiilések darabszama az egész nap soran.

FARFEA: A racspontok kozotti teriiletek Osszessége, ahol az adott napon villamcsapas
volt. A mértékegység km?.

FPERC: Azon teriilet szdzalékos aranya a teljes teriilethez, amelyen detektaltak vil-

lamkistilést.
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5.5. abra. Villamstriiség 2017.07.03-an Magyarorszag teriiletén 0, 05°-os racsra kiszamolva

FD: Villamsirtség (villamok darabszama osztva az érintett teriilettel). A szamok
szintén a megfelel§ percentilisekre utalnak. A vizsgalatok soran ezzel a valtozoval kiilon
nem foglalkoztam.

Li_Rh_omega: Harom paraméter szorzata. Az eredeti Li, rh_mean, w_mean para-
méterek egy 0 és 1 kozotti szamma lettek konvertalva, ahol azok meghatéarozott kiiszobei
kozott linearisan valtozik a szam. Az Li esetén —7 és 3 a kiiszobértekek (Li < —7 esetén: 1,
Li > 3 esetén: 0 ), az rh_mean valtozo esetében 30 és 75 a kiiszob (rh__mean < 30 esetén
0, rh_mean > 75 esetén 1), a w_mean valtozo esetében pedig —5 és 10 (w_mean < —5

esetén 1, w_mean > 10 esetén 0).

5.3. El6zetes vizsgalatok

Az FNUM valtoz6 néhany napon nem tartalmazott adatot, igy a hozza tartozd soro-
kat toroltem az adathalmazbol. A véltozd jobbra elnyujtott eloszlast mutatott, ezért a

természetes alapt logaritmuséaval dolgoztam.
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5.6. Abra. Az FNUM valtoz6 és logaritmusanak hisztogramja

Az FNUM értékeket megvizsgalva talaltam olyan napokat, ahol 1 — 2 villam volt,

azonban a néhany napos kornyezetiikben nem volt villaim. Ezek feliilvizsgalasat kértem a

meteorologustol és kideriilt, hogy néhany esetben fals értéket kaptunk. Ezeket javitottam
0-ra (2014.06.07.,2016.08.24.,2017.05.09.,2017.05.18. és 2017.05.27.) A magyarazo valto-

zokon is végeztem transzforméaciokat, majd kozosen abrazoltam ket a fiiggs valtozoval a

kozottiik 16v6 kapcesolat megvizsgalasanak céljabol.

Detektalt villamkisilések szama

ések szamanak

Detektalt

0e+00 1e+05 2e+05 3e+05

CAPE 99%-o0s percetilisének négyzetgyoke

Detektalt villa

szamanak

Detektalt

o

CAPE 99%-o0s percetilise

E}

CAPE 99%-o0s percetilisének logaritmusa

5.7. abra. Kiillonbozd transzformacidk alkalmazasa a CAPE és FNU M valtozokon

El6szor az egyes valtozok kiilonboz6 percentiliseinek egymassal vett korrelaciojat vizs-

galtam meg. Az aldbbi dbran a C APFE valtoz6 kiilonb6z6 percentiliseinek egymassal sza-

molt korrelacios matrixanak hétérképe lathato, amelybdl kideriil, hogy a legkisebb, illetve

legnagyobb percentiliseket tartalmazé valtozok kevésbé korrelaltak.
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5.8. dbra. A CAPFE valtozo kiilonb6z6 percentiliseinek egymassal szamolt korrelacios mét-

rixanak hétérképe

Hasonl6 tulajdonsaggal rendelkeztek még a cp,rh,w,td,[185, illetve Li92 valtozok.
Azonban néhény viltozonal mar a legkisebb és legnagyobb percentilis is legalabb 0, 7-es
korrelacioval rendelkezett. Ilyen volt a t850,q,te85, illetve az Li nevi valtozo. Ezt kdvets-
en a kiilonbo6z6 valtozok egymassal szamolt korrelacidjat vizsgaltam. Megfigyelhetd volt,

hogy a hasonl6 meteorologiai jelentéssel bird valtozok erdsen korrelaltak egymassal (pl.
Li85, Li92).

5.4. Modell felépitése

5.4.1. Tanulo6 és teszt adatokra bontas

A modell validaciojahoz tanulé és teszt adathalmazra bontottam az adatokat. Ez egy gya-
kori modszer a gépi tanuld algoritmusok tesztelésére. Lényege, hogy a teljes adathalmaz
nagyobb részét hasznaljuk a modell épitésére és a megfelel§ valtozok kivilasztasara. A
teszt adathalmazon a modell altaldnosito-képességét vizsgaljuk, mennyire képes jol elGre-
jelezni a fiiggs valtozo értékét olyan magyarazéd valtozo értékekkel amilyeneket a tanulas
alatt nem latott. Ezért fontos, hogy a tanuld és teszt adatbézis fiiggetlen legyen egyméstol.
A modellépitéshez a 2012-2017-ig terjedd adatokat hasznéltam, mig a 2018. évi adatok
alkottak a teszt adathalmazt.
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5.4.2. Linearis regresszio felépitése

A lineéris regresszio egyik feltétele, hogy a magyarazo valtozok kozott ne legyen multi-
kollinearitds. Ennek megallapitasihoz a VIEF mérészamot hasznaltam. Els6 lépésben az
Osszes magyarazo valtozora kiszamoltam a VIF értéket, majd amelyiknél a legnagyobb
volt, azt elhagytam. Ezt a mddszert iteraltam addig, amig a maradék valtozok VIF ér-
téke 5-nél kisebb lett. A megmaradt valtozok: cape 1, cape 25, cape 99, cp 1, c¢p_ 99,
Li Rh_omega.l,rh_1,7h 99, w 1, w 75, w_99,td85 1,td85 99,1185 1 és Li_ 99.

A megmaradt valtozokat felhasznalva kezdtem el épiteni a modellt. Filiggs valtozo-
nak az fnum valtozo logaritmusat valasztottam (késbb: logfnum). Azonban ez azzal
jar, hogy az Osszefiiggés nem additiv, hanem multiplikativ lesz a modellben. Az Gsszes
megmaradt valtozot betettem a modellbe, majd a nem szignifikinsak koziil hagytam el
egyet, addig, amig nem maradt nem szignifikans valtozé. Ennek megéllapitasara az egyes
valtozokhoz tartozd p-értéket hasznaltam. Az i. valtozo p-értéke a Hy : 5; = 0 nullhipoté-
zis tesztelésére hasznalhato. Minél kisebb az értéke, annal magasabb szignifikanciaszinten
allithato, hogy az adott valtozé értékének megvaltozasaval a fiiggsd valtozo értéke is valto-
zik. Miutan elhagytam egy valtozot megismételtem ezt a modszert. A megfelel§ valtozok
kivalasztasakor a meteorologus véleményét is kikértem, ami néhol befolyasolta a valasztast
(pl. cape véltozonak kitiintetett szerepe volt). A megmaradt valtozok: cape 99, cp 99,
Li Rh_Omega.l, w 1, w_ 75, td85 1 és Li_99. A meteorologus javaslatara a cape, cp
és Li valtozo 75-06s percentiliseit valasztottam a 99-es helyett.

A modell javitasdhoz néhény valtozo transzformaltjanak bevonasat hasznaltam. A
modellek Gsszehasonlitasahoz a korrigalt determinécios egyiitthatot vizsgaltam (R-ben:
Adjusted R-squared). A cape 75 és cp 75 négyzetgyokét bevonva a modellbe sikeriilt
jelentGsen novelni a korrigalt determinéacios egyiitthato értékét. A valasztott modell R
outputja alabb lathato.

A hibék becsiilt szordsa 2,1, amely az outputban a "Residual standard error" mellett
talalhato. A korrigalt determinacios egyiitthato mutatja, hogy a fiiggd valtozo (villamki-
stilések szamanak logaritmusa) variancidjanak 62%-at magyarazza a jelenlegi modell.

Lathato, hogy a modell szignifikdnsan kiilonbozik attol a modelltsl, amelyben min-
den magyarazo valtozo egyiitthatoja 0 (p-érték 2,2 - 10719), vagyis létezik legalabb egy
magyarazo6 valtozo, amely a fiiggs valtozot szignifikdinsan magyarazza.

A "Coeflicients" részben 16v6 oszlopok koziil az els6 a becsiilt egyiitthatokat mutatja.

Ez alapjan irhato fel pontosan a modell:
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Call:
Tm(formula = Togfnum ~ cape_75 + sqrt(cape_75) + cp_75 + sqrt(cp_75) +
Li_Rh_omega.l + w_1 + w_75 + td85_1 + Li_75, data = train)

Residuals:
Min 10 Median 3Q Max
-6.6706 -1.1559 0.1678 1.4464 6.2431

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr{=|t])

(Intercept) 2.8565161 0.3888003 7.347 7.2le-13 *¥¥
cape_753 -0.0040088 0.0008342 -4.806 1.98e-06 ***
sqrt(cape_75) 0.1308864 0.0368732 3.550 0.000418 *¥*
cp_75 -0.6190914 0.0736699 -8.404 3.59e-16 ***
sqrt(cp_75) 2.6264784 0.2727297 9.630 < 2e-16 **¥
Li_Rh_omega.1l 6.7701274 1.2820527 5.281 1.84e-07 *¥*
w_1 -0.2378077 0.0459656 -5.174 3.20e-07 ***
w_75 -0.3543585 0.2057505 -1.722 0.085572 .
td85_1 -0.0859369 0.0266273 -3.227 0.001322 **
Li_75 -0.3066857 0.0500478 -6.128 1.68e-09 *¥*
Signif. codes: 0 “¥¥%’ (0,001 ‘**’ Q.01 ‘** 0.05 “." 0.1 * " 1

Residual standard error: 2.146 on 560 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6246, Adjusted R-squared: 0.6186
F-statistic: 103.5 on 9 and 560 DF, p-value: < 2.2e-16

5.9. abra. A modell R-ben kapott outputja

logfnum = 2,86 — 0,004cape 75+ 0,13+/cape 75— 0,62cp 75+ 2,63\/cp_ 75+
+6,77Lr_Rh_omega.l —0,24w_1—0,35w_75—0,09td85 1 —0,3Lt_75

Az egyiitthatok segitenek megérteni mennyit valtozik a fiiggs valtozo becsiilt értéke a
magyarazé valtozok novelése /csokkenése esetén. Példaul ha a 850 hPa-n szamitott harmat-
pont (td85_1) 1%-os percentilise 1C°-el né (mikézben a tobbi valtozo értéke fix marad),
akkor a villamkisiilések szamanak logaritmusanak becsiilt értéke 0, 09-vel csokken, vagyis
a villamkisiilések szaménak becsiilt értéke kb. 91%-ara csokken (e=%99).

Az alabb lathato abrakat hasznaltam a lineéris regresszio tovabbi feltételeinek teljesti-
lésének ellenérzésére. Tobbszoros linearis regresszio esetén sziikséges feltétel, hogy a hibak
normalis eloszlast kovessenek és azonos szorassal rendelkezzenek.

Az "residuals vs. fitted" abran a modell altal becsiilt valaszértékek (z tengely) és a
megfelel rezidualisok lathatoak, amelyen nem lathato jele nemlineéris kapcsolatnak. A
"standardized residuals vs. fitted" abran a rezidualisok standardizalas utdn vannak &b-
rdzolva. Ezen ellenGriztem a homoszkedaszticitast. Egy vizszinteshez kozel allo tengely
mentén egyenlGen szordédnak a reziduélisok, ami a feltétel teljesiilésére utal. Az abran lat-

hato kiugro értékek kivizsgalasat kértem a meteorologustol, de nem tartalmaztak mérési
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5.10. abra. A reziduélisok néhany abréazolasa

hibat. Az 5.10. abra jobb fels§ részén egy Q-Q plot lathaté annak ellenérzésére, hogy
normalis eloszlasbol szarmaznak-e a rezidudlisok. Ha az egyenes mentén helyezkednének
el, akkor teljesiilne ez a feltétel. Lathato, hogy ez nem teljesiil tokéletesen, az alacsonyabb
értékeknél mutat némi eltérést. A negyedik abra a kiugré értékek detektalasara alkalmas
Cook-tavolsag alapjan. A Cook-tavolsag azt méri, hogy a regresszios paraméterek mennyi-
re valtoznak meg az adott érték elhagyéasaval. Az abra alapjan nincs olyan érték, aminek
nagy lenne a Cook-tévolsaga. A feltételek nem tokéletes teljesiilése miatt bootstrap mod-
szerrel illesztettem konfidenciaintervallumot a paraméterekre, de ezek nem tértek el nagy
mértékben az eredeti konfidenciaintervallumtol.

becsult paraméterek bootstrap 2,5% bootstrap 97,5% eredeti 2,5% eredeti 97,5%
2.867 2 9 3 2

X.Intercept. 3.633
cape_75 -0.004 -0.005 -0.002 -0.006 -0.002
sqrt.cape_75. 0.131 0.060 0.195 0.059 0.204
cp_75 -0.611 -0.719 -0.444 -0.756 -0.466
sqrt.cp_75. 2.613 1.974 2.970 2.075 3.151
Li_Rh_omega.1l 6.764 4.234 9.095 4.247 9.281
w_1 -0.231 -0.310 -0.139 -0.321 -0.140
w_75 -0.328 -0.700 0.080 -0.733 0.076
td85_1 -0.091 -0.136 -0.035 -0.144 -0.039
Li_75 -0.302 -0.371 -0.190 -0.401 -0.203

5.11. dbra. Konfidenciaintervallum a paraméterekre

5.4.3. Eldrejelzés a linearis modell alapjan

A tanulé adathalmazon épitett modellt a 2018. évi adatokat tartalmazé teszt adathalma-

zon teszteltem. A modell fiiggd valtozojaként a villamkisiilések logaritmusat valasztottam,
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Wlerecesisnekek  [lPrecikiat srékek konfidecniaintenallummal

Ml

5.12. abra. Prediktalas a villamkisiilésekre logaritmikus skaldn

Ertékek

Villamok szama VS prediktalt értékek

Wlcrecen enterex  [llerecintait ertékek konficecnia intervallummal

Ertékek

0e+00

mLJLLL..JIL_‘uilitu&:ﬂLLh";l N ]s@ihdi ll.L,,...Ji]l:

il
Datum

szept

5.13. 4bra. Prediktélas a villamkisiilésekre

igy elGszor azzal hasonlitottam Gssze a prediktalt értékeket. Majd visszatranszformaltam
az értékeket, hogy a valds villamadatokhoz tudjam hasonlitani a modell el6rejelzéseit. A
visszatranszformalt és a logaritmikus skalan valo prediktalas lathato az 5.12 és 5.13 abran
konfidenciaintervallumokkal egyiitt.

Altalanossagban kijelenthets, hogy a nagysagrendi véltozast elére lehet jelezni, azon-

ban a villamkisiilések igen Osszetett meteorologiai tényezék kovetkezményei, amelyeket
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nehéz ennél pontosabban elérejelezni. A pontosabb prediktalas tovabbi vizsgélatok utjan

lenne lehetséges.

5.4.4. Logisztikus modell felépitése

A tanul6 és teszt adathalmazra bontast itt is elvégeztem, igy a 2018-as adatok alkottak a
teszt, mig az Gsszes tobbi a tanul6 adathalmazt. ElGszor az fnum valtozobol kialakitottam
a logisztikus regresszio fiiggs valtozojat (bin_ fnum). Ha volt egy adott napon villamki-
siilés, akkor 1-es, ha nem volt, akkor 0 értékké transzforméaltam. A linearis regressziohoz
hasonloan a logisztikus modellnek is feltétele, hogy ne legyen a magyarazo valtozok ko-
zOtt multikollinearitas, igy a VI F mutato alapjan kivalasztott valtozokbdl indultam ki a
logisztikus modell épitésénél is.

Stepwise szelekciot alkalmaztam a modell kivalasztéasahoz. Mindkét modszert (for-
wards, backwards) lefuttatva ugyanazokat a valtozokat kaptam eredményiil (cape 25,
cape_99, cp_99, Li_Rh_omega.1, t850 99, w75, w_99, td85 1, Li85 1 és Li_99),
igy ezekkel folytattam a tovabbi vizsgalodast.

A nem szignifikans valtozokat egyesével elhagyva hasonlitottam Ossze az igy kapott
modelleket. Egyrészt az AIC értéket figyeltem, amelyiknél kevesebb volt, azt vilasztot-
tam. Masrészt igénybe vettem a meteorologus segitségét, hogy a megfelel valtozok bent
maradjanak a modellben. A cape valtoz6 esetében alacsonyabb percentilist valasztottam,
mert meteorologiai értelemben jobban jellemzi a fiiggd valtozot. Igy kaptam a lentebb
lathaté R outputot.

Ez alapjan felirhat6 a logisztikus modell:

logit(bin _fnum) = 0,32+ 0,37cp_99 — 0,31Li 99—
—0,12td85 1 —0,16L285 1 — 0,002cape 754 9,36L: _Rh_omega.l

Az egyiitthatok ugy értelmezhetSek, hogy ha példaul egységnyit noveljiik az Li85 1
lifted index értékét az 0, 16-tal csokkenti a logit(bin  fnum) értékét. Ebbél kovetkezik,
hogy az oddsz értéke a 85%-ara (e~%10) csokken, ami a villamkisiilés bekovetkezése valo-
szintliségének és a villamkisiilésmentes nap valdszintiségének hanyadosa.

Fontos még ellendrizni a feltételeket. A mintanagysag megfelels, mert 6 db magyarazo

valtozo szerepel a modellben, de t6bb, mint 60 megfigyelésen tanitottuk a modellt.
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call:

gIm(formula = bin_frnum ~ cp_99 + L1_99 + tdB85_1 + Li85_1 + cape_T75 +

Li_Rh_omega.1l, family = "binomial", data = train)

Deviance Residuals:
Min 1g Median
-3.0947 -0.4279 0.0477

coefficients:

Estimate std.

(Intercept) 0.3189425
cp_99 0.3700362
Li_99 -0.3136924
td8s5_1 -0.1199189
Li85_1 -0.1572093
cape_75 -0.0023354

Li_Rh_omega.1l 9.3607816

;;;nif. codes: 0 ‘== Q,

(Dispersion parameter for
Null deviance: 973.89

rResidual deviance: 469.43
AIC: 483.43

3Q
0.4420

.4033915
. 0416843
.0532525
0324437
0920754
. 0005189
.1642126

NMOOOOOO

001 “®*7 0.

Max

2.5664

01

Error z value
0.
8.

-5.

-3.

-1.
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4,

791
891
696
707
501
325

ft

Pri=lzl)

0.
< 2e-16
3.85e-09
0.000219
0.
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1

0.

429147

R
R
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087748

. 76e-06
.52e-05

R

R

05 *." 0.1
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on 734 degrees of freedom
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Number of Fisher Scoring iterations:

-
!

5.14. abra. A logisztikus modell R

outputja

cape_75

cp_99

Li_99

2000

1000

Li_Rh_omega.1

Ligs_1

t985_1

Magyarazs valtozsk értékei

logit transzformatt értéke:

15

5.15. abra. Magyarazo valtozok fiiggs valtozéval abrazolasa

A linearitas ellenérzésére az 5.14. abrat hasznaltam. Ideélis esetben a pontok kozel egy
egyenes mentén helyezkednének el, de ez nem minden esetben teljesiil tokéletesen. Box-
Tidwell médszerét nem tudtam alkalmazni, mert csak pozitiv valtozokra alkalmazhato,

de a modellben hasznalt nemnegativ magyarazo6 valtozok értékei kozott vannak 0 értékek

is.
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5.4.5. El6rejelzés a logisztikus modell alapjan

Teszteléshez a 2018-as adatokat hasznaltam. Abrazoltam a villamkisiilések szamat és a
felépitett modell altal prediktalt valoszintiségeket. Az alabb lathatd abran lathatoak a
prediktalt valoszintiségek az adott napon bekovetkezett villamkisiilésekkel kézdsen abra-

zolva.
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5.16. abra. A logisztikus modell alapjan prediktalt valosziniiség vs valés villamkisiilés db

70%-os prediktalt valoszintség f6lott nem volt olyan nap, amikor ne lett volna tényle-
gesen is villamkisiilés. Néhany alacsonyabb prediktélt valoszintiségti napon (2018.07.01 és
2018.07.02) voltak valos villamkisiilések. Azonban a magyarazé valtozok értékei kbzelebb
alltak olyan napok valtozd értékeihez, amelyeken nem voltak villamkisiilések. Azokra a
napokra, amelyeken nem volt villamkisiilés elmondhat6, hogy a modell is alacsonyabb
(< 40%) valoszintiséget prediktalt. 1 esetben fordult el (2018.06.27), hogy bar magasabb
valosziniiség lett elérejelezve (67%), mégsem volt villamkisiilés. A meteorologus kivizsgal-
ta ezt a napot és valoban nagy mennyiségii konvektiv csapadék hullott, de ennek ellenére

nem volt villamkisiilés.
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6. fejezet
Osszegzés, tovabbi vizsgalatok

Dolgozatomban a regresszié modszerét alkalmaztam egy nagyon specifikus, meteorologiai
adathalmazra. Az adatok amelyekkel dolgoztam Osszetett légkori jelenségeket leird val-
tozok voltak, ebbdl kovetkezGen nem voltak a legidedlisabbak egyszert statisztikai vizs-
galatokhoz. Ennek ellenére lathato, hogy mégis hasznalhaté eredményeket lehet elérni a
kiilonboz6 regresszios modellekkel.

A linearis regresszié alkalmazasaval nagysagrendben el6rejelezhetéve valt a kovetke-
z6 napi villamkisiilések szdma, ami jO becslést ad a méasnapi zivatarok intenzitasanak
megéallapitdsdhoz. A logisztikus regresszios modell nagy mértékben segitett annak meg-
allapitasaban, hogy Magyarorszag teriiletén egyéltalan varhato-e villamkisiilésekkel jaro
zivatarfelh$ a modell futtatasanak elss 24 orajaban (az ECMWEF modell 24 6ras eldrejelzé-
seivel dolgoztam, ezért lehet a kivetkez6 napra elérejelezni az altalam készitett modellel).

Tovabbi lehetséges munka lehet az eddig elkészitett modell fejlesztése a fentebb rész-
letezett modszerekkel, példaul a multikollinearitas kikiiszébolésére hasznalhaté Ridge-
regresszio alkalmazésa vagy az adatokban jelenlévs autokorrelacio korrigalasa. Eddig nem
vizsgalt tovabbi relevans valtozok bevélasztasa is javithat a modelleken. A regresszios
Osszefiiggések alkalmazasat az ECMWEF modell kévetkez6 par napra vonatkozo elérejel-
zéseire is ki lehet terjeszteni, figyelembe véve azt, hogy az id6 el6rehaladtaval a becslés
hib4ja novekszik. Esetleg az adatok 0sszegzése helyett, valamilyen térstatisztikai modszert
is hasznalhatunk. Egy ilyen modszer a krigelés, amely a geostatisztikiban elterjedt becslé-
si eljards, melynek segitségével kiszamithato egy paraméter tetszéleges helyen varhatéan
felvett értéke. [17]

A feltételek nem tokéletes teljesiilése miatt a logisztikus regresszio mellett lehetne még

az altalanositott additiv modellen alapulé additiv logisztikus regressziot is alkalmazni. [16]
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A. fuggelék

Részlet az R programkodbol

S
# Linedris regresszib #

HURHHEFHHAFHAFHH RS R HARHH RS

#flggd valtozd kredlasa

met_alap$logfnum <- log(met_alap$fnum)
met_alap$logfnum[which(met_alap$logfnum==-Inf)] <- NA
#tanulo és teszt adathalmazra bontés

train <- subset(met_alap,

substr(met_alap[,1],1,4) !'= "2018",
select=1:1length(met_alap[1,]))

test <- subset(met_alap,

substr (met_alap$datum,1,4) == "2018",
select=1:1length(met_alap[1,]))

B S R

# 1. Multikollinearitds vizsgalata VIF alapjan #

B R R R R R R R
#VIF-hez csak a magyardz6 valtozdk kivalasztésa
#(vif_func: kiszamolja a VIF értéket minden valtozdra,
# és kidobja a legnagyobbat, amig az értékek kisebbek lesznek, mint a tresh)

regs <- subset(train,
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select=-c(fnum,logfnum,datum,ev,honap, index))

vegso <- vif_func(regs, thresh = 5,trace = TRUE)

# Nem szignifikdns valtozdk vizsgdlata #

#eH RS HAEH RS HAHBH R HAEH A HEF RS REH RS HEH RS RS H

model <- 1lm(logfnum~cape_l+cape_25+cape_99+cp_1l+cp_99+
Li_Rh_omega.l+rh_1+rh_99+w_1+w_75+w_99+td856_1+Li_1+Li_99,
data=train)

summary (model)

plot(model)

#valtozok egyesével elhagydsa utdn keletkezd modell

model <- 1lm(logfnum~cape_75+cp_75+Li_Rh_omega.1l+
w_1+w_75+td85_1+Li_75, data=train)
summary (model)

plot (model)

#transzformdcidk alkalmazdsa a modell javitasa végett
model <- 1m(logfnum~cape_75+sqrt(cape_75)+cp_75+sqrt(cp_75)
+Li_Rh_omega.l+w_1+w_75+td85_1+Li_75, data=train)

summary (model)

#Valasztott modell#

HUHHAHAF R HAH RS HAHH

fitt <- 1m(logfnum~cape_75+sqrt(cape_75)+cp_75+sqrt(cp_75)
+Li_Rh_omega.l+w_1+w_75+td85_1+Li_75, data=train)

summary (fitt)

plot (fitt)

#rezidudlisok vizsgalata

shapiro.test(rstandard (fitt))

hist(rstandard (fitt))

# Bootstrand konfidencia-intervallum #

HAH RS HAF RS HAH RS HRH AR HAH USRS H USRS HAFREH R R

formula <- logfnum~cape_75+sqrt(cape_75)+
cp_75+sqrt(cp_75)+Li_Rh_omega.l+w_1+w_75+td85_1+Li_75
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train_na <- na.omit(train)

fitt <- 1lm( formula, data = train_na ); summary(fitt)

cipred <- predict(fitt, interval = "confidence")
cipars <- confint(fitt, level = 0.95); cipars
resids <- residuals(fitt)

preds <- fitted(fitt)

set.seed(2019)
nb <- 900 # bootstrap minta szama

cnum <- length(fitt$coeff) # paraméterek szama (beleértve az intercept-et)

coefmat <- matrix(0, nb, cnum)

predmat <- matrix(0, nb, length(preds))

for(i in 1:nb) {

booty <- preds + sample(resids, replace = TRUE) # bootstrap minta
booty[booty<0] <- 0

bmod <- update(fitt, booty ~ . ) # modell illesztése

coefmat[i,] <- coef(bmod)

predmat[i,] <- fitted(bmod)

}

colnames(coefmat) <- names(fitt$coeff)

coefmat <- data.frame(coefmat)

cis <- apply(coefmat, 2, function(x) quantile(x, c¢(0.025, 0.975)))

t(cis)  #bootstrap konfidencia-intervallum a paraméterekre

confs <- round(data.frame(t(cis),cipars),3)

confs$coefs <- round(fitt$coefficients,3)
colnames(confs) <- c("bootstrap 2,5%","bootstrap 97,5%",
"eredeti 2,5%","eredeti 97,5%",

"becsiilt paraméterek")

confs

# Predikt&l&s a linedris modell alapjan #
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HuSHH R A R R R R R R S
test_data <- data.frame(test$cape_75,

sqrt (test$cape_75) ,test$cp_75,

sqrt (test$cp_75) ,test$Li_Rh_omega.1,
testPw_1,testPw_75,test$td856_1,test$Li_75)
names (test_data) <- c("cape_75",
"sqrt(cape_75)","cp_75","sqrt(cp_75)",
"Li_Rh_omega.1","w_1","w_75","td85_1"
,"Li_75")

predict(fitt,newdata=test_data)

test_val_conf <- predict(fitt,
newdata=test_data,interval="confidence")
predict_plot <- data.frame(test_val_conf)
predict_plot$datum <- as.Date(as.character(test$datum),"%Y%m¥%d")
predict_plot$log_fnum <- test$logfnum

#0sszehasonlitdé &bra -logaritmikus skalan

date <- rep(predict_plot$datum,2)

log_fnum <- test$logfnum

log_fnum_p <- test_val_confl[,1]

values <- c(log_fnum,log_fnum_p)

type <- c(rep("data",length(log_fnum)),
rep("pred",length(log_fnum_p)))

lower <- c(rep(NaN,length(log_fnum)),test_val_conf[,2])
upper <- c(rep(NaN,length(log_fnum)),test_val_conf[,3])

p <- data.frame(date,values,type,lower,upper)

ggplot (p, aes(date, values)) +

ggtitle("Villamok szamanak logaritmusa VS prediktalt értékek") +
xlab("Datum") + ylab(”Ertékek”)+

theme_classic()+

theme (legend.title=element_blank())+

theme (legend.position="top")+

scale_fill_discrete(labels=c("Eredeti értékek",
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"Prediktalt értékek konfidecnia intervallummal"))+
geom_bar(stat = "identity", aes(fill = type), position = '"dodge") +
geom_errorbar (aes(ymin=lower, ymax=upper))
#eH RS HAF RS HAHHF R H A F U H AR RS RS RS R A RS
# LOGISZTIKUS REGRESSZIO #
HUSHH R A AR R R R R

# fiiggd valtozd kredlés

met_alap$bin_fnum <- cut(
met_alap$fnum,

breaks = c(-Inf, 0, Inf),

labels = c(0,1),
right = TRUE
)

#Tanuld és teszt adathalmazra bontés
train<-subset(met_alap,

substr (met_alap[,1],1,4) != "2018",
select=1:1length(met_alap[1,]))

test<-subset (met_alap,

substr(met_alap$datum,1,4) == "2018",
select=1:1length(met_alap[1,]))

#Stepwise modellépités

logm <- glm(bin_fnum~cape_1l+cape_25+cape_99+cp_1+cp_99+
Li_Rh_omega.1+t850_99+rh_1+rh_99+w_1+w_75+w_99+
td85_1+Li85_1+Li_99, family="binomial",data=train)
summary (logm)

logm_backw <- step(logm)

summary (logm_backw)

loginull <- glm(bin_fnum ~ 1, data = train, family = binomial)
logm_forw <- step(loginull,

scope = list(lower=formula(loginull),
upper=formula(logm)) ,direction= "forward")

#valasztott modell#

summary (logm_forw)
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model<-glm(bin_fnum~cp_99+Li_99+td85_1+Li85_1+
cape_99+Li_Rh_omega.1l,family="binomial",data=train)
model<-glm(bin_fnum~cape_99+Li_Rh_omega.l+cp_95+
td85_90+Li_95,family="binomial",data=train)

summary (model)
logi<-glm(bin_fnum~cp_99+Li_99+td85_1+Li85_1+
cape_75+Li_Rh_omega.1,family="binomial",data=train)
summary(logi)

nc <- names(logi$coeff)

metv <- train[c( nc[which(nc!="(Intercept)")] )]

# villam valdszinuségének (p) becslése

probabilities <- predict(logi, type = "response")
predicted.classes <- ifelse(probabilities > 0.5, "pos", 'neg")
table(predicted.classes)

mydata <- mydata %>%

mutate(logit = log(probabilities/(1-probabilities))) %>%

gather(key = "predictors", value = "predictor.value", -logit)

# Linearitds ellendrzd abrak:

ggplot (mydata, aes(logit, predictor.value))+
geom_point(size = 0.5, alpha = 0.5) +

theme_bw() +

xlab ("logit transzformdlt értéke") +
ylab("Magyaraz6 valtozok értékei") +
facet_wrap(“predictors, scales = "free_y")
logi<-glm(bin_fnum~cp_99+Li_99+td85_1+Li85_1+
cape_75+Li_Rh_omega.1,family="binomial",data=train)
#prediktalas
test_data=data.frame(test$cp_75,test$Li_75,
test$Li85_1,test$cape_75,test$Li_Rh_omega.1)

names (test_data)=c("cp_75","Li_75","Li85_1","cape_75","Li_Rh_omega.1")
pred<-predict(model, test, type='"response")
test$fnum
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prediction<-data.frame(test$fnum,pred)

names (prediction)=c("fnum","pred")

prediction

date <- test$datum

prediction$date=date
date<-as.Date(as.character(date),"%Y%m¥%d")

ggplot (prediction,aes(x=date))+

geom_bar (mapping = aes(x = date, y = fnum),
gray(0.5), fill = gray(0.5)) +
date, y = pred*250000)) +
date, y = pred*250000),

stat = "identity", colour

geom_line (mapping = aes(x

geom_point (mapping = aes(x

size = 3, shape = 21, fill = "white") +

scale_y_continuous(

name = expression("fnum"),

sec.axis = sec_axis(™ (. + 0) / 250000 , name = "prediction"),

limits = c(0, 250000)) +
theme_classic()

prediction$id=1:1length(prediction$fnum)
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