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Eloszo

Szakdolgozatomban végtelen sorokkal, végtelen szorzatokkal foglalkozom. A sziiksé-
ges elméleti ismeretek bevezetése utdn a masodik fejezetben foglalkozom a Csebisev-
polinomokkal, azok kovetkezményeivel, majd véges sorozatok és szorzatok kozott fenndllo
Osszefiiggéseket vizsgalok, a fejezet végén pedig a Wallis-formuldra is kitérek. A harma-
dik fejezetben sin x végtelen szorzatként, illetve ﬁ végtelen Osszegként vald felirdsat

i 2

mutatom meg. Majd néhdny kiilonbozé bizonyitdssal zarom a dolgozatomat a )’ nlz =%

n=1
Osszefliggésre.



1. fejezet

Elméleti osszefoglal6

1.1. Definicio (Sorozat hatarértéke).

o Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat b szamhoz tart, ha minden € > 0-hoz létezik olyan
no szam, amelyre teljesiil, hogy |a, — b| < & minden n > ng indexre.

o Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat végtelenhez tart, ha tetszdleges P szdmhoz létezik
olyan ng szam, amelyre teljesiil, hogy a, > P, ha n > ny.

e Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat minusz végtelenhez tart, ha tetszdleges P szamhoz
létezik olyan ny szam, amelyre teljesiil, hogy a, < P, ha n > ny.

1.1. Tétel (Csendér elv). Ha a, < b, < c, minden elég nagy n indexre és lim a, =

n—oo

lim ¢, = a, akkor lim b, = a.

n—oo n—oo

o

1.2. Definicié (Végtelen sor konvergencidja €s 0sszege). A ), a, végtelen sor részletossze-
n=1

geinazs, = ay+...+a, (n = 1,2,...) szdmokat értjiik. Ha a részletosszegekbdl képzett (s,,)

sorozat konvergens és a hatdrértéke A valos szam, azaz ha lim (a; +...+a,) = A, akkor azt
n—oo

o0
mondjuk, hogy a ), a, végtelen sor konvergens, és az 0sszege A. Ha a részletosszegekbdl
n=1

képzett (s,) sorozat divergens, akkor azt mondjuk, hogy a ), a, végtelen sor divergens. Ha
n=1

[o¢]
lim s, = oo, akkor azt mondjuk, hogy a ), a, végtelen sor dsszege . Ha lim s, = —oo,
n—o0 n=1 n—oo

akkor azt mondjuk, hogy a ), a, végtelen sor dsszege —oo.
n=1

1.2. Tétel. Ha a ), a, végtelen sor konvergens, akkor lim a, = 0.
n=1 n—o0o

1.3. Tétel.

[o0]
® Ha a ), a, végtelen sor konvergens és az dsszege A, akkor minden c szamra a

n=1
o

>, ¢ - ay sor is konvergens, és az dsszege c - A.
n=1



(o) (o)

e Haa ), a,és ), b, végtelen sorok konvergensek és az osszegiik A, illetve B, akkor

n=1 n=1
[se]
a ). (a, + by,) végtelen sor is konvergens és az osszege A + B.
n=1

1.3. Definicié (Abszolit konvergencia). A ) a, végtelen sort abszoliit konvergensnek
n=1

(o]
nevezziik, ha a ), |a,| sor konvergens.
n=1

1.4. Tétel (Osszehasonlité kritérium). Legyen N pozitiv egész szam. Tegyiik fel, hogy
valamely pozitiv egész N-re igaz, hogy minden n > N esetén a, > 0 és b, > 0. Ekkor

[ee] [o0]
® ha lim Z—Z = ¢ > 0, akkor }, a, és ), b, egyszerre konvergensek, vagy egyszerre
n—0eo n=1 n=1
divergensek;

o (o]
® ha lim Z—” =0és ), b, konvergens, akkor ), a, is konvergens;

=00 n=1 n=1
[o¢] [0¢]
® ha lim 3* = co és Y, b, divergens, akkor Y, ay is divergens.
n—oco 71 n=1 n=1

1.5. Tétel (Gyokkritérium). Legyen a, egy sorozat.

® Havanegyolyan q < 1 szam, amelyre \/|a,| < q teljesiil minden elég nagy n esetén,

(s}
akkor a ), a, végtelen sor abszolut konvergens.
n=1

(o]
e Ha lim y/|a,| < 1, akkor Y, a, végtelen sor abszoliit konvergens.
n—00 n=1

[(e¢]
e Ha lim y/|a,| > 1, akkor a Y, a, végtelen sor divergens.
n—oo n=1

1.6. Tétel (Hanyadoskritérium). Tegyiik fel, hogy a, # 0, ha n elég nagy.

an+1
an

® Ha van egy olyan g < 1 szam, melyre < q teljesiil minden elég nagy n esetén,

[ee]
akkor a ), a, sor abszoliit konvergens.
n=1

o0
e Ha lim |“tL| < 1, akkor a Y. a, sor abszoliit konvergens.
n—oo | 4n =1
o0
e Ha lim |“2£L| > 1, akkor a Y., a, végtelen sor divergens.
n—eo n=1

1.7. Tétel (Leibniz-kritérium). Ha az (a,) sorozat monoton csokkend és nulldhoz tart,

akkor a Y. (=1)""'a, végtelen sor konvergens.
n=1



1.4. Definicio (Cauchy-szorzat). A } a, és a ), b, végtelen sorok Cauchy-szorzata

n=0 n=0

00 n

Z (Z a,-bn_,-) .
n=0 \i=0

1.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy a ), a, és ), b, sorok abszoliit konvergensek és az osszegiik
n=0 n=0
A, illetve B. Ekkor a végtelen sorok Cauchy-szorzata is abszolut konvergens, és az Osszege

egyenld A - B-vel.

(o] o
1.5. Definicio (Végtelen sor dtrendezése). A ), a, végtelen sor dtrendezésein a ), ay
n:l l:1
alakii sorokat értjiik, ahol o : N* — N* az indexek halmazdnak egy tetszbleges, onmagdra

valo kolcsonosen egyértelmii leképezése.
1.9. Tétel.
e Minden abszoliit konvergens sor konvergens.

e Egy abszolut konvergens sor bdarmely dtrendezettje is abszoliit konvergens, és az
0sszege ugyanaz, mint az eredeti soré.

1.6. Definicié (Fliggvény hatarértéke). Legyen f értelmezve egy a-t tartalmazo nyilt in-
tervallumon, kivéve esetleg a-t magat. Az f fiiggvény hatarértéke az a helyen

o [étezik és értéke b szam, ha minden € > 0-hoz létezik 6 > 0, amelyre teljesiil, hogy
|f(x)=b| <& ha0<|x—al<$.

e végtelen, ha minden P szamhoz létezik 6 > 0 igy, hogy f(x) > P, valahdnyszor
0<|x—al|<é.

e minusz végtelen, ha minden P szdamhoz létezik & > 01igy, hogy f(x) < P, valahdny-
szor 0 < |x —a| < 4.

1.7. Definicié (Fiiggvény folytonossdga). Legyen az f fiiggvény értelmezve valamely a-t
tartalmazo nyilt intervallumon. f folytonos az a helyen, ha minden & > 0-hoz létezik olyan
6 > 0, amelyre teljesiil, hogy |f(x) — f(a)| < & ha |x —a| < 6.

Az f fiiggvény folytonos, ha az értelmezési tartomanya minden pontjaban folytonos.

1.8. Definicié (Fiiggvény pontbeli differencidlhat6saga). Legyen az f fiiggvény értelmezve
az a pont egy kornyezetében. Azt mondjuk, hogy f az a pontban differencialhato, ha a
[-/a) véges hatarérték létezik. Ez a hatarérték az f fiiggvény a pontbeli differenci-

X—a

lim
X—a

dlhanyadosa vagy derivdltja, jele: f’(a).
1.9. Definici6. Ha a
e - @
x—a+0 X —a
véges hatarérték létezik, ezt az f fiiggvény a-beli jobb oldali differencidlhanyadosdanak
nevezziik.



Ha a

lim L)~ f@)
im

x—a—0 xX—a
véges hatdarérték létezik, ezt az f fiiggvény a-beli bal oldali differencialhanyadosanak
nevezziik.

1.10. Definicié (Fiiggvény differencidlhatésdga). Legyen a < b. Azt mondjuk, hogy f
differencialhato (a, b)-ben, ha differencidlhato (a, b) minden pontjaban. Azt mondjuk,
hogy f differencidalhaté [a, b]—ben, ha differencidlhaté (a, b)-ben, tovabba a-ban jobbral,
b-ben pedig balrol differencialhato.

1.11. Definicid. Legyen f az I intervallumon értelmezett fiiggvény.

e Ha f(x1) < f(x2) az I barmely olyan x| és x; pontjdra, amelyre x| < x», akkor f
novekvo az I intervallumon.

e Ha f(x1) > f(x2) az I barmely olyan x| és x pontjira, amelyre x| < x, akkor f
csokkend az I intervallumon.

Az olyan fiiggvényt, amely az I-n novekvd vagy csokkend, szigortian monotonnak nevezziik
I-n.

1.10. Tétel. Tegyiik fel, hogy f folytonos |a, b]-n és differencidlhato (a, b)-n.

® Ha f'(x) > 0 minden x € (a, b) esetén, akkor f novekvd az |a, b] intervallumon.

e Ha f’'(x) < 0 minden x € (a, b)-re, akkor f csokkend az |a, b] intervallumon.
1.11. Tétel. Legyen f folytonos [a, b]-n és differencidlhato (a, b)-n.

e Ha f’ > 0 (a, b)-n akkor f novekvéd |a, b]-n.

e Ha f’ <0, (a, b)-n akkor f csokkend [a, b]-n.

® Ha f novekvd [a, b]-n, akkor f" > 0 (a, b)-n.

® Ha f csokkend |a, b]-n, akkor ' < 0 (a, b)-n.

1.12. Tétel. Az f fiiggvény akkor és csak akkor konvex az I intervallumon, ha minden
aclreazx — W (x € I\ {a}) fiiggvény monoton novd az I \ {a} halmazon.

1.13. Tétel. Az f fiiggvény akkor és csak akkor konkav az I intervallumon, ha minden
aclreazx — W (x € I\ {a}) fiiggvény monoton csékkend az I \ {a} halmazon.

1.14. Tétel. Legyen f az I intervallumon kétszer derivalhato fiiggvény.
e Ha f” > 0 az I-n, akkor f szigoriian konvex az I intervallumon.
® Ha f” < 0 az I-n, akkor f szigorian konkav az I intervallumon.

1.15. Tétel. Tegyiik fel, hogy f kétszer differencidalhato a c pontban.

e Ha f'(c) =0és f”(c) < 0, akkor f-nek szigorii lokdlis maximuma van a ¢ pontban.

6



e Ha f'(c) =0és f"(c) > 0, akkor f-nek szigorii lokdlis minimuma van a ¢ pontban.

® Ha f'(c) = 0 és f"(c) = 0, akkor nem dllithatunk semmi biztosat. A fiiggvénynek
lehet lokalis maximuma, lokalis minimuma, de lehet, hogy sem ez, sem az nincs.

1.16. Tétel (L'Hospital szabdly). Legyen f és g differencialhaté a egy pontozott kor-
nyezetében, és tegyiik fel, hogy itt g +# 0 és g’ # 0. Tegyiik fel tovabba, hogy vagy
hm f(x) = hm g(x) = 0, vagy pedig hm lg(x)| = oo. Ha hm f((x) B, akkor ebbdl

kovetkezlk hogy hm A ((x; B.

1.17. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f és g fiiggvények differencialhatéak az I intervallumban,
és itt fg’-nek van primitiv fiiggvénye. Ekkor f’g-nek is van primitiv fiiggvénye I-ben, és

[reax=re- [ rean

1.18. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f és g fiiggvények differencialhatéak, f’ és g’ pedig
integrdlhatoak [a, b]-ben. Ekkor

/b f'gdx = [fgl) - /b fg'dx.

1.19. Tétel. Tegyiik fel, hogy a g fiiggvény differencidlhaté az I intervallumon, f értelmezve
van a J = g(I) intervallumon, és f-nek van primitiv fiiggvénye J-n. Ekkor az (f o g) - g’
fiiggvénynek is van primitiv fiiggvénye I-n, és

/ Fe(t) - /(1) di = F(g(0)) + c,

ahol/fdx = F(x) +c.

1.20. Tétel. Tegyiik fel, hogy g differencialhaté és g’ integralhaté az |a, b intervallumon.
Ha f folytonos g értékkészletén, azaz a g(|a, b)) intervallumon, akkor

8(b)
/ F(ew)- ¢ = [ fox
g(a)
1.12. Definicié (Fiiggvénysorozat pontonkénti konvergencidja). Legyenek fi, f>,... a H

halmazon értelmezett valos értékii fiiggvények. Azt mondjuk, hogy az (f,) fiiggvénysorozat
pontonként konvergal az f : H — R fiiggvényez, ha lim f,(x) = f(x) minden x € H-ra.
n—oo

Ezt ugy jeloljiik, hogy fn — f.

1.13. Definicié (Fiiggvénysorozat egyenletes konvergencidja). Legyenek fi, f>,... a H
halmazon értelmezett valos értékii fiiggvények. Azt mondjuk, hogy az (fy,) fiiggvénysorozat
egyenletesen konvergal az f : H — R fiiggvényhez, ha minden € > 0-hoz van olyan ny,
hogy | fu(x) = f(x)| < & minden x € H-ra és minden n > ny-ra.



1.14. Definicié (Fiiggvénysor pontonkénti konvergencidja). Legyenek fi, f>,... a H hal-

mazon értelmezett valos értékii fiiggvények. Azt mondjuk, hogy a ), f, fiiggvénysor pon-

n=1

tonként konvergens és az osszege az f : H — R fiiggvény, ha a ), f,(x) végtelen sor

n=1
konvergens és az osszege f(x) minden x € H-ra. Ezt gy jeloljiik, hogy Y, f, = f.
n=1
1.15. Definicio (Fiiggvénysor egyenletes konvergencidja). Tegyiik fel, hogy >, f, = f a
n=1

H halmazon. Azt mondjuk, hogy a ), f, fiiggvénysor egyenletesen konvergens H-n, ha az

n=1
n
w = 2 fi fiiggvényekbdl allo fiiggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez
i=1
H-n.

1.21. Tétel (Tagonkénti differencidlhat6sag). Legyenek az f, fiiggvények differencialhato-
ak a korlatos I intervallumon, és tegyiik fel, hogy

[(S¢]
e > f = g egyenletesen konvergens az I intervallumon és

o [étezik legalabb egy xo € I pont, amelyre a ), f,(xo) végtelen sor konvergens.
n=1

Ekkora Z Jn fliggvénysor egyenletesen konvergdl I-n. Ha Z Jfu = f,akkor az f fiiggvény

n=1
dlﬁ”erenczalhato és f'(x) = g(x) minden x € I-re. Azaz,

(Z fn) ()= > fi(x)
n=1 n=1
minden x € I-re.

1.22. Tétel (Weierstrass-kritérium). Tegyiik fel, hogy vannak olyan a, valos szamok és van
olyan ng index, hogy a ), a, végtelen sor konvergens, és | f,(x)| < a, minden x € H és

n=1
[ee)

n > ng esetén. Ekkor a ), f, fiiggvénysor egyenletesen konvergdal a H halmazon.
n=1

1.16. Definici6 (Taylor-sor). Legyen f akarhanyszor differencialhato az a pontban. A

Z [ (Cl) )k

végtelen sort az f fiiggvény a ponthoz tartozo Taylor-soranak nevezziik.

1.23. Tétel. Ha f akarhdnyszor differencidlhato az 1 intervallumon, és létezik olyan K
szdm, hogy | f™(x)| < K minden x € I-re és n € N-re, akkor

f()_zf (a) a)k




” 2

minden a, x € I-re, vagyis f-et barmely a € I ponthoz tartozo Taylor-sora elddllitja az 1
intervallumon.

1.24. Tétel. Tegyiik fel, hogy az ag + ), (a, cosnx + b, sinnx) fiiggvénysor egyenletesen

=1
konvergens R-en. Ekkor a ﬁ'jggvényso;i f Osszegfiiggvénye folytonos, és fenndllnak az

2r
1
w=r- [ Fax
2m
0
! 2r 1 27
a, = —/f(x)cosnxdx, b, = — /f(x) sinnxdx (n € NV)
T Ve
0 0

osszefiiggések.

1.17. Definicié (Fourier-sor). Tegyiik fel, hogy f : R — R periodikus 2r szerint és
integrdlhato [0, 2rt]-ben. Az 1.24. Tétel dltal definidlt szamokat f Fourier-egyiitthatoinak,

[Se]
a segitségiikkel felirt ap+ Y, (a, cos nx + b, sinnx) fiiggvénysort pedig f Fourier-sordnak
n=1
nevezziik.

1.25. Tétel. Ha f : R — R 2x szerint periodikus és kétszer folytonosan differencidlhatdo,
akkor f egyenletesen konvergens és a Fourier-sora mindenhol eléallitja.

1.26. Tétel. Ha f paros fiiggvény, akkor a 0-kozéppontii sorfejtésében minden pdratlan
kitevdjii tag egyiitthatdja O.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy f paros fiiggvény, ha x € D(f) esetén —x € D(f) és f(x) =
f(_X),X € D(f)

F(x) = ap+ arx + axx’ + azx> + ... (1.1)
f(=x) = ap — arx + asx® —azx> + ... (1.2)

vonjuk ki (1.1)-bdl (1.2)-t:

F(x) = f(=x) =0 = 2a1x + 2a3x> + ...
Ez pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha0 = a; = a3z = ... O
1.27. Tétel. Minden valos t esetén teljesiil

el >1+t.



Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az aldbbi fiiggvényt:
f(ty=e" —(1+1), t €R.

f'(t) = ' — 1 negativ, hat < 0, illetve pozitiv, hat > 0. Tehdt a fliggvénynek szigor lokalis
minimuma van a ¢ = 0 pontban, ahol £(0) = 0. Igy a fiiggvény nemnegativ minden valds
t-re:

fy=e -(1+1)>0

e >1+t.
O
1.27.1. Kovetkezmény. Ha t > —1, akkor L < <.
1.28. Tétel. Ha x € R\ {kn, k € Z}, akkor
1 X
— =ctg (—) —ctgx.
sin x 2
Bizonyitas.
o (x) o cos (3) cosx cos(3) 2sin(3)cos(3) cosx
—_ - X = — = . —_ =
&2 g sin (’2—“) sinx  sin (%) sin x sin x
B 2cos? (§)  cosx _l+cosx—cosx 1
~ sinx sinx sin x  sinx
O

1.29. Tétel. Minden valos x-re teljesiil
| sin x| < |x].
Bizonyitas. Vegyiik a kovetkezd§ fliggvényt:
f(x)=x—sinx, x € R,

Ekkor f’(x) = 1 —cosx > 0. Ebbdl kovetkezik, hogy f monoton novs fiiggvény és

f(x) =0,ha x =0. Ezért ha x > 0, akkor
0<x-sinx
0 <sinx < x.
Mivel x és sin x is pératlan fliggvények, igy

|sinx| < |x|, x e R.

1.29.1. Kovetkezmény. sin® x < x2, ha x € R.

1.30. Tétel. Ha 0 < x < %, akkor

2 .
—x < sinx.
n

Bizonyitds. Mivel a szinuszfiiggvény folytonos a [0, %] zart intervallumon és a masodik
derivéltja a nyilt intervallumon negativ:
(sinx)” = —sinx <0, ha x € (0, 7),

igy az intervallumon a fliggvény konkdv, tehat ha vessziik a (0,0) és (% 1) pontokra
illeszkedd y = %x egyenlet hrt, ez minden x € (0, §) pontban kisebb, mint sin x. O
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2. fejezet

Bevezeto ismeretek

2.1. Tétel. Legyen n nemnegativ egész szam, ekkor cosnx felirhaté, mint cos x egy n-
edfokit polinomja, azaz létezik egy olyan T, n-edfokii polinom, amelyre minden x € R
esetén

cosnx = T,(cos x).

Bizonyitas. Bizonyitsuk teljes indukciéval!

n =0 esetén Ty(cos x) = cos(0 - x) = 1 konstans fiiggvény,

n =1 esetén Ty(cos x) = cos(l - x) = cos x elsGfoku polinom.

Tegyiik fel, hogy T,-1(cos x) = cos(n — 1)x, ahol a T,,_; polinom fokszdma n — 1 és
T,(cos x) = cos nx, ahol T,, fokszama n. Ekkor vizsgaljuk meg a cos(n + 1)x fliggvényt!
Az addicids képletek kovetkezményeként tudjuk, hogy

cos(n+ 1)x =2cosxcosnx —cos(n— 1)x = 2cos xT,(cos x) — T,_1(cos x).

Az indukci6s feltétel szerint 7;,_; fokszdma (n — 1), T,, fokszdma pedig n. Igy a T,,(cos x)
trigonometrikus polinomot beszorozva a valtozdjaval, cos x-szel, a fokszdm eggyel ng, igy
a cos x - T,,(cos x) szorzat cos x egy (n + 1)-edfoki polinomja. Ebbdl egy n — 1 fokszamu
polinomot kivonva a fGegyiitthaté nem valtozik, igy cos(n + 1)x valéban cosx (n + 1)-
edfoku polinomja. O

2.1.1. Kovetkezmény. Minden n nemnegativ egész szam esetén létezik olyan P, n-edfokii
polinom, hogy cos 2nx = Py,(sin’ x) minden x € R-re.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy cosnx = T,(cosx), ha x € R és n € N. Irjuk fel ezt x helyett
2x-re:

cos 2nx = T,(cos 2x) = T,(1 — 2sin” x).
n

HaT,(x) = Z arx* (a, # 0), akkor
k=0
n n k

T,(1 = 2sin® x) = Z ar(1 = 2sin® x)k = Z ay Z (];)(—Z)i sin? x.

k=0 k=0 i=0

2

Tehat cos 2nx a sin” x-nek n-edfoku polinomja, mivel a fGegyiitthatéja a,(-2)" # 0. O
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2.2. Tétel. Minden m nemnegativ egész szam esetén létezik olyan F,, m-edfokii polinomja

sin® x-nek, hogy

sin(2m + 1)x = sinx - F,,(sin® x), x € R.
Bizonyitas. Az allitast teljes indukcidval igazoljuk.
m =0 esetén sinx = sin x - Fy(sin’ x), ahol Fy = 1 konstanspolinom.

Tegyiik fel, hogy m-re igaz a feladatbeli egyenlGség, majd irjuk fel a szinuszfiiggvényre
vonatkoz6 addicios képletek segitségével a kovetkezot:

sin(2(m+1)+1)x—sin(2m+1)x =2 cos(2m+2)x sin x. 2.1

Itt a sin(2m + 1)x = F,(sin” x) - sin x az indukci6s feltevés szerint. A jobb oldalon pedig
a 2.1.1. Kovetkezmény miatt tudjuk, hogy

cos(2m + 2)x = Py (sin® x).
Ezeket felhaszndlva a (2.1) egyenletben az aldbbihoz jutunk:
sin(2(m + 1) + 1)x — E,(sin® x) - sinx = 2 + P41 (sin” x) - sin x
sin2(m + 1) + 1)x = 2 - Ppp1(sin® x) - sinx + F,(sin® x) - sin x.

Ekkor a jobb oldalon sin® x-nek egy (m + 1)-edfoki és egy m-edfokd polinomja van
sin x-szel megszorozva, a kettdt dsszevonva sin” x egy (m + 1)-edfokd polinomja és sin x
szorzatdhoz jutunk, mivel sin x m-edfoki polinomja nem véltoztat P, {(sin’ x) fSegyiitt-
hatdjan, igy valdban igaz az allitds (m + 1)-re:

sin(2(m + 1) + 1)x = Py (sin® x) - sin x.
O

2.3. Tétel. Minden m € N* pozitiv egész szam mellett igaz a kovetkezd sin x-re vonatkozo
allitas:

sinx = (2m + l)sin il ( sz 2’:;' ) x € R.
S 3,047
Bizonyitas. Induljunk ki a 2.2. Tételbdl és helyettesusuk be x helyére bérmely k =1,.
esetén 5 k” -et, igy abal oldal sin k7 = 0 Fm(sm x)-nek zérushelye van a sin® T +1 helyen
és mlnden k =1,2,..,mesetén 0 < 7 +1 2. A (0, ) intervallumon a szinuszfiiggvény
szigoruan monton nd €s pozitiv, igy sm2 X szintén szigoruan monoton nd és pozitiv ezen

az intervallumon, ezért minden k = 1, 2, ..., m-re kiilonbozd értéket kapunk. Mivel F,, egy
m-edfoku polinom, igy F,-nek nincs mds zerushelye, tehat

Fp(x) = F,(0) ]—[ (1 - W) . 2.2)

SIN™ 701

Tudjuk, hogy F,,(0) = hm sin@mtDz = 2, 4 1. Bzt a hatdrértéket visszafrva a (2.2)

sin z

egyenletbe a kovetkezdt kapjuk:

m )
sin2m + 1)z = (2m + 1)sin z 1—[ (1 %) .

k=1 e |

12



Ekkor z helyére az 5—— értéket behelyettesitve a vért egyenl§séghez jutunk:

. ) Dsi X - 1 sin’ 2nf+1
= + | | _ )
sinx = (2m )sm2 7 Ll —

SIN” 5

O

2.4. Tétel. uy € [0, 1) szdmok minden véges sorozatdra teljesiil a kovetkezd egyenldtlenség:

kZ Uk
<1—fk1—w)<§]1_u
1+ 3wy k=1 k
k=1

Bizonyitds. Az 1.27.1. Kovetkezmény alapjan tudjuk, hogy r > —1 esetén

L1 1
el 1+t
Legyen u < 1, ekkor —1 < %, ezért a t = 7 helyettesitéssel az egyenlStlenség a
kovetkezSképpen valtozik:

—u

eTu <1—-uu<l. 2.3)

Ha m € N*, akkor uy € [0,1) (k = 1,2, ..., m) szdmok egy véges sorozatat véve

mivel — ), u; < 0. Azt is tudjuk, hogy az 1.27. Tétel alapjan 0 < 1 — u; < e barmely
k=1

pozitiv egész k esetén, igy minden uy tényezit Osszeszorozva sem valtozik meg a relacio

azaz -
= - 2 uk
1_[(1 —up) <e k= .
k=1

Hasonl6an l4thatd, hogy a (2.3) egyenl6tlenséget u = ux, k = 1, ..., m esetén Osszeszorozva
az eredmény

U m
s - w.
k=1

Mivel tudjuk, hogy az 1.27. Tételben leirt Osszefiiggés minden valds t-re érvényes, ezért
helyettesitsiink be egy negativ 0sszeget:

e

M3

-5
o i

Az eddigieket Osszefoglalva tehat a kovetkezSket kaptuk:

m

Ltk Z k
_ T=u;, uy _
1 Zl_uk_ & <n(1 u)<e =1 <1 (2.4)

k=1

13



m
Ha feltessziik, hogy ». uy < 1, akkor tudjuk azt is, hogy
k=1

m
- X Uk 1
e k=1 < P
1+Zuk
k=1

2.5. Tétel (Wallis-formula).

3 2n — N
/ sinz"xdx:(n )
0

T +
oo 2 (END)

o e
/0 sin XdX—m (I’lEN)

Bizonyitds. Vezessiik be a kovetkezd integrélt, ha n € N:

T
bl
Wn:/ sin” x dx.
0

Ekkor W = %és Wi :COSO—COS% =1.Han > 1, akkor

z i 02 s on—1 z 2 . n—1
Wyt = sin“x -sin"”" xdx= [ (1 —cos“x)-sin" xdx =
0 0

z
2

2.5)

(2.6)

(2.7)

% - n—1 2 - n—1 - n—1
= [sm X — oS~ x - sin x] dx=W,_; — CoS X - [sm X - COS x] dx.
0 0

Parcidlisan integrdlva a mésodik tagot

% . n—1
CcoS X - [sm - COS x] dx =
0 0

2

(]

1 4
cos - (— - sin” x) dx =
n

1 1
—/ —-sin”" x - (=sinx)dx =0+ — - W,,41.
n 0o n

= [cosx-—-sin”x
0

Tehat

Wis1=Wy1 — ;Wn+1

W=
n+



Teljes indukcidval igazolhatjuk, hogy

2n—1 2n - 1!
= Wopo = ... = —————W,,
Won = =5 W Cmn Y
ami éppen (2.6). Hasonldan
2n 2n)!!
Wos1 = ——Wpyy = ... = ————W,
S P R Qn+ !

ami pedig (2.7).
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3. fejezet

Két klasszikus trigonometriai eredmény

3.1. Az Euler-féle szinusz formula

3.1. Tétel. Minden x € R és k € N* esetén teljesiil a kovetkezd dsszefiiggés a szinuszfiigg-

vényre:
sinx = x n 1- .
k2m?
k=1

Bizonyitds. Vélasszunk minden valés x szamhoz megfelel6 m, N € N* egészet tigy, hogy
m> N és |x| < %Nﬂ is teljesiiljon, = ne legyen egész szdm €s

. ox \2
Up = - & . =1,...m
sin

2m+1

Induljunk ki a 2.3. Tételbdl:

. . sin’ 2m+1
sinx = (2m + l)sm — |-
+141  gin? A%
2m+1

Helyettesitsiik be az egyenletbe uy-t, majd bontsuk két részre a szorzatot:

a lﬁ(l_uk)
ﬂ(l—uk) ﬂ (1 - ).

sinx =(2m + 1) sin

sinx=(2m+ 1) sin

k=N+1
Az egyenlet tovabbi rendezéséhez vizsgaljuk meg, hogy mikor lehet sin 5=~ = 0. Ez két
esetben lehetséges:
Ha x = 0, akkor a tételbeli egyenlGség nyilvanvalo.
Ha x = Ln, L € N*, ekkor mivel |x| < ¥ < N < m,ezért |52 < |55] < % igy

sin 52— # 0. Igy leoszthatjuk az egyenletet, és a kovetkezdt kapjuk:

= sin x
l_[ (1 - uk) = N .
k=N+1 (2m + 1) sin 52 kﬂl(l — uy)

16



Ezt helyettesitsiik vissza a kordbbi fejezet (2.4) egyenlGtlenségébe:

m

- ]_[ (1 —uy) = Y <1. 3.1)
! k=N+1 (2m + 1) sin 52 H(l — uy)
Alkalmazzuk az 1.30. Tételt ¢ = 2 +1 -re:
“in km >2 kr
2m+1 "7 2m+1
1 2m + 1
< .
sin 2;];711 2k

Az 1.29.1. Kdvetkezmény miatt pedig tudjuk, hogy sin’ 7= < ( . Ebbdl felir-

hat6 a kovetkez$ egyenl6tlenség uy -ra:

. 2 .
= sin 5= - (2m + 1) sin 5=~ 2 - 2m+1)5- 2 g (1)2
k sin kz - 2k - 2k - '

2m+1

2m+1)

Igy kapunk egy fels6 korldtot, ezzel becsiilhetjiik a (3.1) egyenlétlenség bal oldalan a
szummdban szerepld hanyadost, ha k > N:

Hk < (ﬁz = X mive1x<1
1—uk_1_(ﬁ)2_(2k)2—x2’ 2k 2

is:

m m )
I

_ = 72
W Lmwe (S (k)7 - x

Adjunk felsd becslést erre is!
3.2. Tétel. Ha m > N pozitiv egészek és x € R, |x| < %Nn, akkor

m 2 2

Z X < X
A (k2 =x2 T 2N — x|

Bizonyitds. Ezzel x # 0 esetén ekvivalens

m

1 1
< .
Z (2k)? — x2 = 2N — |x|

k=N+1
Legyen z = [|x|] + 1, ekkor z egész és z > |x|, igy 22 > x°.
m m m
1 1
< —_
Z k2 — x2 = Z (k2 — 2 Z ( - ) )
Pt (2k) X kN+1(2k) 72 vt 2 2k—z 2k+z

17



Itt
(k)Y = x* > 2k -2 >0,

hiszen
z=[lx|]]+1<(x|+1D)+1=|x|+2<2N+2
2k Z2(N+1)>z=[|x|]]+1

Bontsuk fel a teleszkdpos 0sszeget! Az elsG és az utolsé z darab tagon kiviil a tobbi kiesik,
vagyis

oj L N T
ot 27\2k—7 2k+z 2z\2(N+1)—z 2(N+2)-z 2(N+2)—-z

1 1 1 1
- + +o+—]<
2z(2(m—z+1)+z 2m—z+2)+z2 2m+Z)

1 1 1 1
— + + ...+ .
<21(2N+2—z 2N +4 -7 2N+z)

Tehat kaptunk egy z tagt 6sszeget, ahol az elsd tag a legnagyobb, ezzel becsiiljiik az 6sszes
tagot:

Z’": 1 1 L)1 1 1 1
2:\2k—z 2k+z) 22 “aN+2-z 2 N+2-z
k=N+1

Erre lassuk be a tételben szerepld felsd korlatot:
1 1 1
2 2N+2-z" 2N - |x]|
22N +2—-272)>2N — |x|
2N +4>2z7 — |x]|.

Tudjuk, hogy z = [|x|] + 1, tehat
2z — x| =2([|x[] + 1) — |x] < 2(|x| + 1) = |x|] < |x]| + 2.
Az |x| < {Nr feltétel miatt
27— x| < x| +2 < %N+2<N+2<2N+4.

Ezzel belattuk az allitast. O

Igy megkaptuk a felss becslést, azaz:

2

x
< .
klel (2k)2 —x2 7 2N - |x|

Mindezt visszairva a (3.1) egyenlGtlenségbe a kovetkezSt kapjuk:

2 m .
X U sin x
<1- < <l. (32
2N - |x| k:ZNH 1 —uy N

(2m + 1) sin 52 kljl(l — ug)

18



Vizsgéljuk meg (2m + 1) sin 5= hatdrért€két rogzitett x €s m — oo esetén:

. . X . sin 5—=—
lim (2m + 1) sin = lim 2T )
m—0co 2m+1  m—oe 1
2m+1
Mivel lim ¥ = 1, ezt y = 52 —-re alkalmazva
2m+1
y—0
s X
sin 52—
lim —mtL
A Py |
mindkét oldalt beszorozva x-szel:
: . X
lim (2m + 1) sin =x
m—co 2m + 1

Igy a (3.2) egyenlétlenség jobb oldali hanyadosanak hatérértéke m — oo esetén:

. sin x sin x
lim =

o0 , N '
2m+1) smﬁkl:ll(l —up) X H ( 2 2)

A (3.2) egyenlétlenség bal oldala nem fiigg m-tdl, igy m — oo hatdrértéket képezve

2 2
lim [1-—— | =1-—"
m—co 2N — |x]| 2N — |x|

Igy minden x € R, |x| < = esetén

x2 sin x

I- <1 (3.3)
P )

A (3.3) egyenlGtlenségben a jobb és bal oldal hatdrértéke N — oo esetén egyenld:

x2
lim [1-——]=1= lim 1.
2N — |x|

N—oo N—>oo

Igy a csendér elv alapjén az egyenlStlenségben a kozrefogott sorozat hatarértéke is azonos,
azaz '
sin x
lim = 1.

M)

Ezzel belattuk a tételt:

. x?
sin x=x n (1 - k2n2) .

00
k=1
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3.2. A koszekans végtelen sorba fejtése

3.3. Tétel. Minden x € R\{nn,n € Z} esetén a koszekdns fiiggvényre érvényes a kovetkezd

osszefiiggés:
)n+1

_1_ (-1
s__ 2 Z — (nm)?

Bizonyitds. A bizonyitdshoz induljunk ki a 3.1. Tételbdl:
sinx:xl—[(l—m) x € R\{nn:ne€Z}.
k=1
Ekkor a jobb oldali végtelen szorzat felirhatd, mint a véges szorzat hatarértéke:
© 2 N 2
X X
(1) = (1 ).
2.2 oo 2.2
k=1 ( k N=e e k
Vegyiik a kiindul4si egyenletiink mindkét oldaldnak logaritmusat!

0 2
xl_[(l—n;—ﬂz)

n=1

In|sin x| = In

Alogaritmus fiiggvény folytonossdga miatt az egyenlet jobb oldala 4talakithaté az aldbbiak
szerint:

In xﬂ(l _W) =In |x| + In

n=1

ﬂ(—
15

2

N X
lim | | 1-
N—oo 1 nzﬂa
n=

A véges 0sszeg logaritmusat tagonként képezhetjiik, ezért

=1In|x|+In =In|x| + hm In

S—

00 2
In|sin x| = In |x]| +Zln 1

n=1

n?mn?

Majd pedig derivdljuk az egyenletet! Ehhez el&szor vizsgdljuk meg a Z ln)l

n2ﬂ2

fliggvénysor derivaltjat. Az 1.21. Tétel szerint

(i ln(l - nf;)) - i (m (1 - nf;))

n=1

ha

egyenletesen konvergens egy [ intervallumon €s

(1) X Inft- 2
n=1 n-m
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[eS] ¥2

(2) létezik egy x¢ € I pont, amelyre ., In (1 - nl_?ﬂ) végtelen sor konvergens.
n=1

Vizsgéljuk meg elGszor az (1). feltételt!

Az egyenletes konvergencia beldtdsdhoz haszndljuk fel az 1.22. Weierstrass-kritériumot,

(o]
azaz lassuk be, hogy van olyan (a,) szdmsorozat és ng index, hogy >, a, végtelen sor
n=1

konvergens €s ‘% < a, minden x € H és n > ng esetén. Legyen a, = nznzz—lsz, ahol
|x| < K. Ekkor
-2x < 2K h
= an>—=ng.
n?r? — x| 7 n?n? - K% n
. 2
Lassuk be, hogy ». a, konvergens! Legyen b, = ﬁ Ekkor
n=1
2K
an -k n’m? 1
b, 2K T 2p2_ K2 1 _ k2’
n 22 1 P

. . 2 . . ( [ R PR
Mivel lim 55 = 0, igy lim # = 1 > 0. Ezért az 1.4. Tétel szerint ), a, és 3, b,
n—oo N°7 n—oo “n n=1 n=1

egyszerre konvergensek, vagy divergensek.

iMsg
|
e

o0
= i—f > nLZ egy konvergens végtelen
1 =1

(o] o0 2
sor, igy >, ,127,22—151@ is konvergens. Tehat ) In (1 - ,57) egyenletesen konvergens.
n=1 n=1

Vizsgaﬂju—k meg a (2). feltételt!
A (—n, ) intervallumon példdul legyen xy = O:

(o)

o 0
Z:;m(l—m) :Zz;lnl =0,

ami nyilvdnval6an konvergens, igy mindkét feltétel teljesiil a tagonkénti differencidlashoz,
ezért

1 1 1 -2x
R = — + .
sinx 0T X ;1 2 nn?
1 <« —2x 1 <« 2 1 <« 1 1
t = -+ = + = — 4+ + .
BTN ;nzﬂz—xz x nz::xz—nzﬂ2 x ;(x+n7r x—nﬂ)
Tehat:
1 < 1 1
ctgx—;zz x+n7r+x—n7r ,x € R\{nn :n e Z}. (3.4)
n=1

Alkalmazzuk ezt az azonossdgot x helyett az 5 szdmra:

xy 2 xf 1 1 S 1 1
Ctg(z)_;_z(i+nn+i—nﬂ)_z.z(x+2n7r+x—2n7r - 6

n=1 2 2 n=1
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A kapott (3.4) és (3.5) egyenleteket kivonva egymdsbol
X 2 |
ctg (—) -— - (ctgx - —) =
2 X X
- 1 1 o (1 1
=2 + - + =
Z:;(x+2n7r x—2n7r) ;(x+mr x—nﬂ)
- 1 1
=2. + _
Z(x+2nﬂ x—2n7r)
- 1 1 S 1 1
— + + =+ =
(Z (x+2n7r x—2n7r) ;(x+(2n—1)7r x—(2n—1)7r))

RN 1 1 1 1 ~
_Z(x+2mr+x—2nﬂ)_;(x+(2n—l)7r+x—(2n—1)7r)_

— 1 1
:Z(‘l)"( + )
o X +nm X —nm

3

Itt felhaszndljuk, hogy a

2 -
X+ nnr X —nmw

n=1
végtelen sor rogzitett x esetén abszoludt konvergens, ezért az dtrendezése is abszoltit kon-

vergens, és az Osszeg véltozatlan marad. Az 1.28. Tételt behelyettesitve pedig megkapjuk
a vart 0sszefiiggést:

)n+1

L1 o, a1 (-1
E_x+;( D (x+n7r+x—n7r) Z — (nm)?

22



4. fejezet

(69)
V& Vd [ Ve V4 L _ 7T_2
Néhany bizonyitas a 21 5=
n=
osszefiiggésre

4.1. bizonyitas Euler szinusz formulajaval

Viélasszuk meg ismét a 3.1. Tételben szerepld médon x, N, m €s uy értékét, azaz valasszunk
minden valds x-hez m és N pozitiv egészeket tigy, hogy m > N legyen, valamint az

X

. 2
N B -1
U, = ,n=1,....m

io _Nm
SIN 5,1

véges sorozatra teljesiiljon 0 < ), u, < 1. A 2.3. Tételbdl kovetkezik, hogy

n=1

m .
sin x
1 - =
g( tn) (2m + 1) sin 5=

2m+1

és a 2.4. Tétel alapjan tudjuk, hogy

m
u
n§1 " sin x < u Uy @1
S - > = . .
1+§n:un (2m+1)smm n:ll—un

n=1

A0 < Y u, <1 feltétel szerint x # 0, ezért a (4.1) egyenlGtlenséget oszthatjuk x>-tel,
n=1

akkor

m
2 Uy . m
n=1 < 1 sSin x < 1 Z U (4 2)
m - 2 2 i X — 2 1 _ . .
2+ S o F @2m+ Dx*sin 50— x* & Up
n=1
Vizsgéljuk meg a hatdrértéket az x = O pontban!
- S (S0 g 2
2 U 2 Sin 25
. n=1 . n=1 n+
hr% - = hn%) — 5
x— x— sin 2 —
x2+x2 Y u, x2+x22(m2—’r’7§1)
n=1 n=1 \" 2m+l
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A szamlalo és a nevezd hatarértéke is nulla, igy alkalmazhat6 a 1’Hospital szabély, majd
a kapott hanyados szamldl6ja és nevezdje is nulldhoz tart, igy masodszor is alkalmazzuk
a szabdlyt:

2 (sin 52 2 g 2sin 5257 COS 5oy
= sin 502 -1 (2m+1) sin’ TosT
lim —~ = lim =
x—0 Mmoo (sin X\ 2 x—0 M (gin X\ 2 M 2sin =X+ cos 52+
x24+x2 > (—gin 2l ) 2x +2x ) (—gin 21 ) +x2 3 el 2’;’“ Zmil
n=1 \" 2m+l n=1 \"" 2m+1 n=1 (2m+1)sin Im+1
m 2c0s 72X
2m+1
i Zl (2m+1)? sin? 522
_xl—r>r%)2+2 % sin 5o 2+4 g 208 52772 8in 52y + g 2005%
1 \SIM 3aiT * no1 @mtDsin’ g x pa QL) sin® 20
A nevez§ hatarértéke
2 m 2 si X 2 m _2x
Sin 52— coS 57— 2 cos
. 2m+1 2m+1 2m+1 2 2m+1 _
)lcl—r% o 22 (sm ) +4XZ (2m + 1) sin? 522 +x Z (2m + 12 sin?522 | 2
2m+1 2m+1 n=1 2m+1
A szdmlal6 hatarértéke pedig
2

m 2 _x 02 X m
hmZZ(COS el — S0 557) Z 2
2 2 _nm_ -
=04 (2m + 1)%sin” 575 (2m + 1) sin? Tt

Igy a hanyados hatdrértéke

m
2 Up 2

m

- 1

lim L —

x—0 xz + _X2 Z U, Z (2m + 1)S1n2
n=1

2m+1

A (4.2) egyenlGtlenség bal oldali hatdrértéke utdn most szamoljuk ki a jobb oldal hatarér-
tékét is, szintén az x — 0 esetben:

sin

2
m ( 2m+1 )
Z lim 3, ——==
x—>0 x2 1 —Mn =l x (sm 2m+1)2
S 5,
Mivel ismét a szamlalo és a nevez§ hatarértéke is nulla, szintén a I’Hospital szabdly segit-

ségével szamithatjuk ki a hatarértéket. A kapott hanyados szamlaléjanak €s nevezGjének
hatarértéke is nulla, ezért ismételten alkalmazhat6 a szabaly:

. 2 .
m Sin iy m 250 75057 €08 2t
sin 52£ (2m+1) sin? 1X
. 2m+1 1 2m+1 _
lim 5= lim 5 =
. x . X : X X
x—0 pa x2 _ X2 sin 527 x—0 p X2 ) sin 5257 ) 2sin 5277 oS8 2m+1
sin 522 sin 522 (2m+1)sin 5725
m 2(cos 5 2m+l )
(2m+1)2 sin? Tl
= lim E
. 2 2x 2
x—0 o IR (sznfﬁ) 4y 2sin 525 ) 2(cos 5227)
5 nm
sin 537 (2m+1) sin® 5% (2m+1)? sin? 522~
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Tehdt a (4.2) egyenl6tlenség jobb oldaldnak hatdrértéke

2
lim = .
x—)O)CZZl_un Z((2m+1)sm2 1 )

2m+1
Azt kaptuk, hogy a (4.2) egyenl6tlenség bal €s jobb oldaldnak hatarértéke x — 0 esetén
egyenld, mégpedig

m
2 Un
. n=1 “ 1 . 1 < Un
0 0 -
VX2 x2 Y u, n= 1\ @m o+ 1)sin” 505 S
n=1

sin x
(2m+1)x2 sin |
I’Hospital szabdly, haromszor alkalmazhatjuk, mert minden 1épésben a szamldlo és a

nevezd hatarértéke is nulla:

Vizsgaljuk meg a koztes ; hatarértékét is! Itt is segitségiinkre lesz a

) .y .
1 sin x i 2m + l)smm —sinx

lim — = i X 2 i X
=0 \x* (2m + 1)x=sin 5 =0 (2m + 1)x=sin 52—

COS 2m+1 — COS X

it (2m + 1)2x sin 55 + x2 cos

X
2m+1

1 . X .
—5—— SIN — + SIn X
= 1i 2m+1 2m+1 —

2
x—0 X
2(2m + 1) sin 5= + 4xCOS 52 — 57— Sin 5

1 X
i _(2m+1)2 COS 53 + COS X B 1 1
_x—>0 X _ _6x X x? _6 2m+12’
6 cos 2m+1 2m+1 Sin 2m+1 (2m+1)2 cos 5= ( )

2m+1

tehat

I 1 sin x 1 ] 1
im — - =—[1-——=].
=0 x2  (2m+ 1)x?sins 25 6 2m + 1)2

Mivel a (4.2) egyenlGtlenség jobb és bal oldali hatarértéke x — 0 esetén megegyezik,
igy a csenddr elv alapjéan a koztes kifejezés hatarértéke is azonos veliik:

] f— 2_1(1_;)
(2m + 1) sin® 522 6 @m+ 1))

2m+1

Bontsuk két részre a szummat!

1 i ( 1 )2 v Z’”: ( 1 )2 43)
6 (2m + 1) sin 522 6(2m+ 1)2 &4 \(2m +1)sin 575 ' ’
Az 1.30. Tétel miatt sin 5" > 25111’ amit felhaszndlva kapunk egy felsG becslést:

m m

1 1 o1 1)
6(2m+1)2+ Z ((2m+1)s1n2m+1) _6(2m+1)2+nz (ﬂ) ‘

=N+1
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m 2
Vizsgéiljuk meg 3}, (i) véges Osszeget! Az integralt also kozelits osszegével becsiilve
+1

2n
n=N

m
Zml(l)z_l CE | 1/1 [1]’" 1(1+1)<1
m| TF L2 Th) 2 “i\Tm TN Sy
ot 2n 4_ 4N vy 4\ m N 4N

Ezért

m 2
1 1 1
— 4 — £ —+—.
6(2m + 1)2 n;rl (Zn) 6(2m+1)2 4N

Ezt a becslést felirva a (4.3) egyenlet bal oldaléra:

1 1 :
g_z((2m+1)sm ) =

2m+1

1 1
—_— + —_—
6(2m+1)2 4N

4.4)

Vegyiik a hatarértékiiket, ha m — oo:

- 1 2 1 1
Ly , chm 1, L
6 \@2m+1)sing m—o 6-(2m+ 1)2 4N

lim

m-—oo

Tudjuk, hogy il_l‘)% % = 1. Mivel y = 575 — O ham — oo, ezért az dtviteli elv alapjin

lim Sin 3,7 =1
Moo B
azaz n
lim (2m + 1)si = nm.
mggo(m )Sm2m+1 nw
Ebbdl €s a (4.4) egyenldStlenségbdl kovetkezik
N
1 1 1
I < —.
6 ; n’n2| ~ 4N
Majd tartson N is végtelenhez, ekkor az eredmény
1 « 1 1
lim -——=0< - - <0= lim —.
I,y =05 5 2 < 0= I gy
Vagyis:
1 o 1
6 Zl n’n?’
Végiil 7%-tel szorozva
i 1
n2 6



4.2. Bizonyitas a Wallis-formulaval

Mivel aZ -3 Végtelen sor abszolut konvergens, igy felirhato két abszolut konvergens
n=1
végtelen sor —a paros és pdratlan indexd tagok végtelen sordnak Osszegeként:

© 00 o0
;E ;(znﬂ)z +Z 2np
Rendezziik az egyenletet:
o 1 < o 1
;E ;(2%1)2 Zz_z
3o 1 ©
4 ; n? Z::O Qn+ 12

Tehat a tétel igazoldsdhoz a kovetkezGt elég, st ekvivalens bizonyitani:
Z 3 o

2714 ¢ %"

e 2n+1) 4 6 8

Ehhez kiindulasként vegyiik az arkusz szinusz fiiggvény 0 kozépponti Taylor-sordt, mely-
nek konvergenciahalmaza [—-1, 1]:

i on—1)M 2n+1
arcsinx:x+Z:(Zl2 )”) _2x+1’ xe[-1,1].
n).. n

z

Itt az x = sint helyettesitéssel ¢ € [-7, 7] esetén kovetkezSt kapjuk:

l—Sll’ll+21 (2]’1)” '2n+1'SIIl r.

Vegyiik mindkét oldal Riemann-integraljit a [0, 5] intervallumon. Az integréldst és az
0sszegzést azért cserélhetjiik fel, mert a fliggvénysor tagjai Riemann-integralhatok és a
fliggvénysor egyenletesen konvergens.

1 (271_1)” s 2n+1
/ tdt—/ smtdt+/ Z2n+l. @ - sin tdt
1 @=-D! 5,
— t tdt
[2 . = [~ cos +Zzn+1 Q! /0 s

2 1 @u-D!' >,
. in”""" ¢ dr 4.5
22n+1 ) /0 - (4.5)

Vizsgaljuk meg az integralt! A Wallis-formula szerint

T

2 ot 2n)!!
tdt = ————.
/0 - Qn+ D!
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Ezt behelyettesitve a (4.5) egyenletbe

(o)

2 1 2n — D! 2n)!! 1
. C@n-DU o Cmt z: .
8 ;1 2n+1 2ol Qe+ D! A @2n+ 1)2

Igy megkaptuk a vért 6sszefiiggést:

S1as 1w
n:1n2_3n:0(2n+1)2_ 6

4.3. Egy bizonyitas Fourier-sorokkal

Vegyiik azt az f fliggvényt, amely 27 szerint periodikus, €s
2 2
X Vs
=——-—+—, x€|0,2n7].
f)=F-F+ % xel02n]
Szamitsuk ki f Fourier-sordnak egyiitthatdit!

1 2 2 2
bn:;/() (%—7;—x+%)-sinnxdx.

Szamoljuk ki parcidlis integrdldssal! Legyen

, ) x> ax n?

u =sinnx, v=—— —+ —

’ 4 2 6

COS nx , X-—m
u=- , Vv =
n 2
2 2\ 127 2
1 cosnx [ x X 7 1 COSNX X-—T
b,=—|- —_— —+ — - — - . dx
n n 4 2 6/, mJo n 2

Ekkor az elsd tag

1[ cosnx { > ax =2\ _ cos2nrm Qn)? 2x* n? N cos0 72 _0o
n n 4 2 6|,  nn 4 2 6 nm 6
Tehat
b, = _1/2”_c0snx xom o
m Jo n 2
Ezt ismét lehet parcidlis integrdldssal szdmolni:
/= cos nx b= xX—-7
B n =2
sin nx , 1
u=- , V==
n? 2
1 [P cosnx x-nm 1] sinnx x—x]"™ 1 %1 sinnx
bn = - : d.x = — |- . - — — |- dx =
7 Jo n 2 n n? 2 g mJo 2 n?
1] sinnx x—n]* 1 [ cos nx]Zﬂ sin2nr sin0  cos2nm cos0
= — |- - —_ + — = — — — + =
n n? 2 |, 2mn? n lo 2n? 2n? 2rn3  27n3
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Szamitsuk ki a,, értékét is!

1/2” x2 7rx+7r2 d
=— — — — + — ] cosnxdx.
=T )y \# T2 76

Szintén parcidlis integraldssal szamithatjuk:

"=cosnx, v a1
u = s = — — — _—
4 2 6
sinnx , X—7
u= , Vv =
n 2
2 2\ 727 2n .
1 [sinnx (x 7rx+7r 1/smnxx—yrd
a, = — —_———+— - — X.
"Ton n 4 2 6)lp =« n 2
0
Ebbdl az elsé tag
1 [sinnx (x*> 7x N 2\ _sin2nrx n)?  2n? N n? sin 0 772 _ 0o
m| n 4 2 6|, nn 4 2 6 nt 6
Igy
2r
1 / sinnx Xx-m
an = —— . dx.
n n 2
0
Ezt ismételten parcidlisan integréljuk az aldbbiak szerint:
, sinnx xX—-7
u = , V=
n 2
cosnx , 1
u=- , V==
n? 2
2r
1 [ COS nX x—ﬂr” 1/ COS nx ld
a, = —— |- - [ - - —dx.
" n n? 2 lo & n?
0
Az integrdl értéke:
2r .
1 cosnx 1 1 sinnx 1 sin2nmr  sin0
— [ dx = = — = 0.
n nz 2 2rn? | n |, 2mn*\ n n
0
Tehat
1{ cos2nm 2m—nm 1{ cosO ( zr) 1 N 1 1
a, = —— | — . — | — —_ ) = — _ = —,
8 n n? 2 n n? 2} 2n? 2n? n?

A fliggvényt mindenhol el§éllitja a Fourier-sora, mivel 27 szerint periodikus és kétszer
folytonosan differencialhaté a [0, 27] intervallumon. Igy f Fourier-sorfejtése:

2 2

X X T - cosnx
— -+ —= , x €[0,2nr].
4 2 "% Z:;) o elo2n

Innen pedig x = 0 helyettesitéssel megkapjuk a keresett 6sszefiiggést:
i 1 n?
—2 = —.
—n 6
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Koszonetnyilvanitas

Hatalmas koszonettel tartozom témavezetémnek, Pfeil Tamdsnak a rengeteg segitségért
és a még tobb tiirelemért, amivel segitett a szakdolgozatom elkészitésében. Valamint
szeretném megkoszonni csalddjaimnak, hogy mindenben tdimogattak és segitettek, amig
ez az iras el nem késziilt.
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