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Koszonetnyilvanitas

Szeretném kifejezni Gszinte halamat elsGsorban témavezetém, Fekete Imre felé, aki nem-
csak hogy idejét és a hosszu évek munkija soran megszerzett tapasztalatait osztotta meg

velem, de emberileg és szakmailag is rendkiviil inspirélt.

Hatalmas koszonettel tartozom sziileimnek, testvéreimnek és a barataimnak, akik hat-
teret biztositottak munkamnak, és akik tdmogatéisa és szeretete nélkiil sosem jutottam

volna el idéig.

Végezetiil pedig szeretném megkdszonni gimnéziumi és egyetemi tanaraimnak, hogy meg-

osztottdk velem tudéasukat.
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1. fejezet
Bevezetés

SMinél alapvetdbb és minél nehezebben érthetd eqy ij igazsdg, anndl hatalmasabbak és
jelentdsebbek lesznek gyakorlati lehetdségei.”

Szent-Gyorgyi Albert

A differencidlegyenletek a természetben lezajlo folyamatok és a mindennapokban tapasz-
talt folytonos valtozasok — legyenek azok fizikai, kémiai, miszaki, kézgazdasigi stb. —
leirdsainak elengedhetetlen matematikai eszkozei, ezért okkal sziiletett meg az igény ar-
ra, hogy komolyan foglalkozzunk azok megoldasaival. Az id6k soran ra kellett jonniink,
hogy csak specialis alakia differencidlegyenleteket tudunk pontosan megoldani, igy olyan
modszerek megalkotasaira szorulunk, mely eljarasok soran a végeredményhez nagyon ha-
sonlo, kozelité megoldasokat kapunk. Ezeket a numerikus szamitasokat a szamitogépek
elterjedése el6tt papiron végezték, a XX. szazad kdzepétdl viszont a szamitogépeké lett a

f6szerep.

E dolgozat célja azon tilmenden, hogy egy atfogd képet adjon a differencidlegyenletek
numerikus megoldéasi médszereinél felmeriil nehézségekrol és azok athidalasarol az, hogy
a kiilonb6z6 modszerek gyakorlati alkalmazésait példakon és abrakon keresztiil is szemlél-
tesse. A dolgozat felépitése az eltéré numerikus modszerek fejlédéseinek valos kronologiai

hatterét probalja tiikkrozni.

Nehéz lenne a differencidlegyenletekrdl és azok kozelité megoldasi modszereirdl értekezni,
ha nem ismertetnénk a hozzajuk kapcsolodo fogalmakat és a kezdeti eredményeket, ezért

a 2. fejezet ezen alapkovek részletezését helyezi el6térbe. Megismerkediink a differencial-



egyenletek kozelité megoldasara szolgilo explicit Euler modszerrel, illetve annak javitasi
otletével. Ennek a fejezetnek a [14] jegyzet szolgal alapjaul. Mivel 6 torekvésiink, hogy
egyre pontosabb megoldasokat biztosité modszereket konstrudljunk, ezért a 3. fejezet a
kiilonboz6 eljarasok pontossagi rendjeinek névelését akadalyozo tényezdk kijavitasarol,
nagy matematikusok 1j otleteinek ismertetéseirél és azok alkalmazasairél szol. Felvezet-
jiik dolgozatunk kozponti szereplgjét, a Runge-Kutta modszercsalddot, melyet explicit
(ERK) esetek utan kiterjesztiink implicitre (IRK) is. A jol miik6d6 modszerek utéan azok
pontossaganak becslésével foglalkozunk, melynek nyomén eljutunk egy valtozo lépéskozzel

miikods metddushoz is.



2. fejezet

Els6- és masodrendi explicit egylépéses

modszerek

Ahogy a bevezetében is emlitettiik, a dolgozatban numerikus moédszereket szeretnénk
implementalni, ezért ebben a fejezetben a differencidlegyenletek fogalméat és a kdzonséges
differencidlegyenletek kozelité megoldasainak kiilonbo6z6, kezdetleges modszereit targyal-

juk.

2.0.1. Definicié. Az olyan egyenletet, amely ismeretlen fiigguények, annak fiiggetlen vdl-
tozdi és az eqyes vdltozok szerinti (elsé vagy magasabb rendd) derivdltjai kozotti kapesolatot

irja le, differencidlegyenletnek nevezzik.

2.1. Kozonséges differencialegyenletek

kezdetiérték-feladata

Azokat a differencidlegyenleteket, amelyek egy ismeretlen egyvaltozos fiiggvény és annak
derivaltjai, valamint ugyanazon valtozohoz tartozo ismert fliiggvényei kézotti kapcesolatot
irnak le, kozonséges differencidlegyenleteknek nevezziik. A tovabbiakban az alabbi defini-

ciokban hasznalt jeloléseket fogjuk hasznélni.

2.1.1. Definicié. Legyen G C R Gsszefiiggd halmaz, f egy folytonos fiigguény. Kozin-
séges differencidlegyenletnek mondjuk az u'(t) = f(t,u(t)) kifejezést.



2.1.2. Definicié. Legyen G C R egy tartomdny (azaz dsszefiiggd, nyilt halmaz),
(to, uo) € G egy adott pont (ty € R,ug € RY), f: G — R egy folytonos leképezés. Az

W () = £(t,u(t)) (2.1)
feladatot kezdetiérték-feladatnak, mds szoval Cauchy-feladatnak nevezziik.

Mivel — ahogy azt mar korabban is emlitettiik — a differencidlegyenletek a kornyezetiinkben
lezajlo folyamatok leirasainak matematikai eszkozei, ezért alapvetd elvaras, hogy a felirt
feladatnak létezzen egyértelmi megoldasa. Egy Cauchy-feladat megoldasa azt jelenti, hogy
meghatarozzuk az osszes olyan u : R — R fiiggvényt, amely valamely I C R intervallum
pontjaiban behelyettesithets a (2.1)-(2.2) feladatba, és ki is elégiti azt.

2.1.3. Definicié. Az olyan u: I — R? (I egy nyilt intervallum) folytonosan differenci-
dalhato fiigguényt, amelyre

o {(t,u(t)):tel} CG;
o U (t)= f(t,u(t)), mindent e I;
o 1y és u(ty) = ug
a (2.1)-(2.2) feladat megolddsdnak nevezziik.

A kovetkez6 — bizonyitas nélkiil kozolt — tétel és a tételben felhasznalt definicio biztositja

szamunkra azt, hogy a kezdetiérték-feladatnak létezzen egyértelmi megoldasa.

2.1.4. Definici6. Legyen G C R x R? tartomdny. Az f : G — R? fiigguényt a mdso-
dik vdltozojaban Lipschitz-tulajdonsdaginak nevezzik, ha létezik L > 0 gy, hogy minden
<t7p1)7 (t7p2) S G esetén

|f(t,p1) — f(t,p2)| < Lip1 — pal.
2.1.5. Tétel. (Picard-Lindeldf) [13] Legyen f : G — R? folytonos fiigguény, ahol
G={(t,u) ERxR: |t —to| < a és|u—ug| <b}

henger, (to,up) € R x R¥ és0 < a < o0, 0 < b < oo. Legyen M = (m?XG]f(t,u)\,
t,u)e

tovdbbd tegyiik fel, hogy az f figguény mdadsodik valtozojaban Lipschitz-tulajdonsdgi. Ekkor

a (2.1)-(2.2) kezdetiérték-problémdnak egyértelmien létezik megolddsa a [ty — d,to + ]

intervallumon, ahol § = min{a, % .



A tovabbiakban feltessziik, hogy a tételben emlitett feltételek mindig teljesiilnek.

2.1.6. Példa. [1] Tekintsiik a fejl6ds orszagok gazdasagi novekedésének egy modelljét:

X(t) = oK (t) (2.3)
K'(t) = aX(t) + H(t) (2.4)
N(t) = Noe™, (2.5)

ahol X (t) a teljes évenkénti termelés, K (t) a t6ke mennyisége, H(t) az évenként bearamlo
kiilfoldi segitség, N(t) pedig a lakossag szdma a t iddpillanatban. A (2.3) egyenletben
szereplé o skalar a téke atlagos termelékenysége. A (2.4) egyenletben feltettiik, hogy a
téke teljes novekedése a bels6é megtakaritis és a kiilfoldi segélyek Gsszege. Feltételezziik,
hogy a megtakaritds aranyos a termeléssel, ahol az o aranyossagi tényez6t megtakaritisi
rdtanak nevezziik. A (2.5) egyenlet pedig azt mondja ki, hogy a lakossag a p egyiitthatoval

exponencialisan nd.

Allitsunk fel differencilegyenletet a téke K () mennyiségére! Tegyiik fel, hogy H(t) =

Hoet', ap # u, és a K(0) = Ky kezdeti érték mellett oldjuk meg a differencidlegyenletet!

Hatérozzuk meg az egy fére jutd termelés x(t) = % nagysagat!

Megoldds: A (2.3) és (2.4) alapjan a K (t) kielégiti a
K'(t) = acK(t) + H(t) (2.6)
linearis differencialegyenletet. Ha H(t) = Hpe', akkkor

K(t) = Ce®t 4 ¢t / e~ Hyeldt = Ce® + ¢! / Hyelh—oolt gy

— Ceaat + eozat HO e(u—aa)t — Ceaat + HO elt.
U — o I — o
Ha ¢t = 0, akkor a K(0) = Ko =C + Mflga, igy C'= Ky — uifgo. A megoldas tehat
H H,
K(t) = <K0 S ) et 4 0 et (2.7)
U— oo U — o

Az egy fére juto termelés igy x(t) = % = 7\,{){6(2

K (t)-re vonatkozé Osszefiiggést, akkor egyszert szamolas alapjan

Ha felhasznaljuk a (2.7)-ben szerepld

H,
z(t) = I(Q)e(aff—p)t + ( g > 20 (ao—p)t [1 _ e(u—ao)t} ]

oo — [t



2.2. Explicit egylépéses modszerek

Az esetek tilnyomo részében a kozonséges differencidlegyenletek kezdetiérték-feladatainak
megoldasai csak nagyon specidlis f fiiggvények esetén adhatok meg képletek segitségével.
Az ilyesfajta megoldasi torekvések helyett numerikus megoldast szeretnénk elGallitani, ami
azt jelenti, hogy az értelmezési tartomanynak egyes pontjaiban az ismeretlen megoldés-
fiiggvény értékeit véges szami lépéssel kozelitGleg hatdrozzuk meg. A tovabbiakban kro-
nologiailag haladva a kiilonb6z§ approximalé modszereket igyeksziink bemutatni. Olyan
eljarasokat fogalmazunk meg, amelyben egy rogzitett id6pontban kiszamitott kozelitést
egy korabbi id6pontbeli kozelités felhasznalasaval hatdrozunk meg. Ezeket a modszereket

egylépéses modszereknek nevezziik. A célunk tehat a tovabbiakban az
u'(t) = f(t,u(t), telo,T]

u(0) = wug

feladat egylépéses modszerekkel torténd kozelité megoldasa, ahol 7' > 0 olyan szam, amely
mellett a (2.1)-(2.2) feladatnak létezik egyértelmi, megfelelGen sima megoldasa a [0, 7]

intervallumon.

Explicitnek nevezziik azokat a modszereket, mely soran a t, pontbeli értéket ismerve a
t,+1 pontbeli kozelités kozvetleniil kiszamithato egy egyszeri helyettesitéssel. Kezdetben

ilyen tipusi modszereket ismertetiink.

2.2.1. Taylor-sorba fejtéses modszer

Ez az egyik legrégebben (XVIII. sz. elején) megkonstrualt modszer. Tegyiik fel, hogy az f
fiiggvény analitikus, vagyis léteznek tetszGleges rendii parcialis derivaltjai. Ekkor az u(t)
megoldasfiiggvény is analitikus, igy akiarhanyszor differencialhato. A t* € [0, 7] pontban

rendre a derivaltak a kovetkezgk:
u'(t) = f(t", u(t)),
u”(t) = OLf (", u(t")) + 0o f (¢7, u(t™))u'(£7), (2.8)
u"(t) = O f (5, u(t)) + 2002 f (T, u(t*))u' (t*)+
00 f (1, u(t*))u' () + Do f (£, u(t*))u" (t*).



Tegyiik fel, hogy t > t* olyanok, amelyre ¢t € [0,T] és t* € [0,T]. Mivel az u(t) megoldés-
fliggvény analitikus, ezért Taylor-sora elGallitja a t* pont valamely kérnyezetében. Tehéat

a

T (t) = zn: u®(t7) (t — t*)*

k!
k=0

Taylor-polinom n — oo esetén konvergal az u(t) megoldashoz, ha t megfelelGen kozel van

a t* ponthoz. Ezért a konvergencia-tartomanyon beliil a megoldas elGallithato az

o0 (k) (¢
u(ty =3 gy (2.9)

k!
k=0

Oszefiiggéssel.
A fejezet elején elvarasként fogalmaztuk meg, hogy a megoldast véges szamu lépéssel
kozelitsiik. Hogy ez megvalosuljon, ismertetjiik az un. lokalis Taylor-moédszert. Legyen h

adott szam és generaljunk egy
wp={0=ty<h<2h<---<Nh=T}

an. ekvidisztans (azonos lépéskozi) racshalot a [0, T intervallumon. A racshalod pontjait,

lépéskozeit és finomsagat a kovetkezGképpen jeloljiik:
t,=nh, n=0,1,...,N

hy=tni1 —t,, n=0,1,...,N—1
h = maxh,,

Mostantol tehat ezekben a ¢, pontokban fogunk approximalni, ahol wu(t,) kozelitését y,,-
nel, mig u®(t,) kozelitését y-val jeldljiik, ahol k = 0,1,...,p. Az 30" értekei a (2.8)
osszefiiggések szerint pontosan kiszamithatok a ¢* = 0 behelyettesitéssel. Az u(t;) kozeli-
tését a kovetkezs képlettel tehat konnyedén kiszamithatjuk:

p (k)

yO_h(()’fX

U,(tl) ~ yl = kl

k=0

Azn=1,2,--- , N—1 értékekre y, ismeretében és a (2.8) Gsszefiiggések alapjan kozelitsleg
meghatarozhatjuk yflk) értekeit a k= 0,1, .-, p értékekre. Az u(t, 1) kozelitését tehat az
alabbi képlettel hatarozhatjuk meg:

P y(k)
u(tn—i-l) N Yn+1l = F ng)
k=0

10



A 2.1. tablazatban p = 1,2 értékekre a modszerek a kovetkezSképpen néznek ki, midén

n=20,1,---,N —1, és yo = up adott:

p=1 Yn+1 = Yn + y;hn = Un + hnf(tm yn)

P=2 || Y1 = Yn + hatls + 20" =y + b f (b Yn) + 2 (01 f by Yn) + Oaf by Y) f (Es Un))

2.1. tablazat. Modszerek p = 1, 2-re

Mindkét modszer esetén a p-edfokd Taylor-polinomot hasznéljuk, ami megkoveteli a parci-
alis derivaltak kiszamitasat. iz sajnos mar viszonylag kis p értékekre is nagyon sok munkéat

kovetel meg, igy ez a modszer igencsak koltséges tton jut el a kozelité megoldésig.

2.2.2. Explicit Euler médszer

A kovetkezd modszert Leonhard Euler svijci matematikus dolgozta ki és publikalta az
LInstitutionum caleuli integralis” c. konyvében 1768-ban [2]. A modszer — ahogy azt a
késGbbiekben latni fogjuk — elsérendi kozelitést ad a kezdetiérték-feladat megoldasara.
Tekintsiik a skalaris kezdetiérték-feladatot:

u'(t) = f(tult)) (2.10)
u(to) = Uo, (211)

ahol t € (0,T). Legyen t* € (0,T) rogzitett, w, pedig egy ekvidisztans racshalé. Ekkor
(2.10) és t = t,, egyenlGség miatt

u/(tn) = f(tna u(tn))> (2.12)

ezért ha y, ~ u(t,), akkor a véges differencias approximacio alapjan (2.12) bal oldalara

(1) ~ Lh_y” (2.13)

teljesiil, jobb oldalara
f(tn, ultn)) = f(tn, yn). (2.14)
Igy tehat (2.13)-(2.14) alapjan

w = f(tw,yn),  aholn=0,1,...

11
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11

12

13

14

15

16

Mivel yo adott (yo = ug), ezért
Yntl = Yn + hf(tn7 yn>7 ahol n = 07 17 cee (215)

Mivel y,,+1 kozvetlen kiszamithato y,,-bdl, ezért ezt a modszert explicit Euler modszernek

nevezziik. A lépések (2.15) alapjan a kovetkezok:
Yo = Uo

Y = yo + hf(to, yo) = yo + hf(0,u)
vo =1 +hf(ti, 1) =y +hf(h,p)

MATLAB® program segitségével vizsgaljuk meg egy konkrét példan keresztiil az explicit
BEuler modszer hatékonysagat. A modszerre megirt MATLAB® kodunk:

function [h,t,y]=expliciteuler(a,b,y0 N)

h=(b—a) /N; % lépéskoz
t=linspace (a,b ,N+1); % az intervallum felosztasa
y=zeros (1 ,N+1); % numerikus megoldas vektora

%% Az explicit Euler modszer algoritmusa
y(1)=y0;
for j=1:N
y(G+D)=y () +h«f (e (5), y(j));
end

%% Az f, vagyis az y’'(t)=f(t,y(t)) egyenlet jobb oldala
function diffegy=f(t,y)
diffegy—y-+2*t+3;

2.2.1. Példa. Tekintsik az

u'(t) =wu(t)+2t+3, tel0,1]

feladatot, amelynek pontos megoldasa u(t) = 6e' — 2t — 5. &

12



A 2.1. abran lathato, hogy az egyre finomodé racshélén a modszer is egyre jobban kozeliti

a feladat pontos megoldasat.

Explicit Euler médszer hatekonysaga 4 lepes esetén Explicit Euler modszer hatékonysaga 8 lepés eseten
10

8 — Pontos megoldas i i g Pontos megoldas 7
*  Expiicit Euler S o i #  Explcit Euler >4

6 6
E // E //*
= % = gt
5 i 5 e
4 7 4 i
% g
3 v 3 -4
Z —~# 2 e *
1 1=
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
i t
Explicit Euler modszer hatéekonysaga 16 lepés esetén Explicit Euler modszer hatéekonysaga 32 |épes esetén
10 10
9 a4 9 F
IF /4
P A

8 * 8 - e
——= & / — Pontos megoldas e
'ontos megoldas brod . i
7 #  Esplicit Euler // * 3 xplicit Euler 4

5 e 5 g
/
& */4*
4 r 4 A
3 e 3 *,#x
A e
A+ ¥
2 T 2 +F
* A
1= 4 %
0O ©1 02 03 04 05 06 07 08 05 1 0O 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

2.1. dbra. Az explicit Euler médszer finomodé 1épéskozii ekvidisztans racshalon

2.2.3. Alapfogalmak

Amikor numerikusan kozelité modszerek megkonstrualasarol beszéliink, egyuttal azt is
vizsgalnunk kell, hogy a modszereink kozelité megoldasa mekkora mértékben tér el az
adott differencidlegyenlet pontos megoldasatol. Az ebben az alfejezetben ismertetett defi-
niciok ennek az eltérésnek a tanulményozasaban lesznek segitségiinkre. Tekintsiik tovabbra

is a wy, ekvidisztans racshéalot a [0, 7] intervallumon.

13



2.2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a numerikus mddszer konvergens a t* € wy, pontban,

ha a kdvetkezd dsszefiiggés teljestil ra:
lim |y, — u(t*)| = 0. (2.16)
h—0

Abban az esetben, ha (2.16) teljesil a [0,T] intervallum minden t* pontjdban, akkor a

numerikus mddszert konvergensnek nevezziik az egész intervallumon.
2.2.3. Definicié. A numerikus mdodszer p-ed rendben konvergens, ha

|y — u(t")| = O(R?) (2.17)
teljesiil, ahol p > 1.

Vezessiik be az e, := y, — u(t*) jelolést, ahol u, = u(t*) = u(t,). Az e betd az angol

serror” szobol szarmazik, mely hibat jelent.
2.2.4. Definicié. Az e, = |y, — u(t,)| rdesfiiggvényt globdlis hibafiigguénynek nevezzik.
A (2.16) osszefiiggés alapjan a konvergencia feltétele:

lim e, = 0.
n—o0

Tekintsiik az el6z6 fejezetben ismertetett explicit FKuler modszert:

Yn+1 — Yn
—— = J(tn, Yn)-
; f(tn, yn)

Alkalmazzuk (2.2.4) definiciot, majd rendezziik az egyenletet:

(en—H + un—i—l) - (en + un)
h

= f(tna €n + un)

Az egyenl@ség jobb oldaldhoz adjunk hozza és vonjunk ki f(t,,u,)-t. Ekkor

en+1h_ €n _ | _ un+1h_ U, —+ f(tna Un):| + |:f(tn7 €n + un) — f(tn’ un) .

14



A kovetkezd jelolések bevezetésével
\Ilgll) = _w +f(tn7un)7

az explicit Euler modszer hibaegyenlete felirhato

Cntl 7O q(1) 4 g®
h n n

alakban, ahol \Ilgl)—t lokdlis approrimdcios hibdnak nevezziik. Ez azt mutatja meg nekiink,
hogy a pontos megoldas milyen pontossaggal elégiti ki a numerikus megoldast megha-
tarozo egyenletet. A g2 tag pedig a pontos megoldéas derivaltjdnak hibajat jellemzi az

U, ~ Y, esetén.
2.2.5. Definicié. Ha a numerikus mdodszer lokdlis approximdcidos hibdjdra teljesiil, hogy

lim v =0

ho ’

akkor a modszert konzisztensnek nevezziik. A mddszert p-ed rendben konzisztensnek hivjuk,
ha p > 0-ra igaz, hogy
o) = O(hr),

n

Ezekkel az ismeretekkel felvértezve allapitsuk meg egy kordbban megismert numerikus
modszer, az explicit Euler modszer konzisztenciarendjét. A lokélis approximéciés hiba-

fiiggvény:

W) = T g, ) = ) 20 )

Fejtsiik Taylor-sorba w(t,1)-et t, koriil:

U(tns1) = u(t, + h) = u(t,) + hu'(t,) + O(h?) (2.18)
Tovabba, mivel
f(tn,ulty)) = u'(t,), (2.19)
ezért (2.18)-t és (2.19)-t behelyettesitve kapjuk, hogy

o — (u(tn) + b (t,) + O(h?)) — u(ty,)
n h

Az explicit Euler modszer tehéat (megfelelen sima megoldas esetén) elsérendben konzisz-

+u'(t,) = O(h).

tens.

15



2.2.6. Definici6. Azt mondjuk, hogy a numerikus mddszer konvergens a t* pontban, ha

lim e, (h) = 0.

h—0

Azt mondjuk, hogy p-ed rendben konvergens, amikor e,(h) = O(hP).

Az el6z6 definiciokat felhasznalva fontosnak tartjuk kézolni a 2.2.7. Tételt, amely elégséges

feltételt ad egy modszer konvergenciijara.

2.2.7. Tétel. Ha egy egylépéses mddszer p-ed rendben konzisztens és stabil (folytonosan

fiigg a bemend adatoktdl), akkor a mddszer konvergens.

2.2.8. Megjegyzés. A v tagra vonatkozo, mdsodik vdltozojaban teljestuld Lipschitzes-
séqi feltétel az explicit Fuler mddszer konvergencia bizonyitdsa sordn a stabilitdshoz szik-

séges.

2.2.4. Kétlépcsds masodrendii explicit médszerek

Egynél magasabb rendd numerikus eljards megkonstrudlasa a kezdetiérték-feladatra az
emlitett egylépéses modszerek segitségével nehézségekbe iitkozik. Bar a Taylor-féle mod-
szerrel biztosithatndnk magasabb rend(i konzisztenciat, a kiszamitandé parcialis derival-
tak meghatarozasa meglehetGsen bonyolult és koltséges matematikai eljarast kovetel meg.
A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy ez a komplikdlt szamitasokat igényld feladat egy

frappans otlet segitségével kikiiszobolhetd.

Tekintsiik tovabbra is az explicit Euler médszert:
Yns1 = Yn + hf(tn,yn), aholn=0,1,...

Valamilyen moédon javitani szeretnénk rajta, vagyis célunk az elsGrendd konzisztencia
helyett a masodrendi konzisztencia biztositasa. Az Gtlet az, hogy az eredeti képlettel csak
egy fél, h/2 lépést tegyiink meg, majd a kapott (tn+%7yn+%> pontban kiszamitjuk ajra f
értéket, és ezzel az értékkel tessziik meg az egész lépést (t,,,y,) pontbol a meghatérozott

irdnyban. Ezt szemlélteti a 2.2. abra.

16



[ fpal tnta

2.2. abra. A javitott Fuler modszer alapgondolata

Ervényesek tehat a kiovetkezd osszefiiggések:
1

Ynt1 = Yn + IS (tn+%, yn+%> . (2.21)

Ha (2.20)-t behelyettesitjiik (2.21)-be, az alabbi egyenldséghez jutunk:

1

A lokalis approximéacios hibat vizsgalva valaszt kaphatunk arra a kérdésre, hogy javitott-e
az tjonnan megkonstrualt modszeriink az explicit Euler modszerhez képest. Ehhez tegyiik

fel, hogy f kétszer folytonosan differencialhato a [0,T| intervallumon, vagyis f € C?([0,T]).

n - Un 1
v = _% i (%;a u, + §hf(tm un)) (2.23)

Taylor-sorfejtéssel kapjuk, hogy

h2
U1 = u(ty + h) = u(ty) + h'(t,) + 5u”(tn) + O(h?).

flz+6x,y +0y) = f(x,y) + Ouf (@, y)0x + Do f (z,y)dy + O((0x)?, (0y)*)

sorfejtést alkalmazva
1 1 1
F (3t 5000100 ) = s 0) 015 051 Bt 051 1 0)+ O,

17



Mivel
() = F(t,u(t)) és
u(t) = O f(t, ult)) + Oaf (¢, ult))u'(t),

az el6bbieket (2.23)-be behelyettesitve kapjuk, hogy

B = = [al) + (0] + O + )+
+ g [alf(tmun) + an(tmun)f(tna un)] + O<h2> =

_ [u'(tn) + gu”(tn)} () + gu”(tn) +Oh?) = O(R?).

Vagyis az 4j modszeriink méasodrendii konzisztenciat biztosit. A (2.22)-t ezért javitott
Euler moédszernek nevezziik. Vajon megadhatok egyéb masodrendd modszerek is? Te-
kintsiik tovabbra is a (2.10)-(2.11) kezdetiérték-feladatot. A ¢t = ¢* + h pontban irjuk ki
az u(t) megoldés (2.9) alaku Taylor-soranak els6 par tagjat. Masodrendii konzisztenciat

szeretnénk biztositani, ezért a kovetkezs alakot irjuk fel:

2

u(t* + h) = u(t*) + hu'(t*) + h u"(t*) + O(h%). (2.24)

2!

Felhasznalva a (2.8) derivaltakat és bevezetve az f = f(t*, u(t*)) jelolést (2.24) atirhatod
az

2

u(t" 1) = u(t") £ hf + (D] + [0uf) + O

. (2.25)
= u(t") + 5 f + 5 [f +honf + hfouf] + O’
alakra. Mivel
FE 4+ hu(t) +hf = f+hof +hfdsf +O(h?),
ezért (2.25) felirhato a kovetkezsképpen:
* * h h * * 3
u(t™ 4+ h) = u(t )+§f+§f(t + h,u(t”)) + O(h?). (2.26)

Tovabbi masodrend modszerek kereséséhez altalanositsuk paraméteres alakban a (2.26)

Osszefiiggést:

Wt +R) = u(t) + by hf (8, u(t)) + bohf (£ +coh, u(t*) + amhf (£, u(t?))) + O(BY), (2.27)

18



ahol by, by, co €s as egyeldre tetszbleges paraméterek. Ha felirjuk a ¢ = ¢,, pontban a (2.27)

egyenletet, akkor az aldbbi numerikus modszert kapjuk:

Yni1 = Yn + 010 f (tn, Yn) + bahf (t, + cah, yn + asih f(tn, yn)). (2.28)
Ha Taylor-sorba fejtjiik a (2.26) egyenlet jobb oldalat, akkor az
u(t* + h) = u(t*) + bihf + boh [f + cohOr f + agihfOu f] + O(R?) (2.29)
= u(t*) + (b1 + bo)hf + h? [coboOr f + boagy fOu f] + O(R?)

egyenldséghez jutunk. Osszevetve a (2.25) és (2.29) képleteket, azt latjuk, hogy a (2.28)

altal meghatarozott numerikus modszer pontosan akkor mésodrendd, ha

by +bs =1
a21b2 = ]_/2

Mivel ebben az egyenletrendszerben négy ismeretlenre van hirom egyenletiink, ezért a
megoldas nem egyértelmi. Tetszbleges b # 0 esetén (2.30) megoldésai a kovetkezd alakban

allnak el6:

bgzb
by=1-0 (2.31)
1
02:(121:%.

A 2.2 tablazatban lathatjuk, hogyan is fog kinézni (2.28), ha a b paraméter helyére konkrét
értéket helyettesitiink be.

b=1| ynn1 :yn+hf(tn+%ayn‘l'%f(tmyn))
b=5 | Ynt1 = Un + 5hf(tn,yn) + 5hf(tn + hyyn + B (tn, Un))

2.2. tablazat. Modszerek b =1, 1/2 esetén

Vegyiik észre, hogy b = 1 helyettesitésre a javitott Euler modszert kaptuk vissza. A b = %—
del nyert modszer a kordbban targyaltak miatt szintén egy méasodrendd kozelité modszer.
Felmeriilhet a kérdés: vajon lehetséges-e a b paraméter egy jobb megvélasztasaval nem
csupan mésodrendtd, hanem harmadrendd konzisztenciat is biztositani? A kérdésre a va-

lasz nemleges, amellyel most részletesen nem fogunk foglalkozni.

Vizsgaljuk meg a 2.2.1. Példankon keresztiil, hogy a javitott Euler modszer tényleg jobb
kozelitést biztosit-e. Ehhez a kovetkez6 MATLAB® kodot irtuk meg:
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function [h,t,y]=javeuler(a,b,y0,N)

h=(b-a) /N;
t=linspace (a,b,N+1);
y=zeros (1 ,N+1);

% az

% lépéskoz

intervallum felosztasa

% numerikus megoldas vektora

%% Az javitott Euler modszer algoritmusa

y(J+1)=y () +hsf (£ (j) +0.5%h, y(Jj)+0.5xh«f(t(j),y(i)));

y (1)=y0;

for j=1:N

end

%% Az t, vagyis az y’'(t)=

function diffegy=f(t,y)

diffegy=y+2%t+3;

A 2.3. abra alapjan azt tapasztaljuk, hogy a javitott Euler modszer valoban noveli az

explicit Euler médszer hatékonysagat.

Javitott Euler hatekonysaga 4 leépés esetén

f(t,y(t)) egyenlet jobboldala

Pontos megoldas
8 #  Explicit Euler
Javitott Euler

Javitott Euler hatekonysaga 8 |épés esetén

Pontos megoldas
#*  Explicit Euler
Javitott Euler

’
/*

2.3. adbra. A javitott Euler mddszer finomodo 1épéskozii ekvidisztans racshalon
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Amint azt az elézGekben lathattuk, ha egy [t,,t,.1] nagysagu lépésen beliil egy koztes
pontban kiszamitjuk f értékét, majd a kezdépontbol a kozbiils6 pont altal meghatarozott
meredekséggel tessziik meg az egész 1épést, akkor pontosabb kozelité megoldashoz jutunk.
Ahogy a 2.4. abra szemlélteti, jogosan tehetjiik fel a kérdést: vajon tobb ilyen belsd 1ép-
cs6 felvételével magasabb konzisztenciarendet érhetiink el? A kiévetkezd fejezetben egy

altalanositott modszerrel erre keressiik a valaszt.

— T T
/ Vn+1
/41
{ f } f } g
tn tn+1

2.4. abra. NovelhetS-e tobb lépesével a konzisztenciarend?
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3. fejezet

Runge-Kutta tipusi modszerek

Ahogy mar emlitettiik, az Otlet az, hogy ékeljiink be tovabbi lépcséket t,, és t,1 kozé.
Karl Heun (1859-1929) 1900-ban [3] haromlépcesds, Martin Wilhelm Kutta (1867-1944)
1901-ben [4] pedig négylépcsds explicit modszert adott meg. Carl David Tolmé Runga
(1856-1927) |5] és Kutta az 1900-as évek elején dolgoztak ki altalanos eljarast, melyet ma

hagyoménytiszteleth6l Runge-Kutta médszernek neveziink.

3.1. Az s-1épcsé6s explicit Runge-Kutta modszer

A mar emlitett 1épcscket k;-k bevezetésével az alabbi rekurziv médon hatarozzuk meg:

ki = f(tmyn)
k2 = f(tn + C2h> UYn + ha21k1)
ks = f(tn + csh, yn + h(azikr + azokz)) (3.1)

ks = f(tn + Csh, Yn + h(aslkl + (1,52]{2 4+ ...+ ass_lkrs_l)),

ahol a;;, ¢; valos paraméterek. Az y,, 1 értéket pedig ezen lépcsSk linearis kombinaciojaként
kaphatjuk meg:
Yn+1 = Yn + h(blkl + bgkg + ... bsks), bz € R.
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3.1.1. Példa. Heun altal konstrualt harmadrendd modszer (ERK3):

ki = f(tm yn)

1 1

2 2
ks=ft,+ =h,y, + =hk
3 f( +3 y+3 2)

1 3
Yntl = Yn + thl + ths-

Kutta negyedrendt modszere (ERK4):

ki = f - f(tnayn>

1 1
kz = f (tn + ih, Yn + éhkl)

ka

f <tn + h, yn + hk:g)

1 3
Yntl = Yn + thl + ths-

o

Az a;; paraméterekbdl egy A € R®*® szigort als6 haromszogmatrix, a ¢;, b; értékekbol

pedig ¢, b € R? vektorok irhatok fel:

0 0 0 . 0 C1 bl

a21 0 0 0 (6)) bg

A = as1 Qs 0 . 0 s C = Ccs |, b = bg
Qg1 Ag2 ... Ggs—1 0 Cs bs

Vezessiink be egy 1j felirdsi modot, amely John C. Butcher (1933-) [6] Gj-zélandi mate-

matikustol szarmazik:

Co | Q21

C3 | az1 G32

Cs | Qg1 Ag2 ... Qgs—1

by by ... Dbs_1 s
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3.1.2. Definicidé. Fgy explicit Runge—Kutta tipusi modszer
c| A
bT

alakban felirt paramétereinek tdablazatat Butcher-tablonak nevezzik.

3.1.3. Példa. Megadjuk az eddig megismert négy numerikus modszeriink Butcher-tabloit,
illetve Kutta 6todrend eljarasat, melyet végiil Nystrom (1925) [7] egészitett ki.

Explicit Euler (ERK1)
0|1

1
Masodrendii kétlépcsds modszerek (ERK?2)

0
1/2b

0 0
1/2b 0
(1-b) b

Heun (ERK3)

1/311/3 0 0
2/3| 0 2/3 0

1/4 0 3/4
Kutta (ERK4)
0 0 0 0 0
1/2(1/2 0 0 0
12/ 0 1/2 0 0

10 0 1 0
1/6 1/3 1/3 1/6
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Kutta—Nystrom (ERKS5)

0 0 0 0 0 0 0
1/3| 1/3 0 0 0 0 0
2/5| 4/25 6/25 0 0 0 0
1| 1/4 -3 15/4 0 0 0
2/3| 2/27  10/9 —50/81 8/81 0 0
4/5| 2/25 12/25 2/15 8/75 0 0

23/192 0 125192 0 —27/64 125/192

3.1.1. Rendfeltételek

Amikor a javitott Euler médszeren tul egyéb masodrendii modszereket kerestiink, azt 14at-
tuk, hogy az adott ¢y, as;, by és by paraméterek (2.31) megvéalasztasaval t6bb masodrendii
eljarast tudunk meghatarozni. Ha s = 3 -ra felirjuk a (3.1) rekurziokat, akkor az alabbi —

Butcher-tabléban Osszefoglalt — paraméterekhez jutunk:

0
Co | A21

C3 | az1 G32

by by b

A moédszer harmadrendiiségéhez — a masodrendiiséghez hasonléan — a lokalis approxima-
cios hiba, NS vizsgéalata sziikséges. Ebben az esetben azonban méar sokkal tobbet kellene
szamolnunk, tgyhogy a modszer paramétereihez a sziikséges feltételeket most levezetés
nélkiil kozoljiik:
Cy = Q21, C3 = a3 + A3,
03(63 — CQ) — (13262(2 — 3&2) = O, b3a3202 = 1/6, bQCQ + bgCg = 1/2, (32)
bl + b2 —|— b3 == 1

Ez hat egyenletet jelent nyolc ismeretlenre. Ha jol megvizsgéaljuk, lathatjuk, hogy Heun
modszere (ERK3) megfelel a feltételeknek, vagyis tényleg harmadrendi kozelitést biztosit.
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3.1.4. Tétel. Adott Butcher-tabloju explicit Runge—Kutta tipusi mdodszer pontosan akkor

konzisztens, amikor teljesetilnek a
Ae=¢c, ble=1

feltételek, azaz

s
E A = Cy, ’i:1,2,...,8 és E bkzl
k=1

k=1

A kiilonb6z6 modszerek rendfeltételeinek pontos meghatarozasat tobben is megkisérelték
az elmult évtizedek folyaman. A két legelterjettebb eljaras koziil az egyik un. Butcher-
fakkal |8 dolgozik, melynek szellemi atyja a mar emlitett John Butcher. A mésik megko-
zelitésben pedig Albrecht [9] és [10] cikkei lehetnek a segitségiinkre. Mivel dolgozatunknak
nem kozponti téméja a konzisztenciarend szisztematikus szarmaztatasa, ezért ennek rész-
letezésétdl most eltekintiink.

A 3.1. tablazat foglalja Ossze azokat a rendfeltételeket, amelyek sziikséges és elégséges

feltételei az 6todrendiiségnek. A tablazatban szereplsé C' = diag(c).

Rend (p) Feltétel
1 ble =1
2 bTe=1/2
3 bfe? =1/3, b¥Ac=1/6
4 bTed =1/4, V'CAc=1/8, bTAc®> = 1/12, bT A%c = 1/24

bTet = 1/5, b7 (c7)2Ac = 1/10, bT(AC)? = 1/20, bT'C A = 1/15,
5 b Ac® =1/20, bTCA%c =1/30,b7 AC Ac = 1/40,
BT A% = 1/60, b7 A%c = 1/120

3.1. tablazat. Otodrendi feltételek

Lathatjuk, hogy a rend (p) névelésével a paraméterekre vonatkozo feltételek szama is
igen gyorsan novekszik. A kiilonb6z6 rendekhez tartozo feltételek szamat a 3.2. tablazat

foglalja Gssze nekiink.
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19

20

21

22

Rend (p) 1/2/3/4/5 |6 |78 |9 |10
Feltételek szdma || 1|2 |4 | 8 | 17| 37|85 | 200 | 486 | 1205

3.2. tablazat. Feltételek szama kiilonb6z6 p értékekre

A lenti MATLAB® program megadja a felhasznél6 altal beirt modszer konzisztenciarend-

jét legfeljebb 6todrenddel bezarodlag.

function rend(A,b)
¢ =sum(A,2); % ¢ vektor
C = diag(c); % C matrix, diagonaljaban a ¢ vektor
%% Feltételek
pl = [b"—1];
p2 = [bxc—1/2];
p3 = |bxc."2-1/3, bxAxc—1/6];
pd = [bxc.”3—1/4, bxCxAxc—1/8, bxAxc.”2—-1/12, bxA"2xc—1/24];
pd> = [bxc.”4—1/5, (b.xc’.”2)*xAxc—1/10, bx(Axc)."2—1/20, bxCxAxc
.72—1/15, bxAxc.”3—1/20, bxCxA~2xc—1/30, bxAxCxAxc—1/40, bxA
~2%¢."2—1/60, bxA"3xc—1/120];
%% Vizsgalat
if any(abs(pb)>eps)——0
disp (’Otddrendd modszer )
elseif any(abs(pd)>eps)==
disp ( 'Negyedrendi modszer )
elseif any(abs(p3)>eps)——0
disp ( ’Harmadrenddi modszer )
elseif any(abs(p2)>eps)==0
disp ("Masodrendd modszer )
elseif any(abs(pl)>eps)——
disp ( ’Elsérendd modszer )
end

end
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A 3.1.3. Példaban latott modszerekre alkalmazva a fenti programot az elvart konziszten-

ciarendeket kapjuk vissza (az ERK2 b = 1 esetén).

>> rend([1], [1])

Elsdrendli médszer

>> rend ([0 0;1/2 01,[0 11)

Masodrendd médszer

>> rend ([0 0 0;1/3 0 0;0 2/3 0],[1/4 0 3/4]1)

Harmadrendld mdédszer

>> rend([0 O 0 0;1/2 0 0 0;0 1/2 0 0;0 0 1 0],[1/6 1/3 1/3 1/6]1)
Negyedrendi médszer

>> rend([0 0 0 0 0 0;1/30 00 0 0;4/256 6/25 0 0 0 0;

1/4 -3 15/4 0 0 0;2/27 10/9 -50/81 8/81 0 0;

2/25 12/25 2/15 8/75 0 0],[23/192 0 125/192 0 -27/64 125/192])

0todrendd médszer

3.2. ERK modszerek alkalmaziasa rendszerekre

Elérkezett az id6, hogy az eddigi elméleti tapasztalatainkat most gyakorlati formaba 6nt-
siik, és kiilénb6z6 példakon keresztiil megmutassuk a megismert modszerek hatékonysagét.
A 3.2.1. Példa egy olyan kétkomponensii differencidlegyenlet-rendszert tartalmaz, mely-
nek a megoldésat pontosan ismerjiik. Ennek a pontos megoldasnak a segitségével tudjuk

majd becsiilni az alkalmazott modszer konvergenciarendjét.

3.2.1. Példa. (Keveredési probléma) Tekintsiink egy kétkomponensii oldodasi/higitasi
folyamatot egy festék esetében. A tiszta anyag bearamlik adott sebességgel az els§ tar-
talyba, majd az oldat ugyanakkora sebességgel aramlik tovabb a masodik tartalyba (a
tavozo festék mértéke aranyos a koncentracioval). A folyadék térfogata mindkét tartaly-

P

rendszer az alabbi:

Ki(t) =~ K1),
Ky(t) = 2 (Rolt) — Ka(0).

2
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Legyenek
K,(0)=0,3, K50)=0

L=2 V=10, V,=25,
ahol V] és V; az egyes tartalyok térfogata, L pedig az ardnyossagi tényezs. &
A feladat megoldasahoz terjessziik ki a mar ismert javitott Euler (ERK2) modszert rend-
szer esetre. A modszer MATLAB®-ban megirt kodja:

function |h,t,y|=ERK2 sys(a,b,y0,N)

h=(b—a) /N; % lépéskoz

t=linspace (a,b,N+1); % az intervallum felosztéasa
s=length (y0); % a rendszer mérete

y=zeros (s ,N+1); % numerikus megoldas vektora

%% Az javitott Euler modszer algoritmusa rendszerre
y(:,1)=y0;
for j=1:N
y (s )=y (2, )+ f (6 ()) +0.5xh, y (¢, j) +0.5xhxf (8 ()),y(:,
i)))s

end

function diffegy=f(t,y)
L=2; V1=10; V2=5;

diffegy=zeros(2,1);
diffegy (1)—L/Vixy(1);
diffegy (2)=L/V2x(y(2)-y(1));
A 3.2.1. Példa pontos megoldésa
Ki(t) =0,3-e %2
Ky(t) = 0,6 - (e7 0% — 704,

A 3.1. abran lathato, hogy a numerikus modszeriink igen jo kozelitését adja a feladat

pontos megoldasanak.
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3.1. abra. Az ERK2 moddszer alkalmazasa a festékkeveredési feladatra

3.2.1. Konvergenciarend becslése a pontos megoldasbdl

Tételezziik fel, hogy ismerjiik a feladatunk pontos megoldasat. Legyen ekkor e, az wy,

racshalon szamitott hiba. Jelolje tehat

e(h) = lly(h) =gl (3:3)

ahol y(h) a numerikus megoldovektor az wy, racson, §(h) pedig a pontos megoldas kiérté-

kelése ugyanazon az wj, racson. Vezessiik be a hiba diszkrét g-norméjat az alabbi médon:

N 1/q
lell, = (hZ !eﬂ) :
i=1

Mivel h'/¢ — 1, ha ¢ — 00, ezért a maximum-norma szamitasa

max_|e;|.

el = max

Ha a modszeriink p-ed rendii pontossagot biztosit, akkor azt varhatjuk, hogy
e(h) = Ch? + O(hP*1).

Ha h kellGen kicsi, akkor
e(h) ~ ChP.

A 1épéskoz felezésével

e(h)2) ~ C(h/2)?
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Osszefiiggést kapjuk. Definidljuk az

hibahanyadost, igy

?”h%2p,

vagyis
p = logy(rp).

Altalanosan, ha hy és hy kiilonboz6 racstavolsagok, akkor azok alapjan p értékét az alabbi

modon becsiilhetjiik meg:
_ log(e(h1)/e(hs))

log(h1/hs)

Tekintsiik a 3.2.1. Példat. Mivel ismerjiik a feladat pontos megoldasat, ezért 1j ismerete-
inkkel felvértezve arra a kérdésre is valaszt tudunk adni, hogy mennyire ,,j6” a kozelités,
amelyet az ERK2 biztositott. Az alabbi MATLAB® kod kiszamolja a hiba maximum-
normajat:
%% Maximum norma
clear all
N=50;
for i=1:6
[h,t,y]=ERK2 sys(0,10,[0.3 0] ,N«2~(i—1));
pontosl =0.3xexp(—0.2xt);
pontos2=0.6x(exp(—0.2xt)—exp(—0.4%t));
normal (i)=norm(pontosl—y (1,:), inf");
norma2 (i)=norm(pontos2—y(2,:), inf’);
end
for i=1:length (normal)—1
ratel max(i)=log2 (normal(i)/normal(i+1));
rate2 max(1)=log2 (norma2(i)/norma2(i+1));
end
ratel max
rate2 max

rate max=min (ratel max(end), rate2 max(end))
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Futtatva a kodot a kovetkez6 eredményt kapjuk:

ratel_max =

2.0218 2.0109 2.0054 2.0027 2.0014
rate2_max =

2.0491 2.0243 2.0121 2.0061 2.0030
rate_max =

2.0014

Az elsé sor az els6 komponensre vonatkozo egymas utani hibahanyadosokbol becsiilt kon-
vergenciarend. A masodik sor hasonloan az el6z6hoz, viszont a masodik komponensre

értendd, az utolso sor pedig a rendszerre vonatkozo6 érték.

Az anal6g médon megirt 1-es és 2-es normakkal kiegészitve az alabbi eredményt kapjuk:

ratel_1 =

2.0281 2.0141 2.0070 2.0035 2.0018
rate2_1 =

2.0545 2.0271 2.0135 2.0068 2.0034
rate_1 =

2.0018
ratel_2 =

2.0246 2.0122 2.0061 2.0031 2.0015
rate2_2 =

2.0518 2.0256 2.0128 2.0064 2.0032
rate_2 =

2.0015

Az eredményekbdl egyértelmien latszik, hogy az alkalmazott moédszeriink masodrendi

konvergenciat biztosit.

3.2.2. Példa. (SIR modell) Vegyiik a jarvanyterjedés legalapvet&bb, tin. SIR modelljét:

S'(t) = —aS(t)I(t),
I'(t) = aS(T) — I1(t) — BI(t),
R(t) = BI(1),
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ahol S a fert6zhetdk, I a fertézottek, R pedig a gyogyultak szamat mutatja az id6 fiigg-
vényében. Az o > 0 paraméter a fert6zési hanyados, mig a § > 0 paraméter a fertézék
eltavolitasanak rataja. Tekintsiik 1968 decemberének végén New York varosat, melyet elért
a hongkongi influenza pandémia. Tételezziik fel, hogy New York-ban kezdetben 7,9 millio
ember volt egészséges, mindossze 10 ember volt fertézott. A gyogyultak szama eleinte 0.
A mért adatok alapjan o =1/2 és = 1/3. &

A megoldashoz most a negyedrendii ERK4 moédszert fogjuk hasznalni, melynek kodja az
ERK2 modszerétdl az alabbi sorokban tér el:

%% A RK4 modszer algoritmusa

y(:,1)=y0; % kezdeti érték megadésa

for j=1:N
k1=f(t(j),y(:,0));
k2=f(t(j)+0.5%xh,y(:,j)+0.5%hxkl);
k3=f(t(j)+0.5%h,y(:,j)+0.5%xhxk2);
kd=f (t (j)+h,y (:,j)+hxk3);
v (i, i D)=y (:,3)th*(1/6%k1+1/3%k2+1/3%k3+1/6%k4) ;
end

A feladat megoldéasat szemléltetd 3.2. dbrarol azt olvashatjuk le, hogy kb. a 100-adik nap

utan tint el teljesen az influenza az emberek korébdl.

" 108 A SIR modell ERK4 esetén
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3.2. 4bra. Az ERK4 modszer alkalmazasa a SIR modellre
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A 3.2.2 Példaban nem ismerjiik a feladat pontos megoldasat, igy nem tudjuk alkalmazni
az alfejezetben ismertetett modszert a konvergenciarend becslésére. Mas eljarassal szami-

tasainkat azonban el fogjuk tudni végezni.

3.2.2. Konvergenciarend becslése finommegoldasbdl

Tegyiik fel, hogy nem ismerjiik a pontos megoldéast, viszont megtehetjiik azt, hogy a
modszert egy nagyon finom felosztast wy, racshalon futtassuk. Az wy legyen olyan, hogy
minden pontjat tartalmazza az wy, racshalo. Az Gsszehasonlitashoz az wy, racson kiszami-

tott y(h) megoldast kell lesziikiteni az w;, durva racsra. Az igy lesztikitett y(h) megoldast

hasonlitjuk 6ssze y(h)-val. Ekkor a (3.3) hibavektorra kozvetlen szamoléassal az

e(h) < [ly(h) = g(W)|l + [[9(h) = y(R)|]

becslés adodik. Ha h joval kisebb, mint h, akkor a fenti becslésben a mésodik tag elhagyha-
t6. Ez a becslés azt jelenti, hogy a 3.2.1. fejezetben ismertetett technikat alkalmazhatjuk.

A 3.2.2. Példaban elgszor alkalmazzuk az ERK4 numerikus modszert kellSen nagy, 216
lépésszam mellett, majd a kozelits eredményt fogadjuk el pontos megoldasnak (finom-
megoldas). A konvergenciarend meghatarozasahoz pedig szamoljuk ki a finommegoldas és
a nagyobb lépéskozii kozelitések kozti eltérést. Az ellendrzé MATLAB® kéd 1-es normé-

ban a kovetkez6:

%% Egyes norma
[h,t,y]=ERK4sys SIR(0,200,[7900000 10 0],2°16);
finommo=y ;

size (finommo) ;

N=2"6;

for 1=1:5
[h,t,y]=ERKd4sys_SIR(0,200,[7900000 10 0] ,N+2"(i—1));
pontosl=finommo(1,1:2°(11—-1):2°16+1);
pontos2=finommo(2,1:2"°(11—-1):2°16+1);
pontos3—finommo(3,1:2°(11—1):2°16+1);
lepeskoz (i)=h;
normal (i)=lepeskoz (i)*sum(abs(pontosl—y(1,:)));
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norma2 (i)=lepeskoz (i)x*sum(abs(pontos2—y(2,:)));
norma3(i)=lepeskoz (i)xsum(abs(pontos3—y(3,:)));
end
for i=1:length (norma3)—1
ratel 1(i)=log2(normal(i)/normal(i+1));
rate2 1(i)=log2 (norma2(i)/norma2(i+1));
rate3_1(i)=log2(norma3(i)/norma3(i+1));
end
ratel 1
rate2 1
rated 1
rate 1=min ([ratel 1(end); rate2 1(end); rate3 1(end)])

Az el6z6 példahoz hasonléan értelmezhetjiik az egyes komponensekre vonatkoz6 eredmé-

nyeket.

ratel_1 =

3.7155 3.8550 3.9269 3.9633
rate2_1 =

3.7068 3.8542 3.9261 3.9631
rate3_1 =

3.7168 3.8556 3.9272 3.9635
rate_1 =

3.9631

Az anal6g moédon megirt 2-es és maximum-normaval kiegészitve az eredmény az alabbi:

ratel_2 =

3.7052 3.8514 3.9254 3.9626
rate2_2 =

3.7056 3.8516 3.92565 3.9627
rate3d_2 =

3.7068 3.8521 3.9257 3.9628
rate_2 =

3.9628
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ratel_max =

3.7012 3.8500 3.9248 3.9624
rate2_max =

3.7058 3.8516 3.9256 3.9621
rate3_max =

3.7067 3.8522 3.9256 3.9627
rate_max =

3.9621

A finommegoldassal torténd eljaras sikeres stratégianak bizonyult, az eredményrdl pedig
egyértelmien leolvashato, hogy az ERK4 modszer biztositja a vart negyedrendd konver-

genciat.

3.2.3. Megjegyzés. A 3.2.1. és 3.2.2. alfejezetek becslésre vonatkozo részei a LeVeque
konyv [11] gondolatait veszik alapul.

3.3. Implicit Runge-Kutta moédszerek

Egy Runge-Kutta tipusi modszer Butcher-tablojat egy A € R**® matrix és ¢c,b € R®
vektorok elemeivel definidltuk. Ha figyelmesen megnézziik az eddig ismertetett, explicit
modszerek Butcher-tabloit, azt a megallapitast tehetjiik, hogy A szigord alsé haromszog
matrix. Az olyan moédszereket, melyekre A nem szigort alsé héromszogmatrix, implicit

Runge-Kutta (IRK) tipusi mddszereknek nevezziik.

Az IRK modszerek esetén k; értékének kiszamolasa egy s ismeretlenes (altalaban nemline-
aris) egyenletrendszer megoldasat igényli. Ez az eljaras alkalmazéaséat bonyolultabba teszi,
azonban ugyanazon lépésszam mellett az ERK modszerekhez képest magasabb konzisz-

tencia és jobb stabilitasi tulajdonsagok biztosithatok. Az IRK modszer Butcher-tabloja a

kovetkezé:
C1 a1 a2 ... Q4is—1 03s
Co | G21 Q22 ... Q2s—1 Q35
C3|az Az ... 0a3s—1 0A3s
Cs | As1 Qg2 ... (As—1 s
bi by ... b1 b
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Az s-1épcesés implicit IRK modszer felirdsa pedig:

kl = f(tn + Clh7yn + h<a11k1 + a12k2 + ..+ alsks))
ko = f(t, + cah, yp + h(agiky + agoka + ... 4 agsks))

ks = f(tn + csh,yn + h(asikr + asoks + ... + assks)),

ahol a;;, ¢; valés paraméterek. Az y,, 41 értéket pedig ezen lépcsSk linearis kombinacojaként
kaphatjuk meg:

Yn+1 = Yn + h(bll{fl + kaQ + ... bsks), bz € R.
3.3.1. Példa. (Implicit Euler) Legyen a modszer Butcher-tabloja

1)1
1

alaki. Ez tehat egy egylépcsGs implicit Runge-Kutta tipusi moédszer, amely részletesen
kifrva
ki = f(tn+ h,yn + k1)
Yn+1l = Yn + h/kl

Az els6 lépésben megoldjuk k; ismeretlenre az elsé egyenletet valamilyen iteraciés mod-
szer alkalmazaséval, majd a megoldast behelyettesitjiik a mésodik képletbe. A modszer

els6rendii konzisztenciat biztosit. &

3.3.2. Példa. (Trapéz-modszer) A modszer Butcher tabloja

alaki. Ez egy kétlépcsGs implicit Runge-Kutta modszer, amely a kévetkezo6t jelenti:

ki = f(tnayn)

1 1

1 1
Ynt+1 = Yn + §hk1 + §hk2-

A fenti modszer masodrendd. &
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Az alapvets kiilonbség az explicit és az implicit modszerek kozott, hogy mig explicit eset-
ben y, ismeretében kozvetleniil ki tudjuk szdmolni y,, ., értékét, addig az implicit esetben
minden idépillanatban egy nemlinearis egyenletet, vagy — rendszer esetén — egyenlet-
rendszert kell megoldanunk. Ezek hatékony megoldasara valamilyen iteracidés modszert,

tobbnyire a specifikusan modositott Newton-modszert szoktuk hasznalni.

3.3.1. Merev feladatok

Az eddigi feladatok megoldésaiban nem volt tranziens szakasz, azaz olyan részidé-interval-
lum, amely eltér6 skalaju lépéskozt igényelt volna. Ugyanakkor gyakran ad6dnak olyan
problémak, amelyek tobbrétegii skdlazast (multiscale) kovetelnek. Példaul a megoldasfiige-
vény egy szakasza idében sokkalta gyorsabban zajlik le, mint a masik. Explicit modszerek
esetén, stabilitasi tulajdonsagokat figyelembe véve ez viszont nagymértéki korlatozast
jelent a h lépéskdzre nézve. Ekkor h olyan kicsi is lehet, hogy akar a gépi nulla ala is
keriilhetiink. Ez az adott numerikus modszert alkalmazhatatlanné teszi. Az ilyen tipusu
feladatokat nevezziik merev feladatoknak. Precizebb definici6ért és a fogalom 60 éves torté-
nelmi fejlédéséért lasd [16]. Merev differencialegyenlet-rendszerekre az implicit modszerek
jobb stabilitasi tulajdonsagai miatt nagyobb h lépéskozt engedhetiink meg. Ugyanakkor
valos feladatok esetén az ekvidisztans racs nem kellGen hatékony. Tekintsiink egy ismert

merev problémat.

3.3.3. Példa. [15] Balthazar van der Pol (1889-1959) 1927-ben egy vakuumcsévet tar-
talmazo egyszert aramkor vizsgalata kozben idénként zajokat figyelt meg. Az aramkort
modellez§ egyenlet valoban 6ngerjesztett rezgéseket mutatott bizonyos p paramétertarto-
méanyokban (ami meglepd volt, hiszen explicit idéfiiggést nem tartalmaz az egyenlet). A

feladatot leir6 rendszer:

2(t)
(1 — g () ua(t) — ug (1)

ur(t)
us(t)

|
S

Legyen p = 100 és u(0) = [2 0]7, az egyenletet pedig tekintsiik a 7' = [0, 300] idéinterval-
lumban. O

Implicit modszerek esetén tudjuk, hogy minden lépésben egy nemlinearis egyenletrend-

szert, kell megoldanunk. Gyakorlatban ezt a Newton-modszer egy variansaval valositjuk
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meg. A [18] alapjan, ennek szemléltetésére tekintsiik a Trapéz-modszert. Irjuk 4t a kovet-

kez§ alakra:

1
g(yn—H) = Yn+1 — Yn — §h<f(tm yn) + f(tn+17 yn—i-l)) = 0.

Ekkor g Jacobi métrixa a

dg ~
= =1—hJ
ayn—&—l

J

)
(tn+1 ayn+1)

ahol J a differencialegyenlet jobb oldaldhoz tartozoé alkalmas Jacobi-matrix.

A fenti eljaras alapjan megirt Trapéz-médszer MATLAB® kédja, amellyel a 3.3.3. Példat

szeretnénk megoldani az alabbi:

function [t,y,it]=trapezsys(a,b,y0,N,TOL, maxit)
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20

21

22

%% Elékésziiletek
h=(b—a) /N;
t=linspace (a,b,N+1);
m=length (y0) ;
y=zeros (m,N+1);

y(:,1)=y0;
%% Trapéz modszer
for j=1:N
yo=y (:,]);
yj=yo; % Kezd6é Newton
it =0; % Newton lépésszamlalo
flag—1; % Biztonsagi flag (1 oké, 0 nem oké)
while flag

YC=YJ;

[f,J]|=diffegy (t(j+1),yc);
[fl]=diffegy2 (t(j),vo);

Jacobi=eye (m)—hxJ;

g=yc—yo—hxf;

dy=Jacobi\g; % dy-v {j 1}-v j

yj = yc — dy;
it=it +1;
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if norm(dy) < TOL % norm(yj) || it = maxit

flag =0;
end
end
y (5 i+l)=yi;
end
function [f,J|=diffegy (t,y)

%% Kimené paraméter

% az egyenlet jobboldala
% J az f Jacobi matrixa
mu—100;

f = [y(2); mux(1—y(1)"2)*xy(2)—y(1)];
if nargout > 1
J = zeros(2,2);

J(1,1) = 0; J(1,2) = 1;

J(2,1) = —1-mux2xy (1) *y(2); J(2,2) = mux(1—y(1)"2);
end

function [fl]=diffegy2(t,y)

mu—100;

f1 = [y(2); mux(1—y (1) "2)*y(2)=y(1)];

A 3.3. abran lathatjuk, hogy az implicit Runge-Kutta tipust Trapéz-modszer alkalmazé-

saval a merev van der Pol egyenlet megoldésat is pontosan meg tudtuk kozeliteni.

Trapéz-modszer

N N

ARV,

N

0 50 100 150 200
Eltelt idd (1)

250 300

3.3. abra. A Trapéz-moédszer megoldasa a van der Pol egyenletre
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A merev feladatok sajatossaga, hogy az eddigiekhez képest az elvart konvergenciarend
nem minden esetben teljesiil, in. rendcsikkenés kovetkezik be. Ennek részletezésével nem
foglalkozunk, viszont megjegyezziik, hogy specidlis Runge-Kutta modszerekkel a probléma
kezelhetd [17].

3.4. Valtozob l1épéskoz

Merev feladatok megoldasanél amellett, hogy az explicit médszerek rosszul miikédnek,
rogzitett h lépéstavolsagok esetén az implicit eljardsok sem mindig hatékonyak. A prob-
léma feloldasa a h lépéskdz adaptiv megvilasztasidban keresendd, amely soran a modszer

érzékelni tudja a merev feladatokra jellemz§ ,kilengéseket”.

A valtozé 1épéskozdk megvalasztasanak egy modja, hogy két kiilonb6z6 rendii numerikus
modszer megoldasait hasonlitjuk ossze. A két modszert célszert Ggy megvélasztani, hogy
rendjeik p és p+ 1 legyenek. Ezen modszerek megoldasait jelolje y?(h) és yP™1(h). Ekkor a
lokélis hibat a két modszer kiilonbségébsl becsiiljitk. Bévitsiik ki az adott (p+ 1)-ed rend
Runge-Kutta tipusi modszer Butcher-tablojat egy néala kisebb, p-ed rendet biztosito, b;

értékeket tartalmazo vektorral. A Butcher-tablé a kovetkezdképpen néz ki:

c| A

bT

BT
A b jelsli a p-ed rendd modszer, b pedig a (p + 1)-ed rendd modszer silyait tartalmazo
vektort. Ekkor azt mondjuk, hogy az alacsonyabb rendi moédszer bedgyazott mdodszere a

magasabb rendd Runge-Kutta tipust modszernek. Az ilyen modszerparok esetén a hibat

(3.3) alapjan
e(hn) =

n i(bi — by)k;
=1

modon tudjuk becsiilni, ahol b; és b; a b és a b vektorok megfelel6 komponensei.

Az adott TOL pontossag eléréséhez az

19(hn) = y(ha)|| < TOL (3-5)
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egyenlStlenséget kell ellendrizniink. Ha (3.5) teljesiil, akkor y(h,) értékét elfogadjuk az uj
kozelitésnek, ha (3.5) nem teljesiil, akkor egy mésik, az eddiginél kisebb h,, .1 lépéshosszt
kell valasztani, amelyre e(h,) ~ ChET] < TOL. Mivel e(h,) ~ ChP*!, ezért

ChPtl _ ToL
Chﬁ“ N e(hn)7

ahonnan a

Osszefiiggést kapjuk.
A magasabb rendii b modszerrel lépiink tovabb, amit a szakirodalomban [12] XEPS (error-
per-step, local extrapolation) modszernek neveznek.

3.4.1. Példa. Tekintsiik a kovetkezé merev differencidlegyenlet-rendszert:

uf (1) = 14+ ud(t)ug(t) — duy (1)
uy(t) = 3uy(t) — ui(t)uy(t).
Ez egy bizonyos autokatalikus reakcié elméleti modellje, melyet réviden Brusselator mo-

dellnek hivunk. A fenti rendszerben szereplé konstansok alkalmas megvalasztasai az alta-

lanos modellben 1év6 paraméterekre nézve. &

A 3.4.1. Példa megoldasahoz irjuk fel a bedgyazott modszerrel kiegésziil§ Butcher-tablot,
ahol b egy harmadrendt, b pedig egy negyedrendd ERK modszert jelol.

0| 0 0 0 0 0
1/3/1/3 0 0 0 0
2/3|-1/3 1 0 0 0
1| 1 -1 1 0 0
1| 1/8 3/8 3/38 1/8 0

1/12 1/2 1/4 0 1/6
1/8 3/8 3/8 1/8 0
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Jelenitsiik meg MATLAB® segitségével a megoldast:

Numerikus megoldas Lepéskoz valtozasa
5 0.18
Elsa komponens
4.5 Masodik komponens 016
4 0.14
3.5
i 0.12
£ %
-8 N
r % 01
== :
‘@ 0.08
-
Ep
=
0.06
1.5
1 0.04
0.5 0.02
o 0
o 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25
Eltelt id6 Eltelt idd

3.4. dbra. A Brusselator modell megoldasa valtozo 1épéskozi racshalon

A 3.4. dbran lathatjuk, hogy a valtozo lépéskozzel kiegészitett explicit Runge-Kutta
modszer miikddik merev differencidlegyenletek megoldasara. Megjegyezziik, hogy impli-
cit Runge-Kutta modszerrel jobb kozelitést tudnank biztositani, azonban ahhoz tovabbra
is nemlinearis egyenleteket kellene 1épésenként megoldani, ami viszonylag koltséges tton

vezetne el a megoldasig.
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4. fejezet

Osszefoglalas

Els6dleges célunk a dolgozattal az volt, hogy bevezessiik az olvasoét a differencidlegyen-
letek megoldésait kozelité numerikus eljarasok ismereteibe. A 2. fejezetben egy atfogd
képet probaltunk nytjtani a probléma jellegérél, majd ismertettiink a megoldashoz alkal-
mas eljarasi strukturakat. Az explicit Euler médszer bevezetését kovet&en, lépések kozti
lépcsck felvételével bevezettiik a Runge-Kutta modszercsaladot, mely alapos vizsgalata-
val magasabb rend moddszereket voltunk képesek gyartani. Célunk volt tovabba, hogy
az elméleti hattér mogott gyakorlati alkalmazasokba is betekintést nyujtsunk, ezért kii-
16nféle MATLAB® kodok megirdsaval sokatmondo abrakat is beékeltiink a sorok kozé.
Torekedtiink ravilagitani a differencidlegyenletek sokszintiségébsl adodd nehézségekre is,
melyekhez javitasi modszereket vezettiink le. Igy jutottunk el a 3. fejezetben latott rendfel-
tételkhez, becslésekhez, finommegoldasokhoz és tovabbi njdonsagokhoz. A dolgozat végén

pedig merev differencidlegyenletet tartalmazo feladat megoldasaval is foglalkoztunk.

A numerikus modellezés vilagaban nem létezik olyan, hogy valami tokéletesen pontos
lenne, igy a matematikdnak ez az dga szdmtalan 1j ismeretet rejt még magaban, és meg-
annyi megoldatlan problémara lesz képes valaszt adni. Csupan kitartéonak és tiirelmesnek

kell lenniink.

LA matematika bizonyos tekintetben mindig is az dsszekitd kapocs szerepét jdtszotta a
kiilonbézd tudomanyok, valamint a tudomdny és a mivészet kiziott. Meggydzddésem,

hogy e tekintetben a matematikdra a jovében még fokozottabb szerep hdrul.”

Rényi Alfréd
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