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Tovabbé, koszonom édesanydmnak aki megtanitotta nekem, hogy barmilyen ki-
latastalan is legyen a helyzet soha ne adjam fel és barmilyen problémam is akadt
hozzé batran fordulhattam segitségért barmikor. A tobbi csalddtagomnak is koszo-
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Bevezetés

Szakdolgozatom témajanak a korosztési polinomokat valasztottam. Ez egy rop-
pant érdekes fiiggvény csalad, szdmos érdekes tulajdonsaga ismert a matematika
csodalatos, szerte-agazo vilagaban. Néhany példa a korosztési polinomok felhasz-

nalhatosaganak lehet&ségeirsl, melyekrol szo lesz a dolgozatban.

A szamelméletben a Dirichlet-tétel egy specialis esetének, a Zsigmondy-tételnek
valamint a Vélgytételnek bizonyitdsa a korosztasi polinomok segitségével is végre-
hajthat6. Az absztrakt algebraban, a Galois-elméletben is gyakran hasznaljuk
6ket. Dolgozatomban a sokszdgek szerkeszthet&sége kapcsan szerepelnek, és felbuk-
kannak a véges ferdetestek kommutativitasat kimond6 Wedderburn-tétel bizonyita-

saban is.

Az érdekl&désemet a téma irant tehat a téma sokszintisége keltette fel. Ebbdl a sok-
fele alkalmazasbol nyujtok egy kis izelit6t az olvasonak az alapoktol kezdve egészen

a kissé bonyolultabb bizonyitasokig.

Az anyag feldolgozasban az irodalomjegyzékben feltiintetett forrasokat hasznaltam.



1. Alapfogalmak: egységgyok, primitiv egységgyok,
korosztasi polinom

Ebben a fejezetben néhény egyszerii definicioval alapozom meg a folyamatot, amik
alapvetd fontossaguak a koérosztéasi polinomok elGallitdsahoz, az ezekkel valo szédmo-

lasokhoz és a bizonyitdsokban vald alkalmazashoz.

1.1. Egységgyok

1.1.0.1. Definici6. (Egységgydk) Azt mondjuk, hogy az ¢ € C-beli szam n-edik
eqyséqqyok, ha € = 1. Az e komplex szdm egységgyok, ha In € NT, melyre e n-edik

eqyséqqyok.

1.1.0.2. Tétel. Az n-edik eqyséqqyokik a kovetkezd alakban irhatoak fel:

2k 2k
e = cos 0 4 jsin 20 (k=0,1,..n—1)
n n

Ezt a jeldlést haszndlva g = 1 és g, = € a Moivre-képlet alapjdn.

1.2. Primitiv egységgyok

1.2.0.1. Definici6é. (Primitiv egységgyok) Az ¢ komplex szam primitiv n-edik
eqységqyok, ha n a legkisebb olyan természetes szam, melyre € n-edik eqyséqqydk,

vagyis az 6sszes olyan komplex szam, melynek a rendje n.

2k 2k
1.2.0.2. Tétel. Az e, = cos il +1sin il eqyséqqyok akkor és csak akkor primaitiv
n n

n-edik eqyséqgqyok, ha k és n relativ primek.

1.3. Korosztasi polinom definici6ja és rekurziv kiszamitasa

1.3.1. Definici6. (Kérosztdsi polinom) Az n-edik korosztasi polinom alatt azt a
normdlt polinomot értyik, melynek csak a primitiv n-edik eqységqyiokék a gyokei €s
mandegyik egyszeres, mds széval a primitiv n-edik eqységqyokék minimdlpolinomja.

Ezt a polinomot ®,,-nel jeldlyik:

A O, () fokdt kénnyen meg tudjuk hatdrozni. Mindegyik gydktényezd kilonbozd és
mindegyik komplex szdm egyszeres gyoke, tehdt a polinom gyoktényezdinek a szdma
megegyezik az n-edik primitiv eqységqyokok szimdval. FEzért deg(®,(x)) = ¢(n),
ahol p alatt az Euler-féle o fligguényt értyik.
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A korosztasi polinomok csak néhany n esetére szamolhaté ki konnyen a fenti
képlet felhasznalasaval. Csak egy darab primitiv elsG egységgyok van (1) és masodik
primitiv egységgyokbol is szintén csak egy darab van (—1). Azn =1ésn = 2
esetben kifejezetten kénnyen megkaphatjuk a korosztasi polinomokat, de az n = 4
eset sem okozhat problémat, ugyanis a negyedik primitiv egységgyokokbdl két darab

van (i, —i). Irjuk is fel ezeket a polinomokat:

Oy(zr)=2—-1 Py(z) =2+ 1 Oy(z) = (v —i)(w+i)=2"+1

A nyolcadik primitiv egységgyokoket is meg tudjuk hatarozni egy kis elszant-
saggal (j:\/T§ + \/7§Z> Konnyen észrevehetd, hogy a harmadik és hatodik primitiv
egységgyokoket is érdemes lehet kiszamolni, hiszen a 7/6 és m/3 szogfliggvényérte-
kei is szépen felirhatok. Igy a harmadik primitiv egységgyokoket (—% + ‘/7§Z> és a
szintén két darab hatodik primitiv egységgyokoket beirva a képletbe kapunk meg

tovabbi harom korosztési polinomot:

Qg(x):<x—7—72>(m—7+71><x+———z><x+7+—z>

2 2 2
=zt +1
1 1
O3(x) = <x+§—\/7§z> (x—ké—i—\/?gz) =r’+az+1
1 1
Og(x) = (m—ﬁ—?z) (x—i—ir?i) =2’ —z+1

A polinomok gyokeit nézve és a kissé bonyolult kiszamitast figyelembe véve azt var-
nank, hogy a polinom is hasonld alaki lesz, de a zardjeleket kibontva latjuk, hogy
a kapott polinomok ,szép”-ek, mert egyiitthatoi egész szamok. Az 6todik korosz-
tasi polinomnal viszont mar nagyobb problémaba iitkoziink. Ennek a polinomnak
az elGallitasdhoz a cos 72° és sin 72° szogfiiggvényértékek segitségével tudnank csak
felirni ezt a polinomot. Ezek pontos értéke kiszamolhaté, am bonyolultabb ered-
ményt ad mint az eddigiek, az n = 7 esetben tovabb romlik a helyzetiink. Ez
nem sok reménnyel kecsegtet, hogy bonyolultabb értékekre és kiszamolhassuk ®,,(z)
egyiitthatoit. Szerencsére a helyzetiink sokkal jobb, hiszen az el6bb lattuk, hogy a
kiszamolt korosztasi polinomok egyiitthatoi egészek. Késsbb be fogjuk latni, hogy
ez barmilyen n € N szamra igaz. Kezdetként vegyilink egy rekurziv kiszamitasi

modszert:



1.3.2. Allitas. A korosztdsi polinomokat megkaphatjuk ezzel a rekurziv képlettel is:

" —1
2 = e
o

Ezért a kérosztdsi polinomok egész eqyiitthatosak.

Az 4llitas bizonyitasa el6tt, vizsgaljuk meg alaposan az allitast. Konnyen latha-
t0, hogy példaul az n = 100 esetre szeretnénk kiszamolni az ehhez tartozo6 korosztasi
polinomot, akkor egyszertibb modja is van mint, hogy a bonyolult primitiv egység-
gyokokkel és azok gyoktényezbinek Osszeszorzaséval bajlodnank. A képlet szerint a
szazadik korosztasi polinom konstrualdsdhoz elegendé a korabbi kérosztasi polino-
mokat ismerniink. Ezeknek a polinomoknak az ismeretében a polinomok maradékos
osztési algoritmusaval kevesebb munka aran is kiszamolhatd ®q0(x). S6t, elég csu-
pan néhény @, (x) polinom egyiitthatoinak az ismerete. Az n = 100 esetben példaul
eleg a k=1,2,4,5,10,20, 25,50 eseteket ismerniink, azaz k valodi osztoja 100-nak.

Most kovetkezzen az allitas bizonyitasa:

Bizonyitas. Az 2" — 1 gydkei csak az n-edik egységgyokok és mindegyik gyok mul-
tiplicitasa 1. Ezeknek a komplex szamoknak a rendje minden esetben osztja n-et.
Az olyan szamoknak, melyeknek a rendje nem n, az nem gyoke a ®,, polinomnak.
Amikor @ (x)-szel leosztunk, valojaban ezekkel a tagokkal egyszertsitiink le. A fenti
rekurziv képletet ezt bizonyitja. A nevezGben 1év6 korosztasi polinomokrol tudjuk,
hogy normaéltak. Indukci6 alkalmazasaval a kisebb foku korosztési polinomokrol 1at-
hatjuk, hogy egyiitthatoik egész szamok, igy Z[x]-ben is végrehajthato a maradékos

osztas algoritmusa.

A képletet mas alakban is fel tudjuk irni, amelybdl kénnyebben észrevehetd,

miért is lesz igaz:

2" =1 =[] ®ulx)

dln
Osszefoglalva tehét, ha minden k | n-re ismerjiik ®(x)-et, akkoraz n-edik kor-

osztasi polinomot is ki tudjuk szdmolni konnyedén. Nézziink néhény példat:

5_1 5_1
1.3.3. Példa. ®5(z) = fb 5= ‘ :
1\r xr —

x7—1_x7—1
di(z) x—1

=2+t +a+ar+1

=+t St +1

o7 (x) =

91 91 91
v — r L =20+ 28+1

Pol) = Q) (2)P3(x) (z—1)(224+x+1)a3 -1




x10 -1 xlO -1
R P Y P TS s el e 3 provu e e S Srpri S

z'?—1 4 3 2
— — _ _ 1
(x5—1)(x+1) T x4+ x 4+

Az els6 két esethdl, egyszertien altalanosithatunk tetszGleges n = p prim esetére,
ugyanis ebben az esetben n-nek csak egyetlen osztdja van ami nem 6nmaga, igy csak

egy taggal kell leosztani, hogy megkapjuk a keresett polinomot.
Py(x) =2 +a2P P+ L+ +1

A @y és Py kiszamolasakor a nevezében az el6bb targyalt esetet hasznaltuk fel,
p = 3 valamint p = 5 értékekre, igy konnyen tudtuk egyszeriisiteni a hanyadost.

Szamoljuk ki @09 (z)-et, de csak a kordbbi korosztasi polinomokat vessziik ehhez
igénybe. A sziikséges polinomok koziil néhanyat mar fel is frtunk, ezért csak @y, Pos
és ®yg egylitthatoi kellenek a szazadik korosztasi polinom meghatarozasahoz. Ahogy
az el6bb is, most is tudjuk egyszertisiteni a szamitasainkat, de ett6l még a szamolasok

tovabb bonyol6dnak és a képletek is egyre csak hosszabbak lesznek.

(I) () IQO—l 1’20—1 ZE10+1
€T g = g g
20 Oy () Dg(2)Py(2)P5(x)Pro(x) (210 — 1)Dy(x) 2 +1
= 28 —2S 4t — 2?41
x?® -1 x?® -1
) = - _ .20 15 10 541
25() B, (2) %2 () e x4+ +ax’+
x990 —1 0 —1
@ a = = frg
50(7) Dy (2) Do (2)P5 () P10 (2)Pos (z) (225 — 1)@ () P10 ()
x® + 1 20 15 10 5
e — _ _ 1
(x+D(zr =23 +22—x+1) v S v
SL’IOO -1
Digo(z) = _
100( ) (I)l($)(I)2($)<D4($)(I)5(.I‘)(I)10($)(I)20(l')q)25(l')q)g,o(x)
i | 20+ 1

(259 — 1)®y(2)Poo(x) (224 1)(2® — 26 + 2t — 22 + 1)

_ 40 30 L 420 210

Egyéb képletek segitségével tovabb cstkkenthetd a szdmolasok bonyolultsaga.

Ilyen képletekre fogunk nézni most néhény példat.

7



1.3.4. Allitas. Ha n pdratlan, akkor ®y,(z) = ®,(—x)

Bizonyitas. A képletet elemezve hamar rajoviink, hogy a két polinom foka meg-
egyezik, ugyanis a definicié szerint deg(®,(x)) = p(n). A ¢(n) figgvény multip-
likatiyitasat kihasznalva deg(®o,(x)) = ¢(2n) = p(2)p(n) = p(n). A —z valtozd
helyettesitésével a polinom foka nem valtozik: deg(®,(—z)) = p(n). A definiciohol
tudjuk, hogy a korosztasi polinomok f6egyiitthatoja 1, ezért a két polinomnak meg-
egyezik a f6egyilitthatoja. Ha megmutatjuk, hogy ugyanazok a gyokeik, akkor a két
polinom azonos.

Legyen ¢ primitiv 2n-edik egységgyok. Tudjuk, hogy €2" = 1, ezért " gyo-

ke az 2> — 1 polinomnak. Viszont € # 1, mert ¢ primitiv 2n-edik egységgyok,
ezért " = —1. Vagyis (—¢)" = (—1)"¢" = (—1)(—1) = 1, mivel n paratlan pa-
ritasi. Ebbd6l kovetkezik, hogy ha e rendje 2n, akkor n oszthatdé —e rendjével.
o(e) = 2n = o(—¢) = ny | n. € rendje 2n, ezért n; nem lehet kisebb n-nél, mivel
(—e)?™ = g™ = 1, azaz a rendje 2n; lenne ami kisebb mint 2n, ez ellentmondana
az allitasnak. Mivel —e rendje n, ezért ®,(—c) = 0. A ®y,(x) polinom Osszes gydke

a @, (—x) polinomnak is gyoke.

1.3.5. Allitas. Vegyiink két természetes szamot m, n, gy hogy m osztdja legyen n-

nek és n minden primosztdja osztdja legyen m-nek is. Ez esetben ®,(x) = ®,,(z™/™).

Bizonyitas. Az 1.3.4 bizonyitasdhoz hasonléan most is elGszor a jobb és bal oldali
polinom fokat hasonlitjuk ossze. Itt deg®,(z) = @(n), és deg®,,,(z™/™) = Zp(m).
Ugyanakkor a feltételek szerint m | n, és n minden primosztoja osztja m-et is, igy
egy jol ismert képlet szerint ¢(n) = “p(m). Vagyis a két polinom foka egyenld. Igy
ismét elegendd megmutatnunk, hogy a bal oldalon szerepl§ polinom gydkei gyokei
lesznek jobb oldalnak is. Vegyiik az € n-edik egységgyokot és helyettesitsiik be a jobb
o(2)

oldalon szereplé polinomba. A hatvany primitiv rendjére vonatkozo o(z*) = oD
O(E) n n

képletet felhasznalva kapjuk, hogy o(e*) = COm = mm = k= m Vagyis /™
gyoke ®,,(z)-nek, azaz ®,,("/™) = 0. Amibdl kovetkezik, hogy a polinom az z™/™

behelyettesités utan ®,,(x) polinommal egyezik meg.

1.3.6. Példa. Szdmitsuk ki ismét a ®ipo(x)-et az utdbbi két képlettel. Reményeink
szerint most egyszeribben a végére jutunk. Eldszor a 1.2.4. Allitds-t vessziik igénybe,
Oyo(x) kiszdmitdsdhoz:

4

bs(z) =2+ 22+ 2% +r+1 = Ppr)=a' -2 +27 -z +1

Most pedig a mdsodik Osszefiiggés alapjin szamoljuk ki ®109(z)-et, az m = 10 és
n = 100 értékek helyettesitésével:

Pp(z)=a' -2 +2° —2+1 = Pp(r) =" -2 +2* -2 +1
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Lényeges kiilonbség van a két modszer kézotl, ugyanis a mdsodik szdmolds sordn
gyakorlatilag csak a ©5(x) polinomra volt szikségiink, ezért sokkal kevesebb informd-
ci0 tudatdban is fel tudtuk irni a polinomot. Tovdbbd az sem utolsé szempont, hogy

eqyszeribb, rovidebb a szdmitds.

Kovetkezzen egy kissé altalanosabb képlet. Néhany korabbi tétel csak speciélis

esete ennek:
1.3.7. Allitas. Legyen n € N tetszéleges és p prim. Ekkor:

1. p|n= ®,(z) = O, (aP)
P,

(")
®,(2)

2. pfn= ®,,(x) =

Eszrevehets, hogy az 1.3.7. els6 része tulajdonképpen egy specidlis esete a ko-

rabban targyalt 1.3.5-nek, viszont az 1.5.5 is gyorsan kovetkezik az 1.3.7.1-bél.

Bizonyitas. Az els6 allitas kovetkezik az 1.3.5 Allitasbol.

A masodik allitas bizonyitasahoz itt is vizsgaljuk meg a két polinom fokat: ¢(pn) =

e(p)p(n) = (p — 1)e(n). A hanyados szamlalojanak foka pp(n), mig a nevezének

©(n), azaz a jobb oldali hanyadospolinomnak szintén (p — 1)¢(n) a foka. Ezutan

ismét a hatvany rendjének képletét alkalmazzuk, mely szerint ¢ primitiv np-edik
o) _ np

egyseggyok p-edik hatvanya n-edik primitiv egységgyok: o(eP) = or = 2=

Tehét e gyoke a ®,(zP) korosztasi polinomnak.

Konnyen észrevehets, hogy az 1.3.7 masodik esetének a p = 2 specialis esete
méar szerepelt az eddigiek soran igaz, a képlet kicsit egyszertibb volt. Viszont ez a
megfogalmazas sokkal altalanosabb mint az 1.3./, mivel igy nem csak a p = 2 esetre
igaz, hanem tetszGleges p prim esetén is.

Az 1.3.7 segitségével nagyon sok n érték esetén joval konnyebben meg tudjuk hata-
rozni a korosztasi polinomok egyiitthatoit. Vegyiik az n = 9000 értéket és szdmoljuk
ki ®gogo(x)-et. ElGszor csak a modszer lépéseit, a felhasznalt polinomokat és az al-

kalmazott képleteket ismertetem:

1.3.7.2 1.3.4 1.3.5

@3(1‘) @3.5(1’) @2.3.5(%) @23,32,53



A fenti képleteket felhasznéalva az alabbi modon szamolhatéd ki ®ggo ().

Oy (23) 23-1 9
3(x) B, (2) 1 =7 +az+

(1)3(1'5) {L'lo + ZE5 +1 S 7 5 4 3
35([E) 3(1’) 72 T 1 T T €T T T r+ 1=

@2.3.5(3)) = (1)3.5(—.1)) = I’S + 1’7 — I5 — I4 — 1’3 +r+1=

300 2400 |, 2100 1500 1200 900 |, 300
Dgpoo(r) = Poszezs(r) = Pogs(z™”) =27 + 277" — 7" — 2" — 2" + 27" + 1

1.3.8. Tétel. Legyen n > 2-re a ®,(z) = apa® + ap_12* 1 + ... + ayx + ag. Ekkor:

ar = g, Ag_1 = ay, ... azaz ax_; = a; minden 0 <1 < k/2-re.

1. Megjegyzés. A fenti tulajdonsdggal rendelkezd polinomok a reciprok polinomok
eqyik osztalydt alkotjdk. Egy f(x) polinomot pontosan akkor nevezzik reciprok
polinomnak, ha a-ra, ami gydke neki, 1/« is gyoke, méghozzd ugyanakkora
multiplicitdssal. Megmutathato, hogy egy f(z) = arx® + ...ag polinom pontosan
akkor reciprok polinom, ha ax_; = a; Y0 <1 < k/2-re vagy ax_;, = —q

VO <1 < k/2-re. (Ez utobbi esetben ay)o = 0, feltéve, hogy 2 | k.) Az elsd esetben

az eqyutthatok szimmetrikusak, a mdsikban antiszimmetrikusak.

Bizonyitas. A megjegyzés alapjan elegendé megmutatnunk, hogy e-nal egyiitt
1/¢ is gybke @, (x)-nek, ez viszont vilagos, hiszen o(g) = o(1/¢) = 0(8). Igy ®,(z)
reciprok polinom, és mivel (z —¢)-nal egyiitt (z —) is gyoktényezd, ezért ®,,(x)-bal
kiemelhet§ (z — ¢)(z — €) = 2* — 2Ree + ¢ = 2* — 2Rec + 1. Ez egyetlen esetben
nem teheté meg: n = 2 esetén —1 is gyok, és ilyenkor a megfelels gyoktényezs

(x 4+ 1). De ez azt jelenti, hogy ®,(z) = fi(x)...fr(z), ahol k = ¢(n)/2, és Vf;

konstans tagja 1. Igy ®,(z)-re csak a szimmetrikus feltétel teljesiilhet.
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Az alabbi tédblazatban felsorolom az els6 20 korosztési polinomot:

= x—1

= x+1

= 2’ +a+1

= 2241

= at+P+2?+ar+1

= 22—zx+1

= 241

= 254+2341

= '+’ -z +1

= 20+ 2%+ +a" S+ttt 1

= zt—2241

= 242t 420 4 2% 428 4+ 27+

D+t 2?1

(x)
(z)
(z)
(x)
(z)
(z)
Pr(x) = 2+ +t+¥+2P+a+1
(x)
(z)
(z)
()
(z)
(z)

= 24+t -4+t —r+1

= 22"+ -2 +1

(1316$ = 1'8“—1
Oi7(z) = 204+ 4+ 42 4 4 2104 2%+
+a8 - -ttt +1
(I)lg(m) = .1'6 —$3+1
Pro(z) = 2B+ 27+ + 2 421 2B 4 212 4 g 4 2104
e L i S S |
Pop(z) = 28 —ab+at—a2?+1

A tablazatot elnézegetve hamar észrevehetjiik, hogy a polinomok egyiitthatoi
csak +1 vagy 0. Ez nincs mindig igy, ha kicsit nagyobb értékekre is meghatéroz-
zuk a polinom egyiitthatoit a 105-6dik korosztasi polinom esetében feltiinik, hogy

a hetedfokt tag egyiitthatoja 2. Ez nem véletleniil van igy, hiszen a korosztasi
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polinomokra igaz az alabbi tétel:
1.3.9. Tétel. Ha p és q kilonbozd primek, akkor a ®p,(x) egyitthatéi —1,0,1

Ezt a Tételt és a 2n-edik korosztasi polinomra vonatkozd képletet figyelembe
véve, érthetd hogy a 105 a legkisebb ilyen szidm, hiszen egy olyan szamra van sziik-
séglink amely harom paratlan prim szorzata. Nem lehet n péros, mert akkor al-
kalmaznank ra a 1.3.4 Allitast, ami csak a n/2-edik kérosztasi polinom paratlan
foku tagjainak egyiitthatoit szorozza —1-gyel. Ezért a +1 egyiitthatok tovabb-
ra is F1 egyiitthatok maradnak. Ha nem 41,0 egyiitthatot szeretnénk, akkor n
csak valamely harom paratlan prim szorzata lehet. A legkisebb ilyen értéket ak-
kor kapjuk, hogyha a harom legkisebb paratlan primszamot szorozzuk Ossze, azaz
n=3-5-7=105.

1.4. Explicit képletek
1.4.1. Definici6. (Mobius-féle inverz fiiggvény) Tekintsik az n pozitiv szdm
primfaktorizdciojdt: pri, p; kiilonbézd primeket jelol. A p @ N — N figgvény

i=1
legyen az

1 n =1,
p(n) =9 (=1)™ n = pips...pk,,,
0 kilonben.
1.4.2. Tétel. Han € Z*, akkor

> k) =

kln 0 han # 1.

1 han=1,

Bizonyitas. Legyen n = pi*...p5* > 1. Az produktumban nyilvan csak a négyzetes
k-kra lesz u(k) értéke nem nulla, amik megfelelnek az n primosztoi egy-egy rész-
halmazanak. Mivel ugyanannyi paros, mint paratlan részhalmaz van, ezért ugyan-

annyiszor kapunk +1-et és —1-et. Igy az 6sszeg 0.

1.4.3. Tétel. A kirosztdsi polinomot fel tudjuk irni a Mébius-féle inverz figguény
segitségével is.
() =[] («F - 1) = [T(* — 1y

n

Bizonyitas. Vezessiik be a kovetkezs jelolést: k | n-re legyen &' = 2. A bizonyi-

tando képlet tehat:

d,(z) = H (xk/ B 1>u(kr) _ H (2 — 1),u(k’)
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és vilagos, hogy a két feliras ekvivalens, mivel ha k végigfut n osztoin, akkor k' is
ugyanazt teszi. Az is vildgos, hogy a ,szorzatpolinom” gyoktényezsi mind (z — €)
alakuak, ahol o(g) | n. Azt kell megmutatnunk, hogy az (r — &) gyodktényezd mul-
tiplicitasa egy, ha o(e) = n, és 0 egyébként. (Azért beszéliink csak idézGjelesen
szorzatpolinomrol, mert a kitevék negativak is lehetnek, azaz itt polinomok hanya-
dosairdl van sz6.) Milyen (z*—1) tényezSkben szerepel tehat egy (z—¢) gyoktényezs,
ha o(g) = t*. Minden olyan k-nal, ahol ¢ | k, méghozza u(k') kitevivel. Ezeket dssze-

adva a kitevsk Gsszege > p(k'), ami az el6z6 1.4.2 Tétel szerint 0, ha t' > 1, azaz
k|t
t<mn,és 1, hat =1, azaz k = n. Es pontosan ezt akartuk bizonyitani.
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2. Korosztasi polinomok irreducibilitasa

A korosztasi polinomok sokoldali alkalmazhatosaganak egyik legfontosabb oka a
®,, polinomok irreducibilitdsa. Mint ismeretes, Z[z]-beli polinomok irreducibilitasa
ekvivalens Z és Q felett, feltéve, hogy a polinom legaldbb els6foki, és az egyiitt-
hatoinak a legnagyobb kozos osztoja 1. Mivel @, (z) minden n-re normélt, nem
konstans, a tovabbiakban mindig Q[z|-beli irreducibilitasrol fogunk beszélni, de ez
automatikusan Z[z|-beli felbonthatosagot is jelent.

Most elGszor egy specidlis esetben mutatjuk meg, hogy ®,,(z) irreducibilis Q[z]-ben,

mivel ennek az esetnek a bizonyitasa kdnnyt és tanulsagos.

2.1. A ¢,(x) polinomok irreducibilitasa

2.1.1. Tétel. ®,(x) irreducibilis Q felett Vp primre.

P —1

o= 2P~ 4+ ... + 1 Tekintsiik most az
x —

Bizonyitas. Ismeretes, hogy ®,(z) =

(@+1p—1 ;)(?)xp_i P (e ()= -
@+rh)—1 = T T

(P)aP2 + ...+ (pfl). Alkalmazzuk F(x)-re a jol ismert Schonemann-Eisenstein-féle

F(z) =

irreducibilitasi kritériumot.

2.1.2. Tétel. Schénemann-FEisenstein-kritérium Legyen f = a,2"+a,_ 12"+

. F a1z + ag € Zlx] olyan polinom, melyhez Ip primszam, hogy:
° pfay
epla;, Y0<i<n-1
e P’ fag

Ekkor az f polinom irreducibilis Q[z] felett.

Mivel p | (f) V1l < i < p—1, hiszen a szamlaloéban szerepel p, viszont a neve-
z6ben nem, tovabba ( fl) = p nem oszthat6 p’-tel, ezért alkalmazhatjuk F(z)-re a
P
Schénemann-Eisenstein-kritériumot. Azt kapjuk, hogy F(x) = ®,(z + 1) irreduci-
bilis Q felett. Ha &, reducibilis lenne, azaz ®,(z) = g(x)h(x), ahol g, h € Q[z] nem
konstans polinomok, akkor F'(z) = ®,(z + 1) = g(z + 1)h(z + 1) egy nem trivialis
faktorizdciojit adva F(z)-nek. Igy ®,(z) is irreducibilis Q felett.
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2.2. ¢, (x) irreducibilitasa az altalanos esetben

Most egy lényegesen nehezebb bizonyitassal megmutatjuk, hogy ®,(x) Vn esetén

irreducibilis.
2.2.1. Tétel. ®,(x) irreducibilis Q[z]-ben Vn-re.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ®,(z) szorzatta bonthato.

O, (z) = fi(z)...fr(x),

ahol fi(x) € Z[z], és f;(x) irreducibilis Q[z]-ben V1 < ¢ < k-re. Feltehetd, hogy Vi-re
fi(z) normalt, azaz a fGegyiitthatoja 1, hiszen @, (z) normalt, és igy a fGegyiittha-
toja, ami az f;(z)-ek f6egylitthatoinak a szorzata, csak +1-ek szorzataként irhatod
fel. Igy minden f;(x)-et valaszthatjuk normaltnak.

A tovabbiakban az alabbi segédallitast fogjuk felhasznalni.

2.2.2. Lemma. Legyen p primszdm, melyre p { n. Ekkor ha € € C-re: fle) =0,
akkor f1(eP) = 0.

Bizonyitas. Elgszor megmutatjuk, hogyan kovetkezik ebbdl ®,,(x) irreducibilitésa.
A feltevés szerint ugyanis fi(x) nem konstans, tehat Je € C primitiv n-edik egység-
gyok, amire fi(e) = 0. Mivel e primitiv n-edik egységgyok, ezért V primitiv n-edik
egységgyok elsall ¥ alakban, ahol (k,n) = 1. Ez azt jelenti, hogy k = pips...pi,
ahol p;-k nem feltétleniil kiilonb6z8 primek, és p; 1 n. Ekkor a 3.2.2 Lemma ismételt
alkalmazasaval azt kapjuk, hogy ePt, PPz cPip2Pl = £k jg gyike fi-nek. Vagyis

f1(z)-nek valamennyi primitiv n-edik egységgyok gyoke, és igy fi(z) = ®,(x).

Most bizonyitsuk a &.2.2 Lemmat. Indirekt modon, vizsgaljuk meg azt az esetet,
amikor a lemma nem igaz. Tegyiik fel, hogy ¢ gyotke az f; polinomnak, viszont
nem gybke. Az P biztosan gytke egy méasik f; polinomnak. A &,(¢P) = 0 csak
akkor lehetséges, ha valamelyik tényezGje a szorzatnak 0. A szorzatot tetszélegesen
atrendezhetjiik, attol nem fog valtozni a polinom értéke, ezért az egyszeriiség ked-
véért, valasszuk fo-nek azt a polinomot, melynek a helyettesitési értéke a P helyen
0.

Azt kaptuk tehat, hogy e gyoke fi(x)-nek és fo(x)-nek is. Igy (fi(x), fo(aP)) # 1,
és mivel fi(x) irreducibilis, ezért fi(x) | fo(2?) Q[z]-ben. De f; normalt polinom, igy
az oszthatosag Z[x]-ben is fennall, ezért Jg(z) € Z|x], hogy fi(z)g(x) = fo(z?). Fel-
tessziik még most ezeknek a polinomoknak a modulo p vett valtozatat. h(x) € Z[x]
esetén jelolje h*(x) azt a Zy[z]-beli polinomot, melynek egyiitthatoi a h egyiitthato-

inak a maradéka modulo p. Ekkor ez a megfeleltetés miivelettarto, igy fi(x)g*(x) =
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f5(2?) Zy|z]-ben. De Zy[z]-ben minden egyiitthatora igaz az a” = a Osszefiiggés,
tovabba szabad tagonként p-edik hatvanyra emelni, igy f3(2P) = (fa(z))P. Ezek sze-
rint az f;(z) nem konstans polinom osztja (fo(z))P-t, és igy van kozos irreducibilis
faktoruk: h(x). Ez azt jelenti, hogy h | fi és h | f5, és mivel f}, f5 | (z — 1),
igy h? | (z" — 1)* Zy[z]-ben. Ez viszont nem lehetséges, mert (z™ — 1)*-nak és a
derivaltjanak, na™ !-nek nincs kozos faktora. Mivel ellentmondésra jutottunk, ezért

a lemma allitasa igaz, és ebbdl kivetkezik a tétel helyessége is.
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3. SzabAlyos sokszogek szerkeszthetdsége

Ebben a fejezetben arrol szolunk, hogy mi moédon kapcsolodnak a korosztési poli-
nomok szerkesztési feladatokhoz. A targyaldsmodunk nagyrészt meseszert, vazlatos
lesz, és a szabalyos sokszogek szerkeszthetdségérsl szold allitdsunk csak az egyik
iranyat fogjuk bizonyitani (mert a masik iranyhoz mas, példaul komolyabb csoport-
elméleti ismeretek is kellenének, és az most nem targya a dolgozatnak). Szerkesztési
feladatoknal az a kérdés, hogy adott alappontokbol (alapobjektumokbol) kiindul-
va meg tudunk-e szerkeszteni egy masik elvart tulajdonsagokkal rendelkezé pontot
(objektumot) csak korzét és vonalzot hasznélva. Ha nincsenek kiindulé pontjaink
(példaul a feladat az, hogy szerkessziink 20°-os szoget), akkor azt tessziik fel, hogy
adva van egy egységhosszisagu szakasz két végpontjaval. Igy mindig feltehetjiik,
hogy adva van egy koordinata-rendszeriink, melynek (0,0) és (1,0) koordinatajua
pontja két megadott pont. Elemi szerkesztési lépések mutatjak, hogy ha az (a,b)
szerkeszthetd, akkor (a,0) és (0,b), s6t (b,0) is szerkeszthets. Es megforditva, ha
(a,0) és (b,0) szerkeszthets, akkor az (a,b) pont is szerkeszthetd. Ily modon van
értelme ,szerkeszthetd szamrol” beszélni. Az a € R szerkeszthetd, ha (a,0) szer-
keszthets. Es (a, b) szerkeszthetd, ha a és b szerkeszthets. Most megmutatjuk, hogy
ha vessziik az alappontként megadott pontjaink koordinatéit - ezek szerkeszthetdk -,
akkor szerkeszthets lesz minden olyan o € R is, ami benne van az alappontok altal
generalt K < R résztestben. Vilagos, hogy az x tengelyre nézve az (a,0) pont utan
a b hosszisagu szakaszt, a + b is szerkeszthetd, s mivel az origo adott, ezért (a,0)
tiikrozottjét, (—a,0)-t is meg tudjuk szerkeszteni, ha a szerkeszthets. Igazolnunk
kell még, hogy két szerkeszthets szam, a és b szorzatot, ab is szerkeszthetd, illetve ha
b # 0, akkor az a/b hanyados is. Legyen A = (0;a); B = (b;0), valamint O = (0;0)
és ettdl egységnyi tavolsagra levé C' = (1;0). Huzzuk be az AB szakaszt, tovib-
ba egy ezzel parhuzamos szakaszt, melynek a kezd&pontja C' pont és a végpontja
pedig legyen az y-tengellyel valé metszéspontja, ezt jeloljik D-vel. Alkalmazzuk a

parhuzamos szel6k tételét.
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Az alabbi Osszefiiggést kapjuk:
d/a=1/b<=d=a/b.

Tehat meg tudjuk szerkeszteni két szdm hanyadoséat.
Vegyiink ismét egy koordindta-rendszert, melyben az el6z6 példahoz hasonlo-
képpen vessziik fel a pontokat. Szintén hizzunk egy parhuzamos szakaszt az AB

szakasszal a C' pont és a szakasz y-tengellyel valo metszéspontja(D) kozott.

A
b1 5% p=— & =bd
—1-2 =g

D

a_b
d ¢
.O c = b B

A péarhuzamos szel6k tételét Gjra alkalmazva z alabbi haromszogre:
c/a=">/1<= c=ab.

Tehat két szerkeszthets szam szorzata is szerkeszthetd.

Egy iigyes triikkel most azt is belatjuk, hogy barmely a > 0 szerkeszthetd szamok
négyzetgyoke is szerkeszthetd.

A /a szerkesztéséhez vegyiikk az A = (—a;0) és a B = (1;0) pontokat. Az
AB szakaszra rajzoljunk egy Thalész-kort, melynek korive illeszkedik az A és B
pontokra, kozéppontja pedig az AB szakasz felezGpontja. Ez a kor két helyen metszi
az y-tengelyt, a porzitiv oldalon vett metszéspontot jeloljiik C' = (0;m)-vel. Tlyen
modon valasztott haromszog esetén az AB szakasz derékszogben latszik a C' pontbol.

Az OC szakasz az ABC' derékszogi haromszognek az atfogdhoz tartozd magassaga.
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m? = gb &= m = Vab
b=lt==m=1/a

A magassagtétel kimondja, hogy m? = ab. Valasszuk b := 1, behelyettesitve
m? = a <= m = /a. Vagyis egy szam négyzetgyokét is tudjuk szerkeszteni
korzével és vonalzoval.

Az elmondottak alapjan indukciéval konnyen igazolhato az alabbi tétel:

3.1. Tétel. Legyen Ko < R eqy szerkesztési feladat alapadatar dltal generdlt résztest,
és tegyiik fel, hogy létezik R résztesteinek eqy kovetkezd ldnca:

Ko< Ki<Ky<..<K, <R

méghozzd azzal a megkdtéssel, hogy K, 1, mdsodfoku bovitése K;-nek minden 0 <

1 < t-re.
Ekkor K; minden eleme szerkeszthetd.

1. Megjegyzés. K;11 foka K; felett a K;11 dimenzioja K; felett, és igy kaphatjuk
meg, hogy eqy irreducibilis mdsodfoki, K;[x]-beli polinom valamely o gyokét hozzd-
vessziik K;-hez. Mivel a mdsodfoki eqyenlet megoldoképlete alapjin o szerkeszthetd,

ezért K;,1 elemei is szerkeszthetdk.

Az az érdekes, hogy a fenti tétel allitdsa meg is fordithaté: ha egy a € R szam
szerkeszthetd, akkor létezik hozza egy ilyen testlanc. Ez szemléletesen azért igaz,
mert a korz@s-vonalzds szerkesztés sordn egyenesek, illetve korck metszéspontjait
kapjuk 1j pontnak, és ezek mindig egy legfeljebb masodfoki egyenlet megoldasa-
ként kaphatok meg. Igy a meglevé pontok altal generalt résztestek egy béviils
testsorozatot adnak, ahol a bévitések foka legfeljebb 2.

A fenti tétellel egy csomd nevezetes szerkesztési problémarol be lehet bizonyitani,
hogy nem megoldhato.

Igaz ugyanis, hogy minden szerkeszthetd pont fokdnak az alaptest felett 2-hatvanynak
kell lennie. Igy példaul nem megoldhato a kockakettozés feladata, mert itt az 1 mellé
V/2-t kellene szerkeszteniink, /2 foka pedig a kiindulé alaptest, Q felett 3.

Térjiink most vissza a korosztasi polinomokra. Az alabbi tétel egyik modjat

fogjuk igazolni.
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3.2. Tétel. A szabdlyos n-szdg pontosan akkor szerkeszthetd, ha n = 2™pips...pk,
ahol m € N, és py1,pa, ..., pr kiilonbézd Fermat-primek (azaz p; = 22" 41 valamilyen
k; € N-re).

Bizonyitas. El§szor megmutatjuk, hogy egy szabalyos n-sz6g pontosan akkor szer-

’7T

keszthets, ha a a = cos <L szerkeszthet6. Ha ugyanis szerkeszthets egy szabalyos
n-szog, akkor szerkesztessel megkaphatjuk a szimmetriakdzéppontjat, majd ezt a
csucsokkal Osszekotve egy olyan egyenlG szart haromszoget, amelynek a szarszoge
o= 2—” Ha adva van az « sz0g, akkor az egyik szarra az egységszakaszt felvéve, majd

ezt merolegesen levetitve a masik szogszarra cos 2% — hosszisigi szakaszt kapunk.

Megforditva, ha cos%7r adott, akkor az elobb1 modon tudunk szerkeszteni egy
a = %’r szoget, majd egy egyenlG szari haromszoget o szarszoggel. Bzt n-szer

egymashoz illesztve a csticsanal épp egy szabalyos n-szoget kapunk.

Ez tehat azt jelenti, hogy ha szerkeszthets szabalyos n-szog, akkor a = cos%’r
foka Q felett (ez az a minimélpolinomjanak a foka) 2-hatvany.

A kovetkezd lépésben megmutatjuk hogy a = 0052—7r foka pontosan akkor 2-

hatvany, ha az ¢ = cos 2% T+ isin 2% = primitiv n-edik egységgyok foka 2-hatvany. Ha

ugyanis Q(a) foka 2—hatvany, akkor e € Q(a)(isin2r), és (isin2F)? = —sin® 2L =
cos? 2“ —1=a>—1,1gy b=isin%r = foka legfeljebb 2 a K(a) test felett. Ebbél az

adodlk hogy ¢ foka is 2-hatvany. Megfordltva ha ¢ foka 2-hatvany, akkor € € Q(e),
és € +& = 2cos 2X adott a € Q(e), vagyis az a = cos 2 foka is 2-hatvany.
Veégezetiil azt mutatjuk meg, hogy € = cos 2* + isin 2 foka (ami éppen ¢(n),
hiszen e minimalpolinomja ®,(x)), 2-hatvany, akkor n = 2’”])1...])1€ a megadott fel-
tételekkel.
Tegyiik tehét fel, hogy n = pi"*..pj", a; > 1.
A o fliggvény multiplicitasa alapjan:
p(n) = (). p(p) = (7 =pP ) (0 —pf ™) = p T T (o= 1) (= 1)

~!és p; — 1 is 2-hatvany. Igy a paratlan

Ez pontosan akkor 2-hatvany, ha p:"
primek legfeljebb els6fokon szerepelhetnek a kanonikus polinom elGallitdsaban, és
p; = 2b + 1 alakt minden szereplé paratlan primre. Az ilyen alaki primek viszont
mind 22" + 1 alaktak, azaz Fermat-primek.

Ezzel belattuk, hogy csak az ilyen n-ekre lehetnek a szabalyos n-szogek szer-
keszthetsk.

A megforditas bizonyitasahoz arra lenne sziikség, hogy igazoljuk a korabban
emlegetett testlanc létesitését, ehhez viszont Galois-elmélet és a 2-csoportok egyes

tulajdonsagai kellenének, igy ezt a bizonyitast most elhagyjuk.
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4. Szamelméleti alkalmazas

A szamelméletben mindig is fontos szerepet jatszottak a primszamok, és szamos
olyan tételt ismeriink, amely kimondja, hogy végtelen sorozatok végtelen sok prim-
szamot tartalmaznak. Elgszor Fuklidész bizonyitotta be, hogy a természetes szamok
halmaza végtelen sok primszamot tartalmaz. Majd a Dirichlet-télel szerint szintén
végtelen sok prim kaphat6 az nk+1 alakt szamok kozott. Ennek egy specialis esetét

a kovetkezGkben be is bizonyitjuk. Ennek a tételnek egy altalanosabb formaja a

4.1. Dirichlet tétel

4.1.1. Tétel. (Dirichlet) Vegyiik az nk + 1 alakid szamtani sorozatot, ahol az n
rogzitett pozitiv egész szamot tekintyik a differencidnak és a sorozat elsd eleme az 1.
A kérosztasi polinomok segitségével be fogjuk ldtni, hogy ennek a szdmtani sorozatnak

végtelen sok prim tagja van.

2. Megjegyzés. Ez az dltalanos Dirichlet-tétel eqy specidlis esete.
Sziikségiink lesz az alabbi lemmara:

4.1.2. Lemma. o,(c) =n <= p| ®,(c) és p{n.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy o,(c) = n. Ekkor ¢ = 1( mod p). Nullara rendezve
az egyenletet kapjuk, hogy ¢" — 1 = 0( mod p). Tehat ¢* — 1 = a - p alakban is
felirhato. A maradékosztalyok szama p — 1, ezért n | p — 1, ebbdl kifolyolag p | n
feltétel nem teljesiilhet. Az x helyére helyettesitsiink c-t. Tekintsiik most az 2" — 1

polinom szorzatra bontasat,és helyettesitsiink be c-t

A—=1= H(I)k(c).
kln
A ¢ —1=0( mod p) egyenlGség miatt tudjuk, hogy a ¢® — 1 értéknek osztoja a
p, de ha a jobb oldal oszthato, akkor a bal oldalnak is oszthaténak kell lennie p-vel,
vagyis valamelyik k | n: ®p(c) korosztasi polinomnak is osztoja lesz p. A feltétel
alapjan tudjuk, hogy c¢ rendje n modulo p, vagyis semmilyen n-nél kisebb értékre
nem lesz eggyel kongruens a hatvany. Mivel n a lehetd legkisebb ezért n = k,
hiszen ®,(c) | & — 1, tehat p | ®,(c). A masik irdny bizonyitasdhoz a p | ®,(c)
és p 1 n feltételekbdl fogunk kiindulni. Az eddigiek szerint az n-edik korosztési
polinom osztdja a ¢® — 1 polinomnak, de akkor p | ¢® — 1 is teljesiil, ezért ¢* = 1(
mod p). Tegyiik fel, hogy ¢ rendje t < n; ekkor ¢ = 1( mod p), és ¢t | n. A

korosztasi polinomok szorzataként elGallitott képletében helyettesitsiink n helyére
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t-t: ¢t =1 = J] ®r(c). A p prim szintén osztja a bal oldalt, hiszen ¢! = 1( mod p),
kmidt
tehat biztosan osztja a jobb oldalon is valamelyik ®;(c) szorzattényezGt osztja p, és

itt k | t <n. Ez azt jelenti, hogy ¢" —1 = [[ ®x(c) jobb oldalan mar két tényezének
k|n
is oszt0ja, vagyis mar két tényezGt is taldltunk a jobb oldalon, melyre igaz, hogy p

osztja.

Nézziik Z, test felett az 2™ — 1 = [[ ®r(z). Ha p osztja ®i(c)-t, akkor ®x(c) =
k|n
0(modp), vagy tgyis mondhat6, hogy ¢ gydke @ polinomnak Z, felett. Belattuk,

hogy két tényezs is van a [[ @, szorzatban, ami oszthato p-vel, ezért ¢ legalabb
két tényezének is gyoke. Ha az egyenlGség jobb oldalat osztja, akkor a bal oldalt
is, vagyis az ™ — 1 polinomnak ¢ legalabb kétszeres gyoke. A polinomot derivalva
kapjuk, hogy nc"! = 0 Z,-ben. A feltételek alapjan tudjuk, hogy a Z, testben

n—1

n#0ésc#0, mert ptnéspic, ezért nc nem lehet 0. Tehat ¢ nem gyoke
az nz" 1 polinomnak, vagyis az " — 1 polinomnak nem lehet kétszeres gyoke. A

lemma allitasat ezzel belattuk.

Most kovetkezzen a Dirichlet-tétel bizonyitasa:

Bizonyitas. 5.1.1 Tétel(Dirichlet) A tétel azt mondja ki hogy végtelen sok nk+1
alakd prim létezik. Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor véges sok ilyen alaki prim
taldlhat6. Hasznaljuk a pq, po, ..., ps jelolést az Osszes ilyen primre, ahol s a primek
szamat jeloli. Konstrualjuk meg a ¢ = Anpy...ps szédmot, A\ egy tetszGleges pozitiv
szamot jelol és s = 0 esetre a primek szorzata legyen 1. Amennyiben A\ kell6en

nagy: ®,(c) > 1. Vegyiik ®,(c) egy tetszéleges p primosztojat. ®,(c) | " — 1

szerint p | ¢ — 1. Ebbdl kovetkezik, hogy p 1 ¢", ezért p 1 ¢ és p prim, ezért
nincs 1-t6l kiilonb6z osztoja ami c-t is osztand, tehat p és ¢ relativ primek. A c
felbontasaban szerepel n, ezért p { n is igaz. A lemmat alkalmazva o,(c) = n. Mivel
crendje n és a Z, csoport rendje p— 1, ezért n | p—1. Irjuk fel p— 1 = nk alakban.
Az egyenletet rendezve kapjuk, hogy p = nk + 1. (p,c¢) = 1, azaz p # p;, vagyis
talaltunk egy py, ..., ps primektdl kiilonb6z6 Gj primet.

4.2. Volgytétel

A kovetkezs tételben d(n) jelzi az n € N szam pozitiv osztoinak a szamat.

4.2.1. Tétel. (Volgytétel) Tetszbleges K pozitiv egész szamhoz végtelen sok olyan

n egész taldalhato, amelyre

dn—1)—d(n) > K
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din+1)—d(n) > K

15 teljestil.

A tétel tehat azt mondja ki, hogy a d(n) fiiggvény grafjaban akarmilyen nagy
volgyek is el6fordulnak.

Bizonyitas. Legyen m = 15%, f(z) = 2™ — 1 és g(x) = 2™ + 1. Ekkor

f(z) =[] ®a(2)

dlm

x?m —1
9(2) = ——7 = [1 ®a(@) = [ ®24().
d|2m dlm
dtm

mert m péaratlan. Az f(z) és g(x) polinomokat a d | m feltétel miatt d(m) darab
tényez6re bontottuk. Itt d(15F) = d(3%5%) = (k+1)?, azaz a 15F = 3¥5F szamnak (k+
1)? osztoja van, mert a 3 hatvanyai koziil valaszthatok k-+1 darabot:3°, 31,32, 33, ..., 3%
és az b hatvanyai koziil is k+1 darabot tudok kivalasztani:5°, 5!, 52, 5%, ..., 5%, ezek-
nek barmilyen kombinaciojat vehetem az osztoja lesz az m szamnak, tehat (k + 1)2
osztoja van m-nek. Nézziik az f(x) szorzatalakjaban 1évs tényezskbdl képezhetd
részszorzatokat. Mindegyik tényezérol el kell donteniink, hogy benne legyen a rész-
szorzatban vagy sem. Minden tényezére nézve két lehetéségiink van és (k + 1)3

(k+1)* flyen részszorzat van. A részszorzatokrol tudjuk, hogy

tényez6 van, vagyis 2
mindegyik kiilonb6z6, mert minden tényez6 irreducibilis. Mivel barmely két rész-
szorzat kiilonbozik, igy akdrhogyan is valasztunk ki két részszorzatot maximum véges
sok helyen vehetik fel ugyanazt az értéket. Létezik hat egy L konstans kiiszobszam,
melyre y > L; esetén az f(x) tényezGibdl elGéllitott a t helyen vett helyettesitési
értéke minden esetben kiilonb6z6. Ugyanezt a gondolatmenetet felhasznalva a g(z)
polinom tényezGib6l konstruélt részsorozatokhoz is létezik ilyen Lo konstans kiiszob-

Szam.

Vélasszuk L = max(Ly, Le) és VL < y € Z az f(y) és g(y) egész szamoknak
legalabb annyi kiilonb6z6 osztéja van, mint a polinomok szorzatalakjaban a té-
nyezGkbdl elGallithato részszorzatok szama, hiszen ha egy fliggvény részszorzata a
masiknak akkor biztosan osztdja is és a tényezdk egész egytitthatosak, ezért f(y)

k+1)2

és g(y) osztéinak szama legalabb 2( A negativ és pozitiv osztokat egyarant

szamoltuk, tovabba ha egy pozitiv szam osztdja akkor az ellentettje is az, azaz
2_
d(f(y)), d(g(y)) = 20+,
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Azt akarjuk belatni, hogy d(y + 1) és d(y) kiilonbsége barmilyen nagy lehet. Tud-
juk, hogy végtelen sok prim van, ezért tudunk valasztani olyan pozitiv primszamot
mely nagyobb L-nél. Jeloljiik ezt a szamot p-vel. Az f és g polinomoknak p he-
lyen vett helyettesitési értékeire alkalmazva a d(n) fiiggvényt az eldbbiek szerint:
d(p™ — 1),d(p™ + 1) > 2F+2k,

Viszont d(p™) = m+1 = 15*+1. Haegy d(p™=+1)—d(p™)-nél kisebb értékrsl megmu-
tatjuk, hogy barmilyen nagy lehet, akkor a kezdeti értékre is igaz lesz. A d(p™=+1)-et
alulrol becsiilve, a d(p™)-et feliilrgl becsiilve a kiilonbségiink biztosan kisebb lesz.
Vagyis, d(p™—1),d(p™+1) > 2842 > 98 65 d(r™) = m+1 = 15541 < 16" = 2%, A
becslést, felhasznélva kapjuk, hogy d(p™+£1)—d(p™) > 28 +2k —15F 41 > 2+ — 94k —
24k (2 4k _ 1) A k > 4 esetekre latjuk, hogy 2¥"~* —1 érték nagyobb mint 1, ezért
ha a szorzatbol elhagyjuk ezt a tagot, a kifejezés tovabb csdkken, feltéve, hogy k > 4.

24k

Minden K szam esetén talalhato olyan k melyre > K. Az n = p™ valasztasra

teljesiilnek a tételben szerepld feltételek.

4.3. Bunyakovszky sejtés

4.3.1. Sejtés. (Bunyakovszky) Tegyiik fel, hogy f eqy egész egyiitthatds egyvdltozos

polinom, melynek a foka pozitiv. Ha
o [ foegyiitthatdja pozitiv;
o firreducibilis az Z[z| felett;
e n € ZV-ra az f(n) szamok relativ primek

feltételek is teljesilnek, akkor az f(x) polinom értéke prim végtelen sok pozitiv egész-

re.

Lattuk, hogy a korosztasi polinomokra teljesiil az elsé két feltétel. A harmadik
feltételrol is tudjuk, hogy teljesiil, mert csak akkor nem lennének relativ primek, ha
talalnank olyan 1-t6l kiilonb6z6 szamot, mely osztja f Osszes egyiitthatojat. Ez nem

lehetséges, mert a konstans tag mindig 1, illetve —1, ha n = 1.

Tehat a sejtés szerint a korosztasi polinom értéke végtelen sok n-re prim. A kovet-
kez6kben nézziik meg ezt konkrét n értékekre. Vegyiik a korosztasi polinomokat és
vizsgaljuk meg, hogy az n-edik kdrosztasi polinom milyen legkisebb értékekre lesz
prim. Ahogy noveljiik n értékét vajon hogyan és milyen mértékben valtozik ez a
szam? Az els§ 100 kdrosztasi polinomra hataroztam meg ezeket a minimalis értéke-

ket, ezen értékek egy sorozatot alkotnak. Az alabbi kédot a Maple nevii programban
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futtattam le, melynek eredményeit az alabbi tablazatban dsszegzem. A tablazatot
ugy toltottem fel, hogy az oszlopszamét az n szam tizes helyi értéken 16v6 szdm adja,
valamint a sorszam pedig az egyes helyi értéken szerepls érték. f:= proc(n) local k;
for k from 2 do if isprime(numtheory:-cyclotomic(n, k)) then return k fi od

end proc:
seq(f(n), n =1 .. 100); [16]

3156132 |14130] 2|3 |21]11
21202122112 |3 |61] 4
212110 2 |15]24] 3 |11 |41

2121212 (2] 7 (30|16 7 |6
20121221411 7 ]2 |59 2 |4
21212 (32|29 |7|2|4
2122|615 |5 (46| 2 | 8 |12
216|425 |7 (8|2 |5 |2
21216 |10 2 [19] 2 |22 2 |63
2141212633222
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5. Wedderburn tétel

Ebben a fejezetben a ferdetestekkel fogunk foglalkozni. A csoportelmélet és a kor-
osztasi polinomok segitségével szeretnénk bebizonyitani, hogyha egy ferdetest véges

akkor kommutativ is.
5.0.1. Tétel. (Wedderburn) Minden véges ferdetest kommutativ.

Bizonyitas. Vegyiink egy D véges ferdetestet. Jeloljiik Z-vel D centruméat. Ekkor
Z kommutativ test, igy |Z| = ¢ = p* valamilyen p primre. Mivel Z részteste D-nek,
ezért D vektortér Z felett, igy |D| = ¢, ahol n = dimzD. Legyen D* a D ferdetest
multiplikativ csoportja. Szamoljuk meg D* elemeit gy, hogy Osszeadjuk a D*-beli
konjugaltosztalyok elemszaméat. Itt a Z*-beli elemek fognak megfelelni az egyelemi
konjugaltosztalyoknak. Ugyanakkor azt is tudjuk, hogy tetszéleges o € D* elemre
a konjugaltosztalyanak, [a]-nak az elemszama megegyezik o centralizatoranak az
elemszaméaval D*-ben:

]| = |D* : Cp+(e)

’

ahol Cp-(a) = x € D*|za = aw. Konnyen lathato, hogy Cp-(«) is ferdetest (a 0-val
kiegészitve), és igy ’CD*(OM = ¢? — 1, ahol d | n. Igy D* elemszamara az alabbi

osszefiiggést kapjuk (ezt nevezziik osztalyegyenletnek):

:qn_1:q—1+zqn_1

|D*
d g’ —1

és itt a szumméazas olyan d-kre torténik, melyek osztoi n-nek, de nem egyenlék vele.

Az 2" — 1 =[] ®u(x) Ssszefiiggésbol lathato, hogy @, (z) | 2" — 1, s6t @, (z) | L=
din

minden d | n, d # n esetén. Mivel ez az oszthatosag Z[zr|-ben is teljesiil, ha x

helyébe ¢-t helyettesitik, akkor Z-beli oszthatésagot kapunk. Igy: ®,(q) | ¢* — 1 és

D, (q) | Z:j minden d | n, d # n esetén. Ebbdl viszont az osztalyegyenlet alapjan

azt kapjuk, hogy ®,(q) | ¢ — 1. Most megmutatjuk, hogy ez csak n = 1 esetén

lehetséges. n > 1 esetén ugyanis @, (x) gyoktényezdi kozott szerepel egy (z — &),

ahol gy az egységkordn van, és nem egyenld 1-gyel. Ekkor:

@n(@)] =[] 1(@a—2)| = g —20] > g1,

hiszen ‘q — 51-‘ > 1Vi-re és |q — 80| > (¢ — 1)e ugyanis messzebb van ¢-t6l, mint az 1.
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