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1. Bevezetés

1.1. Torténet, motivacid

Az implicitfliggvény-tétel egy olyan eszkoz, amellyel tobb valos valtozo kdzotti kap-
csolatot irhatunk le. Nincs olyan fiiggvény, amelynek a grafikonja ezt a kapcsola-
tot egészben lefrna, de az értelmezési tartomany lesziikitésével mar létezhet. Az
implicitfiiggvény-tétel biztositja a feltételeket egy ilyen fiiggvény létezéséhez.

Az inverzfiiggény-tétel az analizisben egy differencialhaté fiiggvény inverzének a
létezésére ad feltételt, vagyis hogy a fiiggvény értelmezési tartoményanak egy adott
pontjanak a kornyezetében invertalhato legyen: az adott pontban a derivéltja foly-
tonos és nem nulla. A tétel megadja az inverz fiiggvény derivaltjanak kiszdmitasi
modjat is.

Az 1800-as évekig az implicit fiiggvények létezésének bizonyitasédval nem fog-
lalkoztak, inkabb a viselkedésiiket vizsgaltak. ElGszor Isaac Newton foglalkozott a
téméaval, egy konkrét impliciten megadott fiiggvény viselkedésének az elemzésével.
Kés6bb ebbdl sziiletett meg a gyokok keresésére szolgalé Newton modszer.

1770-ben Joseph Lagrange bizonyitotta be azt, amit az els6 implicit fiiggvény
tételnek lehet tekinteni, az inverzfiiggvény-tétel formajaban. 1800-as évek elején Ca-
uchy is foglalkozott a téméaval.

Az implicitfliggvény-tétel bizonyitasara egészen 1876-ig varni kellett, amikor is
Ulisse Dini olasz matematikus kozé tette a valos valtozokra vonatkozd bizonyitasat.

A két fliggvény legtobb bizonyitasa véges-dimenzios euklideszi tereken az inverzfiiggvény-
tétel bizonyitasaval kezd6dik, ebbdl szarmaztatva az implicitfiiggvény-tétel bizonyi-
tasat. A legalapabb bizonyitasok azt hasznaljak ki, hogy korlatos és zart gémbben
a Weierstrass tétel szerint a fiiggvény felveszi a minimumaéat és maximumat.

Szakdolgozatomban elGszor példakon at mutatom be az implicit- és inverzfiiggvény-
tételeket [2]. A masodik részben az implicitfiiggvény-tétel bizonyitasahoz sziikséges
lemmakat és tételeket mondom ki, ezutan magat a tétel bizonyitasat mutatom be két
részre bontva [1] alapjan. A Viviani-gérbe példajan keresztiil megvizsgalom, hogy
mikor lehet, és mikor nem lehet hasznélni az implicitfiiggvény-tételt. Az dbrak és a

Geogebra prezentécio elkészitéséhez az [5]-t hasznaltam.



A harmadik fejezetben harom tételt fogok bemutatni, mindegyiket az implicitfiiggvény-
tétel kovetkezményeként. Az els§ az inverzfiiggvény-tétel lesz [1]-ben 1évs bizonyitas
alapjan. Majd az implicitfiiggvény-tétel egy erGsebb alakjanak a bizonyitasat adom

meg [4], aminek a kovetkezménye a Lagrange-multiplikitor modszer lesz.



1.2. Példak

1.1. Példa. Vegyiik a kovetkez6 egyenletet.
fla,y) =2 +y* =1 (1.1)

Olyan P = (p, q) pont kérnyezetében, amely kielégiti az (1.1) egyenletet (q # 0),

megtudjuk oldani y kifejezésével.
y==+VvV1— a2

Az implicitfiiggvény-tétel célja, hogy elkeriiljiik az egyenlet explicit moédon vald
megoldasat. Linearisan kozelitjiik az (1.1) egyenlet bal oldalat. Az f(x,y) fiiggvény
lineéris kozelitése egy adott P = (p, q) pontban.

af af
0z l(p,q) <$ p) 0y l(p,a)

Az (1.1) egyenlet kozelitésére kapjuk a kovetkezs egyenletet:

(y—q) + f(p.q) (1.2)

(2p)(z —p) + (29)(y —q) + 1 = 2px +2qy = 1.

Ha az (1.1) egyenlet bal oldalat helyettesitjiik a linearis kozelitésével és egysze-

riisitiink, megkapjuk a P pontbeli érintG egyenes egyenletét.

prt+qy=1 (1.3)

Az implicitfiiggvény-tétel azt mondja, ha megtudjuk oldani az (1.3) egyenletet

y-ra, akkor az eredeti egyenlet impliciten definialja y-t mint x fligvényét.

1.2. Példa. Egy harom valtozos, két egyenletbél all6 egyenletrendszert vesziink,
amit expliciten is meg lehetne oldani, de mivel tobb valtozo van, mint egyenlet, két
valtozo implicit fiiggvénye lesz a harmadiknak.

Legyen R > V2 és nézziik az

2’ +y’+ 22 =R
zy =1



1. dbra. Az (1.4) rendszer p = 3 esetén.

egyenletrendszert a P = (1,1, p) pontban, ahol p = vV R? — 2.
Parcialis derivaltakat szamolva a P pontban, a kovetkez6 egyenleteket kapjuk.
T4y +pzr=2+p (1.5)
T+y=2 (1.6)

Az (1.5) els6 egyenlete definidlja a P- beli érintd sikjat az (1.4) elss egyenletének,

hasonléan a (1.5) masodik egyenlete az érint6 sikja az (1.4) masodik egyenletének.

2. abra. Az (1.4) rendszer p — 3 esetén.

Az (1.5) egyenletrendszer megoldasa geometriailag azt jelenti, hogy az érints
sitkok metszete egy vonal, mert R3- beli vonal mentén egy valtozo kifejezhetd, mint

a masik kett6 fliggvénye.



Miel6tt alkalmazhatnénk az implicitfliggvény-tételt, meg kell mutatni, hogy meg
tudjuk oldani az (1.5) egyenletrendszert ugy, hogy az egyik valtozot a masik kettd
segitségével kifejezhetjiik. Ez azt jelenti, hogy az egyenletrendszer D egyiitthato

(1 1 p
o (1 17) .

Ez akkor teljesiil, ha p # 0. Tehat ha R > /2 , a tétel garantalja, hogy va-
lamely két valtozo impliciten definidlja a harmadikat. Tegyiik fel, hogy p # 0. Az

matrixanak a rangja 2.

implicitfiiggvény-tétel szerint, ha meg tudjuk oldani az (1.5)-t, akkor a megoldasban
szerepld két fiiggetlen valtozo az eredeti (1.4) rendszerben is impliciten definialjak
a harmadik valtozot. D-nek barmely két fiiggetlen oszlopa, megfeleltetve az (1.4)
rendszer valtozoinak, ki fogja fejezni a harmadik valtozot. Igy kapjuk az x(y) és

z(y), valamint a y(x) és z(x) parokat, amik kielégitik az (1.4)-et.

1.3. Példa. Az inverzfiiggvény-tétel egy folytonosan differencidlhato fiiggvény in-
verzének létezésére ad feltételt. A fiiggvény egy adott pontjahoz tartozé érintGjének
a meredeksége nem nulla, akkor a pontot tartalmazoé kis szakaszon a fiiggvény szi-
gorian monoton, igy invertalhato lesz. Egy fiiggvény invertalhato ha injektiv.

Legyen f invertalhato fiiggvény, ekkor g pontosan akkor az inverze, ha Vo € D(f)

esetén g(f(z)) = x és Vy € D(g) esetén f(g(x)) = y.
Vegyiik a a kovetkezé fliggvényt.

fla) =2’ (1.8)
Ezt atalakitva megkapjuk az inverz fiiggvényét.

y=1° = w=3y = gly) =y (1.9)

P

az identikus leképezést kell visszaadnia.

9(f(2)) = Va* ==
f9(@) = (Va)’ =



1.4. Példa. Vegyiik az f(z) = x? fiiggvényt. Ha az 6sszes valos szamon értelmezziik
a fliggvényt, akkor az mar nem injektiv, ezért nem is invertédlhat6. Ha az értelmezési
tartomanyat leszikitjiik a D(f) = [ 0, +oc] tartomanyra, akkor méar injektiv lesz.

Igy az inverz fiiggvénye a kovetkezst kapjuk.

2

y=it — =y — [la)=Ve

1.3. Matematikai hattér

Legyen R™, n > 1 az n-dimenzioés euklideszi tér. Legyen a,b € R, a < b, jelolje
(a,b) ={r eR:a<xz<a}és|a,b ={re€R:a<x<a} intervallumokat.

1.1. Tétel (Bolzano-tétel). Legyen f : [a,b] — R folytonos figguény.
Ha )\ € (f(a), f(b)) akkor 3 ¢ € [a,b] amire teljesil, hogy f(c) = M.

1.2. Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen f : [a,b] — R figgvény, amely
folytonos |a,b]-n és differencidlhatd (a,b)-n.
Ekkor 3 ¢ € (a,b): f(b) — f(a) = f(c) (b—a).

Legyen {e1,...,e,} és {f1,..., fm} bazisok R™ és R™-ben. Adott € R" esetén,
r = x161 + -+ + xhe, -6t jeloljik x = (zq,...,2,)- el. Ha y € R, akkor (z,y) =
=Y+ + TnlYn.

Adott z € R" és 7 > 0, B(z,r) = {y € R" : |z — y| < r} jeldlje az = kdzépponti
r sugari gombot.

Legyen T : R" — R™ lineéris leképezés, ekkor léteznek olyan a;; valés szamok

(t=1...m,7=1...n), amikre T(e;) = ar;f1 + -+ amjfm VJ.

1.1. Definici6. Legyen T : R® — R™ linearis leképzés és A a leképezésnek meg-

feleltetett n x m-es matrix. Ekkor a T leképezés norméjan a [T = 3 32 |ay|’
i=1j=1

mennyiséget értjiik.

1.1. Lemma. Legyen T : R® — R™ linedris leképezés. Ekkor Yv € R™ esetén

teljesiil, hogy |T'(v)| < ||T|| - |v| és T folytonos.



Bizonyitds. Jel'c')ljiik (a;j) -vel a T fiiggvénynek megfeleltetett matrixot és Vo € R”

esetén |T'(v \ = Z }< i1y -y Qim), v>|2.
Legyen v, h € R” A Cauchy — Schwarz egyenlGtlenséget felhasznélva:

m

2

<D Mais - am) P ol = Jof? ZZI ai)|" = IT|* [o].
i=1

=1 j=1
|T(v+h)—T(v)|=|T(h)| <||T|||h| — T folytonos.
[

1.2. Definicié (Differencidlhatosag). Legyen Q C R™ nyilt. F; : Q@ — R legyen F
fiiggvény i-dik komponense és jeloljiik F' értékét a p pontban F'(p) = (Fi(p), ..., Fn(p))-
vel. Azt mondjuk, hogy F differencidlhato a p pontban, ha 3 T : R™ — R™ lineéaris
leképezés és E . B(0,r) — R™ fiiggvény (B(0,r) egy origd kdzéppontu r sugari

gomb) tigy, hogy F(p+h) = F(p) + T(h) + E(h) Vh € B(0,r), ahol £

T — 0.

T linearis leképezés jelenti az F' fiiggvény derivaltjat a p pontban. Tegyiik fel,
hogy t € R" Vj = 1...n-re F-nek az e; irdny1 irdnymenti derivaltja a p pontban:

6F( ) — lim F(p+t, —F(p)
de; t—>0 t -

e = 5o = (G 50

F-nek a j-edik parcidlis derivaltjat kapjuk meg, ha e; helyére x;-t irunk. Igy F

Jacobi- méatrixa p pontban

@) - 5
ox1 Oxn
1) = (G0 - S

1.2. Lemma. Legyen F : R® — R™ differencidlhatd figguény és T : RF — R™ olyan
leképezés aminek megfeleltetjik az n x k-as M mdtrizot. y € R™ rdgzitett pont.

Ekkor a G(z) = (F o p)(z) figgvény differencidlhato, ahol p(x) =y + T(z) és
kielégiti a JG = JF o p- Megyenletet Vo € R*.



Bizonyitds. Mivel F' és G is differencidlhato, hasznalhatjuk a lancszabalyt.
G =(Fop)=F(p)-p=JFop-M (1.10)
O

1.3. Lemma. Legyen F : Q — R differencidlhato figgvény, 0 C R™. a és b € ,
gy hogy a két pontot dsszekotd vonal Q-dan belil van.

Ekkor 3c € ab: F(a) — F(b) = (VF(c),b—a).

Bizonyitds. A bizonyitéshoz az egy valtozos kozépérték-tételt és a (1.2) lemmat
hasznaljuk. A tétel azt jelenti, hogy valahol az a és b pontok kozott a fiiggvény
gbrbéjének van a pontokat 0sszekdtd szelGvel parhuzamos érintGje. Ehhez bevezetjiik
Y(t) = a+t(b— a) fiiggvényt, ahol ¢ € [0,1], ez pontosan az ab-re esG pontokat adja
meg.

A ~(t) fiiggvénnyel felirhatjuk F(a)-t és F(b)-t.

(
(v(1)),  F(a) = F(7(0))
(v(to) ) (Fov) (t), to€[0,1]
(FOV)/(to) (VF(y(to)),b—a)

F
F(b) — F

O

1.4. Lemma. Legyen F € CY(Q,R"),Q nyilt halmaz R"-en, p € Q és teljesiiljion,
hogy detJF(p) # 0. Ekkor Ir > 0 dgy, hogy az F figguény a B(r,p) gémbre leszi-
kitve injektiv. Tehdt barmely a,b € B(r,p) esetén, ha a # b akkor F(a) # F(b).

Bizonyitds. Mivel F' derivalhato és a determinans fiiggvény folytonos, valamint F'
Jacobi méatrixa sem nulla, létezik olyan r > 0, hogy det( (&j)) #0 V¢, €
€ B(p,r), ahol 1 <14,5 <n.

Legyenek az a és a b pontok kiilonbézéek B(p,r)-ben, és ¢; € ab C B(p,r).
Legyen M = (VFi(c1),...,VFy(cy)). A tébbvaltozos kbzépérték-tételt hasznalva F
minden F; komponensére talélunk olyan ¢;-t, hogy F;(b) — Fi(a) = (VFi(c;),b—a) =
= (M, ;,b— a), ahol M, ; = (cl)

Igy F(a) — F(b) = M - (b — a). Mivel det ( (cw)) =detM #0ésb—a#0,
F(b) nem lehet egyenld F'(a)-val. O



2. Implicitfiiggvény-tétel

A tétel bizonyitasa két részre lesz osztva, elGszor az egy egyenletre és tobb valtozora
vonatkozo6 bizonyitas, majd az el6z6 bizonyitast felhasznalva egy m egyenletbdl és

n + m valtozobol allo egyenletrendszerre vonatkozoan.

2.1. Egy egyenletre bizonyitas

2.1. Tétel. Legyen F' : Q0 — R folytonosan derivdlhato fiigguény, 2 C R™ x R és
(a,b) € Q dgy, hogy F(a,b) =0 és %—lz(a, b) > 0.

Ekkor léteznek olyan X C R™ az a-t és Y C R a b-t tartalmazo nyilt halmazok,
amelyekre teljesiil, hogy:

1. Ve e X 3JlyeY dgy, hogy F(x,y) =0.

2. Legyen f(x) =y. f: X =Y folytonosan derivdlhatd figguény, f(a) =0b és

of () o (x, f(2)) 1)
— ZI/‘ o e —————————— .
o T ()

Bizonyitds. Az (z,y) valtozokat tekintsiik R™ x R-ben, ahol x = (xy,29,...,2,) és

y € R.

1. Elészor megadjuk az X és Y halmazokat, amin az f fliggvényt értelmezziik,

és a fiiggvény létezését bizonyitjuk a Bolzano-tétel felhasznélasaval.

Mivel F folytonos, meg tudjuk adni az (a,b) pontnak egy olyan kornyezetét {2
- 1, ahol %—5 > 0. Ezt egy (n+ 1) dimenziés nem elfajuld (a kifeszits vektorok
linearisan fiiggetlenck) téglatesttel adjuk meg és X' x [by, by]-el jeldljiik. Ekkor
az. y — F(x,y) figgvény Vo € X' és y € [by, by] esetén, az F(a,b) = 0 miatt
az x = a helyen biztosan negativ értéket vesz fel y = b;-nél, mig y = by-nél
pozitivat.

Hasonloan létezik egy n dimenzids nem elfajulé X’-beli X téglatest a kozép-
ponttal igy, hogy Vo € X-re F(x,b)) < 0és F(x,by) > 0. Igy F(z,y) szigortian

monoton nové lesz Vo € X' és y € [by, bo] esetén. Ha rogzitiink egy tetszéleges



x € X-et, és alkalmazzuk a Bolzano-tételt, akkor egyértelmtien létezik olyan
f(x) =y € (b1, b2) fiiggveny, hogy F(z, f(x)) = 0. Legyen y := f(z).

. Legyen X” C X nyilt halmaz ami tartalmazza a-t ugy, hogy f(x) € (by,by) Va €
€ X", ahol by < by < b < by < by. Tehat Y-nak egy olyan leszikitését adjuk

meg, amire teljesiilnek az elsG részben leirtak. Igy f folytonos 2 = a pontban.
Barmely o’ € X -re legyen 0/ = f(da). Ekkor f : X — Y megoldasa az
F(z,h(z)) egyenletnek Vz esetén, ahol h(a') = b'. Tehat f folytonos a’-ben is.

. Adott x € X, e; a j-edik béazisvektor R"-ben, elég kicsi ¢ # 0 esetén = + te;
is X eleme. Legyen P = (:U,f(x)) és QQ = (:L‘ + tej, f(x + tej)) pontok, igy F

mindkettében nulla.

A kozépérték tételt hasznilva, létezik olyan (Z,7) € PQ, PQ € X x|by, by

amire teljestil, hogy

0=F(z+tej, f(z+te;)) — F(z, fz)) = (2.2)

OF _ OF et
_ <a_:cj($’y)’ 3—y(“”y)> (f(a: +tej) — f(@)

Mivel % és %—5 folytonosak, valamint %—Z # 0 az X x (b1, by) halmazon, az f
J

fiiggvény is folytonos és (Z,7) tart (x, f(z))-hez amint t — 0.

0= g_:j(f,ﬂ)(:v +te; —x) + (?)_];(f’ﬂ) L/ (tte) = f(2)] =
g_ﬂi(ffag)t + ?)_5@?7) /(@ +tej) = f(a)]
@S +ie) — 0] = S
f(z+te;) — f(x) _ _gTFj(j’g)
t G (T.9)

10



lim Ox; _ Oz
=0 @9 Gy f(2)

Gy (@, f(2))

Ezzel bebizonyitottuk az f parcilis derivaltjara tett allitast is.

11



2.2. Viviani-gorbe

Az egyenletrendszerre vonatkozo bizonyitas el6tt, egy példan 4t mutatom be a tétel
alkalmazésat. A két egyenlet egy gdbmbot és egy hengert ir le, a kettének a metszete
tobbféle is lehet attol fliggden, hogy mekkordnak vessziik a sugarakat. A henger
kézéppontjat valamint a sugarat rogzitjiik és csak a gdmb sugarat valtoztatjuk.

Legyen a két egyenlet a kovetkezo:

Fii(z—22%+y =4 (2.3)
By 2 +y*+22=R*, Re|0,00 (2.4)

A GeoGebra linken lathaté a két test metszete, ha valtoztatjuk a gomb sugarat,
a metszet négyféle alakot vehet fel. Ha R = 0 akkor a metszet egyetlen pont lesz,
ha elkezdjiik novelni, akkor elGszor a baseball labda mintajahoz hasonlé alakot vesz
fel. Ekkor a metszet gorbéjének barmely pontjaban a gradiens vektorok linearisan
fiiggetlenek, teh&t nem parhuzamosak és mivel a metszet pontosan azt jelenti, hogy

az 1 =0 és F, = 0, alkalmazhatjuk az implicitfiiggvény-tételt.

3. abra. Gomb és henger metszete R<4 esetén

12


https://www.geogebra.org/classic/n8kmnegu

R = 4 esetén kapjuk a Viviani-gérbét, a pontban, ahol a gorbe metszi sajat
magat, a két gradiens vektor padrhuzamos lesz, ezért ebben az esetben nem hasznal-
hatjuk a tételt

4. dbra. A két test metszete R=4 esetén.

R-et tovabb novelve a metszetnek két komponense lesz, az egyiket az zy sikra
tiikrézve kapjuk a masikat.A gorbék barmely pontjaban a gradiens vektorok fiigget-

lenek lesznek.

2
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5. abra. A két test metszete R>4 esetén.
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El6szor azt az esetet mutatom be, amikor alkalmazhatjuk az implicitfiiggvény-
tételt és a két fiiggvény metszeteként kapott szimmetrikus gorbéket impliciten meg

tudjuk adni. Ezutdn azt az esetet nézem meg, amikor a Viviani-gérbét kapjuk.

r=0.

(=)e(+)

Legyen F = (Fy, F) : R?* — R? sima fiiggvény.

Fl(xayvz): ($_2)2+y2_4 (25>
Fy(z,y,2) =2 +9y* + 22— 25 (2.6)

Az els6 egyenlet az r = 2 sugart (2,0,0) kozéppontt hengert definidlja, a masodik az
origd kézéppontit R = 5 sugart gombot. A kettének a metszete az el6zéek alapjan

kett§ szimmetrikus gorbe.
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Geometriailag az implicitfiiggvény-tétel azt mondja ki, ha a megfelels feltételek
mellett valamely C' C R3 pontok halmaza kielégiti a F' = 0 egyenletrendszert, akkor

ezek a pontok egy sima gorbét definialnak.

2.2. Tétel. F : R3 — R? sima figgvény. Legyen ¢ € R? és p € C, ahol C =
= {(x,y,2) € R®: F(x,y,2) = c}. JF(p) rangja mazimdlis. Ekkor lélezik olyan
U C R? a p pontot tartalmazé nyilt tér, hogy C N U-t definidlhatjuk mint egy sima

gorbét és megtudjuk adni az ezt leiro fliggvényt paraméteres alakban.

Legyen p = (2,2,4/17) pont, ami kielégiti mindkét egyenletet. ElGszor kiszamol-

F(r,y,2) = <<x — y2> (2.7)

22+ 4 22

juk JF(p) rangjat.

JF(z,y,2) = ( (2.8)

JF(p) = (O v ) (2.9)

20 —-2) 2y 0
2z 2y 2z

4 4 /17

r(JE(p)) =2 (2.10)

A JF(p) matrixnak a masodik és harmadik, valamint az els§ és masodik oszlopa
linearisan fiiggetlenek. Tgy ki tudjuk fejezni y-t és z-t mint z fiiggvényeit és y-t és
x-et z segitségével. Az el6bbi esetet mutatom be.

Elgszor eliminaljuk Fb-t, ebb6l kdnnyen kifejezhetjiik y-t, és mivel 88—1;;2 #0,ez
jo valasztas lesz. Majd behelyettesithetjiik Fi-be. [gy megkapjuk a p pont kozelében
értelmezett fliggvényt, amire teljesiil, hogy Fi(x, p(z, 2),2) = 0.

By y® =25 — 2% — 2° (2.11)
y=v2—22—-22 p,=2>0 (2.12)

y:=@(x,z) =25 — 22 — 22 (2.13)
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A g(x,z) = Fi(z,¢(x, 2),z) = 0 gorbe lokalisan megegyezik az F = 0 gorbével.
Behelyettesitjiik (2.13)-t g(z, z)-be és kifejezziik z-t.

g(z,2) =0 (2.14)
(x =202+ (V25 —a2—22)° —4=0 (2.15)
(x—22+(25—2—2%)—4=0 (2.16)
v —4dr 444252 -2 —4=0 (2.17)
2? =25 —2? (2.18)
2=v25—4z, p.=V17>0 (2.19)
2= 1)(x) = /25 — da (2.20)
Ekkor g(z,1(x)) = 0, és igy F (z,¢(z, ¥ (x)), ¢¥(z)) = 0.
p(w. (@) = /25— 22 — (V25— Ta)? (2.21)
o(r, 0(2) = Viz — 22 (2.22)

Tgy megkaptuk a paraméteres egyenletet ami paraméterezi a metszetet a p pont

egy kornyezetében.
Y(z) = (2, 0(z, ¥(2)), ¥(2)) (2.23)
v(z) = (z, Vdz — 22,25 — 4x) (2.24)

Az F(y(z)) = 0 azonban csak egy részét adja meg a teljes metszetnek, mivel
a p pontot az elsé térnyolcadbol valasztottam és minden koordinatija pozitiv, a
metszetnek csak az ebbe a térnyolcadba esd részét fogja paraméteresen leirni.

Ahhoz, hogy megkapjuk a két gorbe teljes paraméterezését, vegyiik a @ = (2, —
—2.V17), P’ = (2,2, —/17) és a Q' = (2,—2,—/17) pontokat. Az elgbbihez ha-
sonloan szamolva, megkapjuk a kovetkezd egyenleteket amelyek a metszet mindkét

gbrbéjét paraméterezik.

Yo(z) = (z, —V4z — 22,25 — 4x) (2.25)
Yo (z) = (z, —Vidz — 22, —V/25 — 4x) (2.26)
v (2) = (2, VAz — 22, —v/25 — 4x) (2.27)
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6. abra. A P,P’,Q, Q" pontok kornyezetében értelmezett paraméteres egyenletek

egyértelmiien paraméterezik az egyenletet.

A Viviani-gorbe esetét vizsgaljuk, hogy miért nem tudjuk impliciten megadni az
F = 0 gorbét. Legyen F = (Fy, Fy) : R® — R? differencialhato fiiggvény.

Fi(z,y,2) = (v —2)* +9* — 4 (2.28)
Fy(z,y,2) =2+ 9> + 2> — 16 (2.29)

Az el6z6ek alapjan a metszetre illeszkedS Gsszes pont esetén teljesiilnie kell, hogy
JF(p) rangja maximalis. Ezt geometriailag értelmezhetjiik gy, hogy az adott pont-
ban vett I} és I3 gradiensvektorok nem parhuzamosak. Ha parhuzamosak lennének,
akkor az azt jelenti, hogy JF'(p) rangja nem maximalis.

Legyen P = (4,0,0) pont az, ahol a gérbe metszi sajat magat és kiszamoljuk az

ebben a pontban vett gradiens vektorokat.

VF(p) = (VFi(p), VF:(p)) (2.30)

4
VF(p) =0 (2.31)
0

o O
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7. abra. VF(p)

Mivel a gradiens vektorok parhuzamosak, nem tudjuk impliciten megadni a P

pont kornyezetében a metszetet.

Tegyiik fel, hogy mégse parhuzamosak és az el§z6héz hasonléan elkezdiink eli-

minalni, y segitségével akarjuk kifejezni x-et és z-t. ElGszor Fy-bdl kifejezziik x-et,

majd ezt behelyettesitjiik F}-be.

F:a?+ P +22-16=0
r=+/16—y2— 22, P, >0
x = (y,2)
9(y, z) = Fi(e(y, 2),y, 2)
9(y,z) =0
(V16 —92 =22 =22 442 —4 =0
16—y?— 22 —4/16 — 222 + 4+ 4> —4 =0
16 — 2% = 4/16 — 32 — 22

(16 — 2%)* = 16(16 — y* — 2?)
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Legyen a := y? és b := 22, igy masodfoki egyenlettel szaimolhatunk tovabb.

(16 — b)* = 16(16 — a — b) (2.41)
b(16 — b)
—_— = 2.42
6 (2:42)
b(16 — b) 9
= 2.43
G Y (2.43)
b(16 — b)
W ——= = 2.44
G Y (2.44)
Mivel P, = 0 és P, = 0 a gyokvonast nem végezhetnénk el, ezért tegyiik fel, hogy
b = 22 kicsi. b .
16 —
16 z (2.45)
16 —
+ W ~ V22 = 4 (2.46)
y==E|z| ~ £z (2.47)
y:=1(z) =%z (2.48)

v(2) = (\/16 —22(1— %) — 22 iZ\/l - %, z) (2.49)

Tehat, annak ellenére, hogy az implicitfiiggvény-tétel feltételei nem teljesiiltek, mégis

megtudtuk adni a Viviani-gérbét impliciten.
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8. abra. A v(z), ha a harmadik paramétert pozitiv elGjellel vessziik.

2.3. Egyenletrendszerre bizonyitas

2.3. Tétel. Legyen F' € C1(Q,R™), Q C R™ x R™ nyilt halmaz és (a,b) € Q gy,
hogy F(a,b) =0 és %—5(@, b) invertdlhatd.

Ekkor léteznek olyan X C R™ az a-t ésY C R™ a b-t tartalmazo nyilt halmazok,
amelyekre teljesil, hogy :

1.Vee X dJy=f(x)eY, hogy F(x, f(x)) =0.
2. Legyen f(x) =y. f: X =Y folytonosan derivdlhato figguény, f(a) =0b és

or or } | (2.50)

116 =~ [ e s)] [ s

Bizonyitds. Egyenletrendszerre az implicitfiiggvény-tétel bizonyitédsa hasonléan tor-
ténik mint a (2.1) tételben. El6szor X és Y tereket definialjuk, majd indukcioval

bizonyitjuk hogy f egyértelmiien 1étezik az el6z6 tétel felhasznalasaval.
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Ezutan f Jacobi-matrixdra vonatkozo egyenletet vezetem le F' derivalasaval,
majd bemutatom, hogy f-en kiviil nem létezik mas olyan X — Y filiggvény amire

teljesiilnek a tételben megfogalmazott feltételek. Négy részre bontjuk a bizonyitast.

1. A tételben azt allitottuk, hogy F(x, f(z)) = 0 egyenletnek az f(a) = b feltétel
mellett f(z) megoldas lesz és ez els6 rendben folytonosan derivalhato egy a-t

tartalmazo nyilt halmazon. Ezt m-re vonatkozo6 indukcioval bizonyitjuk.

Az m =1 a (2.1) tétel esete. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz m — l-re. Le-

gyen F = (Fy, ..., Fy) ésy = (y2, .-, Um), igy (z,y) = (z;y1,v). Jeloljik a
%—g(a, b) parcialis derivaltat H-val és az ennek megfeleltetett bijektiv linearis
leképezést ‘H : R™ — R™-el. Azt szeretnénk belatni, hogy a H segitségével
definidlt G(x, z) fliggvény méasodik valtozoban vett parcilis derivéltja egy al-
kalmas koordinata rendszerben az egységmatrix lesz. Ehhez a (1.2) lemméat

fogjuk felhasznalni.
Definialjuk a G(z,z) : R" x R™ — R™ differencialhato fiiggvényt az alabbi
modon:

G(x,2) = F(x,b+H (2 = b)) (2.51)

A lemmaban a parcialis derivaltra vonatkozé allitast felirjuk, majd kiszamoljuk

a G fiiggvény (a,b) pontban vett értékeét.

F
g—f(x, z) = %—Z(x, b+H 'z —b)) (2.52)
%x,z =JF(x ,b+H Y (z=b)-H -1 2.53
0z

oG 1 —1
g(a,b):JF(a, b+H (b—0b)) -H (2.54)
aa—(j(a,b) =JF(a, b+H"-0)-H ' (2.55)
%(a, b) = JF(a,b)- H* (2.56)
Az elejéen H = JF'(a,b)-t behelyettesitve az egyenletbe a kovetkez6t kapjuk.
g—f(a, b)=H-H' (2.57)
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A tételben feltettiik, hogy F'(a,b) = 0, még meg kell mutatni, hogy a G fiigg-

vény értéke is nulla az (a,b) pontban.
G(a,b) = F(a, b+ H ' (b—1)) = (2.58)

F(a, b+0) = F(a,b) =0 (2.59)

Tehat a fentiek szerint definialt G(z, z) fliggvény masodik valtozo szerinti par-
cialis derivéaltja az (a,b) pontban az egységmatrixot adja. Vagyis fel tudunk
irni egy olyan koordinata rendszert amelyben az F-nek megfeleltetett G fiigg-
vény parcialis derivaltja az egységmatrix lesz. Igy feltehetjiik, hogy a H is az

egység matrix.

. Nézziik az Fi(z,y1,y") = 0 egyenletet az y;(a,t’) = by feltétellel, ahol (by,b) =
= b. Ezutan alkalmazzuk az (2.1) tételt. A fiiggvény az F; : R* xR — R

lesz, (a,b) € R" x R és az el6z6ekben megmutattuk, hogy H = S- = [ ezért
2—511 = 1. Teljesiilnek a tételben megfogalmazott feltételek, ezért Ely1 = o(x,y)

elsG rendben folytonos fiiggvény az (a,b’)-t tartalmazé nyilt halmazon, amire

teljesiil, hogy:
Fy (ZE v,y ) Fl( 7(,0(1’, y/)a y/) =0 és (,D(CL, b/) = bl' (260)

Ezutan y; = ¢(x,y')-t behelyettesitjik F(z,y;,y") = 0 egyenletbe és deriva-

lunk ys, ...,y szerint az (a,b) pontban.
Flz,o(,y),y) =0, yla) =V (2.61)
F'(a,by, ) = (2.62)
8L(a,b) - 22 (a, b)) + 82 (a,b) ... 8(a,b)- 22 (a, V) + S22 (a,b)
%I;'l”(a b)- 3 (a V) + Um (a b) ... %Z’l”(a, b) -5 ( 0+ 8F7" = (a, b)
Mivel g?ii (a,b) (i = 2,...,m) csak akkor nem nulla, ha i = 1, igy a mét-

rix tagjainak bal oldala mindig O-val lesz egyenld.
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9 (q,b) ... 22(q D)

Oya OYm
F'(a,by,b') = : : = l(m—1xm-1)
%S?(a b) ... ggm(a b)

Az indukcios feltevés szerint létezik egy olyan 1 € C! fiiggvény az a-t tartal-

maz6 X nyilt halmazon, amire teljesiil, hogy:

f(x,gp(a:,w(a:)),w(a:)) =0, Ve e X, és(a) =1, (2.63)
Az (2.63) és Fy (x, go(x,w(x)),w(x)) egyenletek alapjan definialhatjuk f(z) =
= (go(a:, W(x)), w(ac))—et ahol z € X. Igy megkapjuk, hogy

F(z, f(z)) = 0.¢s f(a) = (¢(a,¥(a)),¥(a)) = (¢(a, V), V') = (bs, V) =b.

(2.64)
. Derivaljuk F(z, f(z)) = 0-t a lancszabaly alapjan.
F'(z, f(z)) = 0 (2.65)
Gt )|+ |G @] ) =0 (2.66)
e )| 5w = = | G ) (2:67
1) == |Gt s@)] | Gote ) (2.68)
. Legyen ®(z,y) = (a:, F(q:,y)), (z,y) € Qés
z I 0
detJ® = det <a§>> = det <6F aF> (2.69)
oy 9r 9y

ahol, I az n-ed rendi egységmatrix, és a 0 egy n X m-es nullmétrix. A (1.3)
lemmaét felhasznalva ® injektiv egy olyan €2 = X’ x Y nyilt halmazon, hogy

X' C R" és tartalmazza a-t és Y C R™ és tartalmazza b-t.

Legyen g olyan fiiggvény amire teljesiil, hogy F(m g( ))=0Vz € X ésg(a) =
= b. Ekkor ®(z,g9(z)) = (z, F(z,g(2))) = = O(z, f(z)) Vo € X. @
injektivitasabol kovetkezik, g(x) = f(x) Vo € X.

]
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3. A tétel kovetkezményei

Ebben a részben harom kovetkezményét mondom ki az implicitfiiggvény-tételnek, az
elsG az inverzfiiggvény-tétel , majd az implicitfiiggvény-tételnek egy erésebb alakjat

és ebbdl egyértelmiien kovetkezik majd a Lagrange-multiplikdtor modszer.

3.1. Az inverzfiiggvény-tétel

3.1. Tétel (Az inverzfiiggvény-tétel). Legyen F : Q — R™ elsd rendben folytonosan
derivdlhato figguény. Q@ C R™ és p € Q, azzal a feltétellel, hogy JF(p) invertdlhato.

Ekkor létezik olyan, p pontot tartalmazé X nyilt halmaz, F(p)-t tartalmazo Y
nyilt halmaz és olyan G : Y — X € C' amire teljesiil, hogy:

(FoG)y)=y VYyeY ¢é (GoF)(x)=z VrelX (3.1)

Bizonyitds. A (1.3) lemmat felhasznalva -t lesziikithetjiik ha kell és feltehetjiik,
hogy F' injektiv. Legyen ®(z,y) = F(z) — vy, (z,y) € 2 x R",® elsé rendben foly-
tonosan derivalhato és teljesiil réa, hogy g—i’(F(p),p) = JF(p). Az implicitfiiggvény-
tételbdl kovetkezi, hogy létezik olyan F'(p)-t tartalmazo Y halmaz és olyan G : Y —

Q) folytonosan derivalhato fiiggvény, amire teljesiil, hogy
®(G(y),y) = (FoG)(y) —y=0,Vy €Y (3.2)

(FoG)(y)=y,VyeY (3.3)

Tehat, F képe tartalmazza Y halmazt. Mivel F folytonos és injektiv, X Gskép nyilt
és tartalmazza a p pontot, valamint F' fliggvény az X halmazt bijektiven képezi
Y-ba.

Az (FoG)(y) = y egyenletbdl kovetkezik, hogy a G fliggvény Y-bol X-be képez
és mivel F' bijektiv, G-nek is bijektiven kell lennie. O

3.1. Megjegyzés. JG(y) = (JFOG(y))f1 VyeY
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3.2. Implicitfiiggvény-tétel erds alak

3.1. Definicié (diffeomorfizmus). Az F': M — N differencialhato leképezést diffe-

omorfizmusnak hivjuk, ha
1. ha bijektiv
2. F~!inverze, F~': N — M is differencialhato.

F lokalisan diffeomorfizmus az xy € M pontban, ha ‘?9—1;(:100) bijektiv az inverzfiiggvény-

tétel miatt.

3.2. Tétel. Legyen U C R™ nyilt halmaz és F : U — R™, xy € U és r(JF(zg)) =
= m. Ekkor létezik olyan xq-t tartalmazé U C U nyilt halmaz és o : U — R"

diffeomorfizmus, hogy az F = wo o, ahol m : R* — R™ és n(x,y) = x.

Bizonyitds. Legyen R” = R™xR! ahol z,...,2m € R™ ésy1, ...,y € RL. Megfelels
R™beli bazis valasztassal elérhetjiik,hogy %—5(1’0) rangja m legyen.
Legyen [': U — R™ x R! ¢s F(z,y) = (F(z),y).Ekkor,

sit= (£ £) = (Fe ) 09

9y

~—

r(JF(z9)) =n (3.6

Az inverzfiiggvény-tétel kivetkeztében F lokalisan diffeomorfizmus. Legyen o := F

és m: R™ x R — R™ leképezés, m(x,y) = 2.
rog=m-F(r,y)=n-(F(z),y) = F(x) (3.7)

]
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3.3. Lagrange multiplikdAtor moédszer

3.3. Tétel. Legyen F = (Fl, e ,Fb) : R® — R® differencidlhatd figguény. Az F
fiigguény az (Fg, e ,Fb) = 0 feltétel mellett csak akkor veheti fel lokdlis maximu-
mdt vagy lokdlis minimumdt az a pontban, ha VFi(a),VFy(a),...,VE,(a) gradiens

vektorok linedrisan figgetlenek.
3.2. Megjegyzés. 31, -+ , Ay € R nem mind 0 szamok, hogy
> Xi-VE =0 (3.8)

3.1. Allitas. Ha OF(p) rangja mazimdlis p € R® pontban akkor ott nincs Fy-nek

maximumada.

3.1. Példa. Legyen F = (Fy, Fy, F3) : R? — R? differencialhato fiiggvény. Keressiik

F3 lokalis maximumat vagy lokalis minimumat az (Fy, Fy) = 0 feltétel mellett.

Fi(r, ) = (5 — 27 447 — 4 (39)
Fy(z,y,2) =2+ 9> + 2> — 16 (3.10)
Fi(z,y,2) =y (3.11)

Tehat az A pontban lokalis szélsGérték van, ha I\;, Ay, A3 valos szamok amelyekre
teljesiil, hogy VF) - A\ + VEy - Ay + VF5- A3 =0.
Feltehetjiik, hogy az egyik egyiitthato 1. Legyen ez a As.

20 —4 2x 0
VF = 2y 2y 1 (3.12)
0 2z 0
2z — 4 2z 0
2y . )\1 + 2y . )\2 = 1 (313)
0 2z 0
(2y) - A+ (2y) - A2 =1 (3.15)
(22) - Aa =0 (3.16)
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A harmadik egyenletben két eset lehetséges.

1. Ha z = 0, akkor a Viviani-gérbének az 6nmagaval vett metszéspontjat kapjuk,

ami nem lehet szélsGérték a (3.1) allitas miatt.
2. Ha X\ = 0, akkor kapunk szélsGértékeket.

A (3.15) egyenletbe Ay = 0-t behelyettesitve azt kapjuk, hogy

(2y)- M+ (29)-0=1 (3.17)
1
M=o (3.18)

A (3.14)-be Ay = 0 beirva, a kovetkezdt kapjuk

A (2 —4)=0, M #0 (3.19)

x =2 (3.20)

Tehat x = 2-t behelyettesitve az F} és F; fiiggvények egyenleteibe, megkapjuk a
szélsGértékeket.

Fi:(2-2°4+y+2=4—y=42 (3.21)

Fr: 22422422 =16 — 2 = +V8 (3.22)

Tgy 4 darab szélséértéket kaptunk. Lokalis maximumok az A;(2,2, v/8), A5(2, —2,V/8)
pontok, mig lokalis minimumok az As(2,2, —v/8) és A4(2, —2, —/8) pontok.
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