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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetdmnek, Héger Tamdsnak a szakdolgozatom készitése
soran nyujtott minden segitségért.
Tovéabba koszonOm a rengeteg segitséget €s timogatast férjemnek, aki nélkiil nem tudtam

volna befejezni a tanulményaimat.



1. Bevezetés

A hibajavit6 kodolas a szadmitdstudomdny egy méra onéllova vélt dga. A hirkozlésben és az in-
formatikdban fontos feladat a tovéabbitott informdci6 hibdinak felismerése, €s - lehetdség szerint
- a hibék javitasa.

Minden iizenet, amit egy rendszer egy masiknak tovabbit, sziikségképpen dthalad valami-
lyen csatorndn, azaz egy iizenettovabbitdsra szolgdld rendszeren. Azonban ha a csatorna zajos,
akkor kisebb a kapacitdsa, vagyis kevesebb informacio jut at rajta sériilés nélkiil. Ekkor az iize-
netiinket ugyanis torzithatja a zaj, ami val¢jdban nem mds, mint az iizenethez ad6dé felesleges,
véletlenszer( jelek Osszessége.

A hibajavité kédolds feladata egyrészt ezeket a sériiléseket minimalizdlni, mésrészt az in-
formécio célba érkezése utdn a lehetd legpontosabban és leggyorsabban rekonstrudlni az eredeti
iizenetet. Eppen ezért a hibajavité kédok meghatarozo6 tulajdonsagai a kddolas €s a dekddolas
miiveletigénye, valamint a hibafelismerd és hibajavit6 képességiik. Elvarjuk t6liik, hogy relati-
ve sok hibat kikiiszoboljenek tigy, hogy az iizenet hosszit ne noveljék meg tilsdgosan. Emellett
a kédnak mindig igazodnia kell a csatorndhoz, hiszen kiilonb6z6 csatorndknak més-mads jellem-
z0 hibdik lehetnek. Ilyen tipikus hiba lehet példdul két egymas melletti jel felcserélése, vagy a
hibédk egy helyre csoportosuldsa.

Az algebrai kédelmélet méra a hétkoznapi €let részévé valt. Hibajavité kodokat hasznalunk,
mikor CD-n, vagy merevlemezen adatot tarolunk el. Felhaszndlja Gket a televizids €s radios
miisorszoras, a mobiltelefonok, GPS-ek, QR kdédok. Alkalmazzuk gyakorlatilag minden olyan

teriileten, ahol elektronikus dton adatot tovabbitunk.

1. dbra. A kédolt informécid utja a felad6tol a vevig 3]

Uzepet — Kodolo —> Csatorna — Dekodolo —r—{ Fogado
forrasa
| | | |
| | ! | I
X:"Xl"'xk C=C1---C,, | );:C+e ’)‘E
uzenet kodszo ' fogadott dekodolt
| vektor lizenet
|

€e=¢€) ¢y
za] miatti hiba

A dolgozat megirdsahoz felhaszndlt szakirodalom sorszdmai az egyes fejezetek elején van-
nak feltiintetve, illetve a felhasznalt abrak cimében kiilon is.

A 2. fejezet tételei és definicidi a [15] és [9] jegyzetekbdl szdrmaznak. A kapacitds ki-
szamitdsa sajat munka, a kolcsonos informdcié derivalasat a https://www.wolframalpha.com/

segitségével végeztem el.



A 3. fejezet Altaldnos fogalmak alfejezet tételeihez és definicidihoz a [[13]] és [[11] forrdsokat
hasznaltam. A fejezet tovabbi részében a [14], [10] és [6] forrasokra timaszkodom.

A 4. fejezetben a felsorolt szabvanyok a [[12]] cikkben vannak listizva. A bevezetés és a
definicidk a [1], [2] és [4] alapjan irédtak.

Az 5. fejezethez a [1]], [2] és [6] cikkeket hasznéltam fel.

A 6. fejezet az egyes alfejezetekben megjelolt forrasokat kovetik.

A 7. fejezet a példakkal és abrdkkal egyiitt a [3] konyvet és a [4] cikket koveti. A fejezet
bevezetéséhez felhasznaltam még a [1] és [2] forrasokat.

A 8. fejezet a [4] cikk illetve a Csapdék alfejezet a [[7] cikk felhaszndldsaval irédott.

2. Csatorna kapacitasa

Amikor adatot tovabbitunk egy csatorndn keresztiil, akkor szeretnénk, ha az informacio célba is
érne. Azonban a valésagban a kommunikécids csatorndk olyanok, hogy a rajtuk athalad6 adatok
egy része elveszhet, vagy médosulhat.

Shannon 1948-ban publikdlt munkéjaban E] bebizonyitotta, hogy minden csatorndnak 1étezik
ugynevezett kapacitdsa, mely megmondja, hogy legfeljebb mennyi informéaciot képes megbiz-
hatdan tovébbitani.

Shannon azt is megmutatta, hogy az adatvesztés minimalizéalhato, ha tigyesen koédoljuk az
tizenetet. Ilyen ,,ligyes" kodok az LDPC kdédok is, melyek segitségével gy kozelithetjiik meg
a kapacitést, hogy kozben a kédolas €s a dekddolast is viszonylag hatékonyan elvégezhetd mii-
velet marad.

A Shannon-tétel kimondasdhoz el6szor felidéziink néhdny alapfogalmat a valészinliségsza-
mitas témakorébdl. [[15] [9]]

2.1. Definicio.

Legyen (2, A, P) val6szintiségi mezd. Az X : Q2 — R fiiggvény valdszintiségi valtozo, ha
{lweQ: X(w)<z}ed

minden z € R.
X diszkrét valoszintiségi valtozo, ha értékkészlete diszkrét.
Az X eloszlasét egyértelmiien meghatdrozzdk a P(X = z;) = P(x;) valészintiségek, ahol

1 =1,2, ... értékeket vesz fel.

2.2. Definicio.

Legyenek XY diszkrét valészintiségi valtozok, z, y események. Ekkor

!Claude E. Shannon: A Mathematical Theory of Communication. Bell System Technical Journal. 27(3), 379
423, 1948. julius.



1. Pxy(z,y) = P(X = 2,Y = y) az egyiittes eloszlds,
2. Px(x) = P(X =x)és Py(y) = P(Y = y) a peremeloszldsok,

3. Pyix(y,z) = P(Y = y|X = x)és Pxy(z,y) = P(X = z|Y = y) a feltételes

eloszlasok.

2.1. Tétel.
Legyenek XY diszkrét valosziniiségi vdltozok, ekkor

Pxy(z,y) = Py|x(y,x)Px(x) = Pxyy(x,y)Py(y).

A Shannon-tétel kimondasahoz sziikségiink van néhany uj fogalomra is.

2.3. Definicié.
Legyen I a bemeneti 4bécé, O a kimeneti dbécé, i € I és o € O bettik. Legyen P(i, 0) annak
a valészinlisége, hogy o megérkezett a cimzetthez feltéve, hogy i-t elkiildtik. Az (1,0, P)

harmast csatornanak nevezzik.

2.4. Definicio.
Legyen X a bemenetet, Y a kimenetet jelent valoszintiségi valtoz6. A bindris szimmetrikus
csatorna (BSC, azaz Binary Symmetric Channel) olyan csatorna, melyre / = O = {0, 1},

hibaval6szintisége 0 < p < %, és teljesiilnek a kovetkezok:
1. Py|X(0,0) = Py|X(17 1) =1 — P,

2. Pyix(0,1) = Pyx(1,0) = p.

2.5. Definicio.

Az X és'Y diszkrét valoszintliségi valtozok kolesonds informdcidja

PX,Y(:E’ y)

I(X,Y) = Z Z Pxy(z,y)log Pr(2) Py (y)’

yeY zeX

A log jelolés a természetes alapu logaritmust jelenti. (Vélaszthatjuk mdsnak is a logaritmus

alapjat, ez csak egy konstans szorzdbeli eltérést eredményez.)

2.2. Tétel (Shannon-tétel).
Legyen X a bemenetet, Y a kimenetet jelentd valosziniiségi valtozo. Egy kommunikdcios csa-

torna kapacitdsa, vagyis az idbegység alatt a csatorndn maximdlisan tovdbbithato informdcio

C = sup I[(X,Y).

Px (z)
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2.1. Példa.
A Shannon-tétel alapjan kiszamithato a bindris szimmetrikus csatorna kapacitasa.

A kapacitdshoz X és Y kolcsonos informécidjanak szuprémumaét kell meghataroznunk, ami-
hez el6szor az egyiittes eloszldsokra van sziikség.

Legyen 0 < r < 1 annak a valdszintlisége, hogy a bemenet X = 0, ekkor r — 1 valdszin(i-
séggel lesz X = 1. Tehat

Px(O):T és Px(l)zl—’f’.

A feltételes eloszlasok ismertek a bindris szimmetrikus csatorna definicigja miatt, igy a 2.1

tétel alapjan az egyiittes eloszlasok
1. Pxy(0,0) =r(1—p),
2. Pxy(0,1) =rp,
3. Pxy(1,0) = (1 —r)p,
4. Pxy(1,1) = (1 —r)(1 —p).
Ebbdl a Py peremeloszlés
. A(0)=r(1—p)+(1—=r)p=r—rp+p—rp=r—2rp+p
2. () =rmp+0-r)1—-p)=rmp+1l—p—r+rp=1—r+2rp—p.

Az eldzdeket behelyettesitve a kolcsonods informacid

I(X,Y) =

r(1-p) 1 =rp
=7r(1—p)log <r(r—27“p—|—p)) + (1 —r)plog ((1 —r)(r—2rp+p)>+

rp (1-r)(-p) _
+rplog (7"(1 —r+27“p—p)) T - -p)log ((1 —r)(1 —r+2rp—p)) -

ZTG—#ﬂbg<—j;3L—)+%1—ﬂpbg(——il——)+

r—2rp+p r—2rp+p
p l—p
1 1—r)(1—p)l
+Tp0g(1—r+2rp—p)+( r)(1=p) Og(l—T—O—QTp—p)’

ezt a kifejezést kell maximalizdlni r-ben. Ha 1étezik maximum, akkor ez szuprémum is. A

sz€ls6értéket ugy talaljuk meg, hogy a derivéltat O-val tessziik egyenlové.

1—p 1—p p )
I(X,Y)=—plog| ———— ) +log| ———— ) —plog | ————— |+
( ) p g(—2pr+p—|—r) g(—2pr—|—p+r> p g(—2pr+p+r

I-p L—p D
l —1 | =0
TP Og<2pr—p—r+1) Og(2pr—p—7“—i—1)+p0g(2pr—p—r+1)




A derivalt ekvivalens dtalakitdsokkal egyszer(ibb alakra hozhaté.

2
I(X,Y)’:(Qp—l)log( priptr ) ~0

2pr —p—1r+1

Ha (2p — 1) = 0, akkor p = %, ami azt jelenti, hogy nincs Osszefiiggés az X bemenet és
az Y kimenet kozott. Ebben az esetben a kolesonos informacié 0, ami 7(X,Y') minimuma. Igy
feltehetjiik, hogy (2p — 1) # 0, és

log (——22" P )
& 2pr —p—r+1)

Ebbdl kifejezziik az r valészinliséget, igy azt kapjuk, hogy r = % Tehat akkor tudunk optiméa-
lis informaciémennyiséget tovabbitani, ha az X bemenet % valészintiséggel 0, és ugyanekkora
valészintiséggel 1. Ha r-et visszahelyettesitjiik a kdlcsonods informécié képletébe, abbdl meg-

kapjuk a csatorna kapacitdsat.

1—p I—p

C=sup I(X,Y) =

Px (z)

= (1 —p)log(2 — 2p) + plog(2p) = log(2) + plog(p) + (1 — p)log(1 — p)

log(2 — 2p) + glog@p) + glog(Qp) + log(2 — 2p) =

Mivel a csatorna bindris, praktikusabb a természetes alapu helyett a kettes alapu logaritmussal
szamolni. Ezzel az 4ttéréssel a kapacitdst bitben kapjuk meg, mig a természetes alapu logarit-

must haszndlva a mértékegység nat (natural unit of information) marad.

C =1+ plogy(p) + (1 — p) logy(1 — p) bit a bindris szimmetrikus csatorna kapacitasa.

3. Linearis kodok

A linedris kodok a hibajavité kodok egy nagy csalddja, melyet altaldban két csoportra osztunk,
a konvolicids kodok és a blokk-kédok csoportjdra. Ez utobbiba tartoznak az alacsony stirliségii
paritdsellen6rz6, vagy LDPC kédok, melyekkel a dolgozatban foglalkozunk.

Ebben a fejezetben a linedris kodolas témakorében hasznalt fontosabb fogalmakat tekintjiik

7z

at.

3.1. Altalanos fogalmak

El6szor néhany alapvetd fogalommal kell megismerkedniink. [13]] [[11]

3.1. Definicié.
Legyen () egy abécé, azaz betlik halmaza, Q™ az m elemi sorozatok halmaza, Q™ elemeit

szavaknak nevezziik.



A kédolés egy ¢ : Q™ — Q™ injektiv fuggvény. p(Q™) = C C Q™ a ¢ értékkészlete, elemei a

kddszavak.

A Q™ értelmezési tartomdny elemeibdl épiilnek fel az tizenetek, ezért Q™ elemeit az {izenet

koordinatdinak vagy bitjeinek is nevezziik.

3.1. Példa.

Kdédolés az tizenetbitek dupldzasa.

Példaul a 010001 tizenet kddolva 001100000011.

It Q =1{0,1},m=1,n =2, #(a) = aa, C = {00,11} C Q*.

3.2. Definicio.
Legyen Q abécé, ¢ : Q™ — Q" ko6dolo fiiggvény, ekkor C' C Q"-t egy (n, m) paraméterd

kddnak nevezziik, n a kdd hossza, m a kéd dimenzidja.

Egy kéd megaddsdhoz elégséges csak a C' halmazt meghatdrozni a kédol6 fiiggvényt nélkiil.
A gyakorlatban persze nagyon fontos, hogy a ¢ fiiggvény hatékony legyen, ezért szerencsésebb

ezt is megadni.

3.3. Definicié.
Legyenek v, w € Q" kédszavak. v és w Hamming-tdvolsaga azoknak a koordinataknak a szama,

ahol a két kodszo6 eltér egymastol.

3.2. Példa.
Legyen v = 001110101, w = 001111001, ekkor v és w Hamming-tdvolsdga 2.

3.4. Definicié.
Egy kod d minimadlis tdvolsdga a kiillonboz6é kdédszavak Hamming-tdvolsdgainak minimuma,

vagyis a két legkozelebbi kddsz6 tavolsaga.

3.5. Definicio.

Egy C = (m,n) kdd ritdjdnak nevezziik az R = ™ szdmot.

A kéd ratdja tehat megmutatja, hogy egy iizenetben a vektor hosszdhoz viszonyitva mennyi
hasznos informaciot tovdbbitunk. Nyilvan azt szeretnénk, hogy a rita nagy legyen (kapacitas-
hoz kozeli), mert hosszi, mégis kevés adatot tartalmazo iizeneteket kiilldeni nem gazdasigos.
Azonban ha a rata értéke nagyobb, mint a csatorna kapacitdsa, akkor dekédoldskor nem all
rendelkezésiinkre elég segédkoordinata ahhoz, hogy felismerjiik €s kijavitsuk az lizenet értékes
részében keletkezett hibdkat. gy a kéd nem javithat tetszGlegesen sok hibat anélkiil, hogy a
hossza miatt ne romlana a hatékonysiga. A feladat tehédt olyan kédokat taldlni, melyek ratdja
kozel van a csatorna kapacitdsdhoz, de a hibajavitashoz sziikséges redundédns bitek ardnya a

lehet6 legkisebb. A hibajavitdssal a kovetkezd fejezet foglalkozik.
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3.2. Hibajavito képesség

Hibajavité kédokat tobb szempont alapjan is 6sszehasonlithatunk. Amikor ezt a hibajavit6 ké-
pesség alapjan tessziik, akkor azt mondjuk, hogy egy kdd jobb hibajavitd képességilinek szamit
a masiknal, ha tobb hibat tud felfedezni, és kijavitani anélkiil, hogy jelentGsen megnovelné az
tizenet hosszit.

Ahhoz, hogy sok hibat javitson egy kod, nagy minimadlis tdvolsdguinak kell lennie. Ezzel
szemben a kddolt tizenet akkor nem lesz tul hosszu, ha a kéd ratdja nagy, vagy masképp megfo-
galmazva, ha |m — n| kicsi. Ez a két kovetelmény ellentmond egymaésnak, ezért nem vélaszthat-
juk a kéd minden tulajdonsagét tetszdlegesen kedvezdre. A paraméterek kozotti 6sszefiiggést a
Hamming-korlat adja meg. [[13] [L1] [[14]

Amikor egy kddsz6 dtmegy a csatorndn, esetleg médosulhat néhany koordinétdja. Ekkor a
legjobb taktika az, ha megkeressiik a kddszavak koziil azt, amelyik a legkevesebb helyen tér el a
kapott sz6t6l. Ez a legbiztosabb dekddolé mddszer. Megtehetjiik példaul azt, hogy végignézziik
az Osszes kodszot, és megnézziik, melyiktdl tér el a legkevesebb helyen a médosult kédszo.
Azonban ha sok a kédsz6, akkor ez nyilvén til idGigényes folyamat.

A dekoddolédsban épp az a kihivds, hogy olyan algoritmust kell taldlnunk, ami esetleg nem
mindig a legk6zelebbi kddszot adja, de dltaldban igen, és gyorsan teszi ezt. Késdbb latni fogjuk,
hogy az LDPC kédokhoz van ilyen dekdder.

A dekddolas feladata tehat dgy visszaadni az {izenetet, hogy kozben a lehet6 legtobb hibat
kijavitsa. A hibék javithatésdga pedig fiigg a kdd fentebb mar megemlitett tulajdonsdgaitol.

3.6. Definicio.
Legyen e > 1 egész szdm. A C' kdd e-hibajelzd, ha egy kodszét legfeljebb e helyen megvaltoz-

tatva az eredmény nem lehet kodszo.

3.1. Tétel.
Legyen a C' kod minimdlis tavolsdga d. A C' kod pontosan akkor e-hibajelzd, ha e < d.

Bizonyitas.

A kod minimélis tdvolsdga d, emiatt vehetiink olyan v és w kddszavakat, melyek tavolsdga
éppen d. Ez azt jelenti, hogy v-t d helyen megfelel6en megvaltoztatva megkaphatjuk w-t. Ekkor
v-bdl egy masik kédszét kapunk, tehat v-t legfeljebb e = d — 1 helyen médosithatjuk, ha meg
akarjuk tartani az e-hibajelz6 tulajdonsagot. [

3.7. Definicié.
A C'kéd e-hibajavit6, ha barmely két kédszot legfeljebb e helyen megvéltoztatva nem kaphatjuk

eredményiil ugyanazt a kddszot.



3.2. Tétel.
Legyen a C' kod minimdlis tdvolsdga d. A C' kod pontosan akkor e-hibajavito, ha 2e < d.

Bizonyitas.
Legyenek v és w kédszavak, v # w, minimalis tdvolsaguk d.

Az e-hibajavité tulajdonsag pontosan azt jelenti, hogy ha a v" kdsz6 legfeljebb e helyen
véltozott, akkor még egyértelmtien rekonstrudlhaté az eredeti v. Azonban ha e-t C%—nél nagyobb-
nak vdlasztjuk, akkor v" v-t6l vett tdvolsdga nagyobb lesz, mint a w-t6l vett tavolsaga. Ekkor
javitds utdn nem v-t kapjuk vissza, hanem w-t.

Abban az esetben, ha e-t %’-nek vdlasztjuk, nem donthetd el egyértelmiien, hogy v vagy w

volt-e az eredeti kddszo, mert v’ egyenls tavolsdgra van téliik. 0

Az, hogy egy kdd e hibdt javit, szemléletesen azt jelenti, hogy ha a kédszavak koré e sugara
n dimenzids gomboket irunk, akkor a gombok diszjunktak lesznek. Ha a gombok atfedés nélkiil
kitoltik a teret, akkor a kédot perfektnek nevezziik.

A gombok térfogatara ad felsd becslést a Hamming-korlat, amit épp ezért gombkitoltési

korlatnak is szokas hivni.

3.3. Tétel (Hamming-korlat).
Legyen C' = (n,m) kéd a q-elemii ) dbécé felett, és legyen C minimdlis tdvolsdga d. Vezessiik
be aze = |(d —1)/2] jelolést. Ekkor

q"Vy(n,e) < q",

ahol

Bizonyitas.
() felett ¢" darab n hosszd szét tudunk alkotni (azaz |Q"| = ¢™). Minden sz6 koré irunk egy
e = | % | sugard gémbot. Ezek pdronként diszjunktak, hiszen sugaruk legfeljebb %1, tehat

Q™ = ¢" > mV,(n,e). O
A V,(n, e) 6sszeg éppen egy e sugari gombben taldlhaté szavak szdma.

3.8. Definicié.
Ha a C' = (n, m) kédra egyenlGséggel dll fenn a Hamming-korlat, akkor C' perfekt kdd.
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3.3. Linearis kodok matrixai

A linedris kodokat két matrix segitségével irjuk le, ezek a generdtor- és a paritasellen6rz6 mat-
rix. [13] [11] [14]

3.9. Definicio.
Ha Q = F, a ¢ elemii véges test és C' altere a Q" vektortérnek, akkor C-t linedris kédnak

nevezzik.

Egy linedris k6dot megadhatunk példdul ugy, hogy meghatdrozzuk a C' vektortér egy bazi-

sat.

3.10. Definicié.
Legyen C' egy linedris kod IF,, felett. Ekkor C' tetszSleges bazisat egy matrix soraiba irva a kapott

G € R™ ™ métrixot C' generdtormatrixdnak nevezziik.

Ha C' egy linedris (n,m) kéd F, felett, akkor a kédszavak az [ vektortérnek egy m-
dimenzids alterét alkotjék, igy a C'kdd egy G generdtormatrixa Fy**"-beli. TetszSleges w € Fy'
sz6 esetén v = wG kddszd, tehdt az iizenetek kédoldsa egyszeriien kivitelezhetd matrixszorzas
segitségével. GG sorai tehat generdljak a kddszavakat, hiszen minden kédszé a matrix sorainak
valamely linedris kombindcidja.

Megjegyezziik, hogy a generdtormatrix természetesen nem egyértelm, hiszen C'-ben tobb-

féle bazist is valaszthatunk.

3.4. Tétel.

Legyenek v és w kodszavai, G generdtormdtrixa a C' linedris kodnak. Ekkor

v = wd.

3.3. Példa.
A 3.1 példaban szerepld dupldzé kéd linedris.

Altaldnosan, ha a szavak m hosszd vektorok, akkor a dupldzés generatormétrixa G = (I, I,,,).

Idézziik fel a szokdsos skaldris szorzast: ha v = (vy,...,v,) és w = (wy,...,w,), akkor
(v, w) := viw; +. .. +vyw,. Bz Fy-beli vektorokra ugyantigy értelmezhetd, mint valésakra, és
ugyanugy fenndll, hogy F egy altérének dimenzidja és a mer6leges (ortogonalis) kiegészitojé-
nek dimenziéja dsszeadva n. Megjegyezziik, hogy a valds esettdl eltérden ez a két altér metszhet

nemtrivialisan is.

3.11. Definicié.
Legyen C egy linedris (n, m)-kéd F, folott. Legyen k = n — m, és legyen H € F;*" a C' altér
ortogondlis kiegészitd alterének egy bazisabol mint sorvektorokbdl 4116 matrix. Ekkor H-ta C'

kéd paritasellendrzé matrixanak nevezziik.
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Vegyiik észre, hogy definici6 szerint HGT = 0.

3.5. Tétel.
Legyen C' egy linedris (n, m)-kéd B, folott, k = n — m, és legyen C' paritdsellendrzd mdtrixa
H e F’;X”. Ekkor w € Iy pontosan akkor kodszd, ha H w? = 0 teljesiil.

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy w kddsz6. Ekkor merSleges H soraira, mert (G sorainak linedris kombindacidja.
fgy Hw eredménye k hosszi nullvektor. Forditva: Tegyiik fel, hogy v nem kédsz6, ekkor nem

merdleges H minden sordra, ezért Hw nem lehet a nullvektor. O]

3.12. Definicio.
A C = (n,m) linedris kédot szisztematikusnak nevezziik, ha a kédszavak els6 m koordinataja

megfelel az lizenetnek.

Szisztematikus kod esetén a generdtormétrix G = (I, B), ahol I, az m x m méretd
egységmatrix, B pedig egy m x (n —m) méretd matrix. A v tizenethez tartoz6 kodszo felépitése

a kovetkezo:

W = (V1,02 «evy Uy Wit 15 Wi g2, vy Wy, ).

A kédsz6 elsé m koordindtdjat tizenetszegmensnek, az utolsé n — m koordindtdjat paritds-

szegmensnek nevezziik.

3.6. Tétel.
Legyen a C = (n,m) linedris kod szisztematikus, ekkor a C' kéd H paritdsellendrzé mdtrixa

felirhato a kovetkezd alakban:
H = (=B I,_m),

ahol I,,_, az (n —m) X (n — m) méretii egységmdtrix, B a generdtormdtrix szisztematikus

alakjdban szerepld mdtrix.

Bizonyitas.
Legyen w = (vy, ..., U, Wny1, ..., Wy) az iizenetvektor, és tegyiik fel, hogy H = —BT I,,_,,

alaku. Az lizenetvektort behelyettesitve:
Huw" = HwG)" = HG"v" =0,
ahonnan HG? = 0 adédik. Ekkor G és H szisztematikus alakjat hasznalva a kovetkez6t kapjuk:
HGT = (A, "™ (I,,, B = A+ B" =0.
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Tehat A = —B7”. O

Egy C linedris kédnak dltaldban tobb generdtormétrixa €s paritasellen6rzé matrixa is lehet.

3.4. Tanner graf

Minden bindris linedris kod paritdsellen6rz6 matrixa reprezentdlhaté grafként is, ezt Tanner
grafnak nevezziik. A paritdsellen6rzé matrix és a Tanner graf kdlcsondsen egyértelmiien meg-
feleltethet6 egymdsnak ugy, hogy a métrix minden sora megfelel egy bitcsicsnak, és minden
oszlopa megfelel egy ellen6rzdestucsnak.

Ez az dbradzolds konnyebben 4tlathatéva teszi a kddolds és a dekddolds folyamatat, mint a
matrixokon végzett miiveletek, ezért linearis kdédokat sokszor érdemesebb ebben a formaban

vizsgélni. [6]

3.13. Definicio.

Legyen H € R**" egy bindris paritdsellenérzé matrix, T = {t,, ..., ¢} a bitcsticsok halmaza,
IT| =k, S = {s1,...,8,} az ellenérzScsicsok halmaza, |S| = n. Legyen a t; € T bitcstics

szomszédos az s; € S csuccsal pontosan akkor, ha H,; = 1. A TG = (T,S) péros grafot

Tanner grafnak nevezziik.

3.7. Tétel.
Legyen TG = (T,5) a C kéd Tanner grdfja. At € T bitcsiics foka pontosan annyi, ahdny
paritdsellendrzésben szerepel a t. bit. Az s € S ellendrzdcsiics foka pontosan annyi, ahdny bit

szerepel az s. paritdsellendrzésben.

Paritasellendrzésnek a H matrix soraival vett szorzast nevezziik.

Bizonyitas.
A s csucs akkor szomszédos a t csuccsal, ha a t. bit szerepel az s. paritasellendrzésben. Ez igaz
minden s € S-re, igy minden paritdsellendrzés eggyel noveli ¢ fokat.

Forditva ugyanigy minden bit ellendrzése eggyel noveli az s ellendrzbesucs fokét. [

3.4. Példa.

Legyen a paritdsellen6rzd métrix

1 110010

0001 1O0UPO0
H =

1 00 00 11

1 01 1010

A H-nak megfelel6 Tanner graf a kovetkezd:

13



2. dbra. Tanner graf

3.5. Példak linearis kodokra

A kovetkez6 fejezetben néhdny alapvetd linedris blokk-kédot mutatunk be érintSlegesen. [14]]
[10]

Hamming-koédok

A Hamming-kédok a hibajavité kodok egy konnyen kddolhat6 és dekddolhaté csoportja, az elsé
hibajavité kédok kozott alkalmaztdk Sket. Egyszert felépitésiik miatt azonban nem teljesitenek
joOl, ha a csatorna hibdi jellemzden egy helyre tomoriilnek (ilyen hiba példaul egy karcolds a
merevlemezen). Ennek ellenére a Hamming-kédok ma is hasznélatosak, €s sok bonyolultabb

linedris kod alapjaul is szolgdlnak.

3.14. Definicio.

Az 1-hibajavitd, 2-hibajelz0 perfekt linedris kddokat Hamming-kédoknak nevezziik.

3.8. Tétel.
Legyenp > 2 egész,n = 2P —1, k = 2P — 1 —p. Ekkor a C = (n, k) linedris kod Hamming-kdd.

3.5. Példa.
A C = (7,4) binaris Hamming-kéd esetében r = 3, n = 7, k = 4. A k6d minimdlis tdvolsdga

d = 3, paritasellen6rz6 matrixa

1010101
H=|10110011
00011171



Reed-Solomon kodok

A Reed-Solomon kédok jelentdsségét az adja, hogy MSD-kédok, azaz minimadlis tdvolsaguk a
lehetd legnagyobb az adott vektortér feletti linedris kddok kozott. Ezt a maximumot a Singleton-

korlét adja meg.

3.9. Tétel (Singleton-korlat).

Legyen C = (n,m) linedris kéd minimdlis tdvolsdga d, ekkor

d<n-—m-+1.

3.15. Definicio.
Haa C = (n, m) linedris kéd minimalis tdvolsiga d, és C'-re egyenlGséggel teljesiil a Singleton-

korlat, akkor a kédot MDS-kédnak (maximum distance separable) nevezziik.

Reed-Solomon kédokat tobbféleképpen 1étrehozhatunk, egy lehetséges konstrukcié a ko-

vetkez0:

C(n,m) = p(z1),p(xa), ..., p(xn),

ahol p legfeljebb m-edfoki polinom F, felett, xy, ..., z,, pedig F,-beli pontok.
Vagyis kiértékeljiik a p polinomot az z1, ..., x,, helyeken, €s az igy kapott értékek lesznek a

kédszavak. Az x; pontokat praktikus okokbdl dltaldban primhatvanyoknak vélasztjuk.

Golay-kodok

A Golay-kodok kozé négy linearis kdd tartozik, ezek koziil kettd bindris, kettd ternaris, azaz [Fs
felett definialt.

A bindris Golay-kédok attorést jelentettek a hibajavité kédok kozott, hiszen segitségiikkel
sokkal nagyobb adatmennyiséget lehetett feldolgozni ugyanannyi idd alatt, mint a kordbban
hasznalatos kodokkal. Hatékonysdguk miatt igy kodoltak példaul a Voyager lirszondak 4ltal
kiildott adatokat is.

Turbo kodok

A Turbo kédok voltak az elsd olyan hibajavité kédok, amelyek teljesitménye j6l meg tudta ko-
zeliteni az elméleti maximumot, a Shannon-korlatot. Bar az LDPC kdédok elkezdték kiszoritani
oket, még ma is haszndaljuk ket példdul miiholdas kommunikacié sorén.

A Turbo kédok csalddja tobbféle kodot tartalmaz, ezek kozott akadnak blokk-kédok, kon-
volucids kédok, valamint a ketté keveréke is.

Felépitésiiket tekintve a Turbo kédok eredetileg két mésik kodbol dllnak 6ssze. Minden
tizenetkoordindtandl véletlenszeriien kivalasztjuk az egyik kodot, és ezzel kédoljuk az aktudlis

koordinatét, igy mindkét koddal alkotunk kédszavakat.
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4. LDPC kédok és gyakorlati jelentosségiik

A Low-Density Parity-Check, azaz alacsony stirliségli paritdsellen6rzé kdédok olyan linedris
hibajavité blokk-kédok, melyek paritasellendrzd matrixa ,.ritka", vagyis kevés nemnulla elemet
tartalmaz. Ez dltaldban azt jelenti, hogy a métrixnak sokkal kevesebb nemnulla eleme van, mint
ahany 0 van benne. Ennél pontosabban a stirtiség fogalmdnak bevezetésével hatarozhatjuk meg,
hogy mennyire legyen ritka a matrix. [12] [4] [1] [2]

Az LDPC koédokat 1963-ban Robert Gallager mutatta be a doktori értekezésében, azonban
sokdig nem ismerték fel valddi jelentsségiiket, f6leg a nagy szamitasi komplexitdsuk miatt. Az
1990-es években keriiltek ismét el6térbe.

Teljesitményiik rendkiviil j6, egyes véletlen médon generalt kodoké jol kozeliti az elméleti
hatart, igy 4jboli felfedezésiik 6ta fokozatosan kiszoritjdk eddig hasznalt konkurenseiket, pél-
d4ul a Turbo kédokat. Széleskorlien alkalmazzdk Sket a gyakorlatban, f6leg olyan teriileteken,
ahol kiilonosen fontos, hogy az iizenet minél gyorsabban tovabbithat6 és dekddolhat6 legyen.
Népszertiségiiket noveli, hogy egy LDPC kdéd altaldban tobbféle zajos csatornén is jol teljesit,
igy sok teriileten felhasznalhato.

Az LDPC kédok mara szamos szabvanyba is bekeriiltek, tobbek kozott a masodik generaci-
6s misorszéré (DVB-T2, S2, C2) szabvanyba, a WiFi (IEEE 802.11n) szabvanyba, a WiMAX
(IEEE802.16¢) szabvanyba, illetve a 10 gigabites Ethernet szabvanyba is.

A dekddolas sebességét nagyban befolyasolja az adott kéd paritdsellendrz6 matrixanak st-

risége, ahol a stirliséget a méatrix oszlopainak és sorainak sulydval definidljuk.

4.1. Definicio.

A v € R" vektor silya az a szdm, ahdny nemnulla koordindtdja van v-nek.

Az alapjan, hogy egységes-e a paritdsellendrzd matrix sorainak és az oszlopainak stlya,

megkiilonboztetiink reguldris és irreguldris LDPC kodokat.

4.2. Definicidé.
Legyenek p € N és v € N rogzitettek. A C' LDPC kdéd reguldris, ha C' paritasellen6rzé matri-
xdnak minden sora p silyd, és minden oszlopa ~y stlyu. Ekkor a C' kédot (p, y)-regularisnak is

nevezzik.

4.3. Definicio.
A C LDPC koéd irreguldris, ha nem reguldris.

4.4. Definicio.
Legyen a C k6d (p, )-reguléris, H € R**™ a C' parit4sellenérz6 matrixa. Ekkor a H matrix &

stirtisége



A gyakorlatban haszndlt LDPC kédok esetén altaldban elvérjuk a jobb teljesitmény érdeké-
ben, hogy a ¢ slirliség 2% és 2% kozé essen. A dekddolé algoritmus hatékonyabbd tehetd ugy is,
ha a H paritasellen6rz6 matrix olyan, hogy a hozza tartoz6 Tanner graf b6sége nem kisebb egy
p € N paraméternél, tehat nincs benne p-nél kisebb kor. p-t dltaldban 6-nak, de legalabb 4-nek
véalasztjuk.

Bar elméleti szempontbdl ez nem elvarés, praktikus okokbdl az alkalmazott LDPC kédok
jellemz&en bindrisak. Ezek a kédok altaldban tobb ezer sorbdl és oszlopbdl allé6 G generétor-

matrixszal, kddszavaik relative nagy minimalis tdvolsdggal rendelkeznek.

5. Kodolas

LDPC kédok esetében a kddolds folyamata tipikusan ugy torténik, hogy valamilyen eljardssal
konstrudlunk egy H paritdsellen6rz6 matrixot, amibdl aztan kiszdmithat6 a kéd G' generator-
matrixa. [6]] [1] [2]

G-bdl egy matrixszorzassal megkapjuk a kédszavakat.

Legyen w az iizenetvektor, ekkor a hozza tartoz6 v kédszo6 a
v=wqG

szorzdssal kaphaté meg.

Azok a mddszerek, melyekkel LDPC kédokat tudunk 1étrehozni, nem a generatormaétrixot,
hanem a paritdsellen6rzé matrixot adjak meg (vagy a vele ekvivalens Tanner grafot), ezért els6
1épésként meg kell keresniink /7 ortogonalis kiegészitdjét, azaz a generdtormatrixot. Szisztema-

tikus kédok esetén G-t konnyen meghatdrozhatjuk H-bél, hiszen
H=(-B"1,.,,) alaki, amibsl G = (I,,,B).

Nem szisztematikus kédok esetében G megtaldldsa nehezebb feladat.

A generatormadtrixos szorzdssal mds probléma is felmeriilhet az elébbin kiviil. Mivel a G
matrix a paritdsellendrzé matrixszal ellentétben nem feltétleniil ritka, igy a kédolds dltalaban
joval kevésbé hatékonyan zajlik, mint a dekddolés. Kivételnek szdmitanak bizonyos geometriai

megkozelitéssel létrehozott LDPC kédok, melyekkel a kdvetkezd fejezetben foglalkozunk.

6. Konstrukciok

7z

LDPC koédok elééllitdsara szamos modszer ismert. Léteznek graf alapd, kombinatorikai és geo-
metriai konstrukcidk, pszeudovéletlen algoritmusokkal generdlt kddok és mas tipust kodokbdl

szarmaztatott kodok is. A kovetkez6 fejezet a gyakoribb eljarasokat tekinti at.
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Ahhoz, hogy 1étrehozzunk egy LDPC kdédot, tulajdonképpen a kod paramétereit hatarozzuk

meg. Ezek a paraméterek:

1. Akéd n hossza és m dimenzidja. Ez a két paraméter meghatdrozza a G' generdtormatrix és
a H paritasellen6rzé matrix méretét is, hiszen G € R™*" és H € R**" ahol k =n —m
a paritasellendrzések szdma. Mivel a hosszabb kddok jobban teljesitenek, mint a rovidek,

n-t érdemes nagynak vélasztani.

2. A paritasellen6rz6 matrix sorainak €s oszlopainak sulya. Ha a paritasellen6rz6 matrix
helyett a Tanner graf segitségével épitjiik fel a kodot, akkor ez a 1€pés azt jelenti, hogy

meghatdrozzuk az egyes csticsok fokszamat.

3. A paritdsellen6rz6 matrix felépitése. Véletlenszer(i generdlds esetén természetesen a H
matrixnak sem lesz semmilyen jellegzetes struktirdja, mas modszerek esetén azonban
lehet Osszefiiggés a sorok, vagy az oszlopok kozott. Tanner graffal reprezentalt kod esetén
ez a lépés a graf felépitését hatdrozza meg, azaz megmondjuk, hogy az egyes bitcsucsok

melyik paritasellen6rz6 csicsokkal szomszédosak.

6.1. Definicio.
Ha az LDPC kédot nem valamilyen véletlen konstrukcidval épitjiik fel, akkor tehat a paritasel-
lendrz6 matrixdnak lesz egy jellemzd mintdzata. Az ilyen kédokat strukturalt koédoknak nevez-

zik.

6.1. Véletlen konstrukciok

A gyakorlatban igen népszeriiek a paritasellen6rzé matrixot véletlen médon megvalaszté kod-
generdlé modszerek. Ezek el6nye, hogy az igy elkészitett LDPC koédok rendkiviil gyorsan de-
kédolhatoak. 6] [8]

MacKay-Neal-féle konstrukcio

A MacKay és Neal altal javasolt mddszer egyszer( algoritmust ad ugyan a paritasellendrzé
matrix megvdlasztisara, de nem vesz figyelembe olyan fontos szempontokat, mint péld4ul a
konnyti dekddolhatdsag.

Az algoritmus soronként llit el§ egy binaris H € R**" matrixot. Tegyiik fel, hogy a matrix
sorainak sulya p, oszlopainak stlya v. A H matrix ¢. sordnak meghatdrozasdhoz véletlen médon
generdlunk egy p silyu vektort. Kiegészitjiikk a mar meglévé 1.,2., ..., — 1. sorokbdl allé H;

matrixot az ¢. sorral. Ekkor az ¢. sor megfeleld, ha

1. a H; matrix minden oszlopdnak stlya legfeljebb -,

2. H; barmely két soranak legfeljebb egy kozos 1-es komponense van. Ezzel a feltétellel

kizarjuk a 6-ndl kisebb koroket a matrixhoz tartoz6 Tanner grafban.
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Ha az 7. sor nem teljesiti a fenti feltételeket, akkor dj vektort generdlunk a helyette, majd

erre is végrehajtjuk az ellendrzést. A k. sort akkor tekintjiikk megfelelének, ha
1. a Hy = H matrix minden oszlopanak stlya pontosan 7,
2. H barmely két sordnak legfeljebb egy k6z0s 1-es komponense van.

Mackay a fenti algoritmus mellett javasolt tovabbi eljardsokat is a paritdsellérz6 matrix

létrehozdsara. Néhany példa:

1. Kiindulunk a £ x n-es nullamétrixbdl, majd véletlenszertien kivélasztjuk a matrix néhany

elemét. A kivalasztott nulldkat egyesekre cseréljiik.

2. Meghatédrozzuk a matrix oszlopainak ~y sulyat, majd véletlenszertien generdlunk n darab

k hosszu v silyd oszlopvektort, amiket egymds mellé irunk.

3. A fenti algoritmust médositjuk gy, hogy 6-ndl nagyobb koroket is ki tudjunk zarni.

Gallager-féle konstrukcio

Gallager javaslata szerint a [ paritdsellen6rz6 matrixot olyan alakban kell keresniink, hogy

% = % = p teljesiiljon, ahol p € N egy el6re meghatdrozott konstans. Mivel H siirilisége az

definici6 szerint § 1= £ = ] = %, a p paramétert kellden nagynak vélasztva a [ matrixhoz

tartozo kéd biztosan LDPC kéd lesz.

Konstrukcié permutalé matrixokkal

6.2. Definicio.
Az M € R™ " bindris matrixot permutdlé métrixnak nevezziik, ha minden sordban és minden

oszlopdban pontosan egy 1-es szerepel.

Ez az algoritmus egy Hy € R j < k, | < n bindris paritdsellen6rz8 matrixot hasz-
ndl kiinduldsi pontnak, feltéve, hogy H, sorainak silya p, oszlopainak stlya ~y. Ezt bovitjiik
permutdlé matrixokkal.

A H, matrixban minden 1-est helyettesitiink egy véletlenszer(ien valasztott p; X p;-es per-
mutdlé matrixszal, és minden 0 elemet helyettesitiink a p; X p;-es nulla matrixszal. Az igy kapott
H, matrixot a kovetkezd iterdcioban ismét bovitjilk egy véletlenszertien valasztott p, X po-es
permutdlé métrixszal, illetve a nulla matrixszal (py, po, ... > 1 egészek). A bdvitéseket addig
ismételjiik, mig egy H,, = H € R¥*"™ madtrixot kapunk eredményiil.

Ez az eljards a Hy-hoz tartoz6 LDPC kodbdl éllit eld egy hosszabb kédot anélkiil, hogy a
kezdeti Hy matrix sorainak és oszlopainak silyat modositana.
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6.2. Strukturalt konstrukciok

A strukturdlt, algebrai és geometriai alapi mddszerekkel generdlt LDPC kédok némileg las-
sabban dekddolhatéak, mint a véletlen mddon generélt kodok. Ennek ellenére széles korben
alkalmazzdk ezeket az eljardsokat is, ugyanis segitségiikkel olyan paritdsellendrz6 matrixok
generdlhatok, melyek hatékonyabb kédolast tesznek lehetévé. Ennek a tulajdonsaguknak ko-
szonhet6en a strukturdlt kddok remekiil megfelelnek olyan esetekben, amikor a nagy sebességii
dekddolhatdsdg helyett fontosabb szempont a konnyl kodolhatésdg, mig forditott esetben a
véletlen algoritmusokat érdemes elényben részesiteni.

A kovetkezd fejezetben ismertetiink néhany ilyen eljarast. [6]] [[L1] [4] [S]

Konstrukcio elcsusztatott egységmatrixokkal

Ez az algoritmus egy olyan H € R¥*" paritdsellenrzé matrixb6l indul ki, melyben a sorok
silya p, az oszlopok stlya 7. Legyen p < (p — 1)(y — 1) + 1 tetszdleges, és [ € {0,....,p — 1}
tetszOleges, valamint legyen I, a p X p-es egys€égmatrix.

Jelolje J,; az a matrixot, melyet ugy kapunk, hogy I, elsd | oszlopat levalasztjuk, és a

matrix utolsé oszlopa mogé irjuk.

6.1. Példa.
0 01 010
J3 1= 1 00 €S J3 9 = 0 0 1
010 1 0 0

A H matrixot a kdvetkez6képpen definidljuk:

I, I, I, I,
Iy Jpa Ip2 Ip.p-1
H— Ip Jp,2 Jp74 Jp,2(ﬁ—1)
I,  Jps Ip,6 Jp,B(pfl)
| I, Jp,’Y*1 Jp,2(7—1) Jp,(v—l)(p—l) i

Ekkor k& = p7y, n = pp. Minden sor (oszlop) sulya p (), hiszen a .J,,; matrix minden sora

(oszlopa) pontosan egy 1-est tartalmaz.

Konstrukciok véges geometriak hasznalataval

6.3. Definicio.
Illeszkedési struktirdnak egy G = (P, B, I) hdrmast neveziink, ahol P és B két diszjunkt
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halmaz, [ pedig egy P és B elemei kozti relacid, azaz I C P x B. P elemeit pontoknak, B
elemeit blokkoknak, az I relaciét pedig illeszkedési relacionak nevezziik. G véges illeszkedési

struktira, ha a P és B halmazok végesek.

6.4. Definicio.
Legyen G = (P, B, I) véges illeszkedési struktira, ahol |P| = n és

B| = k. Ekkor

1. G els6faji matrixanak nevezziik azt a H (1) e R¥*" bingris mdtrixot, ahol

) 1, haa j € P pontilleszkedik az ¢ € B blokkra

/L?-]

0, egyébként.

2. G mdsodfaji métrixanak nevezziik azt a H?) € R™** bindris matrixot, ahol

1, haa i € P pontilleszkedik az j € B blokkra

@) _
H? =

0, egyébként.

Ez tehat H( transzponiltja.

3. G elséfaji LDPC kédja a H™") matrix 4ltal generalt n-hosszi LDPC kéd, azaz H") mag-

tere.

4. G masodfaji LDPC kédja a H® matrix 4ltal generalt k-hosszi LDPC kéd, azaz H?

magtere.

6.2. Példa.
Egy véges illeszkedési struktira 4 ponttal és 6 egyenessel, €s a hozza tartozé elsdé €s masodfaji

matrixok:
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(110 0|

1010 111000
G| 100 T e e [ 100110

0110 010101

0101 001011

0011

6.5. Definicio.
A G illeszkedési struktdra parcidlis linedris tér, ha G barmely két blokkjanak legfeljebb egy

kozos pontja van.

6.6. Definicio.
A G illeszkedési struktira linedris tér, ha G barmely két blokkjdnak pontosan egy kdzos pontja

van.

Lattuk, hogy a H") és H® matrixok a definiciéjukbdl adédéan egymads transzpondltjai, az
altaluk generdlt kodok mégis igen kiillonbozbek lehetnek, dltaldban a paritdsellendrz matrixai-
kon kiviil nincs kozottiik semmiféle kapcsolat.

A dekédolé algoritmus sebességét javithatjuk, haa H(Y) vagy H® métrixhoz tartozé Tanner
graf béségét legaldbb 6-nak vélasztjuk. Ehhez elég ha G barmely két blokkjanak legfeljebb egy
kozos pontja van, tehat ha G (parcidlis) linedris tér.

A linedris terek, avagy vektorterek koziil leggyakrabban a 2 hatvany elemszamu véges testek
feletti projektiv (PG, azaz projective geometry) és affin terek (EG, azaz Euclidean geometry)
tulajdonsdagait hasznaljuk fel kédgeneralashoz.

Megjegyezziik, hogy bér a felhasznélt szakirodalom az ,,Euclidean geometry" kifejezést
haszndlja, azonban ez a struktira itt nem az euklideszi tereket (azaz a skaldris szorzattal ellatott

vektortereket) jelenti. A helyes magyar forditas az affin tér.

6.7. Definicio.
Legyen F, a g elemii véges test, V egy n+1 dimenzids vektortér F, felett, g,n € N. A PG(n, q)
n dimenzids, g-adrendd projektiv tér az a tér I, felett, melynek k dimenzids alterei pontosan a

V vektortér k£ + 1 dimenzios alterei.

6.8. Definicio.
Legyen V egy n dimenzids vektortér IF, felett. Az n-dimenzids g-adrendi affin tér (jele a ma-
gyar szakirodalomban: AG(n, q)) pontjai ugyanazok, mint V' pontjai, alterei pedig V' altereinek
eltoltjai (azaz AG(n.q) minden k-dimenzids altere el6dll gy, mint V' egy k-dimenzids alterének
eltoltja).

Legyen V' egy n dimenzids vektortér [, felett, és VV-nek a & dimenzids linedris altereit és
azok eltoltjait hivjuk legyenek a tér k£ dimenzids alterei. Az igy kapott ponthalmazt és alterek

rendszerét hivjuk g-adrendd n-dimenzids affin geometridnak, jele AG(n,q).

22



Attdl fiiggben, hogy affin, vagy projektiv térbdl szarmazik a kod, megkiilonboztetiink EG-
LDPC és PG-LDPC kodokat. Ezek lehetnek els6-, vagy masodfajiak aszerint, hogy a 6.4 defi-
nicioban szerepl6 matrixok koziil melyiket hasznéaltuk kédgeneralasra.

Az els6faji EG-LDPC és PG-LDPC koédok ciklikusak, ennek koszonhetéen az LDPC kédok
kozott egyediilallo médon a kddszavak hosszdhoz képest linedris idoben kédolhatéak. Emellett

kis k6dhosszisag esetén hibajavit6 képességiik is kiemelkedben jo.

6.9. Definicio.
Egy linedris kéd ciklikus, ha abbdl, hogy w = (wy, we, ..., w,) k6dszd, kovetkezik, hogy w' =

(wn, Wiy ey wn,1> 1s kodszo.

6.3. Hibrid LDPC kddok

Az LDPC kédok a hibajavité kédok egy alapvetéen rendkiviil j6l haszndlhat6 osztdlya, mégis
létezik néhédny olyan hibrid kéd, amely az LDPC kédokat valamilyen mds hibajavité kéddal 6t-
vozi. llyenkor igyeksziink kihaszndlni ennek a masik kédnak az elony0s tulajdonsdgait. Péld4ul
ha azt szeretnénk, hogy az 1j kéd jobban illeszkedjen a csatorna sajitossagaira, akkor eszerint
modositjuk az LDPC koédunkat.

Tobbféle olyan hibrid kodfajta is l1étezik, aminek valamilyen LDPC kéd az alapja. Ezek
koziil a regularis RA kédokat mutatjuk be. [6]]

RA kédok

Az RA, azaz Repeat-Accumulate kédok a bindris hibajavitd kodok egy kiilonleges osztdlya, me-
lyek irregularis LDPC kodokbdl és Turbo kddokbdl szarmaznak. Linearis idoben kodolhatdak a
kédszavak n hosszisdgahoz képest, emellett rendelkeznek az LDPC kédok jo tulajdonsdgaival
is.

Egy (p,~y)-regularis RA kdd szisztematikus médon allithat6 els, vagyis a kodszavak w =
(v, p) alakdak, ahol v az iizenetvektor, p pedig a paritdsellendrzésekbdl dll6 vektor. Az algorit-

mus a kovetkezd:

1. El6szor az m hosszu v iizenet minden koordinatdjat lemdsoljuk p-szor, ezzel egy pm

hosszu vektort hozunk 1étre.

W = (V1 eey U, Vg eey V2, cvey Uy vy Upn)
—— ——

P p p

A p paraméter értéke altaldban 2 vagy 3.

2. Véletlenszertien permutaljuk w koordinatait.
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3. Az Uj w vektor koordinétdit vy hosszu blokkokra osztjuk, majd minden blokkban Ossze-
adjuk a koordinatakat (a kételemd test feletti Osszeaddssal). Most ezeket az Osszegeket
valaszjuk w koordinétdinak, tehat w egy % hosszu vektor lesz. A paramétereket ugy
valasztjuk meg, hogy % egész legyen.

4. Elééllitjuk a k hosszua p vektort. Az els6 koordinata p; = 0, ezutdn az ¢-edik koordindta

i

ugy all eld, hogy Osszeadjuk az el6z6 paritasbitet w i-edik koordinatajaval, vagyis

pi =pi1 +w;, =2,k

7z

Mivel p elGallitasakor % bitet hasznaltunk fel, igy p hossza k = %

5. Végiil w ismét tij értéket kap tigy, hogy a v vektort kibSvitjiik p-vel. Igy w egy k+m = n

hosszu kddszo lesz.

Egy (p,v)-reguldris RA kéd grafjaban minden bitcstcs p ellendrzGestcshoz csatlakozik.

3. abra. Egy RA kod Tanner gréfja [6]

7. Dekodolas

LDPC kédok hasznélata esetén egyértelmiien a dekddolds a legnagyobb szamitasigényl és
komplexitasu feladat, ezért egy helyesen megvélasztott dekddolé mddszer jelentdsen felgyor-
sitja az adattovéabbitas folyamatat.

Az dekoddolési algoritmusok alapvetden két nagy csoportba sorolhatéak; egyrészt a kemény,
vagy Bit Flipping (bitvalt6), masrészt a 1agy, vagy Message Passing (iizenet tovabbitd) eljara-
sokra. A kemény dekddolds alacsonyabb komplexitdsu, gyorsabb algoritmust eredményez, de
ennek kovetkeztében kevésbé pontos. A kemény dekédolé médszerek minden iizenetkoordinata
esetén kivélasztjdk a legvaldsziniibb lehetséges értéket, és ezt rendelik a koordinatdhoz. A lagy
dekoddolés esetén viszont konkrét értékek helyett valdszinliség-eloszlasokkal dolgozunk, tehat

a lehetséges értékek mellett a koordinatdk azt az informéciot is hordozzdk, hogy melyik érték
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mekkora valdszintiséggel lesz a helyes megoldéds. Mindkét eljdras iterativ, minden iterdciéban
javitjuk az aktudlis hibédkat.

A dekddold algoritmusok ezen két nagy csoportjan beliil tobbféle eljards is haszndlatos.
Ezek tobbnyire egymads finomitasai, azaz kisebb médositasoktdl eltekintve egy alapétletre td-
maszkodnak. Az, hogy mikor melyik médszert célravezetd haszndlni, fiigg a kod paramétereitdl,
a csatornatdl és a gyakori hibak jellegétol is.

A dolgozatban a kemény €s a lagy dekddolé eljardsok koziil is a Gallager altal javasoltat
mutatjuk be. [3] [4] [1] [2]

7.1. Kemény dekddolas

Tegyiik fel, hogy zajos csatorndn keresztiil egy adott (n,m) binaris LDPC kéd v kdédszavat
tovabbitjuk, és legyen a w vektor a beérkezett iizenet, H € R**" a paritdsellen6rzé matrix.
A w vektor segitségével kiszdmithaté az s = Hw? vektor, ezt szindrémavektornak nevezziik.
Minden beérkezett w; iizenetbit legfeljebb k szindromaelemben vesz részt, mivel az i-edik bit
k paritasellendrzésben szerepel.

A Gallager-féle kemény dekddol6 algoritmus 1épései a kovetkezok:

1. Kiszamitjuk az s szindromavektort, €s megkeressiik a vektor nemnulla komponenseit.

Ezek a komponensek jelzik, hogy mely paritdsellendrzések adtak hibds eredményt.

2. A beérkezett n bit mindegyikére kiszamitjuk, hogy hany rossz eredményt ad6 paritdsel-

len6rzésben vesz részt.

3. A legtdbb rossz eredményt ad6 paritasellendrzésben részt vevo bitet megvaltoztatjuk. Ha
tobb ilyen bit is adddik, akkor mindegyiket megvéltoztatjuk. Legyen w most az igy kapott
4j vektor.

4. Addig ismételjiik az eljards 1-3. pontjait, amig Hw? = 0 eredményt nem kapunk, vagy
amig az iteracidk szdma el nem ér egy el6re meghatarozott értéket. E16bbi esetben az iize-
netet dekddoltnak tekintjiik, a dekddolt érték az uj w vektor. Utdbbi esetben a dekddolas

sikertelen.

A kovetkez6 példdkban a fenti algoritmust hasznélva probaljuk visszakapni a w lizenetbdl a

v kddszo6t, ha a paritdsellendrzd maétrix a kovetkezd:
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7.1. Példa.
Legyen w = [0100101000100000] a beérkezett iizenet. Ekkor Hw” = [101011001001]7. A
vektor hat komponense nemnulla, tehét hat paritdsellendrzés helytelen eredményt adott. Ezek a
H matrix 1., 3., 5., 6.,9. és 12. sordhoz tartoznak. Az 1. és a 10. bit ezek koziil harom helytelen
eredményt ad6 paritdsellendrzésben szerepel, a tobbi bit legfeljebb kettében, igy ezt a két bitet
kell médositanunk. Ekkor a w = [1100101001100000] vektort kapjuk.

A kovetkezd iterdciéban ismét elvégezziik a métrixszorzast, ami a Hw? = 0 eredményt

adja, azaz w egy kodszo.

7.2. Példa.

Legyen most w = [1100101000000000], ekkor Hw’ = [000001101001]. A 6., 7., 9. és 12.
sorhoz tartozd paritdsellenérzések nem adtak helyes eredményt, ezekben a 6., 10., 11. és 15.
bitek kétszer szerepelnek, mig a tobbi bit legfeljebb egyszer. Ezeket a biteket megvaltoztatva
w = [1100111001100010].

A kovetkezd iterdcioban Hw? = [010101101001)7 a madtrixszorzds eredménye, ekkor a
2.,4.,6.,7.,9. és 12. sorokhoz tartoz6 ellendrzések jeleznek hibat. A 6. és a 15. bitet kell
modositanunk, mivel ezek hdromszor szerepelnek, mig a tobbi bit legfeljebb kétszer. Az j
vektor a w = [1100101001100000], amire H w! = 0, tehat sikeresen dekédoltuk az tizenetet.

7.3. Példa.

Legyen végiil w = [0100101001001000]. A szorzds a Hw? = [101100100100]” eredményt
adja. Ot rossz eredményt ad6 paritasellendrzést kapunk, ezekben a 2., 3., 7., 11., 12., 13. és
15. bitek kétszer szerepelnek, a tobbi nullaszor, vagy egyszer. Mindegyik érintett bitet megval-
toztatjuk, igy w = [0010100001110010] lesz az Gj vektorunk, azaz Hw’ = [111111111111]%.

Ez azt jelenti, hogy az Gsszes paritdsellendrzés helytelen eredményd, és mindegyik bit harom
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ellendrzésben szerepel. w minden elemét médositva azonban ismét a Hw? = [111111111111]7
oszlopvektort kapjuk, igy a kovetkezd iterdcidban a bitcserék utdn visszakapjuk az eredeti
w = [0100101001001000] vektort. A kdvetkezo 1épésekben az elsd és a masodik iteracid val-
takozik ciklikusan, ebben a példiban tehidt nem dekddolhaté az iizenet a kemény dekdédold

algoritmussal.

A kemény dekddol6 algoritmusnak 1étezik egy masik valtozata is, melyben egyszerre min-
dig csak egy bitet cseréliink fel. Ha tobb bit is felcserélhetd, akkor mindig a legkisebb index{it

valasztjuk.

7.2. Lagy dekoédolas

Kemény dekddolds esetén az egyes bitekhez 0 vagy 1 értéket rendeliink, a lagy dekddolé al-
goritmus haszndlatakor azonban valdszinliség-eloszldsokat rendeliink minden bithez, ezek ha-
tdrozzak meg, hogy melyik értéket mekkora valoszintiséggel veszik fel az egyes bitek. Binaris
esetben ez egy (p1,p2) € [0,1] x [0, 1] valés szdmpar, a bit értéke p; valdszintiséggel 0, po
valészindséggel 1, és p; + po = 1.

Tegyiik fel ismét, hogy zajos csatornan keresztiil egy adott (n,m) bindris LDPC kéd v
kddszavat tovabbitjuk, €s legyen a beérkezett iizenet a w vektor.

Az 0sszeg-szorzat algoritmus 1épései a kovetkezdk:

1. El6szor ellendrizziik, hogy az eloszlasokat a megfelelé konkrét értékekkel helyettesitve
kédszot ad-e megolddsul a paritdsellendrzé matrixszal vald szorzds. Ha igen, készen va-

gyunk. Ha nem, akkor a kdvetkez6 1€pésekben tjra az eloszldsokkal dolgozunk.

2. Elkészitjiikk a kod H paritdsellendrzé métrixdhoz tartozé Tanner gréfot. Legyen 7' a bit-
csticsok halmaza, S az ellen6rz6csicsok halmaza. Legyen p; s a ¢t € T bitcsticsbél az
s € S ellendrzécsucsba iizenetként tovéabbitott eloszlds, g, pedig az s csticsbol a ¢ cstics-
ba kiildott eloszlds. Legyen tovabba T'(s) az s csticcsal szomszédos bitcsticsok halmaza,
S(t) pedig a t csiccsal szomszédos ellendrzSesuicsok halmaza. A ¢ bitcsticsban eltdroljuk

a w; eloszlast.

3. Minden s ellenérz6csticsban kiszdmitjuk a beérkezett eloszldsok konvoldcidit, majd az

eredményiil kapott eloszldsokat visszakiildjiik a bitcsticsoknak. Ekkor

qst = ® Pu,s -

u€T(s)
uFt

A ® szimbdlum eloszlasok konvoluciéjat jeloli, azaz ha a és b valészintiség-eloszlasok,
akkor

a ® b(0) = a(0)b(0) + a()b(1) 6 a®b(1) = a(0)b(1) + a(1)b(0) .
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4. A kovetkezd 1épésben kiszamitjuk az ellendrzdesucsoktdl tjonnan kapott eloszldsok Hadamard-
szorzatait, majd az eredményeket norméljuk, hogy ismét eloszldsokat kapjunk. Ezeket az
4j p; s értékeket kiildi vissza minden ¢t € T bitcstics az s € S ellendrzdesticsoknak. Ki-

szamitdsuk a kovetkezdképp torténik:

1
Prs = 37 Wi H Qv > ahol N = w;(0) H Go,t(0) + wi(1) H Got(1) -
veS(t) veES(t) vES(t)
vF#S v#S v#S

Ezzel parhuzamosan az dsszes ¢ bitcsicsban tarolt w; eloszlast is frissitjiik. Ezek 1j értéke:
1
w) = <y I @.-ahol N =w,(0) T ¢ue(0) +we(1) T (1)

veS(t) veS(t) veS(t)

5. Az el6z6 1épéseket addig ismételjiik, mig az elsd pontban kédsz6ét kapunk a métrixszorzas
eredményéiil, vagy amig az iteradciok szdma el nem ér egy el6re meghatdrozott kiiszobot.
El6bbi esetben az eredményiil kapott vektor a dekddolt iizenet, utébbi esetben a dekddolas

sikertelen.

A kovetkezd példdban a ldgy algoritmus hasznélatat mutatjuk be dbrdk segitségével.

7.4. Példa.

Legyen a beérkezett iizenet
w =1[(0.9,0.1), (0.6,0.4),(0.1,0.9), (0.1,0.9), (0.8,0.2), (0.8,0.2), (0.6,0.4)],

a paritdsellendrz6 matrix

=

I
o O =
o O =
— = =
O = O
= o O
O = O
= o O

A w tizenethez a kemény dekddol6 algoritmus a w’ = [0011000] bindris vektort rendelné.

1110000 .
Ho'=10011010 [0011000 = [101]" £ 0
0010101

w tehat nem lehet kodszo.
A 4. 4dbran a paritdsellendrzé matrixhoz tartoz6 Tanner graf lathat6. A 7 bitcsticsban eltd-

roljuk a hozzajuk tartoz6 eloszlasokat, ezeket kapjak meg az A, B, C ellendrzScsicsok az 5.
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abran.

4. abra. Inicializalas, kezdeti eloszlasok eltarolasa a bitcsucsokban [4]]

[1.9]

A B C

[9.1] @ [1.9] [.8.2] @ [6.4]

5. dbra. Uzenetkiildés a bitcsticsokbél az ellenrzdcstcsokba [4]

[.1.9]
\
[1.9] \\[_1__9]
[1.9] \,
P )
B
4 &
/[.8.2]
[1.9]
[.1.9] [.8..2]

A 6. dbran az ellen6rzdesucsok kiszamitjak a kapott eloszlasok konvoludcidit, majd tovéb-

bitjak azokat a megfeleld bitcsicsoknak.
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6. abra. Konvolucidk kiszamitasa és visszakiildése a bitcstcsokba [4]

[.1.9]
A .
[9.1F [6.4]=[58.42] / \ [56.44]
' [26.74] \
B
[.26.74] [.82..18]
; \
[1.9] [.8.2]

Ezutdn a 7. dbradn a bitcsucsok tjra iizenetet kiilldenek az ellendrz6csicsoknak, ezek tartal-
mazzdk az el6zbleg beérkezett eloszlasokbdl szamitott Hadamard-szorzatokat. Ugyanekkor a
bitcsicsokban eltarolt eloszldsokat is frissitjiik az algoritmus 4. 1épésében ismertetett mdodon,
ezzel elérkeziink a kovetkezd iterdcidhoz. A 8. dbran tjra az ellendrz6estcsok iizennek a bit-

csacsoknak.

7. abra. Hadamard-szorzatok kiszamitasa €s kiildése az ellenGrzdcsucsokba, kezdeti eloszlasok
frissitése [4]]

[.06..94]
[1.9]
/ N,
[.05.95] /, \\[.05,.95]
/ [16.84] \\
/ \,
’ L)
C
\
[9-1] (8.21) (L[6.4]
[.88.12] [.19..81] [.84..16] [.35..65]
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8. abra. Uzenetkiildés a bitcsticsokbdl a 2. iterdciéban [4]

[1..9]
b \
[58.42] /, \ [56.44]
[26.74]
B
[3.7] [.77..23]
/ .___‘
[1.9] [.8..2]

A masodik iterdci6 végén a
w' = [(0.86,0.14), (0.2,0.8), (0.06,0.94), (0.05,0.95), (0.74, 0.26), (0.93, .07), (0.3, 0.7)] vek-

tor adédik, ez a kemény algoritmust haszndlva a w” = [0111001] bindris vektornak felel meg.

9. dbra. Eloszl4sok frissitése a 2. iteraci6 végén [4]

Decode to 1
[.06..94]
[.1.9]
A B C
[9.1] @ [1.9] @ [8.2] [6.4]
[.86,.14] [.2.-8] [.05..95] [.93..07] [.74..26] [3..7]

Decode to 0 Decode to 1 Decodeto 1 Decode to 0 Decode to 0 Decode to 1

Ha ekkor elvégezziik a Hw""

szorzdst, akkor a nullvektort kapjuk eredményiil, tehat w
kodszo, igy ledll az algoritmus.
Megjegyezziik, hogy ebben a példdban mar a 7. dbra alapjan ugyanazt az eredményt kap-

hattuk volna, mint végiil a 9. 4brdra hagyatkozva. A 7. dbra eloszl4sai ugyanazokra az értékekre
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kerekithet6k, mint a 9. dbran szerepld eloszlasok, az algoritmus viszont csak az iteraciok végén

ellendrzi a leallasi feltételt.

8. LDPC kodok teljesitménye

Az LDPC kodok széleskorti alkalmazhatosdganak {6 oka, hogy rendkiviil j6l kihaszndljak a
csatorna adottsdgait, amin a kédolt tizenetet kiild;jiik.

Felfedezésiik eldtt a Turbo kédok kiilonlegességének szamitott, hogy csaknem teljes mér-
tékben tovabbitani tudjak azt az optimalis informaciomennyiséget, melyet a Shannon-tétel ha-
taroz meg. Mint azoéta kideriilt, az LDPC kdédok szintén rendelkeznek ezzel a képességgel, sot,
jobban meg is kozelitik a maximumot, mint a Turbo kédok.

Az LDPC kédok teljesitményvizsgélatakor egyrészt azt elemezziik, hogy mennyire vagyunk
kozel a Shannon-korldthoz, masrészt azt, hogyan véltozik a kdd viselkedése, ha véltoztatjuk a

csatorna tulajdonsagait. [4]]

8.1. Abrazolas

Az LDPC kédok teljesitményét altalaban vizesés diagramokon dbrazoljuk. A kéd mindségét
ebben az esetben ugy jellemezziik, hogy a bithibaardnyt dbrdzoljuk a jel-zaj viszony fiiggvé-

nyében.

8.1. Definicio.
A bithibaarany (BER, azaz bit-error ratio) a beérkezett iizenetben (azaz a dekddolds eredmé-
nyében, ami kiildott kodszotdl esetleg eltérd kddszo) 1€vo hibas betlik szaménak és az dsszes

beérkezd betli szamdnak a hdnyadosa.

8.2. Definicio.
A jel-zaj viszony (SNR, azaz signal-to-noise ratio) a csatorna mindségét jellemzd mennyiség.
A csatorna altal egységnyi id6 alatt tovabbitott tizenetmennyiség és zajmennyiség hanyadosa.

Magas SNR esetén a csatorna hatékonyan tovabbitja az iizenetet.

Amikor egy LDPC kodot vagy dekddert vizsgélunk, jellemzden rengeteg tesztfutast vég-
zlink egymads utan. Ennek egyik f6 oka, hogy LDPC kédok vizsgdlatira nem létezik olyan el-
méleti médszer, ami pontosan megjésolnd a kod viselkedését. A Shannon-tétel csak azt mondja
ki, hogy megfelelden megvalasztott kodoldssal tetszdlegesen kozel keriilhetiink a csatorna kapa-
citdsdhoz, de nem ad semmilyen tdmpontot ahhoz, hogy hogyan taldlhatunk ilyen tulajdonsdgu
kédokat. Igy a teljesitményvizsgélat egyetlen megbizhaté médja a tesztelés. Emellett sok eset-
ben igen kicsi a hibdk valdszinlisége a dekddolds sordn, ezért szignifikdns eredményt csak nagy

mennyiségii adat kielemzésével kaphatunk.
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A tesztekhez modelleziink egy csatornat elére meghatdrozott jel-zaj viszonnyal. Ezutan vé-
letlenszertien elddllitunk egy iizenetet, amit kodolunk. A csatorna jel-zaj viszonyat figyelembe
véve szintén véletlenszerlien zajt generdlunk, ami mddositja az iizenetet. Az igy keletkezett
vektort tekintjiik a beérkezett iizenetnek, és ezt dekddoljuk. Végiil ellendrizziik, hogy az eredeti
tizenet és a dekddolt tizenet hany helyen tér el egymastdl. KellGen nagy szdmu tesztelés alapjan
kapjuk meg az adott SNR melletti BER értéket.

A tesztfolyamatot tobbszor egymdsutan elvégezziik ugyanazzal a kéddal és dekdderrel, de

kiilonb6z6 zajszintekkel.

10. abra. Egy LDPC kdd teljesitménye kiillonb6z6 zajszintek mellett [4]

0.1 ¢

T T
LDPC Code —*

T Uncoded BPSK
r B Shannon Limit
001 E “‘;,;* S
r *
0.001 | !
[ |
@ 00001 |
m
3 [
5 L
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1e-06 - e
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\
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L \\
1807 | *
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A vizesés diagramon altaldban haromféle gorbét dbrazolunk. Egyrészt a Shannon-korlatot,
amit itt egy fiiggbleges egyenes jelez. A pirossal jelzett gorbe a kddolas nélkiili hibaardnyt
jelenti, ez tehat egyfajta referencia. A kék gorbe a kddolt {izenetek hibaaranyat reprezentalja.
Ha a kékkel jelolt gorbe kell6en meredek, azaz kozel van a Shannon-korlathoz, akkor a kéd jol
kozeliti a csatorna kapacitasat, tehat jo teljesitménylinek tekinthetjiik.

A diagramon lathato, hogy a jel-zaj viszony novelésével a hibaarany gyorsan csokken, majd
ellaposodik a gorbe. A lapos részt hibapadlonak hivjuk. Az, hogy a gorbe meredeksége csokken
ezen a részen azt jelenti, hogy a jel-zaj viszony novelése (azaz a csatorna dtviteli min§ségének
javuldsa) esetén a kod és a dekddold algoritmus nem javitja lényegesen hatékonyabban a hi-
bakat. Ebben a tartomanyban tehat nem praktikus a vizsgalt LDPC kdédot hasznélni, hiszen a
hibdk ardnya nem fog jelent6sen tovabb csokkenni. A kéd olyan SNR értékek mellett miikodik
hatékonyan, amelyeknél a grafikonja meredek, ez a teriilet a vizesés tartomany.

A hibapadlé elhelyezkedése azonban nem csak az el6bb emlitett ok miatt fontos. A bithi-
baarany tengelyt vizsgélva lathatjuk, hogy a gorbe meredeksége csak viszonylag alacsony BER

értékek esetén kezd csokkenni, tehat a kod akkor is j6l javitja a hibdkat, ha azok el6forduldsi
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valészintisége kicsi. Epp ezért az iparban alkalmazott LDPC kédok 1étrehozésakor toreksziink
arra, hogy a hibapadlé minél alacsonyabb BER értéknél kezd6djon.

LDPC koédok teljesitményének javitasara tobbféle modszer is 1étezik. Nem csak a hibapadlé
elhelyezkedését valtoztathatjuk meg, hanem példaul némiképp javithaté a dekddolds sebessége,

és a hibajavit6 képesség is a kovetkezd mddszerekkel:
1. Erdemes a kéd n hosszit nagynak vélasztani, mivel a hosszabb kédok jobban teljesitenek.

2. Szintén elbsegiti a gyorsabb dekddolhatésdgot, ha a kddhoz tartozé Tanner graf bésége

nagy.
3. Tobb hibat javithat a kod, ha noveljiik a minimélis tdvolsagét.

4. Egy jol megvalasztott specidlis dekddolo algoritmussal megnyujthatjuk a kod vizesés tar-

tomdnyat, igy a hibapadlé alacsonyabb bithibaardnynél jelentkezik.

8.2. Csapdak

AZ LDPC kédok hibapadldjanak helye Osszefiigg a Tanner graf szerkezetével. Egyes részgrafok
okozhatjdk a dekddolés sikertelenségét, ezek a csapdak. [7]]

8.3. Definicio.
Legyen TG = (T, S) a C k6d Tanner-gréfja. Legyen 1 < 7 < |T'|és1 < o < |S|. Egy (T,0)

csapda olyan ¢ € T bitcsicsokbdl all6 halmaz, melyre teljesiil, hogy
1. elemszama T,

2. a halmazt alkot6 ¢ bitcsicsok és a velitk szomszédos s ellendrzdesicsok T'G-nek olyan
részgrafjat feszitik, melyben a pératlan foku ellendrzGesicsok szdma o, a paros foku el-

lendrzéesucsok szama tetszdleges.

8.4. Definicié. Eleminek nevezziik azt a (7, o) csapddt, melyre teljesiil, hogy
1. elemszama 7,
2. pontosan o olyan ellendrz8csucs tartozik hozza, melynek foka 1,

3. a tobbi ellendrzbesucs foka 2.

Megfigyelhetd, hogy dekddolaskor néha akkor is elérjiik az elore meghatdrozott maximalis
iteraciészamot, ha viszonylag kevés hibds bitet kell javitanunk. A jelenséget a csapdak okozzdk.
Ha az tizenetben tovébbitds kozben egy (7,0) csapda 7 bitje megsériil, akkor dekédolds
kozben o helytelen eredmény( paritdsellendrzést kell kijavitanunk. Ez alapesetben csak annyit

jelentene, hogy hosszabbodik a folyamat, hiszen tjabb iteracidkra van sziikség a javitdshoz.
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Azonban ha nem j6l valasztjuk meg a dekddold eljarast, akkor az algoritmus ezen a ponton
,,csapddba esik", minden djabb iterdcioban helyteleniil mdédositja a hibas biteket. Adhatja min-
dig ugyanazt a rossz eredményt, vagy oszcilldlhat tobb hibas érték koriil is.

Az Osszeg-szorzat algoritmus és a hozza hasonlé 1ldgy mddszerek kiillonosen érzékenyek a
csapdakra, mert nem globalisan kezelik az izenetet dekddolds kdzben, hanem a Tanner graf 4ga-
iban szétosztva a biteket kisebb részekre bontjak a problémat. Amikor egy csapda bitjeihez ér a
dekoddolds, akkor valamelyik paritdsellen6rz6 csics minden bitcsicsbdl helytelen valészintiség-
eloszlast kap, igy egyik iterdcidban sem jutunk j6 eredményre. A dekddolés végiil sikertelen
lesz.

A megfigyelések alapjan a hibapadl6 elhelyezkedését leginkdbb az elemi csapddk befolyé-
soljak.

A csapddk okozta problémak kikiiszobolése egyelére nem teljesen megoldott feladat. Egyes
dekodolé eljarasok kevésbé érzékenyek rajuk altaldnosan, mig mas algoritmusok le tudnak ke-
zelni egy bizonyos méretli csapdat, de eltérd méretliekben elakad a dekddolds. Egy egyszerd,

de id6igényes megoldds lehet, ha tobb dekdderrel is elvégezziik a tesztelési folyamatot.

9. Osszefoglalas

A dolgozat a hibajavité kédoldssal, azon beliil pedig a linedris blokk-kédok csoportjdba tartozé
Low-Density Parity-Check, vagy LDPC kédokkal foglalkozott.

Az éltaldnos témdju bevezetés utdn végigvettiik a linedris kédokhoz kapcsolddé alapvetd
fogalmakat, és példakat is adtunk. A kovetkezd fejezetekben bemutattuk az LDPC kdédokat,
majd néhdny lehetséges konstrukcidval és két alapvetd dekddolé médszerrel foglalkoztunk. A
dolgozat végén ismertettiik azokat az eljarasokat, melyekkel megvizsgédlhatjuk az LDPC kédok
teljesitményét.

Az LDPC kodolds témakore rengeteg nyitott problémaét és tovabbi kutatasi témat rejt. Ilye-
nek példaul a parciélis linedris terekre épitett kddok témédja, a nagy dimenzidji kédok minimélis
tdvolsaganak becslése, vagy annak a problémanak a kikiiszobolése, hogy nagyon alacsony bit-
hibaardny mellett a kddok jellemz&en mér a hibapadl6 tartomanyaba esnek.

Ezekkel és mas hasonl6 problémékkal is foglalkoznak jelenleg vildgszerte a hibajavit6 ko-
dokkal dolgoz6 mérnokok, matematikusok és informatikusok. Munkdjuknak kdszonhet6en va-
16szintileg nem kell mér sokat varnunk egy djabb attorésre példaul az tirkutatas teriiletén, mely-

hez jo eséllyel hozzajarulhatnak majd az LDPC koédok is.
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