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Bevezetés

Szamos természeti jelenséget, gazdasagi folyamatot differencidlegyenletek se-
gitségével tudunk modellezni. Ha a differencidlegyenlet ismeretlen fiiggvénye egy-
valtozos, kozonséges differencialegyenletekrél, ha pedig tobbvaltozos, parcialis dif-
ferencidlegyenletekrdl beszéliink. A differencidlegyenletek azonban csak a legegy-
szertibb esetekben oldhatok meg analitikusan, az esetek tobbségében nem tudjuk
meghatarozni a pontos megoldast. Ennek a problémanak orvosolasadra hasznaljuk
a numerikus modszereket, amikkel kozelité megoldést tudunk adni.

Ebben a dolgozatban a kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldésa-
val és az igynevezett operatorszeletelési eljarassal foglalkozunk. Az els6 fejezetben
a kozonséges differencialegyenletekkel kapcsolatos lényegesebb definiciok és tételek
keriilnek bemutatasra, ahol az [1], [2] és [3] konyv volt segitségiinkre, ezt kvetGen
pedig a numerikus megoldasuk soran felmeriil alapvets fogalmakat tisztazzuk. Az
elsé fejezet harmadik alfejezetében a Butcher-fa megkozelités 1ényegét jarjuk korbe,
ehhez a [4] konyv és az [5] konyv I1I1. fejezete volt segitségiinkre.

A maésodik fejezetben az operatorszeletelési eljarasrol (angolul: operator splitt-
ing) lesz sz6. Ez egy széleskorben elterjedt modszer, melynek segitségével bonyo-
lult, id6fiiggs feladatokat egyszertibb feladatok sorozatara vezethetiink vissza. Az
alkalmazott matematika szamos teriiletén hasznaljak, mint példaul a légszennye-
zés terjedésének modellezése (advekcios-diffazios problémak) vagy a biomatemati-
ka. A modszer otletének sziiletése az 1950-es évekre tehets. FeltehetSleg 1957-ben
hasznalta el6szor Bagrinovskii és Godunov a [6] konyvben, parciélis differencial-
egyenletek megoldasara. Ezt a fejezetet legf6képp a [7] és az [5] konyv IL.5. fejezete
motivalta. A harmadik fejezetben egy konkrét példan keresztiil nézziik meg az is-

mertetett operdtorszeletelési eljaras hasznalatat. A fonalinga mozgéasat vizsgaljuk



meg szeletelés nélkiili Explicit-Euler modszerrel és operatorszeletelési eljarassal al-
kalmazott Explicit-Euler médszerrel, majd 6sszehasonlitjuk a kapott eredményeket.
Ezen fejezet megirasahoz a [8] és a [9] konyvek voltak segitségiinkre. A dolgozat-
ban megjelend, hivatkozas nélkiili abrak az InkScape programmal késziiltek az [5]

kényvnek megfelelGen, és a programokat a Matlab szoftver segitségével hoztuk létre.



1. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek és

numerikus megoldasuk

A kozonséges differencidlegyenlet olyan egyenlet, mely egy ismeretlen, egyval-
tozos fiiggvény és annak derivaltjai kozotti kapcsolatot irja le. Ebben a fejezetben
mutatjuk be azokat a lényegesebb definicidkat és tételeket, amelyekre sziikségiink
lesz a dolgozat tovabbi részeiben. Ezt kovetSen pedig a differencidlegyenletek nu-

merikus megoldasi modszereivel foglalkozunk.

1.1. Kozonséges differencialegyenletek

A dolgozatban kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldaséaval fog-
lalkozunk, azonban miel6tt ezekre ratériink, tekintsiink at néhany alapdefiniciot és

tételt a differencidlegyenletekre vonatkozoan.

1.1. Definicié. Legyen n € N és F : R"™* — R folytonos fiiggvény és Y : R — R
n-szer folytonosan differencidlhato fiigguény. Ekkor n-edrendd explicit kozonséges

differencidlegyenletnek nevezziik az
YU(t) = F(tY(8),Y'(t),....Y" V(1)

alaki egyenletet, ahol t € R.



1.2. Definicié. Legyen n € N és f : R*™ — R" folytonos fiigguény, to € R,
Yo € R™ adottak. Fkkor az

{ i(0) = F(ty(®), >t (L)

y(to) = Yo

feladatot az elsdrendid kozonséges differencidlegyenlet kezdetiérték-problémdjanak
(masnéven Cauchy—feladatnak) nevezzik az y: R — R™ folytonosan differencidl-

hato ismeretlen fligguényre vonatkozoan.

A differencialegyenletek elméleti vizsgélata soran sokszor hasznosnak bizonyul an-
nak a lehet6sége, hogy egy n-ed rendd explicit kdzonséges differencialegyenletet at-
alakithatunk egy elsérendt n ismeretlenes kdzonséges differencidlegyenlet-rendszerré.
Ennek megfelelGen az 1.1. és 1.2. Definiciok kozott az alabbi tétel teremt kapcso-
latot.

1.3. Tétel (Atviteli elv). Minden explicit n-ed rendi kézinséges differencidlegyen-
let megfeleltethetd eqy elsérendi, n ismeretlenes kézonséges differencidlegyenlet-

rendszernek a kovetkezd mddon:
YU(t) = F(t,Y(1),Y'(t),...,Y " V(1))

n-ed rendd explicit differencidlegyenlet alapjan vezessiink be 1j ismeretlen fiiggué-

nyeket az alabbi megfeleltetések szerint:

Yo =Y () 2 yo=Y'(t) =wn
yr:=Y'(t) =y =Y"(t) = yo
(1.2)
Ynoo =Y (M) sy, =YD =y,
Yn—1 ::Y(n_l) — y;_l - Y(n) = F(t7 Yo, Y1, - - - 7y7‘b—1)‘

Az igy megadott modon barmely n-ed rendid explicit differencidlegyenlet eqyértelmi-
en megfeleltethetd eqy n db egyenletbdl allo elsdrendi kézonséges differencidlegyenlet-

rendszernek.



1.4. Kovetkezmény. A magasabb rendid explicit kézonséges differencidlegyenle-
teket mindig dtirhatjuk elsérendd kéozonséges differencidlegyenletrendszerre, igy az

elsorendii eqyenletekre vonatkozo tételek a magasabb rendi egyenletekre is 1gazak.

Abban az esetben, ha az (1.1) Cauchy-feladat egy természetben lejatszodo vagy
gazdasagi folyamat matematika modellje, alapvets elvaras, hogy létezzen egyértel-

md megoldéasa. A kovetkezs tétel ezt biztositja.

1.5. Tétel (Picard-Lindelof). Ha az (n + 1) vdltozos valds f figguény az (n+ 1)
dimenzios tér valamely korldtos zdrt H halmazdn folytonos, és ezen a halmazon
legfeljebb az elsd wvdltozo kivételével minden wvdltozdjaban eleget tesz a Lipschitz-
feltételnek, azaz L > 0 dllandé mellett || f(y,u1) — f(y, u2)|| < L|ju; — us|

V(y,u1), (y,us) € H, akkor az (1.1) kezdetiérték-probléma (to,yo) € H esetén egy-

értelmien megoldhato.

Most pedig éljiink azzal a feltételezéssel, hogy a differencialegyenletnek az y(t)
megoldasa egyértelmten létezik. Mivel ez a megoldas fiigg az id6t6l, vagyis t-t6l,
és a kezdeti feltételtsl, vagyis yo-tol, igy y(t) = ¢(yo) alakban irhato, ahol ¢y :
R™ — R™ Vt > 0 egy kétvaltozos fliggvény és folyamnak nevezziik (angolul: flow).
Megmutathato, hogy ¢,-re igaz a kovetkezd tulajdonsag:

Ptr+(Y0) = @1 (01, (Y0)) V. (1.3)

Az 1.1. dbran szemléltetjiik az (1.3) tulajdonsagot, miszerint az, hogy yo kezdeti
feltételbdl megyiink (t1 + t2)-t megegyezik azzal, hogy yo-bol megytink t;-et, majd
y(t1)-bol, mint 0j kezdeti feltételbsl megyiink to-t a fazistérben.

(t;+t,)
Yo yit G

1.1. 4bra. Folyam abrazolasa fazistérben



1.2. Numerikus megoldasok

A természetben el6forduld valos problémakat leiré differencialegyenleteknek csak
néhany specialis f fiiggvény esetén létezik analitikus megoldasuk. Ez motival min-
ket arra, hogy differencialegyenleteket numerikus uton prébaljunk megoldani. A
numerikus modszerek vizsgalatakor szokas a Taylor-sorfejtést alkalmazni, amirsl

az alabbiakban olvashatunk egy révid 6sszefoglalot.

1.6. Definici6é. Tegyiik fel, hogy az f : R — R" figguény xo € R™ pont egy

kornyezetében akdrhdanyszor differencidlhato. Ekkor a

®) (5,
NS OESDY / k;(! )(

k=0

x — 20)"

hozzdrendeléssel megadott polinomfiigguényt az f fligguény xo pont kiirili N -edfoki
Taylor—polinomjanak, a
= f®) (z0)
D @ =)
k=0
hatvdanysort pedig az f fiigguény xo pont kérili Taylor—sordnak nevezziik.
1.7. Tétel. (Taylor-formula Lagrange-féle maradéktaggal)
Tegyiik fel, hogy az f : R™ — R™ fiigguény (N +1)-szer differencidlhato és analitikus

az xoy € R™ pont egy kornyezetében. Ebben a kornyezetben fekvd tetszdleges x pontra

N0 (g (N+1) .
o) = S P ot E S - )

teljesiil alkalmasan vdlasztott £ € (x,x0) elem esetén.

Most pedig térjiink at a numerikus modszerekre, és nézziik at a legfontosabb
definiciokat és tételeket. Az (1.1) alakt probléma y(t) megoldasat szeretnénk koze-
liteni. Ehhez valasztunk egy h > 0 lépéskozt, és minden n € Ny esetén definialjuk
a t, = nh idérétegeket, amelyeken a kozelité megoldast szamitani fogjuk. A pontos
megoldés kozelitésére a t, id6rétegen az vy, jelolést alkalmazzuk, azaz y(nh) = y,.
Az y, értéket a gyakorlatban leggyakrabban csak az azt megel$zd érték segitségé-

vel szamitjak. Ezeket a modszereket egylépéses modszereknek nevezziik. Altalanos



alakjuk az alabbiak szerint irhato:

Ynt+1 = (I)h(tn: yn)>

ahol a @, alakja fiigg az (1.1) problémaban szerepls f fiiggvény alakjatol.

1.8. Definici6. Az (1.1) probléma y megolddsdt kozelitd numerikus modszert kon-
zisztensnek nevezziik, ha adott iddrétegen a pontos megolddsbol inditott numerikus

maodszer eredménye a lépéskioz csokkentésével a pontos megolddshoz tart, azaz

lim [[y (1) = @n(tn, y(ta))l| = 0.
—0

Tovabba azt mondjuk, hogy a numerikus maodszer p-ed rendben konzisztens, ha lé-

teznek olyan p € N, C' > 0 dllandok, melyekre teljesiil, hogy

y(tni1) — Pultn, y(t,))| < ChPTL
1.9. Definicié. Jelolje wy, a t,, iddrétegek halmazdt, azaz
wp = {tn =nh,n € No}

Azt mondjuk, hogy a numerikus modszer konvergens a t € wy, pontban, ha

}Lin%) ly(t) — ynll = O teljesil minden nh =t esetén.
—

1.10. Definicié. A numerikus megolddst stabilnak nevezzik, ha ||yni1| < ||lynll

teljesil minden n € Ny esetén.

1.11. Tétel. Ha egy numerikus modszer konzisztens és stabil akkor konvergens is

és a konvergencia rendje eqybeesik a konzisztencia rendjével.

A konvergenciara vagyunk kivancsiak, vagyis hogyha finomitjuk a felosztast,
akkor pontosabb megoldast kapunk-e. Tehat a konvergencia bizonyitdsahoz elen-
gedhetetleniil sziikséges a konzisztencia vizsgalata. Valamely rogzitett idépontbeli
kozelitést az egylépéses modszer esetén egy azt megel6z6 idGpontbeli kozelités fel-

hasznélasaval hatarozunk meg.



1.12. Példa. (Explicit Euler-modszer)
Az els6 numerikus modszert Leonhard Euler matematikus dolgozta ki 1768-ban a
[10] kényvében. Az Explicit Euler-modszernél @, alakjat az alabbiak szerint irhat-
juk:

Pp(tn, Yn) = Yn + Af (tn; Y-

A kovetkezSkben megvizsgaljuk az explicit Euler-modszer konzisztencia rendjét:

2 2

. d d
b, =id+h- for, =g+ <£S0h>|h:0 ~h+ (th>|h:0 . %7 §€[0,h].

A pontos megoldasbol kivonjuk a kiszadmolt numerikus megoldéast, amibdl azt kap-

juk, hogy a moédszer elérendben konzisztens.

i) = @u(w) | = || (yin) oo - § <02

Ezt a modszert azért nevezik explicitnek, mert a ¢,, pontbeli érték ismeretébdl
kozvetleniil, csupan egy egyszeri fliggvény behelyettesitéssel kiszamithato a ¢,

pontbeli kozelités.

1.3. Butcher-féle fak

Ebben a fejezetben targyalasra keriil§ témakor Butcher [4] kényvének és az [5]
konyv gondoltamentetét kovetik.

Az egyszertiség kedvéért az (1.1) helyett vegyiink egy autoném kezdetiérték-
feladatot (olyan specialis alaku elsérendi egyenletet, amelyeknek a jobb oldalan

szerepld fliggvény nem fiigg a ¢ fiiggetlen valtozotol kozvetlentl), vagyis:

y=rf), t>t
y(to) = Yo,
ahol f: R™ — R" folytonos fiiggvény. Az (1.1) kezdetiérték-feladatot felirhatjuk a

fenti forméban a f = 1 segitségével.

(1.4)

Mivel az (1.1) problémaban szerepls f fiiggvény R™ — R™ képezd fliggvény

(ahol nemautonom esetben m = n + 1, mig autonom esetben m = n), annak k-dik



derivaltja megfeleltethets egy (Rm) *_bol a megfeleld terek kozotti folytonos lineéris

leképezések terébe képezs leképezésnek. Ez alapjan a kovetezs tagokat irhatjuk:

y=f(y)
i= 1)y
y® = F )i+ ) (5,9) (1.5)
y W = Fy® + W)@ 9) + @)@ 9) + @) @) + O W) @, 9,9) =
= F'Wy® + 31" W) (@,9) + W) (0,59, 9).

Minden esetben felhasznalva a mar el6zéleg kiszamolt tagokat a fenti formulaban

az alabbi, mar csak az f fiiggvény derivaltjait tartalmazé6 alakba rendezhetjiik:

y=1r
j=1f'f
gy = f1r+ (L f)
y D = 1P F+ P ) +3 )+ L ),

ahol az (y) argumentumot nem irjuk ki a tovabbiakban. Lathatjuk, hogy méar a
negyedik derivalt is milyen sok és bonyolult tagot tartalmaz, tehat problémat je-
lentene magasabb renddel foglalkozni ilyen formaban. Ezt Butcher is észrevette, és
rajott, hogy sokkal egyszertibb, ha ezeket geometriailag dbréazoljuk. A grafelmélet-
bdl jol ismert gyokeres fak lesznek ebben segitségiinkre.

Az (1.6) formulaban megjelend kifejezéseket F'(7)-val jeloljiik, és elemi differen-
cidloknak nevezziik. Ezek mindegyikét egy alkalmas graf segitségével abrazolhatjuk
a kovetkezs szabalyok szerint: az f-eket tarsitjuk a levelekhez, az f’-t olyan cstcs-
hoz, melybdl egy él fut ki, az f”-t olyan cstucshoz, melybdl két él fut ki, és igy
tovabb, mig az f*) pedig olyan csticshoz tartozik, melybsl k darab él fut ki felfelé
mutatva. Az 1.2 abran lathato fak az f”(f'f, f) kifejezést szemléltetik, ugyanis en-
nek az elemi differencidlnak két ekvivalens reprezentacioja van, azaz mindegy, hogy
az f"”-bél jobbra indul az f és balra az f’, vagy forditva. Az 1.3 4bran lathatunk
tovabbi példékat.
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f" fll
1.2. abra. Az f"(f'f, f) elemi differencidlnak megfelels Butcher-fak

A fak cstucsainak szama alapjan tudjuk meghatarozni az altaluk reprezentalt ki-
fejezések rendjét, amit az 1.3 dbran |7| jelol. Tehat az 1.2 abran szerepld fak egy
negyedrend kifejezésnek felelnek meg. Az 1.3. abran szerepls a(7) az egyiitthato-
kat jeloli, melyek az (1.6) kifejezésben talalhatok.

7| | graf | a(r) F(r)

1 . 1 f
/ 1 f'f
B VA O A
3 ) I 117
a L N R
4 \> 3| fU(FES)
4 Y L | £
§ L | Frrf

1.3. abra. Fak, elemi differencialok, egytitthatok
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2. fejezet

Operatorszeletelési eljarasok

vizsgalata

Az operatorszeletelés egy nagyon hatékony eljaras absztrakt Cauchy-feladatok

megoldéasara. Bonyolult probléméak egyszertibb sorozatokra bontésan alapul.

2.1. Operatorszletelések bemutatasa

Az operétorszeletelés Otlete teljesen més megkozelitésben vizsgalodik, mint a

jol ismert Runge-Kutta modszer. Szétbontja a vektorteret integralhato részekre és

kiilon kezeli azokat.

NN
NN N
NN N ™
W N
S ™

Pl
A7
A7
AT

NN
NNV NN

AVAVR VR VN
DV N N N

> o o o o o O o
o3 o3 o3 OB OB o o oF
o3 o3 03 OB OB OB OB o
_""“"““"f - o3 o o
o3 03 03 03 03 03 O3 0>

o—3 o— O—= O—P= O— O— O— O

o o o o o o o o

—
o o= 0 B » o o o
—
o—= O—= O—J~ O—P~ O—P O—F~ O—J~ O— P

o o3 o3 o3 o3 O3 OB O3
n—bn—bo—)\ = o o3 o

o= == O O—J= O—F= O—Jp= O—Jo= O—P=

O O O O O O O O

2.1. abra. Vektortér szétbontasa (szeletelése) (abra forrasa: [5])
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Tekintsiink egy tetszéleges y = f(y) rendszert R™-ben. Tegyiik fel, hogy az f fiigg-

vényt az alabbi moédon szétvalaszthatjuk:

fly) = fily) + f2(). (2.1)

Tegyiik fel, hogy ismerjiik kiilon az y = fi(y) egyenlet pontos megoldasahoz
tartozo cpP] folyamot, és kiilon az ¢ = f2(y) egyenlet pontos megoldasahoz tartozo
go,[fz] folyamot. Tegyiik fel, hogy valamiért az y = f1(y) + f2(y) egyenlet pontos meg-
oldasahoz tartozo -t nem ismerjiik. Ilyen esetben nagyon hasznosnak bizonyulnak
az ebben a fejezetben bemutatasra keriil6 modszerek.

Fontos kihangsilyozni, hogy a valasztott numerikus moédszerek egymaéstol el-
térdek is lehetnek, hiszen gyakran éppen ez az operéatorszeletelés alkalmazasanak
célja. Nyilvanvaloan a gyakorlatban nem ismerjiik a gogll—et és gof}—t, hanem G&ket is
kozeliteni kell. Példaul advekcios-diffuzios egyenlet esetén 1éteznek olyan numerikus
modszerek, melyek jol miitkodnek diffaziora, és vannak olyanok, amik pedig advekci-
ora adnak szép eredményt, igy a részfeladatokra a nekik legmegfelel6bb numerikus
modszert tudjuk alkalmazni, majd belSliik megalkotjuk az eredeti probléma meg-

old4sat.

2.1. Definici6. Legyen ®j, numerikus modszer. Ennek adjungdltja @} = @:,11, azaz

az eredeti modszer inverz leképezése ellentétes iddlépéssel.

Ha az § = fl(y) és § = f@(y) rendszernek o} és o folyamai kiszamithatok
explicit moédon, akkor yg kezdeti értékkel a rendszerbdl meghatarozzuk a 2.2 dbran
y1/2-del jelolt értéket, majd ennek segitségével a masodik rendszerbél kiszamoljuk
y1-et. Ezzel pedig megadtunk két numerikus modszert, ahol az egyik adjungaltja
a masiknak. Ez az tgynevezett Lie-Trotter modszer, vagy masnéven szekvencialis

modszer, melyet a 2.2. abra szemléltet, és a kovetkezd modon tudjuk felirni:

. [2 (1]
hi= P OP (2 2)
1 2 :
), = SOL] © gpgl
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Yi/2

Yo

2.2. abra. Lie-Trotter modszer (dbra forrasa: [5])

Taylor-sorfejtés segitségével konnyen belathatd, hogy a modszer elsGrendben pon-
tos. Az alabbiakban O(hP) jelenti azt a fiiggvényt, amely hP-vel osztva korlatos

marad. Els6 1épésként az 1.7. Tételt felhasznélva h = 0 koriili Taylor-sorfejtéssel

m—t:

kozelitjiik a numerikus megoldashoz sziikséges gpm—et és oy

h

d d? 1
@E] = 908] + (E(@M ‘h:o ~h+ (@(905])) ‘h:o : §h2 +O(h?) =

=id + fih + f fih* + O(h%) (2.3)

d d? 1
o = o + (E@Pf]» ’h:o ~h+ (W(SOED ‘h:o ' §h2 +O(h*) =
=id + foh + fofoh? + O(R?).
Most pedig vessziik a kompozicidjukat:
e o = (d+ fih+ 31 iR° + O(h%) o (id + foh+ 3 f3.f:h* + O(h*)) =
=ido (id+ foh + 3 f3 foh® + O(K?)) + fih o (id + foh + L f5 foh® + O(R?))+
+ 2fifih? o (id + foh + L f5 foh® + O(R?)).

A kompoziciok kifejtése identitas koriili Taylor-sorfejtéssel torténik. A tagokat ma-

sodrendig irjuk, igy a hibat is meg tudjuk majd hatarozni:
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id + foh + L f5 foh® + Rfi(id) + hfi(id) (hfo + O(R%))+
+O(R) + LA Gd) + O(1°) =

=id + foh + %féfghz + fih + fifoh® + %f{flhz +O(h%) =
=id+ (fi + f)h + 3(fafo + 2fifo + fLf0)R* + O(R).

A pontos megoldast hasonl6 médon szamithatjuk, mint a (2.3) formulédban:

om0t ()| n (en)] - b o) =

h=0

1 (2.4)
=id + fh+ éf’ffﬂ + O(h%).

A modszer pontossagat ugy kaphatjuk meg, hogy a numerikus megoldasbol kivon-
juk a pontos megoldast. A fejezet elején feltettiik, hogy f felirhato f; + fo alakban,
tehat az alabbi eredményt kapjuk:

(i 0 o) — g = id + (i + fo)h + L(fofo+ 2f1fo + fLf)R? + O(R)—
— (id+ fh+ f'fh* + O(h?)) = %(féfz +2f1f2+ fLf)R = ffR2 4+ O(R?) =
= GG(fafs+2fifo+ fifr) = (fi + o) (fL + f2))B° + O(R®) =
= (faf2+2ffo+ [LA) = (FLi+ fifo + Fofi + fof2))R° + O(R).
Ebbdl 1atszik, hogy a konstansok és a h-ban linearis tagok kiejtik egymast, viszont a
h2-et tartalmazo tagok megmaradnak. Ha ezt a szamolast a modszer adjungéltjaval

hajtjuk végre, azaz @E] o ng}—t vessziik a numerikus modszernek, akkor is ugyan-

ezt az eredményt kapjuk. Tehat a Lie—Trotter modszer mindkét esetben elsérendd

kozelitést ad a (2.1) megoldasara. Azaz,
(el 0 o) (wn) = enwo) + O2),

(i o i) (y0) = n(wo) + O(h?).
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Tovabbé a modszer hibajat is fel tudjuk irni:

(GUsT 2o S — (LFu+ o+ S+ Fufo) )2

Most lineéris esetben vessziilk a modszer hibajat a szamolas egyszertisétésének
céljabol, azonban a kivant eredményt igy is megkapjuk. Legyen f; = f| = A,
fa = f} = B, ekkor a hiba A és B kommutatora lesz:

1
(5(32 +2AB + A?) — (A* + AB + BA + 32))h2 — (AB— BA)R2.  (2.5)

Egy mésik operatorszeletelési eljaras az ugynevezett Strang—Marchuk modszer,

melyet a 2.3. 4bran lathatunk, és az alabbi médon irhatunk fel:

(51 _ 1] 2] (1]
DL = Ppyp 0@ O Pp-

90;[&,1]2
/ Y1

Yo ]
Ph/2

2.3. abra. Strang—Marchuk modszer (abra forasa: [5])

Vegyiik észre, hogy a Strang—Marchuk operatorszeletelés a Lie-Trotter modszernek

és annak az adjungaltjanak a kompozicidja feles 1épéskozzel:

S * 1 2 1 2 _
O =P p 0 Bf = (D110 P1sy) © (91 5 0 ) ) Th =
=(Phs © Phrn) © ((pny2) ™ o (pop) ™) = (2.6)

ol oo oo oLl L o R
=Phy2© Prj2© Prj2C Prje = Pri2 © Pr © Phya
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Igy megmutattuk, hogy a felirt Strang-Marchuk médszer megadhat6 a Lie-Trotter
modszer és annak adjungaltja segitségével.

A Strang-Marchuk modszer rendjének meghatarozasahoz a (2.3) Taylor-sorfejtést

(1]

ismét felhasznaljuk, azonban harmadrendig fejtjiik ki, és az ott 1évG gohl -et % lé-

péskozzel vessziik, majd a kompoziciojuk felirasa kovetkezik. Az alabbi jelolések

bevezetése a szamolas megkonnyitésére szolgal:

Legyen a = (id+ S b+ SRR + S (LA + (F2ROR + O(Y).
Legyen b= (id + foh + %f§f2h2 + %( L+ (BPRIN + O(Y).
Logyen e= (id-+ 5 fih+ SfUf? + (L2 + (2 FOR® + O()).

A numerikus modszer rendjének meghatarozasahoz a o bo ¢ kompoziciot kell kisza-
monunk, majd Taylor-sorba fejtentink az identitas fliggvény koriil. A kovetkezGkben
csak mésodrendig fejtjiikk a tagokat, mivel arra vagyunk kivancsiak, hogy a négy-

zetes tagok kiejtik-e egymast. Els6 1épésben szamoljuk ki a o b-t:
id o (id + foh + %fgfglﬂ + é( 5 f3+ (f5)2 f2)h® + O(h4)>+
il (I o S J3Fah2 + S(fL13 + (DR FH° + O+
%f{flh? o (id+ foh + %féfzh2 + é( LI+ (f3)2fa)l + O(hY)) =
Sid 4 foh+ o fioh? + Shfilid) + Shfi(id) (hfs + 5 fofol? + O(R))+
P A().
Masodik lépés, hogy meghatéarozzuk (a o b) o c-t:

i+ S fih o+ SFLAR 4 R GA) 4 RAGA(G ) + S8 Fafa(id) + 3 (i) +

+ %hf{(id)(%flh) + %hz’f{fg(id) + %fﬂf{fl(id) + O(h?).
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A kompoziciok kifejtésébdl az alabbi eredményt kapjuk:

: 1 Lo 1o, L, s 1 | T P
1
+ gf{fth + O(h%).
Végiil 6sszevonjuk az els6rendd és méasodrendd tagokat:
) 1 1 1 1 1 1 1 1
it (Sh+ St 3R )h+ (GHA + 50+ S+ L+ SRR+ S )R

A lineéris esetet vessziik, az el6z6 eredményekkel, mert igy leegyszertisodik a szamo-
las, azonban a kivant eredményt igy is megkapjuk, ahogyan azt mar a Lie-Trotter
modszernél is lathattuk a (2.5)-ben. Legyen f1 = f] = A, fo = f}, = B:

1 1 1 1 1 1
id + (A+ B (—A2 “BA+ B2+ —A24 —AB + ~A%) =
id+ (A + B)h + AT+ 5BA+ BT+ AT+ S AB + o )

1 1
=id + (A + B)h + (—A2 + AB + —BQ> h?.
2 2
A pontos megoldas, amit a (2.4)-ben szamoltunk, az alabbiak szerint atalakul:
1
on =id+ fh+ f'fh* + O(h*) =id + (A + B)h + §(A + B)*h* + O(h%).

Hasonlé modon, mint ahogyan azt a Lie-Trotter eljardsnél csinaltuk, a rend meg-

hatarozaséhoz ki kell vonnunk a pontos megoldast a numerikusbol:

1 1
5A2 + AB + 5B2)h2 + O(R*)+

—id + (A+ B)h + %(A + B)*h* + O(h%) = O(h?).

(Phn © 1) 0 @hly) — ¢n =id + (A + B)h + (

Lathatjuk, hogy mésodrendig kiejtik egymast a tagok, tehat a Strang—Marchuk

modszer masodrendben konzisztens.

(@i © @1 0 @its) (W0) = n(yo) + O(h®).

Megjegyezziik, hogy a fent emlitett két szeletelési eljarason kiviil még szdmos mas,
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sikeresen alkalmazott eljaras is létezik.

Lattuk, hogy mér y : R — R esetben is bonyolult tagokat kaptunk a médszerek
rendjének vizsgalatakor, azonban y : R — R” esetben még tovabb bonyolédnak, és
operatorszeletelésnél nem csak f-ek — ahogyan ezt az (1.6)-ban lattuk—, hanem f;-
ek és fo-k is szerepelnek benniik. Ebben az esetben is jelentGsen leegyszertisithets a
felirdsuk, hasonlé médon, mint ahogyan az 1.3 alfejezetben, csak most a fak cstucsait
szinezni kell.

Nézziink erre két egyszert példat. Jelolje fi-et fekete csucs (@), fo-t fehér csucs

(0).

2.4. 4bra. Szinezett fak

A 2.4a abran szerepls szinezett fa az f!"(fa, f1, f{(f2, f2)) elemi differencidlnak

"

felel meg. Mivel f{" szerepel az elején, ezért harom él fut fel a fekete gyokérbdl.
A zardjelben 16v6 elsé fo-t jeloli a bal oldali fekete csiics, fi-et pedig a kozépsé
fehér. Ezekhez nem tartozik mas, ezért bel6lilk mar nem fut ki tobb él. A jobb
oldali fekete csics az fy-t abrazolja, amihez két f, tartozik, amiket az ebbdl kifutd
tovabbi két fehér cstcs jelol.

A 2.4b abran 1év6 fa az f'(f1, f5f1 (fe, f2)) elemi differenciél szinezett Butcher-faja.
Az f' a fa fekete gyokerének felel meg, amibdl balra az fi-et jelols fekete cstucsba
fut él, jobbra pedig az f}-be, amibdl f{’-be, ahonnan pedig tovabbi két fo-be futnak

élek.
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A Strang—Marchuk modszert altaldnosithatjuk a kévetkezé moddon:

U, =P 0@ p0...0Pq, 085, 08,005, (2.7)

ahol ® adott numerikus modszer, ®* pedig annak adjungaltja.

d-vel és O*-gal Osszesen h-t 1éplink, azaz

s

Z(aj + 5]) = 1a
j=1
de felosztjuk a;h és 5;h részekre, ahol a; € [0,1], B; € [0,4], 7 =1,2,...,5. A (2.6)
levezetésben lathattuk, hogyan irhato fel a Strang—Marchuk modszer a Lie-Trotter
modszer, és annak adjungaltja segitségével ugy, hogy mindkettst %—es lépéskozzel
vettiik. Az altalanos formulaban hasonlé médon jarunk el, mint ahogyan azt a 2.3
aban lathattuk, annyi kiilonbséggel, hogy most yg és y; pont kozott tobbszor 1éplink
és kisebbeket.
Ha a Lie-Trotter modszert és annak adjungéltjat helyettesitjiik be a (2.7) kife-
jezésbe, akkor a kovetkezé altalanos operatorszeletelési eljarast kapjuk eredményriil:
1 2 1 2 1 2 1
Wy = %Dz[z,jﬂh © 901[>5]h © ‘PLjh ©...0 901[)2]h © ‘PLQ]h © ¢£1]h © 90([11}ha (2.8)
ahol
bi = q; + ﬁz és a; = o1+ ﬁl (29)

a kovetkezd konvenciokkal: og = 0 és (541 = 0. Konnyen lathato, hogy a (2.7)-bdl
valoban megkapjuk a Lie-Trotter modszer felhasznéalasaval a (2.8) operatorszelete-
lési eljarast. A (2.6)-os Ossefiiggések alapjan a kovetkezé modon fejtjik ki az a; és

b; egyltthatokat a és [ segitségével:
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ap =ag+ =5

by = a1+ B
as = a1 + B
by = o + o
as:asfl—i_ﬁs
bs:as+ﬂs

Qsy1 = Qg + ﬂs—f—l = Q.
Behelyettesitjiik ezeket a (2.8) egyenletben felirt modszerbe:

O — o o o ol 0 o ol o 2 ol
h = Pash © Plas+8:)h © Plas_14+8:)h © "+ © Plag+82)h © Plar+82)h © Plar+p1)h © PBik

A komporzicié egyes tagjainak kibontasahoz felhasznaljuk az (1.3) tulajdonsagot,
hiszen a végeredmény szempontjabol teljesen mindegy, hogy elGszor oy vagy [
lépéskozt haladunk, ha Gsszességében o + £, téavolsagot kell megtenniink:
_ A1 2] 2] (1] 2] (1]l 2] 2] (1]
Uh = Pauh © Pash © Phun © Poun © -+ © Pih © Piah Carh ®Pash © Porn © Payne

Itt pedig mar egyértelmten latszik a (2.2) feliras alapjan, hogy a (2.8) operator-
szeletelési eljaras specialis esete a (2.7) kompozicionak.

Ha numerikus modszerek rendjével foglalkozunk, felirjuk a Taylor-sorat a pontos
megoldésnak, valamint felirjuk a Taylor-sorat a numerikus megoldasnak is, és ha azt

akarjuk, hogy az els6 p tag megegyezzen, akkor ahhoz p feltételre lesz sziikségiink.

Rendfeltételek kompozicios modszerekre harmadrendig:

s

Els6 rend: Z(ak +0k) =1
Masodik rend: Z(az —B3)=0 (2.10)

Harmadik rend: Z(ai +68) =0
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2.2. Tétel. Ha az operdtorszeletelési modszer rendje nagyobb vagy egyenld, mint
3, dltaldnos fi-re és fy-re, akkor az a; szamok kézil legaldabb egy, és a b; szdmok

kozil is legaldabb eqy szigorian negativ.

Bizonyitas. Harmadrendre vonatkozo feltételek a (2.10) alapjan:

s s+1
> (0f+B}) =0, vagy mashogy: » (ai_,+f}) =0.
k=1 k=1

A bal oldali kifejezés megegyezik a jobb oldalival, ugyanis ag = 0 és fBsi1 = 0,
ahogy azt a (2.9)-ben bevezettiik. Tudjuk, hogy ha x® + 3 < 0, akkor x +y < 0.
Ezt alkalmazzuk a harmadrendre vonatkozo feltételeinkre, majd ésszevetjiik a (2.9)

formuléaval.
Ha of + 8} < 0, akkor a; + f; < 0, ahol o + 3; = b; < 0.

Ha af’fl + ﬁf’ < 0, akkor a;_1 + 3; <0, ahol o;_1 + 5; = a; < 0.

A 2.5. dbra szemlélteti a negativ 1épéseket. Nyilvanvald, hogy ap = [r =
0 Vk=1,...,sesetén egy helyben maradunk, hiszen ha megnézziik a (2.7) formu-

lat, lathatjuk, hogy h egyiitthatoi nullak lesznek, tehat nem 1épiink a modszerrel.

Y1

Yo

2.5. dbra. Negativ lépések szemléltetése
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3. fejezet
Alkalmazas

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogyan lehet modellezni a matematikai inga
mozgasat. Tekintsiik a 3.1. abran lathaté modellt, ahol [ > 0 hosszusagu, elhanya-
golhat6d tomegi fonal egyik végét felfiiggesztjiik, a masik végére pedig egy kismé-
retd, m > 0 tomeg( testet helyeziink. A modell felallitasa soran a gravitacios erét

és a kozegellenallast vessziik figyelembe.

3.1. abra. Matematikai inga mozgasa kozegben. Az &bran jelolve az ingéra hato
erék és az inga sebessége.
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A differencialegyenlet felirasdhoz Newton II. torvényét hasznaljuk, miszerint:
F =ma,

ahol F' a testre hato erk 0sszege, m a test tomege, a pedig a gyorsulésa. Figyelembe
véve a gravitacios erdt és a kozegellenallast a 3.1. abranak megfelelGen, az inga

kitérését leir6 mozgéasegyenlet a kovetkezd alakot olti:
mlg = —mgsiny — ko, (3.1)

ahol [ az inga hossza, g a gravitacios gyorsulas, k pedig a kozegellenallasi egyiitt-
hato. Rendezve a (3.1) egyenletet, és bevezetve a p = % jeldlést, az alabbi diffe-

rencialegyenletet kapjuk:

B(t) = — sinp(t) = pp(0). (3.2)

Els6 lépésként az 1.3. Tételnek megfelels modon atalakitjuk a (3.2) masodrendd

differencidlegyenletet egy kétismeretlenes elsérendi differencialegyenlet-rendszerré:

p=uw
g (3.3)
w = —7sine— uw,

ahol bevezettiik az w szogsebességet.

A tovabbiakban a (3.3) differencidlegyenlet-rendszert fogjuk vizsgéalni két nu-
merikus moédszerrel is. Az egyik az Explicit-Euler médszer, melyet az 1.12. Példa-
ban ismertettiink, és a fiiggelékben talalhatd kod is ez alapjan késziilt. A maésik
a szekvencialis operédtorszeletelési eljaras Explicit-Euler modszerrel, mellyel a 2.1.
fejezetben ismerkedtiink meg. Ehhez azonban elGszor érdemes a kovetkezd jellése-
ket bevezetniink: a tovabbiakban a ¢ szogkitérést, és az w szogsebességet az aldbbi

modon egy vektorba foglaljuk:
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ahol y : R — R2.

Ennek segitségével az inga mozgéasat leird egyenletet az alabbi alakban frhatjuk:

¥ = fi(y) + f2(y)

Lathatjuk, hogy ez az alak megegyezik a (2.1)-ban 1év6 alakkal. Ezért fi(y)-t és
fa(y)-t a kovetkezd modon definialjuk:

fl(y)=<gw. ) fz(y)=<0>-
—sing —pw

Ily moédon a mozgast leird differencialegyenletet két operator 0sszegére bontottuk
fel. Ezek segitségével fi(y) a csillapitatlan mozgést végz6 ingahoz tartozo tag, fo(y)
pedig a kozegellenallassal kapcsolatos tagot tartalmazza.

A fiiggelékben kozolt A.1 és A.2 kddok segitségével megoldottuk az egyenletete-
ket. Ezekhez a megoldasokhoz tartozo fazisteret talaljuk a 3.2. abréan. A vartaknak
megfelelGen lathatjuk, hogy a kozegellenéllas miatt a trajektoriak az origbhoz tarta-
nak. Ugyanis az orig6 jelenti a ¢ = 0,w = 0 allapotot, amikor az inga nyugalomban

van, és nyilvanvaloéan csillapitott esetben a mozgas ehhez az allapothoz tart.

A) Szeletelés nélkiil B) Szekvenciélis szeleteléssel
—————————— s
2 2
— 1t =1
= =N
3 g
2 A
= o} s Of
. <
z <
S <
il 5
31
2 1 2
%2 4 o0 1 2 3 B2 o o0 1 2 s
PEuler [rad] Pszeleteles [rad]

3.2. abra. Csillapitott inga fazistere. Kezddfeltételek: [¢g, wo] = [1,1.77], p = 0.1
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Szemmel lathato kiilonbség ebben az esetben nincs a két modszer kozott. Epp
ezért érdemes a két megoldas kiilonbségét vizsgalnunk. E célbol a szogsebességek
kiilonbségét abrazoltuk a kitérések kiilonbségének fiiggvényében és lathatjuk, hogy
valoban a két modszer kézotti kiilonbség 3 nagysagrenddel kisebb. Természetesen

ezt vartuk, hiszem mindkét modszer nullahoz tart, igy a kettd kiilonbsége is.

1-5X ” / \

1k il
)
~
E

=, 051 :
’_g:
£

o 1
3
|

+ —0.5- _
O
=
53]
3

. i

-1.5 ‘ \ e |
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
PEuler — Pszeleteles [rad] x107°

3.3. abra. Megoldasok kiilonbsége
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A 3.4. dbran kiilonb6z6 kezdésfeltételek mellett lathatjuk a fazisteret. Az origo-
hoz kozel esé kezdeti feltételbdl inditott inga trajektoriaja ellipszis, ami a csilla-
pitott harmanikus rezgémozgés trajetériajanak felel meg kozelitSleg, ugyanis ilyen
feltételek mellett a mozgasegyenletekben sin ¢ &~ . Kiilonb6z6 kezdéfeltételekbsl
inditjuk Gket, azaz kiilonboz6 sebességgel, de mindegyiket ugyanabbdl a szoghdl.

Az orig6tol tavol es6 kezdéfeltételbdl inditott inga atfordul.

A) Szeletelés nélkiil B) Szekvencialis szeleteléssel
3 ‘ ‘ 3 ‘ ‘ ‘
2 2
— 1f @ 1t
Z =)
s =
= A
i O, % 0,
3 1t 303 1t
2t -2}
B 0 2 4 2 0 2 4
PEuler [rad] Pszeleteles [rad]

3.4. abra. Csillapitott inga fazistere tobb kezddfeltételbdl inditva
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A 3.5. abra bal oldalan az energiat hataroztuk meg az id6 fiiggvényében két
kiilonb6z8 modszer segitségével. A kék vonal mutatja a szeletelés nélkiili Explicit-
Euler médszer eredményeit, a piros szaggatott vonal pedig a szekvencialis szelete-
léssel alkalmazott Explicit-Euler modszer eredményeit. A kozegellenéllas nulla volt,
ezért azt varjuk, hogy azonosak legyenek. A jobb oldalon 1évé abran az Explicit-
Eulerbdl és a szekvencialis moédszerbdl szamolt energiak kiilonbségeit abrazoljuk az

id6 fliggvényében, és lathatjuk valoban nulla.

Energia szeleteléssel és nélkiile Energia értékek kiilonbsége
1.05 " : . . 1 " " " " " ; ; ; ;
— Explicit Kuler médszer
---Szekvenciélis szeletelés 087
1.045¢ 1 06

0.4r

1.04f 02y
= =
0
S
1.035¢ -02
04
1.03r -0.6
-0.8
1.0250 10 20 3‘0 40 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
¢ [s] t [s]

3.5. dbra. Energia kozegellenallas nélkiil
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Végiil a 3.6. abran meghataroztuk csillapitott esetben az energiat az id6 fliggvé-
nyében. A kék vonal jeloli a szeletelés nélkiili Explicit-Euler médszer eredményeit,
a piros szaggatott vonal pedig a szekvencialis szeleteléssel alkalmazott Explicit-
Euler médszer eredményeit. Latjuk, hogy az energia csokken az idé fiiggvényében,

ahogyan azt vartuk téle.

Energia szeleteléssel és nélkiile Energia értékek kiillonbsége

1.5 T T T T 057 10 T
—Explicit Euler médszer
- - -Szekvencidlis szeletélés

i

I I I I I I I I I
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t [s]

3.6. abra. Energia csillapitott esetben
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Osszefoglalas

Dolgozatomban a kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldasaval fog-
lalkoztam. ElsG 1épésként attekintettiink néhény alapdefiniciot és tételt, amiket a
kés6bbi munka soran felhasznéaltunk. Példaként bemutatasra keriilt az explicit Eu-
ler modszer, melybdl megmutattuk, hogy elsé rendben konzisztens.

Ezt kovetGen betekintést nyertiink a Butcher-féle fak vilagaba, melyek meg-
konnyitik a numerikus modszerek rendjének felirasat és vizsgalatat, és par egysze-
riibb példan lathattuk a derivaltakban szerepls kifejezések geometriai szemlélteté-
sét.

A szakdolgozatom f6 fejezete ezek utan kovetkezett. Megismerkedtiink az tugy-
nevezett operéatorszeletelési numerikus eljarassal, melynek lényege abban rejlett,
hogy az ¢y = f(y) rendszert atalakitottuk y = fi(y) + fo(y)-ra. Ha azzal a fel-
tételezéssel éliink, hogy fi és fo folyaméat cpgll—et és cp?]—t kiilon ismerjiik, akkor
bonyolult és Osszetett feladatok megoldaséarol is lesz informécionk. Belattuk, hogy
az elsé modszer, a Lie-Trotter eljaras elsérendben konzisztens, a Strang—Marchuk
modszer pedig masodrendben. A bonyolult differencidlegyenletek leegyszertisitésén
kivil egy masik nagy elénye az operatorszeletelésnek az atlathatod leprogramozasa,
ami miatt nagy modellekben elGszeretettel hasznéljak. Azonban a hatranyéarol sem
szabad megfeledkezniink, ami a szeletelési hiba.

Végezetiil pedig a csillapitott matematikai inga mozgasat vizsgaltuk a dolgozat-
ban bemutatott Explicit-Euler modszer és a szekvencialis szeleteléssel alkalmazott

Explicit-Euler modszer segitségével.
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A. fuggelék

A dolgozat soran hasznalt Matlab

programkodok

A.1. Explicit-Euler moédszerhez tartoz6 kod

1

10

11

12

13

14

15

16

17

function [t,y,E] = Euler (t0,y0,h,N,alpha)

y=zeros (N, 2);

v(1l,:)=y0;

t=zeros (1,N);

t (1)=t0;

E=zeros (1,N);

E(1)=0.5 % y0(2)"2 —cos(y0(1));
for i = 2:N

y(i,:) = y(i—=1,:) + hxNovekmeny(y(i—1,:),alpha);
t(i) = t(i-1) + h;
E(i) = 0.5 % y(i,2)"2 —cos(y(i,1));

end

%% A novekmeny fuggveny

function dy = Novekmeny (y,alpha)
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end

dy =
dy (1)
dy (2)

zeros (1,2);
=vy(2);

= —sin(y(1l))—alphaxy (2);
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A.2. A szekvencialis szeleteléshez tartozé kod

1

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

functionl[t,y,E] = Splitting(t0,y0,h,N,alpha)

t = zeros(N,1);

y = zeros (N, 2);
vhalf=zeros (N-1,2);
t(l) = t0;

y(l,:) = y0;

E=zeros (1,N);
E(1)=0.5 » y0(2)"2—cos(y0(1));

for i=2:N
vhalf(i—-1,:) = y(i—1,:) + hxNovekmenyl(y(i-—-1,:));
y(i,:) = yvhalf(i—1,:) + hxNovekmeny2 (yhalf (i—1,:),alpha);
t(i) = t(i-1) + h;
E(i) = 0.5 *y(i,2)"2—cos(y(i,1));
end

end

%% Az elso novekmeny fuggveny
function dyl = Novekmenyl (y)
dyl = zeros(1l,2);
dyl(l) = y(2);
dyl(2) = —sin(y(1));
end
%% A masodik novekmeny fuggveny
function dy2 = Novekmeny?2 (y,alpha)
dy2 = zeros(1l,2);
dy2 (1) = 0.0;
dy2 (2) = —alphax*y(2); % kozegellenallas;

end
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A.3. Abrak elkészitéséhez hasznalt kod

1 function figures (alpha, YorE)

3 %% alpha = kozegellenallasi egyutthao (nemnegativ szam)
4 %% YorE = megoldasok vagy energiak ("Y" vagy "E")

7 h = 0.001;

8 axismax = 5;

10 %Kezdofeltetel

11 Y = [1,1.77];

12 N = 50000;

13

14 %Kezdofeltetelek

Y = [1,0;1,0.5;1,1;1,1.5;1,1.7;1,1.75;1,1.78;1,1.8;1,1.9;1,2];
N = 7000;

o\

15

o\

16
17
18 for j=l:size(Y,1)

19

20 vO = Y (3,:);

21

22 [t,y_Euler,E_FEuler] = Euler (t0,y0,h,N,alpha);
23 [t,y_Spl,E_Spl] = Splitting(t0,y0,h,N,alpha);
24

25 if YorE=='Y'

26

27 subplot (1,2,1)

28 plot (y_Euler(:,1),y_Euler(:,2), 'linestyle','—", ...
29 'color', 'b', '"linewidth', 1)

30 title('Szeleteles nelkul')

31 axis([—axismax,axismax,—axismax,axismax])

32 xlabel ('szog')

33 ylabel ('sebesseg')

34

35 hold on

34




36

37 subplot (1,2,2)

38 plot(y_Spl(:,1),y_Spl(:,2), ' 'linestyle','—=", "'color', ...
39 'r','"linewidth', 1)

40 title('Szekvencialis szeletelessel')

41 axis([—axismax, axismax,—axismax,axismax])
42 xlabel ('szog'")

43 ylabel ('sebesseqg')

44

45 hold on

46

47 figure

48 plot (y_Euler(:,1)—y_Spl(:,1),y_Euler(:,2)—y_Spl(:,2))
49

50 else %% azaz YorE = "E"

51

52 subplot (1,2,1)

53 plot (t,E_Euler, 'b—', 'linewidth', 2)

54 hold on

55 plot (t,E_Spl, 'r—'", 'linewidth',2)

56 title('Energia szeletelessel es nelkule')
57 xlabel ('ido")

58 ylabel ('energia')

59

60 hold on

61

62 subplot (1,2,2)

63 plot (t,E_Euler—E_Spl, 'k—', '"linewidth', 2)
64 title('Energia ertekek kulonbsege')

65 xlabel ('ido")

66 ylabel ('energia')

67

68 hold on

69

70 end

71 end

72 hold off

73 end
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