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1. fejezet

Bevezetés

Matematikai tanulmanyaink soran lépten-nyomon linearis algebrai egyenletekre bukka-
nunk. Kezdve az altalanos iskolai, kozépiskolai éveinken &t egyetemi éveinkig. Egyre kifi-
nomultabb eljarasokat és technikékat ismeriink meg annak érdekében, hogy egyre nagyobb
méreti linearis algebrai egyenletrendszer (LAER) megoldasat talaljuk meg. Tomoren eze-
ket a LAER-eket

Ar =b

matrix-vektor alakban tekintjiik, ahol az A € R™"™ métrix és b € R" vektor adott, mig
r € R™ a keresend6 megold6 vektor. Tipikusan ezek a rendszerek jellemezhetnek kiilon-
b6z6 gazdaséigi, pénziigyi, mérndki modellek ismeretlenjeit. Bevezets algebra kurzuson
alapvetd megoldhatosagi, mig numerikus linearis algebra és numerikus modszerek kurzu-
sokon direkt és iterativ modszerekkel ismerkediink meg annak érdekében, hogy a megol-
dast meghatarozzuk. Ezeket kis n értékek esetén kézzel pontosan is meg tudjuk hatérozni.
Azonban nagy n értékek esetén szamitogépet kell hasznilnunk, s igy a gépi matematikai
alapismereteinkre alapozva a megoldast csupan kell6 pontossidggal szeretnénk megadni.
Miel6tt pontosan elmeriilnénk ezekben a modszerekben alljon el6ttiink példaként, hogy az
emberiség mekkora méretid egyenletrendszerek megoldasaval birkézott meg az elsé nagy

teljesitményi szuperszamitogépek segitségével. Ezeket az 1.1 Tablazatban foglaltuk ossze.

Az 1.1 Tablazat azt mutatja, hogy a kezdeti 1950-es 20 x 20-as méretii LAER-ek he-
lyett ma mar 200000 x 200000-es méreti LAER-eket is meg lehet oldani. Azaz b 60
év alatt 10* nagysagrenddel nagyobb LAER-ket tudunk szuperszamitogépek segitségével
megoldani. Kezdetben egy szuperszamitogép koriilbeliil 1 FLOPS (Floating Point Opera-
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1.1. tablazat. Atlagos n x n-es méretti LAER méret atlagos szuperszamitogépes megoldas

esetén.

tions Per Second) lebeg&pontos miiveletet végzett masodpercenként. Ma egy atlagos szu-
perszamitoégép mar 102 FLOPS-ra képes, azaz masodpercenként billié osztasi, szorzasi,
kivonasi és sszeadési operacios miiveletre képes. Ez b6 60 év alatt 10'? nagysigrend javu-
last jelent. Erdekességként megjegyeznénk, hogy magyar szuperszamitogép a TOP500-as
félévente frissiils szuperszamitogépes listan 2015. novemberében szerepelt utoljara (Név:
Le6 NIIFI-Debrecen, Pozicio: 401, 253.6 - 10'? FLOPS, részletekért lasd [9]). De mit is
jelentenek ezek az adatok?

Az adatok 10'2/10* = 10® hanyadosa az algoritmikus O(n?) korlatot mutatja a tech-
nologiai fejlodés fiiggvényében, azaz a bevezets érakon tanult klasszikus Gauss-eliminacio
vagy LU-felbontés miiveletigényeire reflektalnak. Ehhez tekintsiink egy egyszerd MAT-
LAB futtatas eredményét (részleteket mellézve) a LAER méretét novelve a futési ids

fiiggvényében. Az eredményeinket log-log alapon az 1.1 Abra foglalja 6ssze.

A\b megoldéjanak futasi ideje
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1.1. 4bra. A népszerti MATLAB szoftver beépitett direkt megolddjanak futasi sebessége
adott méretii LAER esetén.



Az 1.1 Abra szaggatott piros vonala a log-log abrahoz tartozo n®. Azaz mini példank is
mutatja az O(n3) algoritmikus korlatot tetszéleges LAER esetén. A szuperszamitogépek
a nagyobb méreti rendszerek megoldasaban segitenek. Természetesen felmeriilg kérdés,
hogy ezt az algoritmikus korlatot milyen specidlis struktiraju LAER-ek esetén tudjuk
attorni. A szakdolgozatban szimmetrikus, pozitiv definit egyilitthatomarixi LAER-ekkel
és azok iterativ megoldasi modszereivel foglalkozunk majd. Mivel szuperszamitogép nem
all rendelkezésiinkre, ezért elméleti eredményeink megadasan tual kisérleteinket egy atlagos
laptop segitségével hajtjuk végre. A szakdolgozat az egyes fejezeteiben az alabbi dolgokra

fokuszalnak:

o A 2. Fejezetben klasszikus iterativ modszerek konstrudlasaval és azokhoz tartozd
konvergenciatételekkel ismerkediink meg. Kiilonb6z6 gyakorlatban felmeriilg példak
megoldésa sordan az implementalasi kérdések fontossagat is érzékeltetjiik az egyes

modszerek dsszehasonlitdsa mellett.

o A 3. Fejezetben a mai napig a leggyakrabban hasznalt Krylov-altér alapvetd ite-
racios eljarasaval foglalkozunk elméleti és gyakorlati tekintetben egyarant. A jobb

megértéshez és a demonstralas okan példakat is mutatunk.



2. fejezet
Klasszikus iteracios modszerek

Ahogy az 1. Fejezetben is emlitettiik, linearis algebrai egyenletrendszer (LAER) megol-

dasat direkt eljarasok mellett iterativ modon is megkaphatjuk. Ehhez tekintsiik az
Ax =b (2.1)

alakot, ahol az A € R™" matrix és a b € R" vektor adottak. Korabbi ismereteinkre

hagyatkozva a (2.1) LAER x € R" megoldasa egyértelmii, ha az A matrix inverze, azaz
A7t létezik. A (2.1) LAER-t koordinatas alakban felirva kapjuk az

;11 + appxo + ...+ au;x; + .00+ ity = bl

format minden ¢ = 1,...,n esetén. Tegyiik fel, hogy az A méatrix diagonalisiban egyetlen
elem sem nulla, azaz tetszéleges 1 = 1,...,n esetén a; # 0. Ekkor a fenti koordinatés

alakot x;-re rendezve kapjuk, hogy

n i—1 n
b; Z 5 b; Z Q5 Z Q5 .
(23 le (23 13 i—1 (13 j:Z+1 K2
J#i
k

Jelolje az =¥ az x megoldovektor i-edik koordinatajanak k-adik komponensét. Ekkor a

(2.2) egyenlet bal oldala lesz az 1j, k + 1-edik iteralt érték, mig az egyenlet jobb oldalan
szerepld x; megoldokomponens iterdlt értékének megvéalasztasara tobb lehetdség is adodik.
Ha mind a két tagban a k-adik iteralt értékkel szamolunk, akkor az alabbi

i—1 n

:cf“z—z—g Lk — E Mgk i=1,...,n, k=0,... K (2.3)
J J
lan' . Qi;

Qi



osszefiiggéshez jutunk. A fenti (2.3) modszer az tn. Jacobi iterdcid. A modszer elindité-
séhoz adott x¥ értékek megadéasara van sziikségiink minden 7 index esetén. A tomor és
kényelmes hasznalat érdekében matrix-vektor alakban szeretnék megadni a Jacobi itera-

ci6t. Ehhez vezessiik be az A matrix
A=L+D+U (2.4)

felbontésat, ahol L szigora alsé haromszog, D diagonal, mig U szigort fels§ haromszog
matrixa A-nak. Ekkor a (2.3) koordinités alak a fenti (2.4) felbontasban szerepld méatrixok
segitségével tomoren az

" =D — D L2t — DU = —DH L+ U)x* + Db (2.5)
alakban irhato fel. A Jacobi iteracié meginditasahoz pedig egy adott 2° kezdeti vektor
megadasara van sziikségiink. A fenti matrix-vektor alak a (2.4) felbontassal kizvetleniil
szarmaztathat6. Ugyanis

(L+D+U)x=1b
Dxr=b—(L+U)x

r=D"'"—-D Y L+U)x

r=-DL+U)x+ Db
Azaz a (2.5) egyenlet

" = DN L+ U)z"+ D'
alakjat kaptuk vissza.
Ha a Jacobi iteracié megalkotésédhoz hasznalt 6tletiinkkel szemben a (2.3) alak jobb-

oldaldban az x-et tartalmazo elsé tagban a k + 1-edik, a masodik tagban a k-adik iteralt

értékkel dolgozunk, akkor a (2.2) egyenletre nyert iteracios képlet az
b Lo s
k1 Y ij k1l ij ko _
x; = g mej E aiixj, i=1,...,n, k=0,..., K (2.6)

alakot 6lti. Ez az Gn. Gauss-Seidel iterdcio. A Jacobi iteraciohoz hasonlé gondolatot hasz-

nalva a modszer matrix-vektor alakja
2 — Dl — DL Dk
Dbl — b — Lokt — g
(L+ D)a** = —Uz* +b
¥t = (L+ D)™ (~Uz* +b) (2.7)



A modszer meginditasahoz ismételten egy 2° kezdeti vektorra van sziikségiink. Ismételten

a (2.4) felbontast hasznalva kozvetleniil szamolhatjuk a fenti alakot. Ugyanis

(L+D+U)x=b
(L+D)x=b—-Ux
= (L+D) " (=Uz+1b)

Azaz a (2.7) egyenlet

#* = (L+ D) (~Uz" +b)
alakjat kaptuk vissza. Természetesen felmeriil6 kérdés, hogy miért igy valasztottuk az ite-
ralt értékek indexét. A (2.6) felirast nézve azt figyelhetjiikk meg, hogy az 1j iteralt érték
i-komponensének szamitasahoz az 1j iteralt érték kordbbi komponenseit azonnal felhasz-
naljuk. Kénnyen meggondolhat6 az indexek forditott megvalasztdsa nem lenne célszert.

A Gauss-Seidel iteraciotol intuitiv moédon kevesebb szamitast varunk el, hiszen a Jabobi

iteracio a régi iterdlt érték 6sszes komponensével dolgozott.

2.0.1. Példa. Tekintsiik azt a LAER-t, ahol A és b alakja az alabbi:

2 -1 0 1
A=1-1 2 —-1], b=|2
0 -1 2 3

A fenti LAER-te a Jacobi és a Gauss-Seidel iteraciokat alkalmazzuk z° = (1 1 1)T
kezdeti vektorral és az adott iteraciokkal egy-egy 1épést tesziink meg. A Jacobi iterdcid

(2.3) koordinatés alakjaval szamolva az
(1—-(-1-140-1)) =1

1 _
xl_

2-(-1-1—-1-1)) =2

1 _
g =

&
=N =D

r3=-3-(0-1-1-1))=2

[\

komponenseket kapjuk, azaz az ' = (1 2 2)T vektort. A Gauss-Seidel iteracio (2.6)

koordinatas alakjaval az
1

x}:§(1—(—1-1+0-1)):1
1
x§:§(2—(—1-1—1-1):2
1 5
L—2(3-(0-1=1-2))= =
=53 =1
azaz az v* = (1 2 5/2)T vektort kapjuk. )



2.1. Egylépéses stacionarius iteracidok és konvergencia

Az el6z6 alfejezetben targyalt Jacobi és Gauss-Seidel iteracios modszerek egyszeri algebrai

atalakitdsok utan atirhatdak kozel hasonld alakban. A Jacobi iteracioé a
D(z"™ —2%) + Az* = b (2.8)
alakban, mig a Gauss-Seidel iteracio az
(L + D) (2" — 2F) + Az¥ = b (2.9)

alakban. A fenti (2.8)-(2.9) felirasok egy altalanos egylépéses iterativ felirasi alakot moti-
valnak, mégpedig a
B(aFt —2%) + Azb =0

alakot, ahol B € R™*"™ maétrix. Természetes altalanositasaként pedig a
BT gy (2.10)
Wk+1
un. egylépéses instaciondrius iterdcids alakot adhatjuk meg. Az egylépéses iteracio a (2.10)
alakban magatol értetddd, hiszen a k + 1-edik iteralt értéket a k-adik iteralt érték segit-
ségével nyerjiik. Az instacionarius sz6 pedig arra utal, hogy mind a By € R™*" métrix,
mind a wi, 1 € RT paraméter iteraciorol iteraciora valtozhat. Ha ezek az iteracios eljarés

soran nem valtoznak, akkor un. staciondrius iterdciorol beszélink. Ekkor a (2.10) alak a

PR ok

B ——T 4 Axk = (2.11)
w

alakra egyszertisodik. Ahogy késGbb latni fogjuk az w pozitiv paraméter célja egyes mod-
szerek esetén az esetleges konvergencia gyorsitas. A fenti (2.11) alakban az eddig tanul-

méanyozott modszerek az alabbi megvélasztassal nyerhetGek:
o Jacobi iteracio: B =D, w =1,
o Gauss-Seidel iteracio: B=L+ D, w = 1.

A Gauss-Seidel iteracio természetes altaldnositasaként a

k1 ok
(D+wL)~—— + Az =b (2.12)
w

alakot nyerjiik. Ha w > 1, akkor a modszer tulrelazdlt (overrelaxation), egyébként pe-

dig alulrelazdlt. A (2.12) modszerben az w = 1 megvélasztas a mar ismert Gauss-Sediel

10



iteraciot eredményezi. Mindezekbdl adodoan a fenti (2.12) iteracios modszer az an. SOR

iterdcid (successive overrelaxation).

Természetes kérdés, hogy a (2.11) stacionarius iteracié eredményeként nyert z51 nu-
merikus megoldovektor milyen feltételek mellett tart a (2.1) LAER 2* megoldasahoz. En-
nek elsg lépéseként irjuk be az x* megoldas vektort a stacionarius iteracio (2.11) alakjaba,

azaz
z* —x*

B

+ Az* = b, (2.13)
w

A (2.13) helyettesités eredményeként pontosan oldjuk meg az eredeti LAER-t. Ezért cél-
szerll a numerikus és pontos megoldas kiilonbségét, azaz a hibat vizsgilni. Ehhez vezessiik
be az

ek =gk — o

jelolést. Az e € R™ vektor neve az Gn. hibavektor. llyen definicié mellett a (2.11) és (2.13)

egyenletek kiilénbségére ad6do

ek+1 k

BE——% t Ak =0 (2.14)
w

tin. hibaegyenlet adodik. Az iteracios eljaras josagat az jelentené, ha az e* hibavektor min-
den egyes iteracié utan egyre inkdbb kozeledne az azonosan nulla vektorhoz. Formalisan
fogalmazva a

lim e* =0
k—o0

feltétel teljesiilését varjuk el. Miel6tt kimondjuk és bizonyitjuk a (2.11) stacionérius ite-
raciora vonatkozo konvergencia tételt definidljuk a tétel feltételeiben hasznalandé fogal-

makat.

2.1.1. Definicié. Egy A € R™" mdtrizot szimmetrikusnak neveziink, ha AT = A.

2.1.2. Definicié. Egy A € R™" madtrizot pozitiv definitnek neveziink, ha (Axz,x) > 0
tetszdleges x € R™ \ {0} esetén.

2.1.3. Megjegyzés. Ha A € R™*" egy szimmetrikus pozitiv definit matrix, akkor létezik
§ > 0, hogy (Ax,x) > §||z||* tetszbleges © € R™\ {0} esetén. A § az A matrix legkisebb

sajatértékének valaszthato, amely egy pozitiv valés szam.

11



2.1.4. Tétel. [Egylépéses staciondrius iterdcid konvergencidjal Tegyiik fel, hogy A szim-

metrikus pozitiv definit mdtrix és a
B —0.5wA

mdtriz pozitiv definit. Fkkor a (2.11) staciondrius iterdcid konvergens.

Bizonyitas. Induljunk ki a (2.14) hibaegyenletbdl és rendezziik azt a Be'!

Ekkor

-es tagjara.

Beft! = (Be* — wAe*) = (B —wA)e".

A fenti egyenletbdl az
M = (I —wB A"
és
A" = (A —wAB ' A)eF

k+1’ k—i—l)

osszefiiggések kozvetleniil adodnak. Tekintsiik az (Ae e skalarszorzatot és hasznél-

juk a most nyert Osszefiiggéseinket. Ekkor
(Aek“, ekH) = (Aek — wAB Y AeF, ek — wB_lAek) .

A fenti skalarszorzatot kibontva kapjuk, hogy

(AekH, ek+1) = (Aek, ek)—w (AB_lAek, ek) —w (Aek, B_lAek)+w2 (AB_lAek, B_lAek) )

Az A métrix szimmetriajat és a tér valos vektortér tulajdonsagat felhasznalva az
(ABflAek,ek) = (BflAek,Aek) = (Aek,BflAek)

alakra jutunk. Ekkor

(Aek+1, ek+1) = (Aek, ek) — 2w (Aek, B_lAek) + w? (AB_IAek, B_lAek) .

Vezessiik be a J* = (Ae”, eF) és y* = B71Ae" jeloléseket. Utobbibol adodik, hogy AeF =
By*. Ekkor a teljes skalarszorzatra a bevezetett jeldléseink mellett kapjuk, hogy

gL _ gk _ 9, (Byk’yk) P (Ayk,yk) _
Nyilvanvalé Gsszevonas utan
JH = P — 2w [(Byk,yk) —0.5w (Ayk,yk)] = J" — 2w ((B — 0.5wA) yk,yk) . (2.15)

Mit mondhatunk el a (J*!) C R™ sorozatrol?
Tetsz6leges 1° € R™ kezdeti vektor mellett

12



o a 2.1.3 Definici6 értelmében J* = (Ae¥, e¥) > 0,

o a B — 0.5wA matrixra vonatkozo pozitiv definit feltétel garantalja, hogy a (2.15)
egyenlet —2w ((B — 0.5wA) y*, y*) tagja nempozitiv.

Azaz a (J k“) C R"™ sorozat alulrdl korlatos és monoton csokkend sorozat. Ekkor pedig a
sorozat konvergens, azaz

lim J* = J*,
k—o0

Tovabbé ismételten a B — 0.5wA matrixra vonatkozd pozitiv definit feltételt felhasznalva

lim y* = 0.

k—o0

Mivel e* = A~ By*, ezért
"Il < 11ATEBI| - 11yl

ahol az ||A™!B|| matrixnorma k értékét6l fiiggetleniil korlatos marad, ezért

lim e* =0,
k—o0

azaz a (2.11) konvergens. O

2.1.1. Specifikus tételek

Ebben a fejezetben a dolgozat szempontjabol relevans allitasokat kozliink, melyek koziil

egy specialis allitast igazolunk.

2.1.5. Tétel. [SOR iterdcid konvergencia sziikséges feltétele] Tegyik fel, hogy A szimmet-
rikus pozitiv definit mdtriz. Ekkor a SOR iterdcid konvergens, ha w € (0,2).

Bizonyitas. Induljunk ki a SOR iterdcio (2.12) alakjibol. Mivel az A mdtriz szimmet-
rikus, ezért a (2.4) felbontis A = L + D + LT alakban irhaté fel. Tekintsiik az (Az,x)

skalarszorzatot. Kibontva, szimmelriat és a valos vektorteret haszndlva az

(Az, ) = (Lz,v) + (Dz,2) + (L', 7) = (Lz,x) + (Dz,x) + (2, L)
= (Lz,x) 4+ (Dz,z) + (Lz,z) = 2(Lz,x) + (D, x)

dsszefiiggéshez jutunk. A 2.1.4 Tétel B — 0.5wA pozitiv definit feltételét szeretnénk ellen-

drizni. A tételben szerepld B mdtriz ebben az esetben az D + wL mdtriz. Ekkor a fenti

13



(Az, x) skaldrszorzatra kapott eredményt felhaszndlva kapjuk, hogy

(Bz,z) — (0.5wAz,x) = (D + wL)z, x) — 0.5w(Az, )
= (Dz,x) + w(Lx,z) — 0.5w(2(Lx,z) + (D, x))
= (1-0.5w)(Dz, x).

Mivel a fenti (Dx,x) skaldrszorzat nemnegaliv, igy a pozitiv definitséghez az 1 —0.5w > 0

feltételnek kell teljesiilnie. Ez pedig pontosan akkor teljesil, ha w € (0,2). O

Jol lathato modon a fenti 2.1.5 Tétel a 2.1.4 Tétel feltételrendszerén gyengitett. Ugyan-
akkor, hogy az w € (0, 2) feltétel elégséges is, azt méar mas technikaval szokasos bizonyitani.

Ennek els6 1épése, hogy az egylépéses staciondrius iteraciokat szokas
oM = Hab 4o (2.16)
alakban is irni. Ekkor érdemes az eredeti A matrix egy alkalmas felbontasat vizsgalni.

2.1.6. Definicié. Az A € R™" mdtrix A = M — N felbontdsdt reguldris felbontdsnak
nevezziik, ha M~1 >0 és N > 0.

Ilyen definici6 mellett a fenti (2.16) iteracio
2" = MNP + M (2.17)
alakban frhato, azaz H = M~'N és v = M~'b. Tovabba a (2.4) helyett
A=D—-L-U (2.18)

felbontassal dolgoznak, ahol L = —L és U = —U. Ekkor a SOR iterécio regularis felbon-
tasahoz (2.18) alapjan az

Lp—wr) e N=L1{1—w) Dt

M=-
w w

matrixokat kapjuk, mig
H,=M"'N=(D—-wL) '[(1-w)D+wU].
Ekkor a szakirodalomban ma mar csak Ostrowski-Reich tétel az alabbi eredményt 4llitja.

2.1.7. Tétel. (Ostrowski-Reich tétel) Ha egy A € R™" mdtriz szimmetrikus és po-
zittv diagondlisi, akkor a SOR iterdcido w € (0,2) esetén pontosan akkor konvergdl, ha A

pozitiv definit.
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Bizonyitas. Az eredeti bizonyitas a [5] cikkben talalhato. O

2.1.8. Kb6vetkezmény. Ha A szimmetrikus, pozitiv definit matrix, akkor a Gauss-Seidel

iteracio tetszoleges kezdGvektor mellett konvergens.

2.1.9. Megjegyzés. A 2.1.7 Tétel bizonyitasa a p(H,) < 1 kritériumon alapszik, azaz
a SOR modszerhez térsitott regularis felbontas spektralsugaranak nagysagan. Erdekes
még megjegyezni, hogy Ostrowski nevéhez fiz6dik a SOR iteraciora vonatkozd 1954-es
eredmény [5]. A bizonyitasa Reich 1949-es Gauss-Seidel eredményén (w = 1) alapszik [6],

s ezért is emlitik a teljes tételt Ostrowski-Reich tételként.

2.2. Numerikus példak és programozasi megjegyzések

Az el6z6 alfejezetben latott tételekben szerepld iteraciokat (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR)
szeretnénk gyakorlatban is alkalmazni. Fz az iteraciok programozasan til alkalmas leallasi
feltételek beépitését is jelentik. Ebben az alfejezetben fokozatosan egyes példédk soran
szeretnénk a tanult modszereket érdemben 6sszehasonlitani. ElsG lépésként algoritmikusan
reprodukaljuk a 2.0.1. Példa feladatat.

2.2.1. Példa. A begépelésen tul (2.16) alakban felirva (2.4) felbontéassal dolgozva irunk

erre a specialis LAER-re egy k iteraci6 utan leall6 programot.

A=[2 =1 0; =1 2 —1; 0 -1 2];
b=[1 2 3]7;

x0=[1 1 1]7;

k=1; %iteraciok szama
D=diag(diag(A));

L=tril (A, —1);

U=triu (A, 1);
bi

% Jacobi iteracio

x_k J=x0;
H J=eye(size (A,1))-D\A;
v_J=D\b;
for i=1:k

x k J=H Jxx k Jv_J;
end
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x k J
% Gauss—Seidel iteracio
x_k GS=x0;
H GS=—(1+D)\U;
v_GS=(L+D)\b;
for i=1:k
x k GSH GS+x_k CGStv_GS:
end
x_k GS

A futés eredményeként az

x_k_GS =

1.0000
2.0000
2.5000

vektorokat kapjuk. Mivel a program tetszéleges iteracidoszam mellett miikddik, ezért néz-
zik meg, hogy a k = 20 iteracios valasztas mellett a két iteracio eljaras eredménye mennyi-

re kozeliti a feladat pontos z = (2.5 4 3.5)7 megoldasat. A k = 20 vélasztas mellett az

x_k_J =
2.4375
3.9062

3.4375

x_k_GS =

16



2.4961
3.9961
3.4980

eredményeket kapjuk, melyek kozel vannak a feladat pontos megoldasahoz. s

A fenti 2.2.1 Példaban a k paraméter megvalasztisa a maximalis iteracids lépés leallasi
feltételét jelenti. Tovabbi természetes elvaras lehet egy adott programmal szemben, hogy
biztonsagos modon, eldirt feltételek mellett alljon le. Ilyen lehet a mostani programunkba

beépitett
o Maximalis iteraciés szam
maxit
Ahhoz, hogy a korabban tanult feltételek mellett és tételek alapjan a konvergens iteracios

eljarasaink kivant hibahataron beliil — azaz masképpen fogalmazva adott toleranciaval
(TOL) — alljanak le arra tipikusan 3 lehetéség adott.

¢ Abszolut hiba adott toleranciaval

||zF 1t — 2*|| < TOL

¢ Relativ hiba adott toleranciaval

k+1 _

[|*]

[l

<TOL

¢ Rezidudlis hiba toleranciaval

|b— Az*|| < TOL

A fenti klasszikus leallési feltételeket a teljesség igénye nélkiil adtuk meg. Tipikusan ezek
kombinéciéi vannak beépitve adott leallasi feltételekként. Mi a tovabbiakban a mazimadlis
iterdcio szdm mellett a relativ hiba adott tolerancidval feltételekkel dolgozunk majd. Most

nézziik meg a kovetkezd példa segitségével, hogy hogyan is miikédnek ezek.

2.2.2. Példa. Szamos elliptikus parcialis differencidlegyenlet alkalmas véges differencias
vagy végeselemes diszkretizacios eljaras soran a LAER A maétrixa szimmetrikus pozitiv

definit méatrix. Ezek koziil az egyik legfontosabb egyenlet az in. Poisson-egyenlet. Most
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ennek egydimenzios verzidjat tekintjiik, ahol a két végpontban elGirt peremérték azonosan

nulla, azaz in. homogén Dirichlet peremfeltétellel dolgozunk. Ennek alakja

u'(z) + f(x) =0 z€(0,1)

0
(1) = 0.

Az egyszertiség kedvéért dolgozzunk az f(x) = 1 fiiggvénnyel. A —u”(x) masodik derival-
tat ekvidisztans racshalon a standard masodrendt véges differencia hanyadossal kozelitve,

a peremet beépitve, majd a LAER méretét redukalva az alabbi

2 -1 0 ... 0 1 1
-1 2 -1 . T 1

(n+1*[ o . . . 0 ] =
. -1 2 —1 Tn—1 1
0O ... 0 -1 2 T 1

redukalt LAER-hez jutunk, ahol tomor jeloléssel az A = tridiag(-1,2,-1) € R™ ™ szim-
metrikus pozitiv definit matrix (tovabbi részletekért lasd [1], 10.5.fejezet). A fenti LAER
megoldasara altalanos Jacobi, Gauss-Seidel és SOR iteracios megold6 programokat frtunk
maximdlis iterdcid szdm és relativ hiba adott tolerancia leallasi feltételekkel. Fontos meg-
jegyezniink, hogy a relativ hibat maximum normaban mérjiik, de a mérés torténhetne mas

vektornormaban is. Lentebb alljon a SOR iteracié megvalositasanak kodja.

%SOR
function [it ,x]=SOR(A,b,x 0,maxit, tol ,omega)
it=1;
L=tril (A,—1);
U=triu (A,1);
D=diag(diag(A));
err=inf;
x=x_0;
while err>tol && it<maxit
x_uj=(DtomegaxL)\ (—(omegaxU+(omega—1)*D) *x+omega
*b)

err=norm(x_uj—x,inf)/norm(x,inf);
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X=X _ Uuj;
it=it+1;
end

end
Az altalanos SOR iteraciés programunkban specifikdlnunk kell az
(A, b, x0, omega, TOL, maxit)
paramétereket. A fenti LAER esetén A és b alakja adott n-re megkonstrualhato.
n=2"8;
e=ones(n,1);

A=(n+1)~2*spdiags([-e 2%e -el,[-1 0 1],n,n);

b=¢e;

Az 20 kezdeti vektor eddigi tételeink értelmében tetszéleges lehet. Ez ugyanakkor a gya-
korlatban mégsem igaz. Ugyanis relativ hibdval maximum normaban szdmolva a nevezs
értéke nulla lenne! Ezért legyen ennek utolsé eleme nullatol kiillénbozs, példaul nagyon

kicsi.

x0=zeros(length(b),1);
x_0(end)=1e-10;

Tovabbi szabad paraméterek a TOL és maxit értékek. A hatékony Gsszehasonlitas érde-

kében allitsunk be egy kell6en nagy maximélis iteracioszam értéket.
maxit=100000;

Ekkor a szabad w € (0,2) relaxacios paraméterérték valasztasai mellett vizsgaljuk meg,
hogy az adott iteracio hany lépés alatt all le (ha egyaltalan leall 100000 1épés alatt) adott
tolerancia szintek mellett. Azaz Osszefoglalva a LAER A matrixa és b jobboldali vektora

mellett fix4ltuk az egyenletrendszer
o méretét: 256 x 256,
o kezdeti vektorat z0 = (0,...,0,10710),

¢ maximalis iteracidszamat maxit = 100000.
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Adott TOL = 1071,1072,...,107° tolerancia szintek mellett kiilonb6z6 w értékre vonat-
kozoan iteracios szamokra és méasodperchben kifejezett futéasi idére vagyunk kivancsiak a
hatékony Gsszehasonlitas érdekében. Mivel w € (0, 2) esetén erre a feladatra a SOR iteracio

konvergens, ezért teszteljiink
w={0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25, 1.5, 1.75}

értékekkel. Természetes kérdés lehet, hogy van-e optimalis w,, érték erre a feladatra
vonatkozoan. A SOR iteraciéra altalanosan Poisson-feladatra Dirichlet peremfeltétellel az
2

1+ sin (n%)

Wopt =

az optimalis w érték. A feladatra futtatott szimuldcidink eredményei egységesen a 2.1
és 2.2 Abrakon lathatoak. Jol lathaté modon nagy kiilonbségeket a nem optimalis w
paraméterek valasztasa esetén nem tapasztalhatunk sem iteracioszam tekintetében sem
futéasi id6 tekintetében. Az tapasztalhatjuk, hogy az egyes w értékek novelésével a SOR
iteracio egyre jobban mikodik. A példankban w,,; értéke

2

- = 1.9758476503.
1 + sin (ﬁ)

wopt

Jol lathaté modon ha a feladathoz tartozé optimalis w,y,: érték ismert, akkor mind itera-
cioszam mind futési id6 tekintetében nagysagrendbeli javulas varhato.

Most érdemes Gsszehasonlitani az optimalis értékd SOR iteraciot a kordbban tanult
Jacobi és Gauss-Seidel iteraciokkal a fentebb részletezett elvek alapjan. A futtatésok vég-
eredményeit a 2.3 és 2.4 Abrak foglaljak Gssze. Az abrak alapjan nyilvan valo, hogy az
optimalis paraméterti SOR iteracié mind a Jacobi mind a Gauss-Seidel (specialis SOR)
iteracioknal kevesebbet iteral ugyanazon tolerancia szint eléréséhez és kevesebb idé alatt

is fut le az iteréacio. &

Ahogy a bevezetSben is olvashattuk szimmetrikus pozitiv definit egyiitthatématrixa
LAER-ek szamos alkalmazasi teriileten elGfordulnak. Egy érdekes alkalmazas az el6zd
2.2.2. Példa kétdimenzids természetes altalanositasa. Ekkor a Poisson-egyenlet segitségével

vékony rudak csavarasat modellezziik.

2.2.3. Példa. A vékony rudak csavarasanak modellezésére szolgal az alabbi

Ad = _]-7 (‘TlaxQ) € Qv
lr = 0
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SOR itesrécic') osszehasonlitasa iteracioszam szerint kiilonb6z6 omegak esetén

10 — T T T T
u)opl
—w=0.25
w=0.5
4 w=0.75| |
10 oo
w=1.25
w=15
% w=1.75
2]
Ne} 3+
210
'©
8
10% F
101 I i I I
106 10° 104 103 107 101

relativ hiba maximum normaban

2.1. 4dbra. Kiilonb6z6 w értékek esetén az egyes iterdciészamok Osszevetése adott reletiv

hiba ellenében.

SOR iteracio 6sszehasonlitasa futasi id6 szerint kiilonb6z6 omegak esetén

101 T T T T
“opt
w=0.25
0 w=05 | |
10 —w=0.75
w=1
w=1.25
o, w=15 | |
:Imi 10 w=1.75
3
3
5 10°
=

I I I I

104
10 10° 10 1073 102 10t

relativ hiba maximum normaban

2.2. dbra. Kiilonb0z6 w értékek esetén az egyes futéasi idék Gsszevetése adott reletiv hiba

ellenében.

Poisson-egyenlet. Ttt () a rad metszete, mig [" a tartomany pereme. A ® segédfiiggvénybsl
az eltolodasok vektorat kapjuk meg, feltéve ha az egységhosszra vonatkozott csavarasi
sz0g a rud hosszanak irdnyaban alland6. Ebben a példaban is a 2.2.2. Példaban szerepls

feltételezésekkel éliink leallasi feltételek és hozza tartozd paramétereik tekintetében. A
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Kiilonboz6 iteraciok 6sszehasonlitasa iteracioszam szerint

10° w T ‘ ;
Jacobi
— GaussSeidel
T SOR

10* ¢ S ]
€
\©
o
Ne] 3+ 4
210
o
Q

10% F 1

101 L L L L

106 10° 104 103 107 101

hiba

2.3. abra. A harom klasszikus iteracid iteracidoszamainak osszevetése adott reletiv hiba

ellenében.

Kiilonboz6 iteraciok 6sszehasonlitasa futasi id6 szerint

102 T T T T
— Jacobi
— GaussSeidel
10t SOR E

=
(=)
=]

futasi ido
5

102 E
10° F 1
10,4 I L I I

10 10° 10 1073 102 10t

hiba

2.4. abra. A harom klasszikus iteracié egyes futasi idGjeinek Gsszevetése adott reletiv hiba

ellenében.

csavarasi modellre alkalmazott egység négyzeten mindkét irAnyban ekvidisztans racshalot
hasznald véges differencias diszkretizaciojanak technikai részleteit nem ismertetjiik, azok

20 e

a szakirodalomban elérhetGek | [8], 15.3.1. fejezet vagy [4] 2.2. fejezet|. Ekkor az el6zd
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2.2.2. Példahoz hasonloan egy LAER-hez jutunk. Ennek alakja

B —I 0 0 7
-1 B -1 To
(n+1)?*[ o 0
-1 B -1 Tp2-1
0 0 -I B T2
ahol
4 -1 0 0
-1 4 -1
B=10 0
-1 4 -1
o ... 0 -1 4

Ekkor a LAER A egyiitthatoméatrixa n? x n?-es méreti, mig a B és I méatrixok n x n-es

mérettiek. A fenti LAER A egyiitthatomatrixdnak megvalositasa az alabbi:

e=ones(n,1);

B=spdiags([-e 4*e -e], [-1 0 1], n,n);
C=spdiags([-e -el,[-1 11,n,n);
I=speye(n);

A=(n+1) 2% (kron(I,B)+kron(C,I));

A 2.2.2. Példahoz hasonléan ismételten az iterdciészamokat és a futasi idéket vetjiik Gssze
az egyes modszerek esetében, annak érdekében, hogy realis kovetkeztetéseket vonhassunk
le. Ezek eredményeit a 2.6. és 2.7. Abrakon lathatjuk. Az abrik alapjan a kétdimenzi-
6s feladatra azt tapasztaljuk, hogy egy a feladatra jellemz6 SOR iteracidé w paraméter

megvalasztasa esetén kapjuk adott relativ hiba mellett leggyorsabban ledllo iterdlast. o

Az el6z6 két példa a masodik derivaltat kozelitette mésodrendben véges differenciaha-
nyados segitségével. A szdrmaztatott A matrixok szimmetrikus, pozitiv definit métrixok

voltak tovabbi specialis tulajdonsdgokkal:
o A ritka matrix, azaz kevés nemnulla eleme van a matrix teljes matrixahoz képest,

o A savszélessége kicsi, azaz a f6atlohoz képest a legtavolabbi mellékatlo is kdzel van

(ez a derivalt jo lokalis kozelitésére reflektal).
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2.5. dbra. A példa egyiitthatomatrixanak nemnullai elemei n? = 36 esetben.

1o° Kiilonb6z6 iteraciok 6sszehasonlitasa iteracioszam szerint
T T T T

Jacobi

SOR w=0.25

SOR w=0.5

SOR w=0.75

SOR w=1 (Gauss-Seidel)

SOR w=1.25

SOR w=1.5

SOR w=1.75

10?

iteraciészam

10*

10°
106 10 104 103 107 107

2.6. dbra. A harom klasszikus iteraci6 iteracioszamainak Osszevetése adott reletiv hiba

ellenében.

A kovetkez6 példaban a ritkasagi és savszélességi feltételek nemhogy nem fognak telje-
stilni, de egyenesen teli/stird matrixot vizsgalunk. A példa egy oxfordi numerikus modsze-
rekkel foglalkozo 2015-06s doktori kurzuson hangzott el, melynek videbanyagai szabadon
elérhetGek [11].

2.2.4. Példa. A példaban a (0, 1) egyenletes eloszlasa 0.1, 0.5, 0.9 telitettség (stirtiségi)
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Kiilonboz6 iteraciok 6sszehasonlitasa futasi id6 szerint
: ; : :

10°

Jacobi

SOR w=0.25

SOR w=0.5
e SOR w=0.75

SOR w=1 (Gauss-Seidel)
SOR w=1.25

SOR w=1.5

SOR w=1.75

102 F

futasi id6

/—/\

10
106 10° 104 103 107 10

hiba
2.7. abra. A harom klasszikus iteracié egyes futasi idGjeinek Gsszevetése adott reletiv hiba

ellenében.

matrixbol készitiink 1) alkalmas métrixot. Ennek MATLAB kodja 0.9 telitettség esetén

az alabbi:

n=2"8;
A = sprandsym(n,0.9);
A=AxA7;

Fontos megjegyezniink, hogy itt mar csak a SOR iteracioval (speciélis eseteként a Gauss-
Seidel iteracioval) foglalkozhatunk, hiszen a Jacobi iteracio esetén 2.1.4. Tétel feltétele nem
teljesiil sziikségképpen. Mind a harom telitettségi érték esetén hasonlé dbrékat kapunk.

Ezért csak a 0.5-0s telitettségi érték eredményeit adjuk meg a 2.8. és 2.9. Abrakon.
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SOR itesrécic') osszehasonlitasa iteracioszam szerint kiilonb6z6 omegak esetén

10 T T T T
w=0.25
w=0.5
w=0.75
w=1 (Gauss-Seidel)
104 F ; w=1.25 E
w=1.5
w=1.75
&
P
O 103 F ]
© 10
o
2
10° F E
\
101 ! ! ! !
10 10°° 10 10’3 102 101

relativ hiba maximum normaban

2.8. abra. Az adott w paraméterii SOR iteracio iteracidoszamainak dsszevetése adott reletiv

hiba ellenében.

SOR iteracio 6sszehasonlitasa futasi id6 szerint kiilonb6z6 omegak esetén

102 T T T T
w=0.25
————w=05
) w=0.75
10 w=1 (Gauss-Seidel) |
w=1.25
w=1.5
= w=1.75
0L
g/ 10
0
e,
2
S 10t F
2
102
10,3 I | I I
10 10° 10 1073 102 10t

relativ hiba maximum normaban

2.9. abra. Az adott w paraméterti SOR iteracio egyes futasi idGjeinek Osszevetése adott

reletiv hiba ellenében.

Jol lathatjuk, hogy kiilonh6z6 w értékek esetén is mind futasi idére, mind iterécio-

szamra az egyes SOR iterdciok igen hasonlo eredményeket szolgaltatnak. s

26



3. fejezet

A konjugalt gradiens modszer

Az el6z6 fejezetben klasszikus egylépéses stacionérius iteraciok legfontosabbjaival, a Jaco-
bi, Gauss-Seidel és SOR iteraciokkal ismerkedhettiink meg. Ebben a fejezetben a célunk
egy masfajta gondolat és konstrukcié bevezetésével egy hatékonyabb iterativ eljaras szer-
kesztése. Ez a Krylov-altér iteracios eljaras lesz az un. konjugdlt gradiens modszer. Miel6tt
a modszer alapgondolatat, tulajdonsagait és hatékonysidgat ismernénk meg tételeken és
példakon keresztiil alljon itt annak igen érdekes torténete.

A maér korabban emlitett és hivatkozott doktori numerikus kurzuson [11] ecsetelte az
el6ado (a numerikus linearis algebra vilaghiri képviselGje Trefethen professzor ur, aki egy-
ben az els6 MATLAB tulajdonos is volt), hogy a modszert leird eredeti 1952-es Hestenes
és Stiefel cikket [3] a szakma vegyes fogadtatasban részesitette. Az algoritmust magat
ismerték, de nem tulajdonitottak nagy jelentéséget neki és més klasszikus modszereket
hasznaltak helyette (példaul a direkt Gauss-eliminacios eljarast). B 20 évvel késébb John
Reidnek koszonhet&en ismerték fel az iterativ modszer jelent&ségét, ugyanis ahogy az 1.
Fejezet 1.1. Tablazataban is lathattuk a LAER-ek méretének névekedésével nagy n-ek
esetén tapasztalni kezdték a modszer hatékonysagat. Habar a modszer komplexitésa alta-
lanos esetben nem valtozik, de az esetek tobbségénél O(n?) miiveletigényt tapasztaltak. A
jelenség okat késébb meg is magyardzzuk. A modszerrdl tovabbi torténelmi érdekességeket
Golub és O’Leary cikkében talalhatunk [2].

Most térjiink ra a konjugalt gradiens moédszer alapgondolatiara. Ehhez vezessiik be a

mar emlitett Krylov-alteret.

3.0.1. Definicié. A b € R" vektor dltal generdlt k-adik Krylov-altér
K = (b, Ab, ..., A¥71b) = span{b, Ab, ..., A*¥"'b},
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ahol A € R™*"™,

Ismeretes, hogy szimmetrikus pozitiv definit matrixok sajatértékei is pozitivak. Ez

pedig az alabbi definiciot motivalja.

3.0.2. Definicié. Legyen A € R™" szimmetrikus pozitiv definit mdtriz. Ekkor az
][4 = VaT Az

kifejezést A-normdnak nevezzik.

A fenti 3.0.2. Definiciéban szerepld || - ||a kifejezés normét definidl R™-en. A fenti két
definicié akkor nyerne igazi értelmet, ha a Krylov-altérbdl vett numerikus iterald vektorral

szamitott hibavektor az A-normaban minimalis lenne, azaz
le"[]a = []a* — 2|4

norma minim4lis lenne, ahol ¥ € K*. Ehhez azonban tekintsiik a modszer pszeudokodjét,
ami egy kivant 2% € KF vektort allit el6. A kellemesebb forma okén a lenti pszeudokédban

az also indexek az eddigi fels6 indexek iteralt érték szerepét toltik be.

2o = 0,19 = b, pg = 1y

fork=1,2,...,
a = (rp_1re-1)/ (Ph_1Apr—1) lépéshossz
Tp = Tp_1 + Qrpr_1 kozelité megoldas
e = Tp_1 — Qi App_1 reziduélis
Br = (Tfm)/(r;f_lm_l) novekmeény
Pk =Tk + BrPr—1 keresési irany
end

Programozési szempontbdl jol lathato, hogy a pszeudokéd péar soros MATLAB koéddal
kénnyedén megvalosithato. Nagy el6nye, hogy ténylegesen vektormiiveletekkel dolgozunk.
Teljes, strukturalatlan A méatrix esetén a matrix-vektor miivelet 1épésenként koriilbeliil
n? FLOPS-ot igényel. Ugyanakkor ha A ritka és strukturalt, ez n FLOPS-ra csokkenthet.
Utobbi esetben a teljes eljaras soran mar az O(n?) elérhets. Késébb emlitiink tulajdon-
sagot, ahol ezzel a jol strukturaltsaggal az O(n?) miveletigény elérhetd.

Most a korabban emlitett || - ||4 minimalis tulajdonsag iranyaba tesziink lépéseket.

Ehhez kimondunk egy tételt, melyet nem bizonyitunk.
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3.0.3. Tétel. Alkalmazzuk a konjugdlt gradiens mddszert a (2.1) LAER-re, ahol A szim-
metrikus pozitiv definit mdtriz. Mindaddig mig az iterdcid nem konvergdlt (azaz =1 #0),

az algoritmus végrehajtodik és az alabbi tulajdonsdagok érvényesek:

K= (a',2, ) = % p' 0
= (0t RN = (b, Ab, ... AFTD).

Tovabba a rezidudlisak ortogondlisak, azaz
("' =0 j<n
és a keresési irdnyok un. A-konjugdltak, azaz
) AY =0 j<n.

Bizonyitas. A bizonyitas a [10] konyv Theorem 38.1. tétel kimondasa utan talalhato. O

Mar nincs més hatra, minthogy bizonyitsuk, hogy a konjugalt gradiens modszer mini-

malizalja ||e]|4-t.

3.0.4. Tétel. Alkalmazzuk a konjugdlt gradiens mddszert a (2.1) LAER-re, ahol A szim-
metrikus pozitiv definit mdtriz. Ha az iterdcid még nem konvergdlt, akkor % az eqyértelmd

elem KF-b6l mely minimalizdlja ||e¥|| 4-t. A konvergencia monoton, azaz
eIl < Te" [ (3.1)
és ¥ = 0 felvétetodik valamely k < n esetén.

k

Bizonyitas. A 3.0.3. Tétel alapjan z*¥ € K*. Ahhoz hogy megmutassuk, hogy z* az

egyértelm( elem K*-bsl mely minimalizalja ||e*||4-t tekintsiink egy tetszSleges
="+ Az e Kt
elemet. Ennek hibavektorara az
e=x—a" =22 + Ax =" + Az
Osszefiiggés adodik. Ekkor
llel|% = (" + Aa:)TA (e" + Ax)

= (M) Ae® + (Ax)TA(Az) + 2(eM) T A(Ax).
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A fenti kifejezés utolso tagjaban a 3.0.3. Tétel alapjan 2(e®)T A(Ax) = 2(r*)T(Az). Ez pe-
dig r* skalarszorzata egy KF-beli elemmel és a hivatkozott tételben szerepls ortogonalitasi

tulajdonsag miatt ez nulla, igy a fenti Gsszefiiggés utols6 tagja elhagyhato. Azaz
lle||4 = (M) T Ae* + (Ax)T A(Ax).

A fenti sszefiiggés masodik tagja fiigg csak Ax-t6l és mivel A pozitiv definit, ezért ennek
értéke nemnegativ. Egyenldség csak a Az = 0 esetben all fenn, azaz ha x = z*. Igy az
||e||4 norma pontosan akkor minimalis, ha x = 2", azaz az egyértlemiiségi részt belattuk.

A (3.1) monotonitasi tulajdonsag a K* C K*! tartalmazas kovetkezménye és KF a k

dimenziés R” részhalmaza, ezért a konvergencia legféljebb n 1épés alatt elérhetd. 0

A fenti 3.0.4. Tétel segitségével éppen most lattuk be, hogy a konjugélt gradiens mod-
szernek van bizonyos optimalitasi tulajdonsdga. Mégpedig az ||e¥||4 norm4jat minimali-
zalja k lépéssel az osszes x € KF vektorra nézve. A korabban feltiintetett pszeudokodban
szerepeltek olyan kifejezések minthogy "lépéshossziusag" és "keresési irdny". Az iteracid
ugyanis felfoghatd egyfajta olyan standard alakd algoritmusként, mely egy nemlinearis

fiiggvényt minimalizal. Az iteracios eljaras lelkét az

2 = gh1 4 afph

sor adja. Ez egy tipikusan el6forduld egyenlet optimalizalasban, amelyben az aktuélis 2%~*

kozelitést updateljiik o* hosszal (lépéshossz) p—t

iranyban (keresési irany). Ilyen lépések
ismétlésével a konjugalt gradiens modszer probalja a nemlinearis fiiggvény minimumét
megtalalni. De melyik fliggvény minimuméat?

A 3.0.4. Tétel eredménye alapjan az ||e|| s-ra vagy ekvivalens moédon az ||e||4-re gondol-
hatnank. Habar ||e||4 = fiiggvénye, de z* ismerete nélkiil nem tudjuk kiértékelni. Marpedig
a konjugalt gradiens moédszer nem lenne jo eljaras egy fiiggvény optimalizélasara, ha nem
lehetne kiértékelni. Az bizonyos, hogy adott A, b és x esetén a

o(x) = %xTAx —z7h (3.2)

mennyiség kiértékelhets. Most szamitsuk ki ||e¥||% érékét.
e[ = ()" Ae® = ((2")" —a")A(a" —27) = (2" — (a")") A(a” — )
= (M7 Az® — 2(2™)T Ax* + ()T Az
= (2M)T Ax* —2(2")Tb + (2*)'b = 2p(2) + (z*)"b.
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Azaz igy a () az ||e||4 normétol egy kettes szorzoban és egy plusz (z*)7b tagban kiilén-
bozik. De ||e][4-hez hasonloan a minimumot egyértelmten elérhetjiik. Ebben az esetben
konkrétan x = —(2*)7h/2 esetén.

Azaz a konjugalt gradiens modszer egy olyan iterativ eljarasként értelmezhetd, amely

minimalizalja a ¢(x) kvadratikus fiiggvényt. Minden egyes iteracios lépés soran egy

fL’k — {L‘k_l + Ofkpk_l

k71>

iteraltat szamitunk ki, mely minimalizalja o(x)-et minden z-re az 21 + (p egydi-

menzids térben. Az

C(k — ((rkfl)Trkfl) / ((pkil)TApkfl)

formula az o értékének optimalitdsat biztositja az osszes o lépéshossz esetén. A konjugélt
gradiens modszert a pF~! keresési irdny teszi igazdn kiemelkedd algoritmussa, hiszen ez
az irany a o(r)-et nemesak az egydimenzios x*~! + (pF~1) térben minimalizalja, hanem a

teljes IC* Krylov-altérben.

3.1. Numerikus példak

Az el6z6 alfejezetbeli 3.0.4. Tétel értelmében varhatjuk, hogy || - [|4 normaban a modszer
konvergaljon szimmetrikus pozitiv definit egyiitthatéomatrix esetén. Fontos megjegyez-
niink, hogy a modszer pszeudokodjaban a kezdeti vektor az azonosan nulla vektor volt, de
a modszer konvergal tetszéleges kezdeti vektor mellett is. Az eddigi relativ hiba adott to-
lerancia leallasi feltételt a rezidudlis hiba tolerancia feltételre cseréljiik, és igy az azonosan
nulla kezdeti vektor nem okoz gondot.

A 2. Fejezet 2.2.2. és 2.2.4. Példait vessziik gorcsé ala tobb modositassal.

¢ Azonosan nulla kezdeti vektorral indul az iterécio.
o Az egyik leallasi feltétel a reziduélis hiba adott toleranciaval.

3.1.1. Példa. A 2.2.2. Példanal lathattuk, hogy a klasszikus iteracios eljarasok koziil
mind futasi id§, mind iterdciészam tekintetében az w,, SOR iteraci6 volt a leghatéko-
nyabb. A fenti modositasokkal az 14j futtatdsok utéan ismételten ez az allitds marad ér-
vényben. A relevans informaciohoz rogzitettiik, hogy a tolerancia szint legyen 1075, Ekkor

wopt SOR iteracio 870 alkalommal iteralt ebben az esetben. Vessiik dssze, hogy a konjugalt
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Rezidualis
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3.1. adbra. Az iteraciok szama a konjugalt gradiens médszer esetén 107% rezidualis hiba

mellett.

gradiens modszer hogyan teljesit. A rezidualis hibara vonatkoz6 eredményt a 3.1. Abra

mutatja.

A 3.1. Abra jol mutatja, hogy a 128. iteralds utan csokken a rezidualis hiba 1076

tolerancia szint ala. Azaz a konjugdlt gradiens modszer koriilbeliil egy hetednyi iteralast

kivan az optimélis paraméterti SOR iteracioval szemben.

Kovetkezzen most a masik példa.

&

3.1.2. Példa. Az 1j feltételekkel futtatva a 2.2.4. Példat a legkisebb futasi idejii w para-

méter( sor iteracidra az alabbi eredmények adédnak:

Siteracio =
48038.00
100000.00

Stoc =

53.74
0.00

65737.00 83436.00 100000.00
100000.00
19.58 19.49 18.13
0.00
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Azaz erre a feladatra a SOR iteracio 48038 lépést tesz meg a 10™! tolerancia szint eléré-
séhez és ezt 53.74 méasodperc alatt teszi meg. Az utolsdé még a maxit 100000-es maximalis
iteracio utoljara 1072 tolerancia szint mellett futott le 83436 iterdcioval 92.81 méasodperc
alatt. Azaz a 1075-0s tolerancia ledllasi feltételhez nagysidgrendekkel nagyobb maximaélis
iteraciot kell beallitani. Ezt nem kiséreltiik meg. Helyette a feladatra futtattuk a konjugalt

gradiens modszert.

nit=432

10?

Rezidualis
=
o
N
I

104 F | ]

10® I I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Iteraciok szama

3.2. 4bra. Az iteraciok szama a konjugalt gradiens modszer esetén 107° rezidualis hiba
mellett.

A 3.2. Abra jol mutatja, hogy a konjugalt gradiens modszer 432 iteralast kivan és

minddssze 0.38 méasodperc alatt futott le az algoritmus. )

A fenti két példa kivaloan érzékelteti, hogy a konjugalt gradiens modszer joval haté-
konyabb modszer a klasszikus iteraciokkal szemben. A kivetkezs alfejezetben a 3. Fejezet

elején emlitett atlagos O(n?) miiveletigény magjat értjiik meg.

3.2. Specifikus tételek

A 3.0.1. Definiciobol lathato, hogy egy & € K* el6all & = p(A)b alakban, ahol p(A) egy
legfeljebb k —1-edfoku polinom. Ekkor a konjugalt gradiens modszer kozelits tulajdonsiga

az alabbi kérdésre fogalmazhato at: az Ae® = b tulajdonsag figyelembevételével keresendd
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egy p¥ € Py, p"(0) = 1 tulajdonsagt polinom a legfeljebb k-adfoki polinomok osztalyabol,
hogy
[1p*(A)eol] 4 (3.3)

minimalis legyen. A kordbban bizonyitott 3.0.4. Tételbdl egy méasik konvergencia tételt is

igazolhatunk. Ezt a tételt csupan kimondjuk.

3.2.1. Tétel. Ha a konjugdlt gradiens mdodszer még nem konvergdlt o k-adik [épés eldtt,

akkor a (3.3) problémdnak létezik egyértelmii p* € Py, megolddsa és az x* iterdlt az e =

pE(A)e® hibaegyenlet igaz ugyanezen polinommal. Tovdbbd

[le*]]

A)e?
2= f—Hp( )<l < inf max [p(\)]
€94 pePe  ||€0]|la T pEPiAeo(A)

ahol o(A) jeldli az A spektrumdt.

Bizonyitas. A bizonyitas a [10] konyv Theorem 38.3. tétel kimondasa utan talalhato. O

A fenti 3.2.1. Tétel lényegében azt allitja, hogy a konjugalt gradiens modszere konver-
gencia ratajanak mértéke nagyban fiigg A spektrumatol, azaz a sajatértékeinek halmaza-
tol. A jo spektrum olyan, melyen a p* € P, polinomok kicsik és még kisebbek lesznek k

novelésével. Ez tipikusan két esetben is megtorténhet.
o A sajatértékek jol klaszterezettek.
o A sajatértékek kell6en szeparaltak az origotol.
Az ezekre vonatkozo allitasokat bizonyitasok nélkiil kozoljiik.

3.2.2. Tétel. Ha az A € R™" szimmetrikus pozitiv definit mdtriznak csak k sajdtértéke

kiilonbézd, akkor a konjugdlt gradiens mdodszer konvergdl legfeljebb k lépés alatt.

Bizonyitas. A bizonyitas a [10] konyv Theorem 38.4. tétel kimondasa utan talalhato. O

3.2.3. Tétel. Alkalmazzuk a konjugdlt gradiens mddszert a (2.1) LAER-re, ahol A szim-

metrikus pozitiv definit mdtrix. Ekkor

< () (F5) ] =2(5)

ahol k az A mdtrix spektrdlnormdjdval szamitott kondicioszdam.
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Bizonyitas. A bizonyitas a [10] konyv Theorem 38.5. tétel kimondasa utan talalhato. O
A fenti 3.2.3. Tétel a szakirodalombol a leghiresebb konvergencia tétel a modszerrel

kapcsolatban. Mivel

vE-1 o2

VE+1 VE
ha £ — oo. Ez azt jelenti, ha s elgendGen nagy, de nem tilsagosan nagy, akkor a vart
tolerancia szint eléréséhez O(y/k) iteracio varhato. Ez persze csupan egy felsg korlat. Jo
jobb oldal esetén (kevésbé gyakori) vagy jol klaszterezett spektrum esetén (gyakori) a

konvergencia gyorsabb lehet.

Ebben az alfejezetben a konjugalt gradiens modszer konvergencia ratajanak néveke-
dési lehetségét lattuk, mely jelent&sen fiigg a spektrumtol és a kondicidszamtol is. Még
hatékonyabban mikodé konjugalt gradiens modszer valtozatokat tipikusan két nagy tech-
nika alkalmazasaval érthetiink el, melyek egyenként egy-egy szakdolgozatnyi terjedelmet

kivannanak:
o Parhuzamos implementalés.
¢ Prekondicionalés.

El6bbi nagyméretd szuperszamitogépek esetén teszi lehetévé algoritmusunk hasznalatat
egyes folyamatokat parhuzamosan, kiilon magokon futtatva. Utobbi pedig a nagy « kondi-
cioszammal rendelkezé LAER kondicidészamat csokkenti. Ezekrdl a technikdkrél bévebben
a |7] konyv 245-382. oldalain olvashatunk.
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4. fejezet

Osszefoglalas

A szakdolgozat specidlis egyiitthatoméatrixi (szimmetrikus pozitiv definit) LAER-ek ite-
rativ megoldasi modszereivel foglalkozott.

A 2. Fejezetben klasszikus iterativ modszereket konstrualtunk és azokhoz kapcsolodo
konvergenciatételeket bizonyitottunk. Kiilonb6z6 példak megoldasa soran az implementa-
lasi kérdések fontossagat is érzékeltettiik. A modszereket tobb kritériumot is figyelembe
véve hasonlitottuk ssze.

A 3. Fejezetben a mai napig a leggyakrabban hasznalt Krylov-altér iterécios eljarassal
foglalkoztunk, a konjugalt gradiens modszerrel. Az elméleti felépitésen és konvergencia-
hoz kapcsolodo tételek ismertetésén tal a modszer tényleges erejét példakon keresztiil is

demonstraltunk a klasszikus iteraciokkal szemben.
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