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Bevezetés 1

Bevezetés

A matematika hatarteriiletei mindig is sok izgalmat rejtettek magukban. Az elkovet-
kezendd fejezetekben a matematika tobb teriiletérdl szarmazé kombinatorikus prob-
lémakat fogunk megoldani lineéris algebrai moédszerekkel. Tessziik mindezt azért,
mert egyszeriien csak konnyebb egy-egy allitast vagy tételt a linearis algebra segit-
ségével bebizonyitani, vagy azért, mert egy szebb, 6tletesebb bizonyitast kapunk.

Az els6 fejezetben a grafok Shannon-kapacitasaval foglalkozunk, melyekre kiilon-
b6z6 korlatokat probalunk majd allitani. A bizonyitasok soran nagy hangstily lesz
az lgynevezett ortonormalt reprezentacion, amely a graf cstcsainak egyféle vekto-

A kovetkez6 fejezetben a geometria teriiletére tériink at. A legnagyobb hangsuly
a Helly-tételen és alkalmazasai lesz. Ennek soran mélyebben megismerkediink a
linearis és affin fiiggetlenséggel tovabba a konvex halmazokkal is. A fejezet végén
még réviden szo6 lesz kevés tavolsaggal rendelkezé ponthalmazokrol is.

Utolso fejezetiinkben a linearis algebra mar-mér klasszikusnak mondhat6 alkal-
mazasi teriilete keriil kézéppontba, a halmazrendszerek. El&szor a Sperner-tételt
bizonyitjuk, melyre adunk egy igen ismert kombinatorikus bizonyitast is, de az ez-
utdn ismertetett linearis algebrai bizonyitas sokkal izgalmasabb lesz. Egy olyan
egyszer( allitdsbol, - és még par masikbol - hogy a sorrang megegyezik az oszlop-
ranggal, sikeriil majd belatunk a Sperner-tételt. Végiil az utols6 fejezetrésziinkben
az Erdds-Ko-Rado-tételt bizonyitjuk, ahol bar a kombinatorikus bizonyitas sokkal
szellemesebb, a Kneser-graf sajatértékeit felhasznalva is kapunk is igen Otleteset.



1. Shannon-kapacitas

1956-ban Claude Shannon amerikai matematikus felvetett egy problémét, amelyen
matematikus generaciok gondolkoztak és gondolkoznak a mai napig. Ez egy kicsit
atfogalmazva a kévetkezd:

Adott egy abécé, melyben bizonyos betiik OsszetéveszthetGk. Rogzitett k& hosszi-
sag mellett, hany darab k hosszi, kiilénb6z6, egyméassal nem Osszetéveszthetd szot
tudunk kivalasztani?

1.1. Az otszog kapacitasa

Ebben a fejezetben egy igen Otletes bizonyitas sordn az Otelemi abécéhez tartozo
ugynevezett O(C5) értékét hatarozzuk meg, mely 1979-ig megoldhatatlan problé-
ménak szamitott, amikor is Lovasz Laszlo publikilt egy KONYV-be valo tokéletes
bizonyitast. [4]

1.1.A. Mindennek kezdete

1.1.1. Definici6. S legyen egy véges halmaz, amit dbécének neveziink, a halmaz
elemeit pedig betiknek. Ilyenkor w egy k hosszusagi szd, ha w = ajas ... ay, ahol
ai,Qs,...,a; € .S az abécé bettdi. Jeldlje W az 6sszes sz6 halmazat.

A tovabbiakban sziikségiink lesz egy OsszetéveszthetGségi relaciora, amelyet egy
G = (V, E) graffal reprezentalunk, ahol a csiucsok az S halmaz elemei, és két csucs
akkor és csak akkor van 6sszekotve, ha két betii egyméassal Osszetéveszthets nevezziik
ezt a G grafot zavargrdfnak. Ennek segitségével kdnnyen meggondolhatd, hogy az
1 hosszi Osszetéveszthetetlen maximalis szavak szdma nem mas, mint ezen graf
maximalis fiiggetlen csticshalmaza, amit a(G)-vel jeloliink.

Felvetddik az Otlet, hogy nem csak betiiknél lenne érdemes ezt a Osszetéveszthe-
tGségi relaciot definidlni, hanem ketts vagy akar k hosszi szavaknal is.

1.1.2. Definici6. Legyen S egy abécé, amelynek bizonyos elemei Gsszetéveszthetdk.
Azt mondjuk, hogy két killonboz6 sz0 ajas ... ag és biby . .. by Gsszetéveszthetd, ha
a; Osszetéveszthet vagy megegyezik b;-vel Vi =1...k

1.1.3. Definicié. A G = (V1, E,) és H = (Vi Ey) graf szorzata G x H, az a graf
melynek csucshalmaza Vi x Vo={(v1,v9) | v1 € V1,00 € Vo) } és (v1,v9) # (wy,ws)
akkor és csak akkor van Gsszekotve, ha v; = w; vagy vyw; € E; (1 = 1,2).
Hasonlo modon definidlhatdo G¥— G x G x --- x G, ami k darab graf szorzata.

A definiciobol vilagos, hogy G* egy olyan graf, amelyben a k- hosszii dsszeté-
veszthets szavak vannak éllel osszekotve. Igy értelmes a kovetkezd kérdés:
Mit tudunk mondani a G* grafban maximalis fiiggetlen csticshalmazrol, amelyet a
tovabbiakban a(Gy)-val jeloliink? A kovetkezd tétel lesz igaz:
1.1.4. Tétel. a(G*) > a(G)*
Bizonyitds. Legyen U C V egy maximalis fiiggetlen csticshalmaz, |U| = a. G*-

ban van a(G)* darab (uy, ..., u) alaki fiiggetlen cstcs. Hiszen, ha (uq, ..., u) és
(u), ..., u}) kilonboz6 és (uq, ..., ug), (uy,...,up) € Ux---x U, akkor Ji: u; # ul,
ahol u;,u; € U Mivel u; nincs sszekotve wuj-vel, ezért (uq,...,uy) sincs Osszekotve

(u),...,up)-vel. Innen méar kovetkezik az allitas. O



1.1. Az 6tszog kapacitasa 3

Megjegyzés. Ez azt jelenti, hogy az informéaciéarany sose csokken, ha kiilonallo
jelek helyett szavakat hasznalunk.

«, 0,

Ezek utan vezessiik be Shannon eredeti definiciojat.

1.1.5. Definicié. Shannon grdf nullahiba-kapacitisinak nevezziik a kévetkezst:

O(G) = sup v/ a(GF)

k>1

Vizsgaljuk meg kicsit jobban a ©(Cs)-6t!

Tegyiik fel, hogy egy Otelemii 4bécé zavargrafja a Cy 6t hosszisagi kor. Ekkor
fliggetlen csiicsok maximaélis szama 2.

3 4

1. dbra. C5 zavargrafja

Igy annyit tudunk eddig, hogy 2 < ©(C5). A Cs x Cs-ben nyilvan fiiggetlenek

az (1,1),(2,3),(3,5),(4,2),(5,4) cstcsok, igy a(G) > 5 és ez nyilvin maximalis
is, hiszen ha Cj5 x C5 csucsait egy 5 x 5-6s tablazatba rendezziik, akkor latszik,
hogy két egymaést kivet§ sordbol maximum 2 fiiggetlen csics valaszthatd ki. Te-
hat a nullahiba-kapacitas definiciojabol azt kaptuk, hogy a kettd hosszi szavak a
O(Cs) < korlatot adjak.
T6bb specialisan 5-nél kisebb Cy-nak viszonylag konnyen ki tudtak szamolni a ka-
pacitasat, de a Cy kapacitasra pontos értéke nem, csak becslések voltak. Ha nem
is a legjobb becslés, de annyira nem bonyolultan bizonyithaté a v/5 < ©(Cs) < 2
korlat.

1.1.B. Lovasz Laszl6 esernydje

Valoszintileg a 70-es évek végén senki sem gondolta, hogy ©(Cs)-re nem csak meg-
sziiletik a konkrét érték, de a bizonyitas szemléletes és Otletes is lesz.

Lovasz Lészlo oOtlete egy remek példdja annak, amir6l ez a szakdolgozat legfs-
képpen szélni szeretne. A graf csicsait, valos 1-hosszi vektorokkal dbrazolta tgy,
hogy két a grafban egyméssal nem szomszédos cstics vektora ortogonalis legyen. (Ez
egy remek 6tvozete a linearis algebranak és kombinatorikdnak is egyben.) Hivjuk az
ilyen vektorhalmazt ortonormélt reprezentacionak. Ilyen vektorok nyilvan léteznek,
hiszen ha vesziink egy tetsz6leges V vektorteret amely legyen n-dimenzi6s, akkor a
(1,0,...,0)7,...,(0,0,...,1)" egységvektorok pont megfelelsek lesznek. A Cj or-
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2. abra. Lovasz esernygje

tonormélt reprezentaciojat kapjuk, ha R*-ban egy ortonormalt eserny6t vesziink,
melynek agai vy, ..., vs egységvektorok. Ezek utan ki tudjuk nyitni tgy ezt az es-
erny6t, hogy minden masodik vektor 90° zar be. Lovasz azt bizonyitotta be (csak
ennél egy kicsit altalanosabban), hogy

1
O(Cs) < ]
El6szor azt latjuk be, hogy h? = \/Lg Ehhez sziikségiink lesz a 7-val jeldliink és
T = %‘?’ ~ 1,6180 aranymetsz¢si allandora. Fzek utan nézziik meg a bizonyitast,
amelyet méar Euklidész ismert.
A
B M F
C D
3. abra

Tekintsiink az a oldali szabalyos 6tszoget, melynek az atloi legyenek d-hossziak.

Azt akarjuk belatni, hogy g = 7. Konnyen latszik, hogy az 6tsz6g minden cstcsanal
a szOg nagysaga ‘%’T, ebbdl kovetkez6en LABE = %, mivel ABE egyenl$ szart
haromszog. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy L AMB = 3?” Lathato tehat, hogy

az ABC' és AM B haromszogek hasonloak, és CM ED szemkozti szogei egyenl6ek,
igy a szemkozti oldalai parhuzamosak, tehat CMED rombusz. Igy |[MC| = a és
|AM| = d — a. Felhasznalva a hasonlosagokat kapjuk, hogy

d JAC| |AB|] o 4

a |AB| |AM| d—a ¢-1

a

ORCRS

Amibél kovetkezik, hogy
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Igy

a 2
d2

Megmutathat6, hogy az S stilypontol a csticsok s tavolsagara teljesiil, hogy s* = T

Ha most megvizsgéaljuk a fentebb mar emlitett Lovéasz-eserny6t, mivel minden méaso-

dik egységhosszt vektor derékszoget zar be, ezért egy egyszeri Pitagorasz-tételbdl

latszik, hogy d = /2. Igy sre, ha a d-t és 7-t behelyettesitjiik, kapjuk hogy
2 1 _ Hasonléan Pitagorasz-tétellel kapjuk, hogy h? = 1 — s?, igy

$°= 75
S +V5
VE+5 5

h?P=1-—s

Most hogy ezzel végeztiink, egy kicsit dltalanosabb tételre van sziikségiink amely
egy tetszbleges G graf Shannon-kapacitasara ad nekiink egy fels6 becslést. Ehhez
elGszor legyen T = {v(l), e ,v(m)} ortonormalt reprezenticidja Rs—ben, amelyben
v a v; csticsnak felel meg. Feltessziik tovabba, hogy minden v vektor ugyanakkora
szoget zar be az u = (v + - + v(™)) vektorral azaz

(u,0) = o7,

ahol op-t a T reprezentacios konstansanak nevezziik. Ekkor bebizonyitjuk a kovet-
kez6 tételt:

1.1.6. Tétel.
@(G) < ar

Megjegyzés. Lovasz esernyGjére, ha u-nak az OS vektort valasztjuk, akkor a fen-
tebb emlitett <u, v(i)> = or feltétel biztosan teljesiil.

Bizonyitds. A bizonyitas harom részbdl fog allni.

1. Rész: Tekintsiink egy = = (x1,...,x,,) valosziniiségi eloszlast V cstucshalmazan,
amely nem jelent mést, mint azt, hogy z; > 0 minden ¢ = 1,...,m esetén, és

Yo, x; = 1. Tovabba legyen
M(l’) = ‘3711)(1) + -+ xmv(m)| 27

valamint

ur(G) = ilgf,u(x).

Legyen U egy maximalis fiiggetlen halmaz G-ben, |U| = « és definidljuk az xy =
(x1,...,z,) valosziniségi eloszlast ugy, hogy z; = é, ha v; € U, kiilonben z; = 0.
Mivel minden v egységvektor és minden nem szomszédos csticsparra (v®, v@)) = 0,

ezért
m
. 1 1
2@ = 2 _ - =
>oaw| = at=ag; =
1=

=1

pr(G) < pley) =

Tehat ebbdl kdvetkezik, hogy
pr(G) <a™'.
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2. Rész: Most pup(G) értékét fogjuk kiszamolni. Ehhez sziikségiink lesz a Cauchy-
Schwarz- egyenl&tlenségre, amely nem mas, mint

(a,0)* < la|* 0],

a,be R® vektorokra. Haaz a = zvW 4 - 4x,,0™ és b = u vektorokra alkalmazzuk
az egyenlGtlenséget, akkor

<xlv(1) +-- 4 xmv(m),u>2 < () |ul g
A feltevésiink szerint V i-re teljesiil, hogy <u, v(i)> = op. Innen
(zivW 4+ 2,0 u) = (21 + -+ 2o = 07
barmely x eloszlasra, tehat az (%, cee %) egyenletes eloszlasra is, amelybdl viszont
az kovetkezik, hogy |u| ? = oy, Tehat mindezekbél kovetkezik, hogy

0T2 < p(x)or.
és igy, nyilvanval6an
or < pur(G).
Végiil, ha az o = (+,..., =) egyenletes eloszlast nézziik, akkor

1 2
pr(G) < plx) = E(U(l) +o ko™ =ul® = oy

Innen pedig kovetkezik, hogy ur(G) = or ebbdl pedig, hogy

1
3. Rész: Végiil az egyenlStlenséget kell kiterjeszteniink ©(G)-re. Ehhez tekintsiik
két graf G x H szorzatat és legyen R és S a G és H graf ortonormélt reprezentacioja
rendre R°-ben illetve R™-ben megfelels or és og konstansokkal. Tovabba legyen
v = (vy,...,vR) egy vektor R-ben és w = (wy,...,wg) S-ben. A (v,w) parnak
megfelel6 G x H cstucshoz rendeljiik hozza a

T RS
VW = (’Ulwl, oo, N We, VW, ..., VWG, ..., URWY, . .. ,vaS) eR

vektort. Igy Rx S = {UwT: veE R we S} a G X H egy ortonomalis reprezenticidja
orog konstanssal. Igy alkalmazhatjuk ra az eddig bizonyitott tételeket. Tehat

frxs(G X H) = pur(G)ps(H).
Ami egy G = G X --- x G-re or konstanssal azt jelenti, hogy

prn (G") = pr(G)" = o™
Es ebbél
a(G") <o

Amibél pedig kovetkezik, hogy

Va(Gn) <opt

A Lovasz-eserny6 esetén u = (0,0,h)" és igy 0 = (v, u) = h? = \/ig A fenti
egyenlGtlenséghdl pedig
0(Cs) < V5

és igy belattuk, amit szerettiink volna, azaz ©(Cs) = v/5.
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1.2. Tovabbi korlat O(G)-re
1.2.A. Még tobb ortonormalt reprezentacid

Az el6z6 fejezetben bebizonyitott 1.1.6 tételt egy kicsit tovabb gondolva tovabbi fel-
s6 korlatot kaphatunk ©(G) értékére.

A O(G) < o7 egyenlstlenséghdl latszodik, hogy minél nagyobb a op érték, annél
jobb becslést kapunk ©(G)-re, nyilvan ehhez sziikségiink van ortonormalt reprezen-
taciora. Most mutatunk egy modszert, amely minden G grathoz tudunk egy ilyet!

1.2.1. Definici6. Legyen egy G = (V, E) grafnak az A = (a;;) szomszédsdgi mdtriza

a kovetkezd:
{1 ha (v;,v5) € E
Clij =

0 egyébként.

Megjegyzés. Konnyen latszodik, hogy egyszerd irdnyitatlan grafnél az A méatrix
szimmetrikus és a f6atloban csupa 0 van.

Sziikségiink lesz két tételre a linearis algebrai tanulményainkbdl.

1.2.2. Tétel. Ha M eqy szimmetrikus mdtriz, akkor M-nek m darab valds sajdtértéke

van:
M2 A > > Ay,

és a fodtlobeli elemek dsszeq megegyezik a sajdtértékek dsszegével.

Nyilvan mivel az A szomszédsagi matrixnal a fgatlobeli elemek 0-k, ezért a leg-
kisebb sajatértéknek negativnak kell lennie, ha van a grafban él. Legyen p = |\,,|.
Nézziik akkor a

1
P=1+-A
p

matrixot, ahol T az egységmatrix. Akkor a sajatértékek nyilvan 1 + % > 1+ %2 >

P
A masik tétel pedig amire sziikségiink lesz, kovetkezik a f6tengely-tételbdl

1.2.3. Tétel. Ha M = (my;) egy valds szimmetrikus mdtriz, amelynek minden sa-
jatértéke nem negativ és r(M) = s, akkor vannak olyan oW e e R® vektorok,
amelyekre

mi; = <v(i),v(j)> 1<4,7 <m.

Ekkor az el6z6leg definialt P = I + %A matrixra alkalmazhat6 a Fétengely-tétel:
<v(i),v(i)> =myu =1 Vi—re

és minden i # j-re
<U( ),U(])> = mij = 5&1']‘.

Mivel a;; = 0 minden (v;v;) € E-re, ezért av@ ... v™ vektorok tényleg ortogonalis
reprezentaciojat adjak G-nek.

Végiil alkalmazzuk ezt a konstrukciot C,-re, azaz az m éld kordkre, abban az esetben
amikor m > 5 és paratlan. Akkor a kovetkezd allitas igazolhato:
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1.2.4. Allitas.
T
P = |Amin| = 2 cos <—>
m
Bizonyitds. Tekintsiik a C), kor A szomszédsagi matrixat. A sajatértékekhez és

sajatvektorokhoz az egységgyokoket fogjuk felhasznalni. Az m-edik egységgyokok
az 1,¢e,e2,...,e™ ! lesznek. Nyilvanvalo, hogy a £F felirhato, mint

X (2k7r) . (Qkﬂ') 2kri
e =cos| — | +sm|— | =e™
m m

Legyen A = £* valamelyik gyok, ekkor belatjuk, hogy A-nak (1, \%,... Am 1T
sajatvektora, melyhez az A + \7! sajatérték tartozik.

Nyilvan mivel C,, paratlan hosszi kor, a szomszédsagi matrixnak soraiban pontosan
két darab 1-es all, azaz tetszGleges csicsnak pontosan két szomszédja van. Ebb6l
kovetkezGen:

1 DD Ui 1

A A2 +1 A

Al X =] XPHX [ =+ | N
)\m—l 1 + )\m—2 )\m—l

Ne feledjiik, hogy X\ = &* alakti. Mivel az (1, A\, \,..., \™7 1) vektorok fiiggetlenek
paratlan m-re, (Vandermonde-determinans # 0) ebbdl kivetkezik, hogy

2k 2k
My xt=cbpe = [cos <—7T) + 7sin (—W>]
m m

{ (ka) o (anr)] (2]{:7?)
+ |cos| — | —esin [ — =2cos | —
m m m

A Gsszes sajatértéke minden 0 < k < ™—L-ra.
Mivel a koszinusz itt csokkend fliggvény a legkisebb sajatérték a

o (51) e (3)
]

Egy m éld kornél a szomszédsagi matrix minden soraban két 1-es van, ezért az el6z6-
leg mar definialt P = I + %A matrix minden soranak osszeg 1+ %. A {v(l), e ,v(m)}
reprezentaciora nézve ez azt jelenti, hogy

(0D o o™y =11 21y

igy, ha u ismét u = L(v® 4 ... 4 v™), akkor
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Vegyiik észre, hogy cos (%) = 3, ahol 7 = %5 a fejezet elején ismertetett arany-

metszés ardnyszama. [gy m = 5-re azt kapjuk a fels§ korlat becslésiinkbél, hogy

0(Cs) < E :5(ﬁ+1):£.

4
1+ 2 5++5

Ez éppen azt a becslést adja, melyet mar el6z6leg belattunk.

Mi a helyzet a tobbi C), paratlan és - ne feledkezziink meg réla - paros korrel?
Kis m-re még ismertek O(C,,) értékek, példaul ©(C3) = 1 vagy ©(Cy) = 3. Péros
m-re, hasonléan ahogy O(Cj) értékét elGszor megmutattuk, kaphatéo a ©(C,,) =
% egyenlGség. Viszont mar Cr-re sincs meg a pontos © érték, nem is beszélve
a bonyolultabb C,,? vagy akar C,,> grafokrol. ©(Cy)-re példaul az egyik legjobb
becslés

7
1+ cos (%)71

Aggodalomra semmi ok, hiszen ne feledjiik, majd 40 éve a Cs-tel is hasonld helyzet-
ben voltunk. ..

V343 < O(Cr) <
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2. Az orokifja Geometria

A geometria a matematika egyik legrégebbi teriiletének mondhatd. Mar az 6kori go-
rogok is miivelték és sikerrel alkalmaztak a geometridt a mindennapjaikban. Ebben
a fejezetben kettd, a geometridhoz igen szorosan kapcsolédo témakort mutatunk be.
El6szor a Helly-tételt vizsgaljuk meg, amely mindamellett, hogy maga is egy igen
ismert tétel, rengeteg alkalmazassal bir [8]. Ezek koziil is bemutatunk parat. Ezen
fejezet soran nagyban tamaszkodunk a [6]-ra.

A mésik és egyben utols6 témank ponthalmazokon beliili tavolsagokkal foglalkozik.
Sz6 lesz olyan ponthalmazokrol, amelynél csak egy tavolsag van, de elGkeriil majd
az egy fokkal bonyolultabb eset is, amikor mar két tavolsagot is megengediink. A
tavolsagok kapcsan igyeksziink egy-két viszonylag tjabb eredményt is bemutatni. A
fejezet soran mélyebben elmeriiliink az affin és linearis fiiggetlenségek vilagaban, de
természetese a linearis algebra teriiletén klasszikus eszkoznek mondahé matrixrang-
gal valé szdmol4s sem marad el.

2.1. Helly-tétel és alkalmazasai
2.1.A. Régen volt mar Geometria

Miel6tt ratérnék a Helly-tételre, egy rovid emlékeztet6t adunk a sziikséges konvex
geometriai definiciokrol és tételekrdl.

Elgszor is, a tovabbiakban IW-re mint n-dimenzios linearis vektortérre gondolunk
R felett, azaz legyen W = R" Tetsz6leges v, w € W-re v - w = v'w szorzas alatt a
megszokott skaldrszorzast értjiik. Egy vektor hossza pedig ebbdl kévetkezéen nem
mas mint, ||v]| = /v - v, azaz az ismert Euklideszi norma.
Az egyik talan legfontosabb definicié a kévetkezd lesz:

2.1.1. Definicidb. vy, vs, ..., v, € W vektorok konver kombindcidja alatt egy olyan
o A linearis kombinaciot értiink, ahol A; € R, A\; > 0 minden i-re, tovabba
DA =1L

Megjegyzés. Ha nem tessziik fel, hogy \; > 0, akkor affin kombinaciorél beszéliink.

2.1.2. Definicié. S C W egy konvex halmaz, ha minden p, g € S-re tartalmazza az
0sszes
p+ Mg —p) =(1—N)p\+ ¢ alaka pontot, ahol 0 <\ < 1.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti pontok a p és ¢ vektorok konvex kombi-
nacioi, és tulajdonképpen a p és g kozotti szakasz pontjairol van szo.
2.1.3. Tétel. Konvex halmazok metszete is konver.

Bizonyitds. Ha p és ¢ benne van a metszetben, akkor az Gket 0sszekotd szakasz is
benne van, mivel mindegyik halmaz kiilon-kiilon is konvex. [

2.1.4. Definici6. H halmaz konvex burka az 0sszes H-t tartalmazé konvex halmaz
metszete. H konvex burkéit ezutan conv(H )-val jeldljiik.

2.1.5. Tétel. A H halmaz akkor és csak akkor konvex, ha a H-beli pontok tetszdleges
konvex kombindcidja is H-beli.
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Bizonyitds. Ha tetsz6leges H-beli pontok minden konvex kombinéci6ja H-beli, akkor
két pont H-beli konvex kombinacibi is H-beliek, ezért definicié szerint H konvex
halmaz.

Megforditva legyen H konvex A pontok szdma szerinti indukci(’)val bizonyitunk Ha
Tegyuk fel, hogy az allitas i 1gaz k-ra, és azt szeretnénk belatni, hogy k + 1-re is igaz.
Annyit kell belatnunk, hogy a H-beli pontok egy tetszéleges konvex kombinacioja
H-beli. Legyen x1,..., 2511 s A,..., A\gx1 € R olyan x; > 0 olyan egyiitthatok,
amelyre ZkH A= 1. Ha A1 # 0, akkor

k+1 k k
)\Z'.CL'Z'
Tr = Z iz = Z AiTi + M1 Tpy1 = (1 - )\k+1) Z e T M 1Ty
- : i=1 (1 - Ak_l’_l)
Az indukcits feltevés szerint
k k+1
N i
€ H, mivel — =1
; 1—)\]€+1 ;1_)\k+1

Igy a definicio szerint € H. O

2.1.6. Definici6. vq,...v; pontok affin figgetlenek, ha \jvy + --- + A\pvp = 0 és
A1+ - 4+ A = 0 esetén kovetkezik, hogy Ay = --- = A\ = 0.

2.1.7. Allitas. A v, ... v, vektorok akkor és csak akkor affin figgetlenek, ha a k—1
darab vy — vy, ..., v — v1 vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds. Tegyiik fel elGszor, hogy vy, ..., v, affin fiiggetlenek és vegyiik ekkor a
vy — V1, ..., U, — v1 egy olyan linearis kombinécidjat, amely a O-vektort adja:

Xo(ve —v1) 4+ -+ 4+ A (vp —v1) = 0.

Ekkor a zarojelet felbontva nyilvan Agvg + -+ - + Agvg — (Ao + -+ - + Ap)vg = 0, és igy
ha )\1 = —()\2 + -+ )\k); akkor

AU 4+ Agup =0, amelyre Ap + Ag 4+ 4+ A = 0.

Az affin fiiggetlenség miatt Ay = Ay = - -+ = Ay
Megforditva legyenek v, — vy, ..., v — vy linearis fiiggetlenek és tegyiik fel, hogy
Av1 + - -+ Agup = 0 olyan egyiitthatokkal, amelyekre Ay + - - - + Ay = 0. Ekkor,

—()\2+"'+)\k)’01+>\2U2+"'+)\k’0k:O,
és a tagokat atcsoportositva
)\2(U2 — Ul) + e+ Ak(vk — Ul) = 0.

A feltevés szerint ekkor V2 < i < k-ra \; = 0, és igy Ay = 0 is teljesiil. Ezzel
bizonyitottuk a vy,..., v, vektorok affin fiiggetlenségét. O]
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2.1.B. Feltinik a Helly-tétel

A 1. Vilagboriban megsériilt, az orosz fogsagot is megjart Eduard Helly mar a
fogsagban is matematikaval foglalkozott, ha sokaig publikalni nem is tudott. 1923-
ban jelent meg a cikk, amely ezt a tételt is tartalmazta:

2.1.8. Tétel. (Helly-tétel) Legyenek Ay, A, ..., Ay, C W konver halmazok. Ha
kéziulik tetszdleges n + 1 halmaz metszete nem tres, és k > n, akkor

AiNAyn---N A #0.

Am ennek a tételnek a bizonyitasahoz sziikségiink van egy lemma kimondaséra
is.

2.1.9. Tétel. (Radon lemma) Legyen D C W olyan k < n + 2 elemid halmaz,

ahol

D =A{wvy,...,v} Ekkor léteznek olyan Dy és Dy részhalmazok, amelyekre
D:D1UD2 éleﬂDQZQ)

és

conv(Dy) N conv(Dy) # 0.

Bizonyitds. Nyilvan elegend6 az allitdst & = n + 2-re bizonyitanunk.

Mivel a D elemei vy — vy, ..., v,10 — v; nem lehetnek linearisan fiiggetlenek ezért a
2.1.7 allitds miatt nem affin fiiggetlenek, igy vilaszthatunk D elemeihez olyan valds
egyiitthatokat, amelyeknek nem mindegyike egyenlé 0-val és

n+2 n+2

E Oéﬂ]i:OéS E oaz-:O.
i=1 =1

Legyen Vi = {i| a; >0} és Vo = {i | o; <0} Ezek nyilvin nem iires halmazok.
Tovabba legyen Dy = {v;: i € Vi} és Dy = {v;: i € Vo}. Ekkor D = Dy U D, és

természetesen Dq N Dy = (). Legyen S; = > «; és vegyiik észre hogy So = > o
ISA%1 i€V
esetén S; = —S55, hiszen S; + 55 = 0.

: i _ Qi gy ‘ o 2 o ASTé '
Végezetiil az v = ) §hv; € conv(Ay), hiszen g > 0 és 3° 58 = 1. Mésrészt, mivel
7

i€V
Yoo+ Yo = 0, 1gy v = Y < € conv(Az). Ebbél kbvetkezik, hogy
ievi i€Vs ievy !
x € conv(Ay) Nconv(Asy), és pont ezt akartuk belatni. O

Ezek utan mar befejezhetjiik a Helly tétel bizonyitasat!

Bizonyitds. Indukcioval bizonyitunk! Ha k& = n + 1, akkor mar a feltétel alapjan
igaz az allitas, igy ez az eset trividlis. Most azt szeretnénk belatni, hogy k£ > n+1-re
is teljesiil. Tegyiik fel, hogy k — 1 > n + 1 konvex halmazra mar igaz. Az indukcios
feltevésbdl minden ¢ € {1,2, ..., k}-ra igaz, hogy létezik egy

xiEAlﬂAg---ﬂAiﬂ-~-ﬂAk,

ahol A; azt jelenti, hogy az A; halmazt t6roltiik a metszetkifejezésben szerepld hal-
mazok koziil. Véve ezen x1, x5 ...z pontokat, mivel k > n+ 2, tehat ezen pontokra
alkalmazhato Radon lemma, igy (a pontokat esetleg atrendezve):

dz € conv{xy,...,z;} Nconv{xjt1,..., 2%},
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valamely j € {1,2,...,k — 1}. Mivel
Tiy.-, %5 € AjJrl,...,Ak,
ebbdl kovetkezik, hogy

z € conv{zy,...,z;} CAjpa NN A

Hasonloan
z € conv{Tjt1,..., T} C AT N---NA;.
De ekkor
ZGAlﬂAgm"'mAk,
igy kész a bizonyitas. [

Létezik Helly-tételnek egy megszamlalhato és egy altalanos verzidja is.

2.1.10. Definici6. Azt mondjuk, hogy a H C R" halmaz kompakt, ha korlatos és
zart.

2.1.11. Tétel. (A megszdmldlhaté Helly-tétel) Legyen
By,...By,---CW.

konvex, kompakt halmazok eqy megszamldalhatoan végtelen sorozata. Ha minden n+1
halmaz metszete nem tres, akkor az dsszes halmaz metszete sem az.

Bizonyitds. Az eredeti Helly tételbsl kovetkezik, hogy létezik olyan (p,,) sorozat,
amelyre
P1 EBlﬂ---ﬂBnH, >pm€Blm-an+m'

Tekintve, hogy B; kompakt, és (p,) C B; ezért valaszthatjuk (p,)-nek egy konver-
gens (py, ) részsorozatat, amelynek p* hatarértéke. Ez minden B; halmaznak koz6s
pontja, hiszen minden k-hoz létezik egy olyan N, kiiszobindex amelyre (pg,) C
By Vn > Ny, és igy By kompaktsiga miatt p* € By. O]
Természetesen nem muszaj feltenni, hogy a B halmazok megszamlalhatoan végtelen
sokan legyenek.

2.1.12. Tétel. (Az dltaldinos Helly-tétel) Legyen B C W konvez, kompakt hal-
mazokat tartalmazo halmazrendszer. Tegyiik fel, hogy B legaldbb n+ 1 elemet tartal-
maz. Ha minden n+1 halmaz metszete nem tres, akkor B dsszes elemének metszete
sem ures.

Ennek a tételnek a bizonyitasa sem nehéz, de az analizis olyan eszkozeit hasznalja
inkdbb, amelynek bevezetése és mélyebb alkalmazésa nem célja jelen szakdolgozat-
nak.

2.1.C. A Helly-tétel alkalmazasai

Ezek utan kovetkezhet néhany alkalmazasa a Helly-tételnek!

2.1.13. Tétel. (Carathéodory-tétel) Ho A C W, és x € conv(A), akkor x elddll,
mint n + 1 vagy kevesebb affin fliggetlen A-beli pont konvexr kombindcidja.
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Bizonyitds. Konnyi belatni, hogy conv(A) megegyezik azon pontok halmazaval,
amelyek eléallnak mint véges sok A-beli pont konvex kombinacitja. Igy ha z €
conv(A), akkor:

k k
x =Y Na;, aholz; € Aés minden \; > 0, ezenfeliil Y " A; =1
=1

J=1

alakban. Tegyiik fel, hogy ez egy minimalis felirasa x-nek, azaz k minimalis, amelyre
létezik ilyen Osszeg.

Indirekt tegyiik fel hogy z1,xs, ...,z pontok affin Osszefiiggék, azaz a kovetkezd
egyenl@ség nem trividlisan teljesiil:

k k
E a;x; =0 és g a; = 0.
i=1 i=1

Valasszunk egy m-et gy, hogy 3—2 > 0 a lehetd legkisebb legyen. Ez nyilvan meg-
kovetelhetd, hiszen minden ); > 0 és biztosan létezik legalabb egy pozitiv o;. Igy

k

i=1 m

egy masik konvex kombinaci6. Az, hogy az egyiitthatok Gsszege 1, ranézésre latszik.
Az Gsszes egyiitthato pedig nem-negativ, mert vagy «; negativ, vagy 2—:041» < \. Am
ekkor az m-edik egyiitthato 0 és igy sériil £ minimalitasa, tehat x, x», ..., x; pontok
affin fiiggetlenek. Ebb6l pedig kovetkezik, hogy k£ < n + 1, hiszen egy n-dimenzios

térben az affin fiiggetlen vektorok szdma 2.1.7 allitas alapjan legfeljebb n + 1. [

2.1.14. Tétel. (Klee-tétel) Legyen K egy kompakt, konver halmaz, és legyen S
kompakt halmazok eqy csalddja W-ben. Tegyiik fel, hogy barmely n + 1 darab S-bel
halmazhoz van eqy olyan v € W wvektor, hogy K +v fedi azt azn+ 1 halmazt. Ekkor
létezik egy olyan vy vektor, hogy K + vy fedi az dsszes S-beli halmazt.

Bizonyitds. Tetszéleges S C W halmazokra tekintsiink az alabbi halmazt:
T(S) = {v € W: v olyan vektor, melyre S C K + v}

Ekkor K kompaktsaga miatt 7'(.S) is nyilvan kompakt, hiszen konnyt belatni, hogy
T'(S) korlatos és zart. Most lassuk be azt is, hogy T'(S) konvex! Azt kell megmuta-
tunk, hogy S C K +wv; és S C K 4 v9-b6l kovetkezik, hogy S C K + Avy + (1 — Ay
minden 0 < A < 1-re. A feltevés szerint tetszéleges s € S-hez 3 ki, ky € K, hogy

S:k’1+’01:k‘2+1}2.

Ekkor:
s:As—i—(1—)\)s:)\(k1+vl)+(1—)\)(k2+v2) =
()\]{31 + (1 — )\)]{32) + )\Ul + (1 — )\)212 =k + )\Ul + (1 - )\)Ug,
ahol k = Ak; + (1 — A)ks, hiszen K konvex. Ezzel belattuk, hogy S C K + vy +
(1 — N)vg, és igy Avy + (1 — AN)vg € T(S), igazolva T'(S) konvexitasat.
Alkalmazva a Helly-tételt az

S={T(S): SeS}
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halmazrendszerre. Ekkor a feltevés szerint S-re teljesiilnek a Helly-tétel feltételi,
hiszen barmely n+1 kiilénb6z6 Sy, ..., Spy1 € S esetén Jv € W, melyre S; C K+,
azaz v € T(S1)N---NT(S,+1). Ekkor a Helly-tétel miatt létezik egy olyan vy € W,

hogy vo € () T(S), azaz K + vy fedi S dsszes elemét. O
ses

Hasonlo tovabbi tétel megfogalmazhato, amelynek a bizonyitasa is ugyanerre az
elvre épiil.

2.1.15. Tétel. Legyen K egy konvex kompakt halmaz és S ugyanolyan halmazok egy
csalddja W-ben. Tegyiik fel, hogy barmely n+1 darab S-beli halmazhoz van egy olyan
v € W wvektor, hogy K + v metszi azt az n + 1 halmazt. Ekkor létezik egy olyan vy
vektor, hogy K + vy metszi S dsszes halmazdt.

Parhuzamos sikbeli szakaszokra is kimondhat6 egy hasonld tétel:

2.1.16. Tétel. (Rey, Pastér, Santald) Legyen G pdrhuzamos szakaszok rendszere
a sitkon. Ha bdrmely hdrom G-beli szakasznak van eqy kozos transzverzdlis egyenese,
akkor az 0sszes G-ben lévd szakasznak is van.

Bizonyitds. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy az Osszes szakasz parhuzamos
az y tengellyel. Akkor ezen szakaszok pontjat egy-egy o = {(z0,¥): vo <y < w1}
halmaz tartalmazza. A feltétel szerint feltehetd, hogy kiilonb6z6 szakaszokhoz kii-
16nb6z6 x( értékek tartoznak. Egy transzverzalis y = ax + b egyenletd egyenes
belemetsz o-ba, ha
Yo < axo +b <y

Igy a o-t metsz6 egyenesek serege az (a, b) sikon a b = —zga+y és b = —zoa+y, sav-
val van korlatolva. Kiilonb6z6 szakaszokhoz kiilonb6z6 xy meredekségi sav tartozik,
ezért két sav metszete kompakt, igy teljesiil ra a Helly-tétel. Ebbdl kévetkezik, hogy
az Osszes sdvnak van kozos pontja, (ag, by) amely egy kézds y = apx + by egyenletii
transzverzalishoz tartozik. O
Végezetiil lassunk tovabbi két alkalmazast, amelyeket itt bizonyitas nélkiil kozliink.

2.1.17. Definicié. A K C W kompakt halmaz ditmérdje alatt két pont kozotti
maximalis tavolsagat értjiik, azaz
diam(K) = sup |z — y|
z,yeK

Egy érdekes Osszefiiggés vehetd észre a ponthalmaz atmérdje és a ponthalmazt
magaban foglal6 legkisebb gomb sugara kozott.

2.1.18. Tétel. (Jung-tétel) Egy W-beli 1 atmérdji halmaz belefoglalhatd egy r,, =

. /ﬁ sugari gombbe.

2.1.19. Definicio. Aés B C W erdsen szétvdlaszthatd, ha létezik egy olyan H =
{z € W: ux = o} hipersik (ahol 0 # u € W és a € R) ugy, hogy A és B a H-nak
kiilonb6z6 oldalan van és dist(A, H) és dist(B, H) is pozitiv.

Megjegyzés. Ha A és B kompakt, konvex halmazok tugy, hogy AN B = (), akkor
A és B erésen szétvalaszthato.

2.1.20. Tétel. (Kirschberger tétel) Legyen A,B C W. Ha bdrmely legfeljebb
n+2 elemi M C AU B részhalmazra M N A és M N B erdsen elkilonithetd, akkor
A és B s erdsen szétvdlaszthato.
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2.2. Ponthalmazok kevés tavolsaggal

Végiil nézziik meg két fontos tételt a kevés tavolsagokkal kapcesolatban.

2.2.A. Az egy és két tavolsagok

2.2.1. Tétel. (Ponthalmaz egyetlen tdvolsdggal) Tegyiik fel, hogy x1, x5 ... x) €
R" és d(ws, ;) = ||x; — x;]| = s teljesiil Vi # j-re. Ekkor k <n+1 és ez a becslés
éles.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy az egyenlség teljesiilhet, tehat elGfordul-
hat,hogy k =n + 1.

Legyenek ej,eq...€,01 € R""" a standard egységvektorok. FEkkor minden i # j-re
teljesiil, hogy d(e;,e;) = V2. Ez nyilvanvaléan igaz, hiszen e; — e; vektor dsszes
koordinataja 0, kivéve két helyen, ahol 1 és -1, azaz csak egy tavolsdg fordulhat
el6 kozottitk. Tovabbd e; € H = {:c = (21, Tng1) ER™T Mg, = 1}, ami

a K = {x e R™ | Sty = 0} az n-dimenziés hipersik eltoltja. Igy R"-ben is
kapunk egy megfelel ponthalmazt.

Ezek utan igazolhatjuk a fels6 korlatot! Legyen z1,zs...2r € R” egy olyan pont-
rendszer, amelyben egyetlen nem nulla tavolsag fordul els. A feltételek megszigori-
tésa nélkiil feltehets, hogy z1 = 0. Ekkor

[w2]l = - - = [lowll = [l = zll = s ViFj—re.

Nyilvan feltehetjiik, hogy s = 1. Ilyenkor minden 2 < i, j < k-ra teljesiil, hogy

T I, ha i=
Ti = Tj= .,
1/2 ha i#j

Ugyanis z;, z; és x; — x; egy egyenl6 oldali haromszoget alkot, igy v(z;, z;) = 60°.

Legyen A = (xg,..., 1) € R™* Y A fentiekbol kovetkezik, hogy
1 ... 1/2
AT A= . . : c R(kfl)x(kfl)
/2 ... 1

Itt det(A" - A) # 0, hiszen AT - A egy pozitiv definit matrix. Ugyanis

1/2 ... 1/2 1/2 ... 0
1/2 ... 1/2 0 ... 1/2

¢és az elsd matrix pozitiv definit. Sajatértékei a 0 ((k — 2)-szeres) és a (k — 1)/2,
mig a masodik matrix nyilvan pozitiv definit. Ebbél kévetkezik, hogy (A" - A) =
k—1=r(A), de mivel A € Rnx(k_l), ezért k — 1 < n ahonnan kovetkezik, hogy
k<n+1. O

Ezek utan felmeriilhet a kérdés, hogy adhaté-e valamilyen hasonlé becslés abban
az esetben is, ha nem csak egy, hanem két tavolsagot is megengediink a ponthal-
mazban? A vélaszt a kovetkezd tétel adja meg:
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2.2.2. Tétel.
n(n+1) (n+1)(n+4)

2 2 ’
ahol m(n) a két tdvolsdgot tartalmazdé ponthalmazok mazimdlis elemszdma.

<m(n) <

Bizonyitds. El6szor az alsé korlatot bizonyitjuk be,igy azt kell belatnunk, hogy

n(n+1)
—5 = m(n).

Ehhez konstrualunk egy ponthalmazt amire ez teljesiil. )
Legyen | M| = n+1 és vegyiik a kételemii halmazok karakterisztikus vektorait R"

ben: ki, ... k. Ttt I = ("51) = 2 Nyilvan:

2, ha a halmazok diszjunktak
|lk; — k;|l = < V2, ha a halmazoknak egy kozds eleme van
0, ha i=

Haa k, € H = {:p = (Z1,...,Tpy1) € R | Sty = 2} halmaz helyett annak

a K = {x = (1,...,%nq1) € R | Sty = 0} eltoltjat vessziik, akkor ez mar

]

izomorf R"-nel, és készen is vagyunk az also becsléssel.
Ezek utan nézziik meg a fels§ becslést!

(n+1)(n+4)

m(n) < 5 :

Legyenek aq, ..., a, € R" olyan pontok, melyek kézitt legfeljebb két tavolsag fordul
els, sy és so. Definidljuk az alabbi fiiggvényeket:

file) = (lz —al” = sz — ail* = s2)* i=1,2,....k

Ekkor f;(x) polinomja az z1, ..., z, komponenseknek
fizr, e, w,) = (Z(% - aij>2 - 8%) <Z($g - aij>2 - Sg)
j=1 j=1
Tovabba

fa) s?s3#0, ha i=j

i\dj) = .

’ 0, ha ©#

A tétel bizonyitasanak befejezéshez kovetkezzen két allitas!

1. Allitas. f1,..., fu € Rlxy, 2,...,2,] linedrisan figgetlen polinomok.

k
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy > X fi(z) = 0 Ha behelyettesitjiik a;-t, akkor
i=1

)\jfj(aj) =0 V] —Tre, igy )‘j =0
————

6242
Ajs183

Ezzel be is bizonyitottuk, amit szerettiink volna. O]
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2. Allitas. 1 <t < k-ra:

filw) € <<Zx?>2, (> at)e

~\~

1db n darab

Ebbdol kovetkezik, hogy

g Lilj N
_ n(n+2) . n dareb 1 darab
2

y Lj o, 1 >_USR[$1,$2,...,QJn

dimif < 2(n + 1) + ”(”2+ 2) _(n+ 1)2(n +4)

Ebbol konnyen ldtszik, hogy

(n+1)(n+4)
2

m(n) <

2.2.B. Kitekintés

Természetesen rengeteg tjabb eredmény elérhets a kevés tavolsagokkal kapcsolat-
ban, mi itt |7]-ban és [5|-ban szerepld eredményeibdl ismertetiink parat!

Langi Zsolt és Bezdek Karoly cikkéhez a kovetkezs definicié jatszik szerepet:

2.2.3. Definicié. Legyen s a (d—1)-dimenzios egységgomb. Ekkor egy P halmaz

pontjai S™ "_ben részben a-ekvidisztansak, ha barmelyik harom P-beli pont koziil
legalabb kettd o tavolsagra van egymastol. Itt a tavolsagok alatt gémbi tavolsagokat
értiink.

2.2.4. Tétel. Barmely részben a-ekvidisztdns ST beli pontok halmazdnak szdmos-
sdga legfeljebb 2d +2, ha 5 <a <w és2 < d.

2.2.5. Tétel. Bdrmely d > 2-re létezik eqy olyan pozitiv egész szam e(d), hogy
az S* ' beli részben a-ekvidisztans pontok szama megegyezik 2d-vel, amennyiben
o= 3] <eld)

2.2.6. Tétel. Tetszbleges 0 < a < 7 az S beli részben a-ekvidisztdns pontok
mazimdlis halmazdnak szdmossdga legfeljebb d> + d — 2, ahol d > 2.

Mindegyik tétel bizonyitasa linearis algebrat hasznél, de erre terjedelemi okok
miatt nem tériink ki.

A hires kombinatorikus geométer Hugo Hadwiger a kévetkezd kérdést tette fel:
Mi az a legkisebb c(n) amelyre teljesiil, hogy R" el6all ¢(n) darab részhalmaz unié-
jakent R" = S;US,U. .. Se(n) gy, hogy egyetlen Sj-ben sincs két olyan pont, melyek
egymastol egységtavolsagra lennének.

2.2.7. Definicié. Egy o0-tdvolsdggrafnak nevezziik azt az R"-beli grafot,amelynek
csticshalmaza egy R"-b6l vett (véges) ponthalmaz és két cstics a grafban akkor és

csak akkor van Osszekotve, ha az (euklideszi) tavolsaguk 0. Egység tdvolsdggrdfrol
beszéliink, ha 6 = 1.
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Ha jobban meggondoljuk Hadwiger kérdése nem mas, mint az egységtavolsaggraf
kromatikus szamanak meghatarozasa! Ez viszont nem konnytd feladat. Rengeteg
nyitott probléma van még ezzel kapcsolatban.

2.2.8. Tétel. (Frankl-Wilson, 1981.) Nagy n-re az R"-ben 1évé egység tdavolsdg-
rdf kromatikus szdma nagyobb, mint 1,2"
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3. Barangolas a halmazrendszerek vilaga-
ban

Utols6 fejezetiinkben a linearis algebra alkalmazasat egy tipikus témakordn, a hal-
mazrendszereken ismertetjiik. A fejezet nagy részében a Sperner-rendszerekrdl lesz
sz6, azon beliil a Sperner-tételr6l mutatunk egy ismert kombinatorikus bizonyitas
utana pedig kevésbé ismert linearis algebrai bizonyitast. A fejezet végén az Erdés-
Ko-Rado-tétel és annak bizonyitésaié lesz a fGszerep. A fejezetben a [2] és [3] lesz
segitségiinkre.

3.1. Sperner-rendszerek
3.1.A. Amit tudni érdemes

A tovabbiakban jelentés szerepe lesz a részbenrendezésnek és az ehhez kapcsolodo
fogalmaknak. Errél most egy révid dsszefoglalot adunk.

3.1.1. Definici6é. Egy P véges halmaz részbenrendezett, ha értelmezve van rajta
egy binaris relacio, (<) amelyre teljesiilnek a kovetkezd axiomak:

(i) <2 minden x € P-re (reflexivités)
(ii) Ha z <y és y < z, akkor x = y (antiszimmetria)
(ili) Haz <y ésy < z, akkor z < z (tranzitivitas)

3.1.2. Definicié. Legyen P egy részbenrendezett halmaz. L-et ldncnak nevezziik,
ha minden z,y € L esetén x > y vagy y > x teljesiil P-ben. A lanc hossza n, ha
n + 1 elemet tartalmaz, mely a kovetkez6 alakban irunk fel: zo < xy < --- < x,,.

Ilyen részbenrendezett halmazokat konnyen le tudunk gyartani. Legyen P egy
tetsz6leges halmazrendszer, ekkor a P részhalmazain vett binaris relacio legyen az
ismert x C y tartalmazas. Kénnyen meggondolhato, hogy a részbenrendezés mind-
harom tulajdonsaga teljesiil ilyenkor.

3.1.3. Definicié. P részbenrendezett halmaznak az A halmaz egy antildnca, ha A-
ban semelyik két elem nem Osszehasonlithatd, azaz nem léteznek olyan x # y € A,
hogy © <y vagy y < z.

Az antilancokhoz kapcsolodik a kovetkezs definicio:

3.1.4. Definici6. Legyen S C P(V), azaz S részhalmaza V' hatvanyhalmazanak.
Ekkor, S Sperner-rendszer V felett, ha barmely A, B € S-re A ¢ B.

Ha jobban meggondoljuk, a Sperner-rendszerek nem masok, mint antilancok! Igy
az antilancra és Sperner-rendszerre is jo példak lehetnek a kovetkezdk:

3.1.5. Példa. Legyen V = {1,2,3,4}. Ekkor példaul S Sperner-rendszerek V felett
az 1-elemi részhalmazok:

S1={{1},{2},{3},{4}} de ugyanugy jo, ha csak egymast nem metsz§ halmazokat
vesziink, mint az Sy = {{1,2},{3}}.
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3.1.B. Egy kis kombinatorika

Miutan megismerkedtiink a Sperner-rendszerekkel, felvet&dik a kérdés, hogy tudunk-
e becslést adni a méretiikre? Nyilvan, ha vessziik az alaphalmaz 6sszes részhalmazét,
az feliilrél becsiili a Sperner-rendszer méretét is, de szerencsére ennél jobb felsd korlat
is ismert.

3.1.6. Tétel. (Sperner-tétel) Ha F egy Sperner-rendszer V. felett (|V| = n), akkor

7= (1)

Megjegyzés. A tovabbiakban ha azt kiillon nem emlitjiik, a halmazrendszer alap-
halmaza alatt mindig egy n-elemii halmazt értiink, amelynek az elemei {1,2,... n}.

A Sperner-tétel bizonyitasahoz elGszor is a kovetkezé tételt kell bebizonyitanunk:

3.1.7. Tétel. (LYM-egyenlétlenség) Legyen F eqy Sperner-rendszer V' felett. Ek-

kor .
> st
k=0 (k)
ahol az f az F-ben lévd k-elemi részhalmazok szama.

Megjegyzés. A mozaik harom matematikust takar: Lubell-Yamamoto-Meshalkin.
Tovabbi érdekesség, hogy ennek egy altalanosabb alakjat Bollobas Béla is bebizo-
nyitotta 1965-ben.

Bizonyitds. Nyilvan ha F egy Sperner-rendszer, akkor F C P(V), ahol P(V) a
V hatvanyhalmaza. Vegyiink ebbdl a hatvanyhalmazbdl egy tetszGleges maximélis
lancot Ly C Ly--- C L, = V ahol |L;| = i. Minden ilyen lanc megfeleltethets az
alaphalmaz egy permutaciojanak, ahol az i-edik elem a rendezésnél éppen L; \ L; 4
egyetlen eleme. Ebbdl kovetkezGen tehat n! kiilonb6ézé maximaélis lanc van. Egy
maximalis lancnak nyilvanvaléan csak egy eleme szerepelhet F-ben, hiszen méasképp
sériilne a Sperner-tulajdonsag. Most vizsgaljuk meg azt, hogy egy tetsz6leges A € F
halmaz hany lancban szerepelhet. Ha |A| = k, akkor nyilvanvaléan k!(n — k)! ma-
ximalis lanc tartalmazza. Ezek utan, ha minden A halmazhoz hozzarendeljiik az 6t
tartalmazé maximalis lancokat, egyet sem szamolunk kétszer, hiszen egy maximaélis
lancnak legfeljebb egy eleme lehet a F halmazban. Nyilvan ezek szama legfeljebb
annyi lehet mint az 0sszes maximalis lancok szdma és mivel tudjuk, hogy a k elemt
F-beli halmazok szama fy, a kdvetkez6 egyenlGtlenséget kapjuk:

> fekl(n— k) <!
k=0

Innen n!-sal leosztva

n I(n — k)
n!
k=0

ng—f)gl,

k=0 \k
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azaz megkapjuk a keresett egyenlGtlenséget. O]

Most méar befejezhetjiik a Sperner-tétel bizonyitasat.

Bizonyitds. A binomialis egyiitthatok tulajdonsagabol konnyen latszodik a kovetke-
706 egyenlGtlenség:

~fe o fe |7
AR

1>
k=0 k=0

7= ()

Megjegyzés. Ha F-nek vessziik a L%J—eleml’i részhalmazok rendszerét, akkor F
Sperner-rendszer, és |F| = <LZJ) Ez mutatja, hogy a tétel becslése éles.
2

Beszorozva a nevezgvel

]

3.1.C. A varva vart linearis algebra

Nézziik a lineéris algebrai bizonyitast! Ehhez tobb 4j fogalmat is be kell vezetniink.

3.1.8. Definici6. Ha P egy tetszGleges halmazrendszer és egy n-elemt S halmaz
Osszes részhalmazat tartalmazza, akkor P-t egy n rangd Boole-algebrdnak nevezziik
és Bg-sel jeloljiikk. Ha S = {1,2,...,n}, akkor az egyszertiség kedvért csak B,-et
irunk.

3.1.9. Definici6. Az y fedi x-et, ha x < y és nem létezik olyan z, melyre x < z < v.
Az zg < x1 < --- < xj lanc telitett, ha minden x;,; fedi x;-t. A lanc maximalis, ha
nem része egyetlen masik lancnak sem. Nyilvin minden maximalis lanc telitett.

P egy j0l oszldlyozotl részbenrendezés, ha létezik egy egyértelmi
p: P—{1,2,...,n} leképezés amelyre az igaz, hogy:

(i) p(x) =0, ha z egy tetszdleges P-beli maximaélis lanc kezdGeleme.
(i) p(y) = p(z) + 1, ha y fedi x-et.

3.1.10. Definicid. Legyen P véges részbenrendezés, P n-magassdgi, ha jol oszta-
lyozott és a P-ben 1év6 Osszes maximalis lanc hossza n-nel egyezik meg.

Ezek utan nem nehéz belatni, hogy B, magassaga n.

Megjegyzés. Legyen P; = {z € P: p(z) = j}. Ez alapjan P-t konnyen felirhatjuk
diszjunkt antilancok uni6jaként, azaz P = PhUP,UP,U---UP,, ahol minden P-ben
lévé maximalis lanc zp < 1 < --- < z, alakd és p(x;) = j. A tovabbiakban sokat
hasznaljuk a p; = | P;| jelolést.
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Ha P = B,, akkor a megjegyzés alapjan p; = [{x C {1,2,...,n}: |z| =j}| =
()
3.1.11. Definici6. Egy n-magassagt P részbenrendezés rangszimmetrikus, ha p; =

Pn—; minden 0 < ¢ < n-re. Tovabba azt mondjuk, hogy P egy rombuszos részben-
rendezés, ha pp < p; <--- <p; > pjs1 > -+ > p, minden 0 < j < n-re.

Megjegyzés. Ha P rangszimmetrikus és rombuszus részbenrendezés, akkor

Po<p1 < <Py > Dmg1 = 2 pp ha, n=2m
pOSplS"'Spm:pm—l-lZ"'an hCL,n:Qm—i—l

Tekintve, hogy B, esetén a p; szimok nem mésok mint a binomidlis egyiitthatok,
ebbdl nagyon konnyen kovetkezik, hogy B, rangszimmetrikus és rombuszos.

Most, hogy bevezettiik a sziikséges definiciokat, lassan eljutunk a Sperner-
rendszerekhez is!

3.1.12. Definicié. Legyen P egy n-magassag részbenrendezett halmaz. Azt mond-
juk, hogy Sperner-tulajdonsagi, ha

max {|A| : A egy antilanc P-ben} = max {|FP;| : 0 < j < n}.

Megjegyzés. Attol, hogy Sperner tulajdonsigu egy halmaz, még lehetnek benne
P;-t61 kiilonbo6z6 hosszisagu antilancok, csak ezen antilancok leghosszabbika is leg-
feljebb akkora lehet, mint max | F;|.

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy ha belatjuk, hogy B, Sperner tulajdonsagu,
akkor azzal a kombinatorikus Sperner-tételt is bebizonyitottuk.

Ehhez legyen i a Pi-b6l P 1-be mené fedd leképezés, azaz p: P; — P;yq injektiv
és Vx € Pyra teljesiiljon, hogy = < u(x). Nyilvanvaloan, ha ilyen fedd leképzés
létezik, akkor p; < p; 1. A forditottja persze nem feltétleniil igaz, azaz ha p; < p;i1,
nem biztos hogy talalunk egy megfelels leképezést. Hasonloképpen egy v: P, — P,
leképezést feds leképzésnek neveziink, ha v(z) <z Vax € Pp-re.

3.1.13. Lemma. Legyen P egy n-magassagu részbenrendezés. Teqyiik fel, hogy lé-
teznek valamilyen

Po— P = P+ Py -+ P,

fedd leképzések. Ekkor P rombuszos és Sperner.

Bizonyitds. Mivel a fedd leképezés injektiv, ezért nyilvan py < p; < --- < p; >
Pj41 = -+ > pp. Definidljunk egy G grafot a kovetkezdképpen:

G cstcsai a P halmaz elemi és két cstics = és y akkor és csak akkor van 6sszekotve,
ha u(x) =y, ahol p a feds leképezés.

Ha elkezdjiik felrajzolni a grafot észrevessziik, hogy a graf diszjunkt utak unio-
jabol és olyan P-beli csticsokbdl all, amelyek nem szerepelnek a fedd leképezésben.
Ezen utak cstcsai P-beli lancok elemei. Igy P-t sikeresen felbontottuk diszjunkt
lancok uniojara. Tekintve, hogy P rombuszos, igy létezik egy maximalis P; szint,
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4. dbra. Egy részlet a G grafbol

amelyen minden diszjunkt lanc dtmegy. Ezekbdl konnyen lathatoé, hogy a lancok
szdma nem més mint p;. Mivel egy antilanc egy lancnak maximum egy elemét
tartalmazhatja, ezért egy tetszéleges A antilanc szdmossagara igaz, hogy |A| < p;.
Nyilvanvalo, hogy egy maximalis A antilanc minden lancba belemetsz igy |A| = pj,
ami pont azt jelenti, hogy P Sperner tulajdonsagu. O

Ezek utan kovetkezzen a vart linearis algebra a bizonyitasban! ElGszor is vezes-
siink be egy jelolést, amit a bizonyitasokban is sokat fogunk hasznalni.

Ha X egy tetszbleges halmaz, akkor jelolje RX az olyan vektorteret, amelynek X

elemei egy bazisat alkotjak. Nyilvan az RX = R™! ekvivalencia igaz.

3.1.14. Tétel. Legyenek U: RP; — RP; 1 linedris leképzelések, tovibba legyenek
19azak a kovetkezdk az U leképzésekre:

(1) U injektiv

(i) Minden x € P;, U(x) egy linedris kombindcidja az olyan y € Py, 1-beli elemek-
nek, amelyekre x < y. (Azilyen U leképezés ezentil fedd operdtornak hivjuk.)

Ekkor létezik eqy p: P; — Py fedd leképezés.

Hasonlo maodon azt is feltehetjik, hogy létezik eqy U: RP; — RP;, 1 hato linedris
leképzelés, amelyre igaz, hogy

(i) U sziirjektiv
(i1) U egy fedd operdtor

Ebbil is kovetkezik, hogy létezik eqy fedd i leképezés, ahol p: Py — P;.
Bizonyitds. Legyen U: RP; — RP,; linearis leképezés és [U} a leképezés méatrixa,
tovabba legyen P, a standard bazis RP;-ben és ugyanigy P, a standard bézis
RP;1-ben. Ha felirjuk az [U] matrixot, akkor az [U} méatrix oszlopai a P; halmaz
{z1,...,xp,} elemeinek, sorai a Py halmaz {yl, e ,ypiﬂ} elemeinek felelnek meg.
Ha az U leképezés injektiv, az [U} méatrix rangja megegyezik az oszlopok szdmaéval,
pi-vel. Kozismert, hogy az oszloprang megegyezik a sorranggal, ezért a sorok kozott
is van p; darab fiiggetlen. Tegyiik fel, hogy gy szamoztuk a sorokat, hogy ez pont
az els6 p; darab.
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Most vegyiik azt a p; x pi-es A maétrixot, ami az [U} matrix els6 p; sordbol és
oszlopabol all. Tekintve, hogy ez a négyzetes méatrix teljes rangi, a determinansa
nem nulla, azaz

det(A) = > Far@)1 - Gap, 70,

TESR

és ezért do € Sy, hogy a fara1)1...arp)p szorzatbol egyik tag sem 0. Mivel az
[U ] leképzés matrixa csak azokon a helyeken lehet nem 0, ahol z; < y; ezért, ha a
p: Py — Py leképezést a pi(xy) = yx(r) képlettel definidljuk, akkor egy fedd leképe-
zést kapunk.
Hasonl6 gondolatmenettel levezethetd az az eset is, amikor U sziirjektiv. [
Ezek utan mar a B,, Boole-algebraban szeretnénk talalni fed6 leképzésnek egy rend-
szerét, hiszen ekkor belattuk B, Sperner-tulajdonsigat.

Minden 0 < ¢ < n legyen U;: R(B,,); — R(B,);+1 az alabbi fed6 operator:

T € (By)iesetén Ui(z)= >

YE(Bn)it1
y>x

Igy tehat U; egy jol definialt feds operator, amelyrsl azt szeretnénk belatni, hogy
injektiv, ha i < 3, és sziirjektiv, ha § > 4. Ehhez bevezetiink egy "dualis" operatort:
D;: R(Bn)z — R(Bn)i—h ahol

y € (By); esetén  D;(y) = Z x.

CCG(Bn)Z‘,l
<y

Hasonl6 modon mint U;-nél legyen [DJ a leképzés matrixa és (B,); és (B,)i—1 a
megfelel6 standard bazisok.
Ezek utan vizsgaljuk meg egy kicsit jobban a leképezések matrixait és vegyiik észre,

hogy

[Dip] = (U]
Gondoljunk bele, az [U;] matrix j. soranak k. oszlopaban csak akkor van l-es, ha
r; < yp. Bz a [Diﬂ]—ra is igaz, csak itt az oszlopok és sorok pont felcserélGdnek!
Tovabba jelolje az I;: R(B,); — R(B,); az identikus leképezést, ahol I;(u) = u
minden u € R(B,,);-re. Mar csak egy utolsé lemmaéra van sziikségiink az utolso tétel
bizonyitasahoz, hogy utédna végleg belassuk B, Sperner-tulajdonsigat.

3.1.15. Lemma. Legyen 0 <1 < n, ekkor
Di+1Ui - Uilei = (’fL - QZ)L

ahol Dy =0 és U, = 0.
Bizonyitds. Legyen x € (B,,),, ekkor azt kell megmutatni, hogy

(.DiJrlUrL' - szlDl)(J}) == (TL - 22).15
Tudjuk, hogy

D¢+1Ui($)=Di+1 Z yl = Z ZZ

ly|=i+1 lyl=i+1 |z|=i
xCy xCy zCy



3.1. Sperner-rendszerek 26

Most megnézziik, hogy milyen z-k szerepelnek itt, és milyen egytitthatokkal!
Nyilvan ha z € (B,,);, akkor z egyiitthat6ja 0. Tovabba, ha z € (B,); és |[x N z| <
© — 1 akkor z szintén nem fog szerepelni a fenti 6sszegben, mert ilyenkor nincs olyan
y € (By)it1, amelyre teljesiil, hogy  C y és z C y. Ha most z € (B,); olyan, hogy
|z N z| = i— 1, akkor pontosan egy olyan y € (B,);;1 létezik, hogy =,z C y, igy
ilyenkor a z egyiitthatoja 1.

Végezetiil, ha x = z, akkor barmely z-et tartalmazo y € (B,); elemére z C y is
teljesiil, tehat mivel n — i darab ilyen y létezik, ezért z = z egyiitthatoja D; 1 U;(x)-
ben éppen (n — ).

Ebbdl koévetezik, hogy

D1 Ui(x) = (n— i)z + Z z
|:cﬁ‘z||:z—l

Hasonl6 analogiaval kapjuk, hogy

Uilei(x) =ixr + Z z
|:cﬁ‘z||:i‘fl

A felsG egyenletbdl kivonva az alsot kapjuk a keresett egyenlGséget. O]
Mar csak egy tétel van hatra az eredeti bizonyitas befejezésig.

3.1.16. Tétel. A fentebb definidlt U; operdtor injektiv, ha i < n/2 és szirjektiv
kiilonben.

Bizonyitds. Linearis algebrai tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy valds négyzetes matrix
és transzpondaltjanak szorzata pozitiv szemidefinit és ebbdl kovetkezGen csak nem-
negativ valos sajatértéke van. Az el6z6 lemméabol tudjuk, hogy

Di+1Uz' = Ui_lDi + (n - 22)],

Itt tehat D, 1 U; és U;_1D; pozitiv szemidefinit matrixok és mivel [;-nek minden
vektor sajatvektora, az U;_1 D; + (n—2i)[; matrixnak a sajatvektorai pont az U;_1 D;
sajatvektorai, sajatértékeit pedig dgy kapjuk meg, hogy az U, 1 D; sajatértékeihez
hozzédadunk (n — 2i) > 0-t. Ez azt jelenti, hogy D;,1U; minden sajatértéke pozitiv
és ekkor viszont D;,,U; invertalhato, és igy U; injektiv.

Az, hogy i > n/2 esetén az U; leképezés sziirjektiv, hasonloképp kovetkezik. [

3.1.17. Kovetkezmény. B, Sperner tulajdonsagi.
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3.2. Erdés-Ko-Rado-tétel
3.2.A. Egy kihagyhatatlan bizonyitas

A Sperner rendszereknél eddig azt vizsgaltuk, ha egy halmazrendszer barmelyik két
eleme egymaéssal nincs relacioban, mekkora lehet ezen halmazrendszer méretének a
maximuma. Az Erdés-Ko-Rado-tételnél kifejezetten szeretnénk, ha a halmazrend-
szer elemei metszenék egymast. Ekkor is kapunk egy felsé becslést a halmazrendszer
meéretére.

3.2.1. Tétel. Legyen X ={1,...,n} és F C P(X) olyan halmazrendszer, melynél
VA € F-re |Al =k < n/2 és tetszdleges A, B € F esetén AN B # (0. Ekkor

n—1
<
A= ()

ElGszor nézziik meg a kombinatorikus bizonyitést, hiszen ezt kar lenne kihagyni!

Bizonyitds. (Katona O.H. Gyula 1972) Egy hézigazda és n — 1 vendége leiilnek egy
kor alaka asztalhoz. A hézigazda egy rogzitett helyen, az asztalfén iil. Az F elemei
olyan k tagu tarsasidgok, akik egymés baratai, ezért az asztalnal k egymas melletti
helyre akarnak iilni és ezaltal egy ivet alkotni. Ultessiik le valahogy a vendégeket,
ilyenkor vannak tarsasagok, amelyek ivet alkotnak és vannak amelyek nem. A feltétel
szerint barmelyik két tarsasdgnak van kozos tagja. Belatjuk, hogy legfeljebb k£ darab
iv lehet az asztal koriil.

Az asztalon két szomszédos hely kozott egy pohar van. Ha az egyik poharnal két ivet
alkoto tarsasag kezd&dne, akkor az egyik balra iilne a pohartél, a mésik meg jobbra,
hiszen maskiilonben egybeesnének. (Minden tarsasag k tagi!) Mivel azonban k <
n/2, ebben az létezne két olyan tarsasag, amelynek nincs kozos tagja, amely a feltétel
szerint nem lehetséges, ezért minden poharnal legfeljebb egy tarsasag kezd6dik. Az
elsG tarsasdgnak minden mas tarsasdggal van kozos tagja, igy az elsG tarsasig tagjai
k6zott 1évs poharaknal kezd6dhetnek vagy végz&dhetnek mas ivet alkoto tarsasagok.
Tekintve, hogy az els§ tarsasig tagjai kozott k—1 pohar van, ezért az elsd tarsasdgon
kiviil legfeljebb £ — 1 darab tarsasag alkothat ivet, ami Gsszesen k darab tarsasag.
Igy belattuk, hogy legfeljebb k iv lehet az asztal koriil.

Szamoljunk most Ossze, hany eleme van F-nek. Tudjuk, hogy Osszesen (n — 1)!
kiilonboz6 iilésrend lehetséges. Ha minden permuticional megszamoljuk az ivet
alkoto tarsasagokat, akkor legfeljebb k(n — 1)! tarsasagot szamolhatunk, mivel az
el6bb belattuk, hogy egy iilésrendnél legfeljebb k darab iv lehet az asztalnal. Ezzel a
modszerrel viszont egy tarsasagot to6bbszor is szaimolunk, egészen pontosan k!(n—k)!-

szer. Tehat K ) )
n — 1)! n —
< — 7 = .
Fl < El(n — k)! (k—l)

3.2.B. Kneser-graf

Ezek utan térjiink at egy kicsit masféle bizonyitasra, ahol mar nagyobb szerepe lesz
a Kneser-grafnak és sajatértékeinek!

3.2.2. Definici6. KG(n,k) egy Kneser-grdf, ha a graf csticsai az n-elemt halmaz, k-
elemi részhalmazai és két cstucs akkor és csak akkor van 6sszekotve, ha a két halmaz
diszjunkt.
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Ez utan a definici6 utan konnyen latszik, hogy az Erdds-Ko-Rado-tétel egy ek-
vivalens atfogalmazasa az, hogy

a(KG(n, k) < (Z B 1)

ahol « a fiiggetlen csticsok maximélis szama. Ahhoz, hogy ezt belassuk még be kell
bizonyitanunk par tételt!

3.2.3. Tétel. Legyen G eqy n-stucsu d-requldris grdaf, azaz G minden csicsdanak foka
d, és legyenek d =Xy > Ao > -+ > N\, a G sajdtértékei. Legyen S, T C V(G), ahol
SUT =V(G) és SNT = . Ekkor

S||T S||T
P < os,7) < @ - a2,

(d— A2) -

ahol e(S,T) = [{(u,v) € E(G)} |ue S,veT|.

Megjegyzés. Ismeretes, hogy egy d-regularis graf szomszédségi matrixdnak maxi-
malis sajatértéke d és a csupa 1-es vektor a d-hez tartozo sajatvektor.

Ennek bizonyitédsahoz sziikségiink lesz egy lemmara!

3.2.4. Lemma. Legyen A eqy valds szimmetrikus mdtric \y > Ay > -+ > \,, sajdt-
értékekkel és a hozzdjuk tartozo uy,us, ..., u, ortonormdlt sajdtvektorokkal. Ekkor

)
T Ax

7) min ——= = \

O =

T
N x Ax
O BT =

Bizonyitds. (i) Legyen x = aquy + agus + - - - + apu,. Ekkor
x' Ax = Zaf)\i > )\nZa? =\ ||z])?
i=1 i=1

Tovabbé w,  Auy = Ay, ||un||? Igy belattuk az (i)-t.
(ii) Ismét x = aquy + agug + « - - + apuy,. Mivel zLuy, ezért (z,u) = 0. Ekkor

n n
o' Ax = Za?/\i <Ay Za? =X ||z||?.
=2 i=1

Masrészt uy' Aug = Ay ||us||” O

Most mar nézhetjiik az eredeti tétel bizonyitasat!
Bizonyitds. Jelolje A a G graf szomszédsagi matrixat, és legyen |S| = s és |T| = t.
Tekintsiik azt az x vektort, amely az S elemein ¢ értéket a T elemein pedig —s értéket
veszi fel, és legyen y az a vektor, amelynek minden komponense 1. Kénnyen lathato,
hogy ekkor x meréleges az y vektorra, mivel (x,y) = |S|t — |T|s = st — ts = 0.
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Vegyiik észre tovabba, a d-regularitds miatt feltehetd, hogy u; = \/iﬁy és igy =
meréleges ui-re. Most nézziik a kovetkez6 egyenlGséget:

Z (zi — z)° = dzn:xf —2 Z zix; = d|z||” — 2" Az.
i=1

(1.4)€E(G) (i.9)€E(G)
Az el6z6 lemmabol kovetkezik, hogy
(d—Xo) [|z]* < d|lx|* — 2" Az < (d = A\) [J=])*.
Masrészt
S (wi— )’ =e(S Tt — (—5))” = e(S,T)(t +5)* = (S, T)n.
(4,)€E(G)

Ezenfeliil,
norma® = ts® + st* = st(s +t) = stn.

Ezt beirva az egyenl&tlenségbe,
(d— Ag)stn < e(S,T)n < (d— \,)stn.

Atrendezve kapjuk, hogy

(= 2) < e(S,7) < (d= A2

n

]

3.2.5. Tétel. (Hofmann-Delsarte becslés) Legyen G egy n-csicsi d-requldris
grafd = X\ > Xy > -+ > N\, sajdtértékekkel. Ekkor

— A
<
@)= g
Bizonyitds. Legyen S egy legnagyobb fiiggetlen halmaz, és T = V(G) \ S. Ekkor
|S] = a(G) és e(S,T) = d|S| = da(G). Az el6z6 tétel szerint:

e(S,T) < (d— )\n)‘SLLﬂ

Behelyettesitve kapjuk, hogy
a(G)(n — a(G))

da(G) < (d = \y) n

Osszunk a(G)-vel és szorozzunk n/(d — A,)-nel, ekkor

nd
< _
i n— a(G)
Atrendezve \
<
@) < T3

O
Most mar ratérhetiink az Erdgs-Ko-Rado-tétel bizonyitasara!
A kovetkezd tétel bar elengedhetetlen, bizonyitasa kézel sem trivialis, ezért nem
bizonyitjuk.
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3.2.6. Tétel. A Kneser-grif sajdtértékes

(")

aholi=0,1,.... k. Az (n;k) multiplicitdsa 1, a (—1)1("ﬁzl) sajatértékek multipli-
citdsa (?) — (:1)’ hai>1.

Beldthat6, hogy a Kneser-graf (”;k)— regularis, a legkisebb sajatérték pedig
(—1) (”_k_l). Ekkor a Hofmann-Delsarte becslésbdl kivetkezik, hogy

("G
(") = ()

n—k\ mn—k(n—k-1
k ok k—1
Igy a fonti becslés jobb oldalanak nevezgje:
n—k:+1 n—k—1\ nfn—-k-1
k k—=1 ) k\ k-1
Visszahelyettesitve az egyenl&tlenség jobb oldaldba
n—k—1\ (n
(k—l)(lc) _E(n)_cl—l)
n—k n—k—1\ -
( k ) - ( k—1 ) n\k k—1
Ezzel készen is vagyunk az Erdés-Ko-Rado-tétel bizonyitasaval, amelyet igazabol

sokkal kénnyeben is lehetett volna bizonyitani, de nekiink nem is ez volt az elsGdleges
célunk.

a(KG(n,k)) <

Vegyiik észre, hogy
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