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Koszonetnyilvanitas

Szakdolgozatom elkészitésében szeretnék kdszonetet mondani elsésorban a Témavezetdmnek
és Konzulensemnek, akik a szimomra legnehezebb iddszakokban is mérhetetlen tiirelemmel és
segitséggel tették lehetdvé tovabbhaladdsom. Szeretnék még koszonetet mondani minden egyes
olyan személynek, aki az elmult években hittek bennem, még akkor is, amikor én mér teljesen
reménytelennek tartottam a helyzetet. Ok mégis ott voltak és segitettek, ahol tudtak, elérték,

hogy ujra hinni kezdjek magamban.



1. Bevezetés

1.1. Irodalmi attekintés

Az embereket mindig is fenyegették kiillonbozd betegségek. A jarvanyok id6beli lefolydsat ma
mar képesek vagyunk megfeleld pontossdggal matematikailag felirni, modellezni [1] [2]. Emiatt
lehetGségiink van tovabbi vizsgalatok elvégzésére. Igy, akdr szamos fertzés modelljét kiilon-
boz6 tényezok figyelembe vételével szimuldlni tudjuk annak érdekében, hogy kovetkeztetéseket
vonjunk le a jarvany jovobeli folyamatardl. Természetesen utélagos analizisre is lehet&ségiink
van, vagyis az adott id6szak adataib6l a megfeleld paraméterek kiszamitasaval tudunk értékelé-
seket végezni. Megtudhatjuk, hogy milyen hatdsai voltak, milyen tényezdkkel és hogyan tudtuk
volna befolydsolni a folyamatot vagy a jovében hogyan tudjuk masképp kezelni a torténéseket.
Hasznos informécidkat szerezhetiink a jarvany tulajdonsdgainak vizsgélatdval, amelyek megis-
merésével redukalni tudjuk Sket s6t, akar teljesen meg is sziintetni azokat [3].

Ezek a dinamikus modellek egységes keretben rendszermodellként irhatok fel, mely a Ger-
zson és Pletl Irdnyit4stechnika cim( konyve [4] szerint olyan valdsdgos vagy elképzelt, viszony-
lag jol elkiilonithet6 objektumok halmaza, melyekben a kiillonb6z6 anyag- és mozgasformak
elemeit kolcsonhatasok és kolcsonos Osszefiiggések kapcesoljak 6ssze. Egyszertibben tigy is meg-
fogalmazhatjuk, hogy a rendszeroperatort kiils6, vagy masnéven bemend jelekkel gerjesztjiik és
ez, Ugynevezett valaszjeleket generdl szamunkra. Matematikailag a jarvanyterjedési folyamato-
kat differencidlegyenlet rendszerekkel irhatjuk le [5]. Ezekben a fiiggvényeink az id6td] fiigge-
nek — melynek jelolése ¢ — hiszen az id6 el6rehaladtaval szeretnénk egy adott egyedcsoportban
bekovetkezd jarvany hatdsdra 1étrejové valaszokat leirni, hogy megtudjuk melyik csoportban
hdny egyed taldlhat6 egy adott idGpontban. A modellekben megtaldlhat6 figgvények az S(z),
E(t), I(t) és az R(r) [1] [2]. Az elsG vonatkozik a susceptible, vagyis az egészséges, fert6zhets
egyedek szdmdra. A masodik az exposed, akik mar megfert6z&dtek, de maguk még nem fer-
t6z6ek. Az I(t) jeloli az infected, azaz a megfert6zott egyedek szdmadt, akik mar a fertGzhetd
egyedekre 4t tudjak vinni a fert6zést valamilyen formdban. A legutolsé jelenti azon él6lényeket,
akik mér meggydgyultak, és nem tudjdk megfertézni Sket, mert védettséget szereztek az adott
betegség ellen. Ez a védettség el is tlinhet egy bizonyos id6 utan. Ekkor az egyedek ujra az

els6ként emlitett kategoridba, az S(r)-be keriilnek.



Az ezen OsszetevSkbdl felépiild differencidlegyenletek és differencidlegyenlet-rendszerek
tobb kiilonbozé tulajdonsdggal rendelkeznek [6]. A tovdbbiakban megemlitett jellemzdk fellel-
hetbek a [7]-es cikkben, melyben a kinetikus rendszerek modellezésérdl és vizsgalatar6l kapha-
tunk atfogd képet. Ezek koziil érdemes megemliteni, hogy érvényes rajuk a polinomidlis nemli-
nearitds, a megolddsok nemnegativitasa, amelyek hasznosnak bizonyulnak az elemzések soran.
Megmutathatjuk, hogy ezen kinetikus egyenletek 1ényegében nemnegativak és belathatjuk, hogy
a nemnegativ kezdeti feltételekkel rendelkez6 struktira megolddsai is ugyanebben a tartomany-
ban fognak maradni [8]-[11].

Egy jarvanyterjedési folyamat miikodését formalisan kinetikus (vagy masnéven reakcidha-
16zati) modellel is tudjuk dbridzolni, melynek leirdsét szintén a [7]-es cikk alapjan tudjuk értel-

mezni. A folyamatban szerepld dtalakuldsok dltaldnosan az alabbi forméban is abrazolhatok:

m

Z ijXj —> Z B;iX SN

j=1
Az mdarab X, ...,X,, jeloli az n darab reakciobdl 4ll6 hdl6zat egyedeit, az A;; €s B;; sztociomet-
riai egyiitthatok, melyek nemnegativ egészek, a k; > 0,i = 1,...,n pedig az i-edik reakciéhoz

tartozé reakcidsebességi dllanddit. A bal oldal tartalmazza a reagenseket, a jobb oldal pedig az

atalakulas soran 1étrejové termékeket. Egy kompaktabb alakban, a kovetkez&képpen is felirhato:

Ax 5 Bx,
ahol X = [X1,...,Xu]" oszlopvektor jelenti — jelen esetiinkben — az emberek egyedszdmat a mér
fentebb emlitett kategéridkban minden ¢ idSpontban, k = [ky,...,k,]T € [0,) a reakciés ratdkat

tartalmaz6 oszlopvektor, az A, B € Z™" nemnegativ matrixok, illetve m-r6l és n-r6l feltessziik,
hogy legalabb egy.

A k; paramétereket rendszerint nem vagy nem megfeleld pontossdggal ismerjiik a fentiek
alapjan leirhat6 rendszerbdl. Ugyanakkor ezek fontosak a modell a modell vizsgalatdhoz, mivel
mindegyiknek egyedi jelentése, fizikai jelentGsége van a rendszerben. Azonban, ha adott id6-
pillanatban léteznek mért adataink az egyes csoportokba tartozé egyedek szamarol, akkor ezek
ismeretében lehet6ségiink van bizonyos ismeretlen paraméterek kiszamitasara vagy becslésére.
Fontos kérdés, hogy ezen paraméterek legaldbb elvben egyértelmiien meghatarozhatéak-e lo-
kalisan vagy globdlisan az adatokbdl. A vilasz megaddsdval foglalkozik az identifikdlhatésdg
témakore [12]. A linedris modell dlljon el§ a kovetkez6 formédban G(x, k), ahol k € R” vektor,
amely a szamunkra ismeretlen paramétereket tartalmazza. Ez globalisan identifikalhaté lesz k*-
ban, ha igaz minden x-re, hogy G(x,k) = G(x,k*) megoldésa csak a k = k* esetén lehetséges.

Lokdlis identifikdlhatosagrol beszéliink, ha az identifikdlhatésdg nem a teljes paramétertérben,



hanem csak k* egy kornyezetében teljesiil. Az ismeretlen paraméterekrol feltessziik azt is, hogy
allandok.

Tegyiik fel, hogy van egy olyan dinamikai rendszeriink, melyre igaz, hogy bemenete az
u(r) € R”, kimenete pedig az y(¢) € R’. Mégha a dinamika nem is ismert pontosan, de feltéte-

lezziik, hogy a modell a kévetkezd rendszerosztalyba tartozik:

)]

Itt £ a mar emlitett paramétervektor, melynek minden egyes értéke egy konkrét relaciot (rend-
szermodellt) ad meg a rendszer be- és kimenete kozott, x(r) € R™ pedig az éllapotvéltozok
vektora.

Ezeknek a fizikai jelentséggel bird, becsiilendd értékeknek a megadott halmazon minden
egyes tjabb bemend értékkel €s az dllapotegyenlettel 4j dllapotfiiggvényt adunk meg. Ezt az (1)-
es egyenlet fiiggvényébe behelyettesitve kapjuk meg a k paramétervektorhoz tartozé szamitott

(szimulalt) kimeneti értékeket:

V(tlk) = h(x(t,k),u(t),k).

Minimalizalni szeretnénk az ezen paramétertdl fiiggé szimulalt kimenet €s a tényleges kimenet
kozotti kiilonbséget, azaz elvarjuk, hogy €(¢,k) = y(t) — (t1k) legyen minimalis.

Osszeségében tehdt elmondhatjuk egy rendszerrdl, hogy felirhaté

gi(u(t),y(t),x(t),k,p)=0,i=1,2,....r 2)

alakban. A g; fiiggvények a differencidlpolinomok. Itt az u(¢) és y(¢) jeloli a mar emlitett mért
ki- és bemeneti értékeket, x(¢) az dllapotvaltozokat, melyek a nem mért adatok leirdsaban adnak
segitéget, k az ismeretlen paraméterek vektora. Errdl tudjuk, hogy id6invaridns, vagyis igaz ra,
hogy k = 0, p pedig a differencidloperator. Ha csak egyetlen olyan k létezik, amely kielégiti a
differencidlalgebrai egyenletiinket, akkor a struktira az adott kimeneti leképezéssel globélisan
identifikdlhat6. Identifikdcié alatt azt értjiik, hogy szeretnénk azonositani a rendszeriinket, azaz
legaldbb kozelitéen meghatarozni az (1)-es modellhez tartozé k paramétervektort a kimenetre

(v) vonatkoz6 megfigyelések (mérések) alapjan.



A rendszer- €s irdnyitaselmélet egyik f6 targya, hogy adott rendszerek viselkedését altalunk
kivant tulajdonsdguva, illetve adott szempontok és célok szerint optimélissa tegye [4]. Alapve-
t6 célunk, hogy a fert6z6 betegségek terjedését redukaljuk. Mivel nem mindig van elegendd
tuddsunk vagy megfeleld gydgyszeriink egy adott kérokozé ellen, ezért elengedhetetlen az al-
kalmas matematikai modelleink felirdsa és azok megértése ahhoz, hogy megfel6en kontrollal-
ni tudjuk az adott folyamatot [3], [13]-[15]. Ilyenkor sziikséges megfelelé6 bemeneti fliggvé-
nyek tervezésével befolyasolnunk azt. Ez a fiiggvény lehet egy tgynevezett vakcinacios fligg-
vény, melynek segitségével szeretnénk, hogy minél kevesebb egyed fert6z6djon meg, a gazda-
testek, amelyek kozvetitésével terjedésnek indulna egy adott jarvany, immunitast szerezzenek
az alkalmas vakcina éltal. A folyamatok ilyen tervezett befolydsoldsdval megfeleld szamu egyed

immunizalhat6 a betegséggel szemben.



1.2. Egyéni motivacioé és a Kkitiizott feladat

Az emberiség mar régéta foglalkozik olyan témdkkal, melyek mélyebb megismerésével tisztdbb
képet kaphatunk a koriilottiink 1év6 vildg vagy akar a sajét testiink miikodésérdl. Minél tobbet
megtudtunk réluk, anndl kivancsibbak lettiink, hogy ezeket a megismert jelenségeket hogyan
tudjuk befolyéasolni, milyen eredményeket tudunk véaltoztatdsokkal elérni. A tudasvagy altal mo-
tivalt kutatok elérték, hogy szamos stlyos betegségtdl nem kell mar tartanunk az €letiink folya-
man, mivel vagy teljesen eltlintek, vagy pedig oltdsok segitségével immunissa tudtunk valni [16].
Habar nem minden megbetegedésre tudunk gyégymoddot taldlni, de elérhetjiik, hogy bizonyos
ideig fenndlljon a védekezbképességiink egy adott betegség ellen. Mint tudjuk, a matematika
jelenléte és hasznélata minden tudomdnyagban nélkiilozhetetlen, ez aldl az orvostudomédnyok
sem kivételek [2]. Segitségével akar végzetesnek tlind eseményeket is képesek vagyunk még
idében szimulalni és elSrejelezni, lathatjuk, hogy egyes befolydsol6 tényez8k hozzaadasa, elvé-
tele vagy megvaltoztatasa milyen kovetkezményeket vonhat maga utan. Igy képesek lehetiink
az adott terjedést megfékezni, megel6zni, vagy adott esetben felszdmolni azt. Ezek a modellek
egyarant alkalmazhatdak egy ritka virussal kapcsolatban, de akédr a minden évben megujulé inf-
luenzajarvany esetében is. Meg tudjuk nézni a fert6z6 betegséget leiré rendszer segitségével,
hogy attél fiiggben, hogy hdny ember fogja magét az ellene 1étrehozott véddoltassal beoltatni,
az hogyan befolydsolja a megbetegedett emberek szamat egy adott populécion beliil [3], [16].
Az el6bbiekben felsorolt tevékenységek, elképzelések engem is sokszor gondolkodtatdsra kész-
tettek, hogy vajon egy ilyen projektben pontosan hogyan is tud részt venni egy matematikus,
milyen tudéssal kell, hogy rendelkezzen az adott kutatdsi teriiletr6l. Bioldgiai és a differenci-
alegyenletek irdnt val6 érdekl6désembdl fakaddan szerettem volna ezen gondolataim miatt egy
ilyen témdban elmélyiilni s megtudni, hogy mért, valés adatok segitségével hogyan lehetséges
megfeleld modelleket felirni és azok alapjan pedig alkalmas kovetkeztetéseket levonni.

Ezek alapjén tliztem ki a dolgozat kovetkezd részében leirt feladatot. A jarvanyterjedési
modellek felépitésének és a paraméterbecslé mdodszerek miikodésének megértése utan [17], [18]
egy, a tavalyi influenza id6szak paramétereivel ellatott modellt szeretnék tgy szabdlyozni, hogy
a megadott oltdsi ratdval, a megbetegedett emberek szimanak maximuma ne érje el az ANTSZ

honlapjan [19] meghatarozott jarvanykiiszobot a lefolyasi id6 alatt .



2. Matematikai hattér attekintése

2.1. Kozonséges differencialegyenletek

Differencialegyenletekkel sok helyen taldlkozhatunk, a matematika tobb részteriiletén is alkal-
mazzik, ezért fellelhetd mds tudomdnydgakban is, mint akédr kozgazdasdgtan vagy bioldgia. De
mik is azok a differencidlegyenletek? Milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek?

Ebben a fejezetben a kozonséges differencidlegyenleteket és a hozzdjuk tartozé alapvetd
fogalmakat, mint pédaul a 1étezés és egyértelmiiség, stabilitds szeretném bemutatni, amelyek

segitségével majd a tovdbbiakban dolgozni fogok [6].

2.1. Definicié. Legyen F : R"*? — R folytonos fiiggvény, ekkor F (t,x(t) x®) (t)) = (0 felada-

tot n-edrendii kozonséges differencidlegyenletnek neveziik.

2.2. Definicié. Legyen f: R**! — R” folytonos fiiggvény, ekkor x(¢) = f(t,x(t)) egy elsérendti
n valtozds explicit kozonséges differencidlegyenlet, melynek megolddsa az x : R — R” fiiggvény.

Bizonyos feltételek mellett ezek megoldasardl beldthatd, hogy egyértelmiiek, vagyis ha
adott egy rendszer (19, p) értelmezéstartomanybeli pont, akkor csak egy olyan megoldés van,
amire x(#9) = p. Ezt a feltételt nevezem kezdeti feltételnek. Az egyenletnek a megadott kezde-
ti feltétel mellett keressiik a megolddsat, ami 1étezik. A megoldds 1étezése és egyértelmiisége
ugyanugy igaz linerdris differencidlegyenlet rendszerekre és azok egy specidlis esetére, az dllan-

do egyiitthatds linedris egyenletrendszerekre is.

2.3. Definicio. Legyenek a kovetkezdk: I C R nyilt intervallum, A: I — R™ matrix és b: [ — R”"

folytonos fiiggvény. Ekkor linedris differencidlegyenlet rendszernek nevezziik az
(1) = A(1)x(t) + b(1)

differencidlegyenlet rendszert, melynek megoldasa az x: [ — R”", melyre igaz, hogy differenci-
alhato.

2.4. Megjegyzés. Speciilis esete, ha b(r) = 0, ekkor az egyenletrendszert homogénnek nevezziik
vagy, ha A(f) = B minden 7-re konstans, akkor a mar fent emlitett alland6 egyiitthatds linedris

differencidlegyenlet rendszernek hivjuk.

2.5. Tétel. Legyen a (2.3)-ban definidlt differencidlegyenlet rendszer és ty € I, po C R". Az
egyenletrendszernek pontosan egy x: I — R" megolddsa létezik, melyre igaz, hogy differencidl-

hatd, ha minden t € I és igaz, hogy x(ty) = po.



Ennek megoldésaira a kdvetkezo két tétel igaz.

2.6. Tétel. A homogén linedris egyenlet megolddsai vektorteret alkotnak, vagyis ha @ ...Q,
linedrisan fiiggetlen megolddsok, akkor minden megoldds elédll x(t) = c1@1(t) + ... 4+ cn@u(?)
alakban, ahol c; € R, i =1,...,n adott dllandok.

2.7. Definicio. Ha {¢;(t),...@,(¢)} linedrisan fiiggetlenek, akkor ezt alaprendszernek hivjuk.
Alapmatrixnak nevezziik a kovetkez6 matrixot: y(t) = (@1 (t),... @,(1)).

2.8. Tétel. Ha a fent definidlt homogén egyenletrendszernek alaprendszere {@i(t),...@,(t)} és
Qo az inhomogén egy megolddsa (partikuldris megoldds), akkor az inhomogén egyenletrendszer
dsszes megolddsa elddll x(t) = @o(t) +c1Q1(t) + ... +cn@u(t) alakban, ahol c; R, i=1,...,n

tetszdleges dllandok.

Az utébbi tétel bizonyitdsa azon alapul, hogy az x — ¢y megolddsa lesz a homogén egyen-

letrendszernek.
2.9. Tétel. (Konstans varidcios formula): Az x(to) = p kezdeti feltételii x(t) = A(t)x(t) + b(t)

inhomogén linedris differencidlegyenlet teljes megolddsa elddllithato:

() = W) p o) [ v bl

alakban, ahol a y(t)-n a homogén egyenlet alapmdtrixdt értjiik.

2.10. Tétel. Ha az egyenletrendszeriink elddll a kivetkezd alakban x(t) = Ax(t), ahol A C R™"
konstans matrix, akkor az alaprendszere y(t) = e*' alakii, azaz minden megoldds elédll x(t) =
eV e alakban, ahol ¢ € R" és x(0) = c.

2.11. Megjegyzés. Legyen A € R esetén & = Y5 'z—f.

Még megemlitend6ek a magasabb rendi linedris differencidlegyenletek is, amelyeknél fon-

tos észrevétel, hogy minden n-edrendd egyenlet egy n-valtozds elsérendlivé tehetd.

2.12. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum, a;, f: I — R folytonos fiiggvények, ahol
i=0,...,(n—1). Ekkor n-edrenddi inhomogén linedris differencidlegyenletnek nevezziik az
X() +ap_1x" V(1) + ...+ a1 (1)x(t) = f(r) egyenletetet minden 7 € I-re. Az x: I — R ismeret-

len, mely n-szer differenciédlhatd.

2.13. Megjegyzés. Specidlis esetei, amikor f = 0, ekkor homogén, f # 0, ekkor inhomogén,
illetve ha az qg; fiiggvények konstans fiiggvények, akkor dllandé egyiitthatosnak nevezziik az

n-edrendi differencidlis egyenletiinket.
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2.14. Definicié. Legyen f: R — R” Lipschitz-folytonos, azaz létezik L > 0 dlland6, hogy

\f(t,p1)—f(t,p2)\ SL|pl —P2‘

minden (¢, py), (¢, p2) € 2 pontra. Tekintsiik a kovetkezd egyenletet x(r) = f(x(¢)), ahol x: R —

R". Ezt nevezziik autondm kozonséges differencidlegyeletnek.

Ezekr6l tudjuk, hogy ha 7 € R tetszGleges, akkor y(r) = x(r + 7) is megoldas lesz. Illetve
legyen @(t,p) az x(t) = f(x(¢)), ahol x(0) = p egyenletrendszer megolddsa. Ekkor igaz, hogy
o(t+s,p) = @(t,9(s,p)) minden ¢, p, s-re ahol ez értelmes.

2.15. Definici6. A fentiek alapjan motivdlva a ¢: R x R” — R” folytonos fiiggvényt dinamikai

rendszernek nevezziik, ha teljesiil:
(i) 9(0,p)=p
(ii) @(t+s,p) =91, 9(s,p))
Minden #,s € R és minden p € R”.
A rendszer palyajat és annak f6bb tulajdonsagait a kovetkez6képpen definidlhatjuk.
2.16. Definicié. A {¢@(z,p): t € R} € R" gorbét a p pont pdlydjanak nevezziik.

2.17. Definicié. Legyen ¢ a dinamikai rendszeriink. Ekkor egy p € R" pontot a rendszer staci-

ondrius pontjanak neveziink, ha ¢(z, p) = p minden ¢ idGpontra.

2.18. Definicié. Egy p pont pélydjat periodikusnak nevezziik, ha 1étezik olyan 7' > 0, hogy
¢©(T,p) = p és p-re igaz, hogy nem egyensilyi pont.

2.19. Definicié. Legyen ¢: R x R* — R" dinamikai rendszer. A p pont palydja stabil, ha minden
€ > 0-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy ha |¢g — p| < 8, akkor |@(t,q) — @(¢, p)| < € minden ¢ > 0.
Az emlitett p pont pélydja aszimptotikusan stabil, ha stabil és lim,_,. |@(z,q) — (¢, p)| = 0.

A pélyét instabilnak mondjuk, ha nem stabil.

Alapvet6 célunk, hogy a stabilitdst meg tudjuk hatdrozni a differencidlegyenletbdl. Ezt te-
gyiik alland6 egyiitthatds linedris differencidlegyenletbdl. Legyen adott egy A C R™™" matrix
ekkor tekinstiik az x(#) = Ax(¢) alaki rendszert. Ennek egyensiilyi pontja lesz az x = 0. Itt meg-
emlitendd, hogy a stabilitdsa egyenértékii barmely masik megoldas stabilitasaval.

Egy rendszer stabilitdsa Osszefiiggésben van az A C R™*" métrix sajatértékeivel. Az alabbi

tételekkel meg is tudhatjuk, hogy miként.
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2.20. Tétel. Legyen A C R™" mdtrix, a rendszeriink x(t) = Ax(t) alakii. Ekkor a kivetkezdk

igazak.

(i) Ha létezik A-nak nemnegativ valdsrészii sajdtértéke, akkor x(t) = Ax(t) nem aszimptoti-

kusan stabil.
(ii) Ha létezik A-nak pozitiv valosrészii sajdtértéke, akkor x(t) = Ax(t) instabil.

(iif) Ha létezik A-nak O valdsrészii sajdtértéke, mely tobbszords gyoke a minimdlpolinomnak,

akkor %(t) = Ax(t) instabil.

2.21. Megjegyzés. Minimalpolinomon értjiikk a legalacsonyabb foku olyan normadlt polinomot,

aminek gyoke az A métrix.
2.22. Tétel. Az x(t) = Ax(¢) stabilitdsdra vonatkozéan a kovetkezd 3 dllitds ekvivalens:
(i) A rendszer aszimptotikusan stabilis.
(ii) Az A mdtrix minden A; sajdtértékére igaz, hogy Rel; < 0.
(iii) Létezik K, o > 0, hogy |eAtp‘ < Ke=* |p| minden p € R" és minden t > 0-ra.
2.23. Tétel. Ekvivalensek a kiovetkezok:
(i) x(t) = Ax(t) stabil.
(ii) Minden sajdtértékre Re(1) < 0 és ReA = 0 esetén A egyszeres.
(iii) Létezik K >0 ’eA’p‘ < K |p| mindent > 0 és minden p-re.

Most pedig nézziik meg azt az esetiinket, amikor nemlinedris egyenlet egyestlyi pontjanak
stabilitasat szeretnénk eldonteni. Ezt tegyiik linearizdldssal. A linearizélt egyenletiink y(f) =
Ay(t) alakban 4l el§, ahol A = f(p). Ekkor a kivetkezd tétel igaz.

2.24. Tétel. Legyen p € R" az x(t) = F(x(t)) egyensiilyi pontja és legyen f: R" — R" differen-

cidlhato.

(i) Ha f'(p) mdtrix minden sajdtériékére igaz, hogy Red < 0, akkor a p egyensiilyi pont

aszimptotikusan stabilis.
(ii) Ha f'(p) mdtrixnak van Red > 0 sajdtértéke, akkor a p egyensiilyi pont instabil.

Ha az eddig leirtak egyikével sem tudom elddnteni a p pont stabilitdst, akkor fordulhatunk

Ljapunov tételeihez is.
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2.25. Definicié. Legyen egy V: R" — R differencialhatd fiiggvény és x: R — R" a differenci-
dlegyenlet megoldédsa. Ekkor V* =V ox: R — R, derivaltja felirhat6 a kovetkezd alakban:

i oV (x(1)) fi(x(2)).

i=1
Ezt definidljuk LV (x(t))-ként, Lie-derivaltként.

2.26. Tétel. (stabilitds) Legyen f és p mint eddig. Ha létezik V : R" — R differencidlhato fiigg-

vény amire igaz, hogy
(i) p szigori lokdlis minimuma V -nek.
(if) (LyV) <0 a p egy pontozott kornyezetében, ekkor p stabil.
(iit) (LyV) <0 a p egy pontozott kirnyezetében, ekkor p aszimptotikusan stabil.
2.27. Tétel. (instabilitds) Definidljuk f, p és V-t mint eddig. Ekkor
(i) p nem lokdlis minimuma V -nek.
(if) (L¢V) <0 a p egy pontozott kornyezetében, ekkor p instabil.

A kovetkezbkben szerepld tételek és definicidk a nemnegativ modellek bevezetésében és
viselkedésiik megértésében jatszanak szerepet [7], [9]-[11], . Szdmunkra azok az esetek lesznek
fontosak, amikor a dinamikus rendszer invaridns a nemnegativ ortans ﬁi tekintetében. Ez annyit
tesz, hogy az x € R” koordinatdi nemnegativak maradnak, ha a kezdeti bemend vektorok is azok.

Ha ezek teljesiilnek, akkor nemnegativ rendszerrdl beszEliink.
2.28. Definicié. Legyen x € R", o; € Z . Ekkor a [T/ x{“-t monomnak nevezziik.

2.29. Definicio. Egy x(¢) = f(x(¢) dinamikai rendszert polinomidlisnak neveziink, ha az f(x(t))
felirhat6 P(x(¢)) alakban, ahol P(x(t)) = Y ja; Hj-:(,x?f ,ai, 0 E LS.

2.30. Definicié. Legyen f = [f1,..., fn]T :DC @1 — R". Ekkor az f-et 1ényegében nemnega-
tivnak nevezziik, ha igaz ra, hogy f;(x) > Omindeni=1,...,n-re ésx € @1 akkor, ha x; =0,

ahol x; az i-edik elemét jeloli x-nek.
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2.31. Tétel. Tekintsiik a kovetkezdket:
(i) A,B € R™" nemnegativ mdtrixok,

(ii) kox?, ahol a szorzds és a hatvdanyozds komponensrél komponensre végzendd, ahol k € R™

paramétervektor.

Ekkor ha az f: R" — R" fiiggvényt a kivetkezoképp definidljuk f(x) = (B—A)T (kox?), akkor

az f lokdlisan Lipschitz-folytonos és lényegében nemnegativ.

2.32. Megjegyzés. A mi esetiinkben az egyenlet a kovetkezGképpen fog kinézni: x(¢) = Mx(t),
ahol M = (B—A)TKA, K = diag(ki ... ky) és x* = Ax.

Egy nemnegativ linedris és nemlinedris modell nemnegativitdsdra sziikséges és elégséges
feltételek a kovetkezok.

2.33. Tétel. Legyen x(t) = Mx(t), ahol M € R"". Ez lényegében nemnegativ mdtrix akkor és

2 2

csak akkor, ha az M diagondlisdn kiviil szerepld értékek nemnegativak.

2.34. Tétel. Legyen M € R™" tetszbleges mdtrix. Ekkor eM > 0 minden t > 0 esetén, amikor a
B madtrix fodtlojdan kiviili elemei nemnegativak, azaz az offdiagM > 0. (Ezt Metzler mdtrixnak is

nevezziik.)

7 2z

Bizonyitds. A sziikségességet be tudjuk latni az alapjn, hogy tudjuk, hogy eM’ el64ll a kovet-

kez6 modon:

12 "
eM’:1+tM+§M2+...+—'M". (3)
! n!

Ekkor, ha ¢ elég kicsi e ~ I +tM + O(t?) és az exponencidlis matrix el6jelét az M métrix
diagondlison kiviili elemeinek eldjele fogja meghatarozni.

Az elégségesség megmutatdsdhoz eldszor is legyenek A és B kommutdld matrixok, azaz
AB = BA. Ekkor igaz, hogy ¢'(4+8) = ¢"A¢'B Mivel IM = M1, ahol I € R"*" egységmatrix, ezért

tetsz6leges ¢ € R esetén:

oM — prel+iM—icl _ et(cl+M)+(—tcl) _ et(c[—&-M)e—tc[' 4)

Ha e'(cI+M) > (0 és e~'<! > 0, akkor beldttuk az elégségességet is. Az e/ matrix diagonélisaban
e'“ értékek dllnak tetszSleges c esetén, széval igaz, hogy e "I > 0. Ha a c-t Ggy vélasztjuk, hogy
M +cl > 0, vagyis c értéke legyen legalabb akkora, mint az M f6atl6jdban 1év6 legnagyobb
abszolutértéki szam. Ekkor igaz lesz, hogy ¢'(¢/+M) > ()

Igy igaz, hogy (4) jobb oldalan a szorzatban szerepld métrixok nemnegativak. Ezzel belat-

tuk az allitasunk. O
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2.35. Tétel. Tegyiik fel, hogy R". C D. Ekkor ez egy invaridns halmaza az x(t) = f(x(t)),
x(ty) = xo, t > ty dinamikai rendszernek akkor és csak akkor, ha f: D — R" lényegében nemne-

gativ.

2.36. Tétel. Egy A € R mdtrix lényegében nemnegativ akkor és csak akkor, ha e*=0) nem-

negativ minden t > tg.

2.2. Identifikalhatésag és paraméterbecslés

A fenti tételek és definicidk alapjan felépitett rendszerek paramétereirdl szeretnénk eldonteni,
hogy elvileg lehetséges-e paramétereik értékeit egyértelmiien meghatdrozni [12]. A (2) alakd

egyenletnek altalanos alakja miatt elfajult megoldésa is 1étezhet, igy, ha a
h(y,u,x,k) #0,1=1,...,s 5)

egyenletrendszerrel helyettesitjiik, akkor &; nemelfajulési feltételekre is igazak lesznek (2) tulaj-
donsagai.

Igaz rdjuk, hogy minden k;, i = 0,...,n paraméterre €s uj, j = 1,...,m meghatdroznak hal-
maz nem-elfajult megoldast, X(k,u), y(k,u), ezt modellstruktiranak nevezziik, ezt jeloljik . -
mel. A valés vagy komplex szamok egy részhalmazat jeloljiikk & ,-mel. Tovabba igaz, hogy az
uj, j=1,...,mkontrolal6 jeleket nem korldtozza a (2) egyenlet.

Ezek alapjan meghatdrozhat6 a globdlis és lokdlis identifikdlhat6sdg pontos definiciéja.

2.37. Definicié. Az .# modell struktdra globélisan identifikdlhaté a k* pontban a &, halmazon,
ha léteznek olyan u* bemeneti jelek, amelyekre igaz, hogy y(k*,u*) # 0 és y(k* ,u*) Ny(k,u*) #
0,kc 2,,akkor k* = k.

2.38. Definicié. Az .# modell struktira lokélisan identifikdlhaté a k* pontban, ha 1étezik en-
nek egy olyan Z , kornyezete olyan médon, hogy .# globalisan identifikdlhat6 k*-ban & ,-ra

nézve.

Ahhoz, hogy meg tudjuk hatarozni, hogy milyen alakd rendszerekre igaz az el6bbi két
definicid, sziikséges megismerniink tovabbi fogalmakat.

A polinomokat és derivéljainkat rangsorolni fogjuk az alabbi mddon. Legyen deg,A a v
véltozo fokszdma az A polinomban. Ezzel a polinom 0sszes valtozdjat és azok derivdljait sorba
tudjuk rendezni. Rendelkeznie kell, azzal a tulajdonsdggal, hogy ™ rangja kisebb mint az 1 (")
rangja, illetve, ha u") rangja kisebb mint az v("™) rangja, akkor igaz lesz, hogy u("*") kisebb

rangd mint y("+7)

,ahol r > 0 és egész szam. Az A és B differencidlpolinomok koziil alacsonyabb
rangunak tekintjiik azt, amelyiknek a legmagasabb rendd derivéltja kisebb lesz mint a masiké.

Az A legmagasabb rend( derivaltjat nevezziik vezérnek, €s jeloljiik v4-val.
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2.39. Definicié. Azt mondjuk, hogy az F polinom részben csokkentett az A polinommal szem-
ben, ha a v4 vezérével nincs megegyez6 rend derivalt F-ben, csokkentett, ha F' részben csok-

kentett A-val szemben és v, fokszama kisebb az F-ben, mint az A-ban.

2.40. Definicio. Azon polinomhalmazokat, melyek egymdssal szemben csokkentettek, auto-

csokkentett halmazoknak nevezziik.

Az autocsokkentett halmazokat rangolsorolni tudjuk oly médon, hogy ha
A:Al,...Ar éSB:B],...,BS,

k € N és 0 <k < min(s,r), és igaz, hogy rankA; = rankBj, j = 0,...,k — 1, viszont rankA; <

rankBy, akkor az A halmaz rangja alacsonyabb, mint a B halmazé. Az r > s esetén, ha
rankA; = rankBj, j =0,...,s,

akkor az A halmaz rangjat mondjuk alacsonyabbnak.

2.41. Definicié. A differencidlpolinomok halmaza kozott 1étrehozhat6 legkisebb autocsokken-

tett halmazt karakterisztikus halmaznak nevezziik.

2.42. Megjegyzés. A vezér legnagyobb hatvanydnak egyiitthat6jat inicidlnak, a vezér derivaltjat

elvalasztonak nevezziik.

2.43. Definicié. Legyen ® = {®y,...,P,} differencidl polinomok halmaza. Ekkor az ezdltal
létrehozott és az sszes differencidl polinombdl &ll6 differencidl idedl halmaz, melyet [®]-vel

jeloliink, el6all d tetszbleges elemeinek szorzdsaval, osztasaval és differencidlasaval.

2.44. Definicié. Ha minden p polinomrdl elmondhato, hogy p™ € [®], m € Nj, akkor @ altal
generdlt tokéletes differencidl idedlrdl beszéliink, melynek jellése /[P].

Legyen®={g;:i=1,...,r,k;: j=1,...,d}.

A k; paraméterek identifikdlhatésdganak ellendrzéséhez rangsoroldst dllapitunk meg, mely
a kovetkez6képpen torténik. Mindig legalacsonyabban vannak a bemenetek és derivaltjaik, majd
a paraméterek (sziikség esetén ezek derivéltjai), végiil legmagasabb rangsoroldst kapjdk az élla-

potvaltozok, hiszen 6ket szeretnénk eltavolitani az algebrai eliminéci6 soran.
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2.45. Tétel. Az elébbiekben meghatdrozott rangsoroldssal [®] karakterisztikus halmaza az

Ai(u,y),....Ap(u,y),
Bl (u,y,k1),Bz(u,y,k1,k2), ce ,Bl(u,y,kl,kz, . ,kd), (6)
Ci(u,y,k,x),...,Cp(u,y,k,x).

formdban dll elé.
Ez alapjan 3 esetet figyelhetiink meg:
1. Néhény i esetében B; = k;.
2. Minden B; rendje 0 és foka 1 k;-ben.
3. Minden B; rendje 0 k;-ben, és néhdny B; foka nagyobb egynél k;-ben.

2.46. Tétel. Legyenek a nemalfajuldsi feltételek, hogy a (6)-nek az elvdlasztdja és inicidlja sem
nulla. Ha karakterisztikus halmaza elddll az 1. esetben meghatdrozott formdban, akkor a modell

struktiirdnk egyik k* helyen sem lokdlisan identifikdlhato.

2.47. Tétel. Legyenek a nemalfajuldsi feltételek, hogy a (6)-nek az elvdlasztdja és inicidlja sem
nulla. Legyen k* olyan, melyre létezik (y,u,k*,x) nem-elfajult megoldds. Ekkor, ha az (6) ka-
rakterisztikus halmaza elédll a 2. esetben meghatdrozott formdban, akkor a modell struktiirdnk
globdlisan identifikdlhato lesz k*-ban.

2.48. Tétel. Legyenek a nemalfajuldsi feltételek, hogy a (6)-nek az elvdlasztdja és inicidlja sem
nulla. Legyen k* olyan, melyre létezik (y,u,k*,x) nem-elfajult megoldds. Ekkor, ha az (6) ka-

rakterisztikus halmaza elddll a 3. esetben meghatdrozott formdban, akkor a modell struktiirank

lokdlisan identifikdlhato lesz k*-ban bdrmely & 4 halmazra.

Habér ezen paramétereket nem tudjuk mindig pontosan meghatarozni a mérési adatok pon-
tatlansdga miatt, viszont optimalizacids algoritmusok segitségével lehetségiink van becsiilni
oket.

A paraméterbecsléshez a szimuldcidkban is alkalmazott két médszernek a miikodését sze-
retném bemutatni a [17] és [18] cikkek alapjdn. A mddszereket olyan problémékban alkalmaz-
tuk, melyekben nemlinedris optimalizaldsi feladat megolddséra volt sziikség. Sokszor ezek na-
gyon miiveletigényesek, vagy pedig nincs lehet6ségiink a célfiiggvény derivaltjait felhasznalo
modszereket alkalmazni. Az algoritmusok legjobban akkor miikddnek, amikor kevés véltozot
sziikséges meghatarozni. Ezek direkt keresé moddszerek, hiszen nincsen sziikségiink a derival-
takr6l informdcidra. Szeretnénk megoldani egy olyan nemlinedris optimalizal4si problémaét, ahol

minimalizédlni szeretnénk f: R" — R fiiggvényt.
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Nelder-Mead algoritmus

Az iterdcié minden 1épésében a szimplex moddszert alkalmazza, specidlisan egy N 4 1 csicsu
konvex N dimenzids szimplexre és a csicsokhoz rendelt fiiggvényértékekre. El6zetesen sziiksé-

giink van négy egylitthaté meghatirozdsara, melyekre igazak az aldbbi Osszefiiggések:
R>0,E>1,E>R 0<K<1é0<S<]1.

Az R a tiikrozés, K az 6sszehizas, E a bdvités, mig S a zsugoritds paramétere. A standard

algoritmus esetén ezeket a kovetkez6képpen hatarozzuk meg:
R=1,E=2,K=
Az algoritmus egy iterdcidjanak felépitése a kovetkezd.

1. Elszor is az N + 1 cstcsot sorba rendezziik, mégpedig gy, hogy teljesiiljon az

) < < flovr)

egyenlbtlenség.

2. Ezutdn kiszdmitjuk az x, = X+ R(X — xy41)-t, ahol X = %2?21 x;. Ebbl meghatédrozzuk
f(x,) értékét. Ha igaz rd, hogy f(x1) < f(x,) < f(xn), akkor elfogadjuk és befejezziik az
iteraciot.

3. A kovetkezs 1épésben, ha f(x,) < f(x1), akkor kiszdmoljuk az x, = X+ E(x, — X)-t. Ha
f(x.) < f(x,), akkor elfogadjuk x,-t és befejezziik az iteraciot, egyébként pedig x,-t fo-
gadjuk el.

4. Ha az az eset dll fenn, hogy f(x,) > f(xy), akkor X és xy; koziil a szimunkra jobbikkal
Osszehuzast hajtunk végre.

(a) Abban az esetben, ha f(xy) < f(xe) < f(xn+1), akkor x,c =X+ K (x, —X). f(x0c) <
f(x,) teljesiilése esetén elfogadjuk x.-t, ellenkezd esetben a kovetkezd, a zsugoritds
1épésére ugrunk.

(b) f(x;) > f(xn+1) teljesiilésekor x;c = X — K(X¥ — xy+1). Ha ekkor f(xic < f(xn+1),
akkor elfogadjuk x;.-t és befejezziik az iterdciét, maskiillonben az 6todik 1épésre ug-

runk.
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5. Kiértékeljiik f-t a kovetkez6képpen meghatarozott n darab pontban:
vi=x1+S(x;—x1),ahol i=2,.... N+ 1
Igy megkaptuk az ezt kovetd iterdci6 4ltal felhasznalt pontokat, amelyek

X1,V25.--s VN+1-

Az optimaliz4ciés algoritmus megdlldsa az esetiinkben kétféleképpen tortént. Egy kon-
vergenciat ellendrzé kiiszobértékkel, illetve egy maximumiterdcids szdmmal a végtelen ciklus

elkeriilése érdekében.

2.49. Megjegyzés. Hatranya, hogy az algoritmus konvergencidja elméleti szempontb6l nehezen
vizsgalhato, és 1éteznek olyan célfiiggvények, amelyek széls6értékeinek helyét a médszer bizo-
nyos kezdeti értékek esetén nem képes meghatarozni. Ennek ellenére identifikalhaté modellek és
megfelel6en informativ mérési adatok esetén a gyakorlati problémdk jelentSs részében gyorsan
konvergal. Egyszertisége és szamitasi hatékonysaga miatt (N dimenzids paramétervektor esetén

maximum N + 1 célfiiggvény-kiértékelés egy 1épésben) gyakran alkalmazzdk.

Parallel Pattern Search algoritmus

A mddszer el6zetesen kivalaszt az eldre definidlt pontokon egy fiiggvényt, amely az algoritmus
futdsa sordn globalisan fog konvergalni az egyensiilyi allapothoz.
Az iter4cid kezdetén a 1épés szamlal6t bedllitjuk nulldra, azaz k = 0. Kivalasztjuk a keresési

irdnyok halmazit, 7 = {d,,...d, }, mely az egyszerliség kedvéért lehet
9 ={ei,...en,—e€1,...,—en},

ahol e; az i. egységvektor. Megallapitjuk a kezdd hossz szabdlyozd paramétert, ezt jeloljiik
Ag > 0-val. Az algoritmus ledllasi feltételeként meghatarozzuk a tol tolerancidt és végiil a kezdd
xo € R" pontot, melllyel meg is hatdrozzuk, az f(xp)-t.

Az algoritmus a k. 1épésben az x; € R" pont segitségével hatirozza meg a kovetkezd 1¢é-
pésbeli pontot, az x;-t, melyre igaz, hogy x; C {xx +Axd;, i = 1,...,p} mégpedig a kovet-
kez6 médon. Kiszamolja az x; + Ard;-t, majd meghatarozza az f(x; + Ad;) értékeket minden
i=1,...,pre. Az x -raigaz lesz, hogy f(xy) =min{f(xx+Axd;),i=1,...,p}. A konvergalds
biztositdsdhoz elfogadunk minden x; + Aid; pontot, amire igaz, hogy f(x; + Ard;) < f(xx). Ha
egyik sem elégiti ki feltételeinket, akkor x; | = xp-t és Ay = %Ak—t valasztunk a kovetkez6

1épésben, egyébként pedig x| = xx €s Apy1 = Ay
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Ezt addig folytatjuk, amig a megéllasi feltételiink nem teljesiil, vagyis Ay < tol. Ezen meg-
oldas elfogadhatdsdgahoz még a kovetkezd definiciot kell elfogadni a keresési irdnyok halmaza-

ra:

2.50. Definicio. A {d,...d,} vektorhalmaz pozitivan fesziti ki R"-t, ha birmely v € R felirhat6

ezek nemnegativ linedris kombinacidjaként, vagyis minden v € R-re 1étezik ay,...a, > 0, hogy
v=aid|+...+ayd,.

Erdemes megjegyezni, hogy az algoritmus ltaldban nagyobb miiveletigénnyel rendelkezik,
mint a Nelder-Mead.

A modszer globdlis konvergencidjanak beldtdsahoz legyen:

L(y)={x: f(x) < f)} (7)
2.51. Tétel. Legyen L(xo) kompakt halmaz. Ekkor liminfy_,.. Ay =0 [20].

2.52. Tétel. Legyen L(xo) kompakt halmaz, f folytonosan differencidlhaté ezen halmaz kirnye-
zetében és liminfy_,o |V f (xx)|| # 0. ekkor létezik egy olyan Ay, > 0 konstans, hogy Ay > Apin

minden k értékre.

2.53. Tétel. Legyen L(xo) kompakt halmaz, f folytonosan differencidlhaté ezen halmaz kirnye-
zetében. Ekkor igaz lesz az algoritmus dltal generdlt {x; } iterdltak sorozatdra, hogy
liminfy e |V f(x¢)|| = O.

Bizonyitds. 1gazolasa azon az ellentmonddson alapul, hogy ha feltessziik, hogy
liminf ||V f(x¢)|| # O,
k—ro0

akkor a 2.52 tétel allitdsa alapjan 1étezni fog olyan A,;;, > 0 konstans, hogy Ay > A, minden k
értékre. Ekkor viszont l4tjuk, hogy ez ellentmond 2.51-ben megfogalmazottakkal. g

Ezen tételek teljesiilése esetén a paraméterbecsld algoritmus biztosan konvergdlni fog a

célfiiggvényhez.
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3. Modellezési hattér attekintése

Ebben a fejezetben arrdl szeretnék irni, hogy a jarvanyterjedési modelleknek milyen fajtdi van-
nak és azokat hogyan tudjuk felirni differencidlegyenletek segitségével, a felirt rendszerbdl mi-
lyen tulajdonsdgok nyerhet6ek ki. Ha vakcindciot vezetiink be egy adott rendszerbe, az hogyan

befolyasolja azt.

3.1. Jarvanyterjedési folyamatok

Mivel minden jarvany masképp fertéz — minden virus és baktérium masképp reagil bizonyos
tényezdkre — ezért nem tudjuk csak egyetlen modellel leirni a jarvanyterjedéseket [16]. S6t, egy
rendszernek tobbféle valtozata is van, attdl fiiggden, hogy milyen kiilsé és belsd tényezdket
vesziink még figyelembe. Ebben az alrészben szeretnék bemutatni par f6bb modellt és tulajdon-
sagaikat [1], [2], [5]. En az egyszertiség kedvéért zért rendszerben, a populéci6 egyedszdmanak
véltozasat nem figyelembe véve from fel modelljeinket a (2.31)-es tétel alapjan.

Igaz lesz rajuk, hogy a véltozasok osszege 0-t fog adni, illetleg a modellekbe szerepld
fliggvények Osszege a vizsgalt emberek szamat, N-t fog adni, melyet a modellekben az egysze-
riiség kedvéért 1-nek veszek [3].

Erdemes még megemliteni a rendszerek felirdsa el6tt, hogy ezek egyensiilyi helyzetére a
nemnegativ ortans invarians mivolta végett mindig lesz trividlisnak tekinthetd egyenstlyi hely-
zet, amelyben a fert6zésnek kitett egyedek szdma O-val egyenld, azaz nincsen megbetegedés.
Ez természetesen stabilis [1], [2]. A tovabbi egyensilyi helyzetek a Matematikai hattér szekci6

alapjan szdmithatdak.

3.1.1. SIS

Ebben a modellben a fert6zhetd egyedek miutdn meggydgyultak, nem kapnak védettségett az
adott betegség ellen, hanem djra el is kaphatjdk azt. Ilyennek mondhatjuk példaul az egyszerd
megfazast is tobbek kozott.

Ennek grafja a kovetkezdképpen néz ki:

S+1% 01
(¢))

1525

Ezzel azt irjuk, le, hogy ha egy fert6zhetd és egy fert6zésnek kitett személy talalkozik,
akkor milyen valdszinliséggel lesz az S halmazbeli is fert6zott és fog tartozni az I halmazhoz.

Illetve, hogy mikor fog varhat6an egy beteg tijra egészséges lenni.
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Ebbdl a kovetkezd egyenletrendszer irhaté fel:

S'(t) = —kiS(t)I(t) + koI (1)

)
I'(t) =k S(t)I(t) — koI (1).

Egyenstlyi helyzetei kozé tartozik a trividlis mellett az

ky . ky
S="2¢[=N—"-2
ko k;

eset, amely szintén stabilisnak tekinthet6 a Jacobi matrix kiértékelése alapjan, ha N — % <0.

3.1.2. SIR

Az SIR vagy Kermack-McKendrick modellben 3 részre oszthat6 a vizsgélt populdcid, a fer-
tézhetd, a fert6zott, illetdleg a mar meggyogyult és immunitast szerzett egyedek csoportjara.
Megemlitendd, hogy az éves influenzajarvany is ezen alapszik.

A modell grafja és a belble létrehozott differencidlegyenlet rendszer az aldbbi:

S+155 21

. (10)
IR

S'(t) = —kiS(t)I(t)

I'(t) =kiS(t)I(t) — kol (2) (11)
R'(t) = koI (1)

A k; ratéra igaz, hogy értéke megegyezik az 4tlagos mennyisége a fert6z6 egyeddel kap-
csolatba 1épett személyek szdma és a fertd6zési valdszintiség szorzataval, k, pedig reciproka a

gyogyulds idészaknak.
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A rendszer egyensulyi helyzetei felirhatok
S=s5,I=0,R=N—s

alakban, ahol s € [0;N]. Ezek stabilitdsar6l megkapjuk a Jacobi-matrix felirdsa és kiértékelése

utdn, hogy stabilnak tekinthetd minden olyan eset, amikor

vagyis azaz éllapot is, amikor
S=0,I=0&sR=N.

3.1. Megjegyzés. A rendszer egy bdvitett formdja az SIRS-modell, amelyben az immunitast
szerzett emberek egy id6 utan elveszitik védekez6 képességiiket €s djra fertézhetd kategdriaba
keriilnek. Ennek gréfja a

RE s

sorral boviil. Lathatjuk, hogyha az 4j sor k3 paraméterét nullanak vélasztjuk, akkor az elébbiek-
ben targyalt SIR-modellt kapjuk [3].

3.1.3. SEIR

P

A modell figyelembe veszi, hogy nem minden betegség vélik azonnal fert6z6képessé és igyne-
vezett lappangéasi idével is kell szimolnunk a legtobb esetben [13], [14].
Ezalapjan a megfeleld graf és a belSle készithet6 differencidlegyenlet felirhaté az aldbbi

modon:

E31 (12)

(13)

Ennek egyenstilyi pontjai a trividlison feliil, illetve azok stabilitdsa numerikus médszerek

segitségével meghatdrozhatdak.

23



3.2. Megjegyzés. Ha a meggydgyult egyedek egy id6 utdn elveszitik immunitasukat a betegség-
gel szemben, akkor az SEIRS-modellt kapjuk, melynek grafja az

R& s

sorral bdviil. Ha a k4 ratit —az SIRS modell k3 ratdjdhoz hasonléan — nulldnak vélasztjuk, akkor
az SEIR modellt kapjuk. Ha azaz eset fordul el6, amikor a meggydgyult személyek nem kapnak

védettségett bizonyos idére sem, akkor SEIS-modellr6l beszéliink.

3.2. Vakcinacios stratégia

Elméleti és gyakorlati szinten is a fentebb felsorolt jarvanymodelleket lehetdségiink van befolya-
solni, boviteni. Befolydsolasi tényezdnek egy olyan csoportot adok hozza az alapmodellekhez,
amelyben olyan emberek taldlhatdak, akik kiilsé segitséghez, oltdshoz folyamodtak a betegség
elkeriilése érdekében, ezzel mesterséges immunizaciét szerezve maguknak [1], [2].
Ekkor a grafunk az
%

atalakulassal boviil, melyben k; jeloli, hogy egy csoport egyedei milyen rata szerint valasztjak a
mesterséges immunizicié lehetdségét. Ezen befolydsoldsban segit nekiink az alap reprodukcids
rata ismerete, melyet jeloljiink Ry-val [5], [16].

Ro-n értjiik azt a szdmot, mely megadja, hogy egy ember hany mésikat tud atlagosan meg-
fertézni. Azt, hogy valéjdban hany ember tud megfert6z6dni azt a tényleges vagy effektiv repro-
dukciés rita fogja megadni, melyet a tovdbbiakban Ry -vel fogok jeldlni.

V értéke megadja, hogy a fertézésnek kitett csoport milyen ardnya védett, igy ez alapjan
Ry =Ry—Ro,V =Ro(1—V).

Tehat ha Ry értéke egynél nagyobb, akkor fenndll egy jarvany kitorésének lehetdsége.

3.3. Megjegyzés. A fentiekben hasznalt k;, i = 1,2,3,4 paramétereket a paraméterbecslés mod-

szerével kiszamithatjuk egy adott populdciéban megadott betegség terjedése kapcsan.

3.4. Megjegyzés. Hosszutavi betegségek esetén, amikor is feltessziik, hogy a népesség szama
is valtozik, vagyis N' = 8" +1I' + R/, illetleg, N' = §' + E' +I' + R, akkor modelliinket lehetd-
ségiink van tovabbi paraméterekkel bonyolitani, ezzel még életkdzelibbé tenni [3].
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4. Szimulaciok, eredmények

Ebben a fejezetben az SIR jarvanyterjedési modell és az ANTSZ 2018/2019-es szezonra vo-
natkoz6 mérési adatok alapjan a MATLAB (MathWorks INc., Natick, MA, USA) segitségével
szeretném meghatdrozni az erre az idészakra vonatkozé k; és k; dllandokat. Majd ezen kapott
értékek felhasznéldsaval a vakcinacidval bdvitett rendszer k3 paraméterére szeretnék értéket ad-
ni, hogy ennek a megvélasztidsdval milyen kiilonbségéket tudunk elérni a rendszer megfert6zott

egyedszamat illetGen [19].

4.1. Modell leirasa

A (11) rendszert bovitjilk, mégpedig gy, hogy hozzavessziik azon egyedek halmazat, akik vé-
déoltds beadatdsdval immunitdst szereztek az adott évi influenza virus fertézése ellen. Ekkor a
gréf alak felirdsabol

S+15501

152 R (14)

(15)

A modell tobbek kozott nem veszi figyelembe, hogy attdl, hogy egy személy beadatta az adott
évi influenza elleni véddoltast, még van esélye a betegség elkapdsara illetve, hogy a populici6
bizonyos szazaléka immunis lehet a virusra és egy védGoltassal kialakitott immunizacié nem

rogton, hanem par hét milva alakul ki.
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4.2. Strukturalis identifikalhatésag

Az SIR modell k; és ky ratdjanak meghatdrozdsa elott sziikséges tudni, hogy ezen dllandok leg-
alabb elvben egyértelmtien meghatdrozhatéak. Ennek az informacionak a meghatdrozisahoz a
[12] cikk elméleti és gyakorlati dsszefoglal eredményei sziikségesek, amelyeket a 2.2-es alfe-
jezetben foglaltam 6ssze.

A szdmitéshoz sziikséges felirnunk a rendszert az (1) alakban, amely nem m4s mint

I'(t) =b1S()I(t) — bl (1) (16)

A célunk, hogy a (16) modellbdl az egyenletek differencidlasaval, osszeadasaval és szor-
zasdval olyan differencidlalgebrai kifejezést nyerjlink, amely csak a mért kimenetet (és annak
derivéltjait), illetve a modell paramétereit tartalmazza. Azaz a nem mért allapotvaltozét (S) eli-
mindlni szeretnénk az egyenletekbdl.

A (16) rendszer alapjan tudjuk, hogy
Y =biS(O)I(t) = bal (1). (17)
A (17)-be az I(t) = y helyettesitéssel kapjuk, hogy
Y =b1S(t)y —bay. (18)
Az (18) egyenletet derivdlva
Y ' =b1S'(t)y+b1S(1)y' — bay'. (19)

Az (18) osszefiiggés alapjan kifejezhetjiik S(¢)-t a

_ Y by
by

S(t)

forméban, melybdl tudjuk, hogy derivélja —(y' + byy)-ként irhat6 fel.
A kapott egyenlségeket a (19) differencidlegyenletbe helyettesitve, majd ezt rendezve fel

tudtam irni a kovetkezd kifejezést

Y’y —y? = —b1y'y* +bibayy*. (20)
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JOl lathatd, hogy a kifejezés jobb oldala linedris fiiggvénye a bi-nek, ill. a b;b, transzformélt
paraméternek. Emiatt ezek a paraméterek elvben linedris regresszidval is meghatdrozhat6k len-
nének az (20) egyenlet alapjan, ha a fertézott egyének idéfiiggvényének (v) elsé és masodik
derivéltjait megfeleld pontossdggal meg tudndnk hatarozni [12]. Mivel ez a mérések ritkasaga
és hibai miatt nem lehetséges, ezért a 2. fejezetben ismertetett derivaltmentes optimalizacids

algoritmusokat alkalmazzuk a paraméterbecslésre.

4.3. Paraméterbecslés

A ki és ky paraméterek kiszdmitdsdhoz a 2018/2019-es szezonra vonatkozdan felhaszndlhat6-
ak a megirt programban az ANTSZ heti bontdsiban kozzétett adatai, miszerint megtudhatjuk,
hogy 1 hét alatt hany influenzaszerli megbetegedéssel rendelkez6 ember fordult orvoshoz. A
honlap tartalma alapjan az is kideriil, hogy az id6szak alatt 718 396 f6 hasznalt fel influenza
elleni védboltast [19]. Az eljardsokkal célunk volt a mért értékek minél jobb kozelitése. Ha a
(11) differencidlegyenletrendszert alkalmazzuk a kédunkban és feltessziik, hogy a vakcinacié-
val ellatott személyek szdma mar 100 %-os védelmet kapott a virussal szemben, akkor ratdink a
kovetkezoképpen alakulnak a két, kordbban ismertetett, paraméterbecsld mddszer segitségével.
A Nelder-Mead algoritmust [18] hasznélva

k1 =0.8842
(21)
ko, =0.7174,
mig a Parallel Pattern Search médszerét [17] alkalmazva a
k1 = 0.6604
(22)
ko, =0.5416

eredményeket kapjuk. Az el6bbi sokkal gyorsabb futdsi id6t eredményezett az eredmények ki-
szamitdsdhoz. Mig a (21) kiszdmitott értékeket 244 iteracios lépésben kaptuk meg, addig a (22)-
hez 2487-re volt sziikségiink.
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Az eredményekhez 32 hét mérési adatait felhaszndlva jutunk, kezdeti értékekként

‘

k=
2 (23)

W=

ky =

és az elsd mérési adatot hasznéljuk. A populacié (jelen esetben Magyarorszag) egyedszamat
10 milli6 fében hatdrozzuk meg. Az oltdssal rendelkezOk szdmat pedig, mivel feltettiik, hogy
100 %-os védelmet szereztek, az R() halmazba soroljuk, igy annak a kezdeti értéke lesz.

Az 1 - 4. dbrdk alapjén lathatjuk, hogy az algoritmusok altal meghatédrozott ratdkkal hogyan
néz ki a populécié ardnyait nézve az S, I és R egymashoz viszonyulva egy adott id6pontban,
illetve, hogy mennyire illeszkedik jol a mért értékekre a modelliink. Az x tengelyen jeldljiik az
1d6 milasat napokban, mig az y tengelyen pedig a populacié normalt értékét lathatjuk.

Ez alapjan arra kovetkeztetek, hogy a Nelder-Mead algoritmus segitségével meghatiro-
zott paraméterek jobb illeszkedést mutatnak az influenza szezon azon adataira nézve, amelyek a
jarvanykiiszob hatdraként meghuzott érték felettiek. A tovabbi szdmitdsokat is ezekkel az ered-

ményekkel fogom végezni.
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1. dbra. A Nelder-Mead algoritmussal szamolt paraméterértékekkel torténd lefolydsa az influ-
enzanak

2. dbra. A Nelder-Mead algoritmus 4ltal kiszdmolt értékek alapjan a mért értékekre val¢ illesz-
kedés
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4. dbra. A Parallel Pattern Search algoritmus 4ltal kiszdmolt értékek alapjan a mért értékekre
vald illeszkedés

30



4.4. Szabalyozas

Az SIR-modellel lefrhat6 jarvanyterjedési modellek alap reprodukcids ritdja meghatdrozhaté az

ki
Ry=—
0= %
egyenlettel [2]. Amibdl kovetkezik, hogy az
k
Ry =-2(1-V). (24)
ko

A Nelder-Mead algoritmus segitségével kapott paraméterértékekkel rendelkezd influenzajarvany
esetében ezek alapjén
Ro = ki =1.1835.
k>
A jarvany kitorése abban az esetben 4ll fenn, ha (24) értéke 1-nél nagyobb. Ekkor igaz lesz, hogy
az immunis vagy oltott emberek ardny
oL
Ro
értékénél kisebb lesz, ami jelen esetiinkben 0.1551. Ezen érték felett egyaltalan nem fog fertd-
zottség kialakulni, alatt pedig a beoltott emberek ardnyatol fiiggéeny véltozik a jarvany lecsen-
gése [16].
Az ANTSZ honlapjarél megtudjuk, hogy a jarvanykiiszob értéke 149.3 becsiilt f6 100 000
fore nézve. Szeretnénk, ha a jarvany csak olyan méretii lenne, hogy ezen érték f61€ nem menne.
A 5. és 6. dbran lathaté szimuléciés eredményekhez az aldbb felsorolt adatok szerepeltek
az algoritmus kezdeti értékeiként. Feltettem, hogy kezdetben a fertézottek kezdeti értéke meg-
egyezik a paraméterbecslé mddszer dltal meghatarozott kezdeti értékkel, vagyis senki sem volt

immunis a populdciéban a virusra. Az els6 50 napban a vakcinaci6 fiiggvénye felirhat6 az

~0.1551

2
=0 (25)

f()

egyenlettel. A beoltott emberek szama tehat linedrisan novekedett és a vakcinacié hatasardl fel-

tételeztiik, hogy rogton érvényesiilt.
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5. Osszefoglalas, értékelés és tovabbi munka

Szakdolgozatomban bemutattam a jarvanyterjedési modellek matematikai szemmel valé megkd-
zelitését, azt hogy ezek miként frhat6ak fel differencidlegyenlet rendszerek segitségével. Ezen
rendszerek tulajdonsdgainak bemutatdsa utdn kideritettiik, hogy az ismeretlen egyiitthatok az
identifikdlhat6sdg mddszerének segitségével egyértelmiien meghatarozhatéak-e. Bar nem min-
dig van ezen réatdk pontos értékének kiszdmitdsara lehet6ségiink, de a mért adataink segitségé-
vel, kiilonb6zé paraméterbecsld algoritmusok és szamitégépes programok hasznélataval kozeli-
t6 becslést tudjunk nekik adni. Tobb metddust is érdemes kiprobélni, mert nem minden esetben
ugyanaz adja a legjobb eredményt. A rendszerek bdvitésekor szabalyozé bemeneteket is figye-
lembe lehet venni, amelyek meghatdrozasdval a kezdeti értékektdl fliggben mds lecsengésii lesz
egy influenzajarvany.

)

A szimuldciémban felirt vakcindcidval bovitett SIR-modellt még szdmos kiils6 tényezdvel
tudjuk béviteni, amelyek segithetik a val6sdg minél pontosabb leirasat. Ilyen lehet példaul a
vakcina hatéidejének figyelembevétele, vagy a vakcina 4ltal nydjtott védettség hatdkonységa,
illetve hany ember immunis mar a virusra a kezdeti allapotban.

Jovébeli terveim kozott szerepel a vakcinacios fiiggvény valdsaghtibbé tétele, mivel jelen-
leg a fiiggvény értéke linedrisan nd. Tovabbiakban, mivel egy influenza elleni védSoltas elballi-
tdsa koltséges eljards, ezért érdemes lehet a oltdsok szdmdnak sziikségességét olyan szempontok
szerint is figyelembe venni, hogy a vakcindk el6allitdsdnak ardt megadott koltséghatar keretein
beliil tartsuk és emellett megfelden kontrolldljuk a jarvanyterjedést. Erdemes lehet még a jové-

ben azt is megvizsgalni, hogy visszacsatoldssal torténé szabalyozassal lehetséges-e még id6ben

hatékony médon beavatkozni a jarvany lefolydséba.
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