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1. fejezet

Bevezetés

Mar altalanos iskolaban is hallhatunk olyan tételeket (pl. Pitagorasz), amelyet mar a gorogok
is ismertek. Ugy gondolom, hogy fontos megismerni, hogyan alakultak ki ezek a fogalmak.
Tobb szempontbdl is érdekes ez a téma, mivel a torténelem egy szelete a régi matematika,
masrészt mint matematikus lenyligdozz, hogy milyen régre visszanyulik a ma altalam is
hasznalt tételek, definiciok. A gorog matematika abbol a szempontbol is érdekes, mivel
geometriaval fejeztek ki olyan problémakat is, amelyet algebrai iton konnyebb. Az algebrai
tudasukat a mezopotamiaiaktol vették at.

A szakdolgozatomban olyan gordg matematikusokat mutatok be, akik mar az 6korban is
allitottak, illetve bizonyitottak azokat, ha nem is teljesen a mai hasznalt forméjaban.



2. fejezet

A tudas fennmaradasa

A gorogok papirusztekercsekre jegyezték fel a tudasukat, azonban ez egy id6 utan elrohadt.
Akkor mégis hogyan maradt fent? Nagy Sandor vitte be a gérog matematikat Egyiptomba,
ahol szarazabb a klima, igy ott fennmaradtak a tekercsek. A feltehetdleg legrégebbi
eredetiben fennmaradt gorog tudomanyos szoveget K.e. 300 koriilire teszik, amit egy mumia
mellett talaltak. Eredeti formdban maradt fenn, a szoveg a naptaszamitassal kapcsolatos

szOveget tartalmaz.
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1. éabra

Miutan Kr.u. 79-ben kitdrt a Vezuv, amely soran egy varosi konyvtarat is eltemetett a lava,
igy viszont konzervalta a dokumentumokat, amelyben utalasokat talaltak az Euklidész
Elemek cimi konyvére. Mivel az 6korban egy kdnyvet tobbszor lemasolhattak, igy
val6sziniileg ez azért maradt fenn. A masolni nem lehet hibatlanul, ezért a torténészek

feladata, hogy tudjak, mit mir6l masolhattak.



3. fejezet
Thalész (Kr.e. 624)

Thalész foglalkozott el6szor matematikaval, csillagaszattal. Magardl az életérdl nagyon kevés
informacid6 maradt fenn az utokornak. Platon és Arisztotelész utaltak ra, Proklosz az
Elemekhet irt kommentarokat, amelyben hivatkozik Thalészra, illetve még Eudémosz is, aki
Arisztotelész egykori mestere volt.

3.1 Thalész-tétel és megforditasa

Tétel: Ha egy kor atmérdjének két végpontjat 6sszekotjilk a kor barmely mas pontjaval,
akkor a kapott haromszog derékszogl. (A kor atmérdje a derékszogli haromszog atfogdja.)

Bizonyitas: Bizonyitdsdhoz az O kozépponti kor atmérdjére rajzolt megfelel6 ABC
haromszog A-nal 1évo szogét a-val, a B-nél levo szogét B-val jeloljiik.

Miutan behtizzuk az OC sugarat, akkor az AOC és COB haromszogek egyenld szartak. Igy a
C-nél 1évo szog o+p. Ebbdl kovetkezik, hogy o+ B + (o + B) = 180°, ami 2a+ 25 = 180°,
ebbdl kovetkezik, hogy a+  =90°

Tehat az ABC haromszog valoban derékszogii.

2. abra

A tétel megforditasa: A derékszogli haromszog koré irt kor kdzéppontja az atfogo
felezOpontja.



Bizonyitas: Tekintsiik az ABC derékszogli haromszoget, melynek atmérdje az AB oldal,
tehat ACB £ =90°. Tiikrozziik ezt a haromszoget az AB atfogo F felezési pontjara.C pont
tiikorképét jeloljik C’. Az igy kapott alakzat a kozéppontos tiikkrozés tulajdonsagai miatt
téglalap, tehat atloi felezik egymast. A téglalap F kozéppontja egyenld tavol van az ABC
haromszog mindharom cstcsatol, ezért ez az F pont éppen az ABC haromszog koré irt
korének a kozéppontja, AF=FB=FC a koré¢ irt kor sugara.

3. abra

3.2 Parhuzamos szelok tétele és megforditasa

Tétel: Ha egy adott sz6g szarait parhuzamos egyenesekkel metssziik, akkor az egyik szaron
keletkezett szakaszok hosszdnak ardnya egyenld a masik szdron keletkezett megfeleld
szakaszok hosszanak aranyaval.

A mellékelt dbra szerint;: AB:CD=A’B’:C’D’


https://matekarcok.hu/haromszog-oldalfelezo-merolegesei/

Bizonyitas: “AD:DB=T,.,:Typrs, Ugyanis a hadromszogek magassaga (m-mel jeldlve az
abran) megegyezik. Hasonloan AE:EC=T,;p\:Tpcp,. Viszont Tppp =Tgcp,, mert alapjuk
(IDE|) és magassaguk is megegyezik, tehdt T, p Tepea=Tapea:Tecpa €bbOl kovetkezden
AD:DB=AE:EC, amit bizonyitani kellett.”

5. 4abra

A tétel megforditasa: Ha két egyenes egy szOg szdraibol olyan szakaszokat metsz ki,
amelyeknek ardanya mindkét szaron egyenld, akkor az eredeti két egyenes parhuzamos.

Bizonyitas: “A bizonyitas indirekt:

Tegyiik fel, hogy |AD|:DB|=|AE|:|EC|, de DE nem parhuzamos BC-vel. Hizzuk tehat be azt
a h egyenest a B ponton keresztiil, ami parhuzamos DE-vel! Legyen h és f metszéspontja C'!
A péarhuzamossag miatt irjuk fel a parhuzamos szeldk tételét: |AD|:|DB|=|AE|:[EC’| A feltétel
osszevetve |AE|:|[EC|=|AE|:|[EC’|, tehat [EC|=|EC’|, vagyis C=C’, igy viszont a DEKBC, tehat a
tétel megforditasa is igaz.”

Tétel: Az egyenld szaru haromszog alapjan fekvd szogek egyenldek.

Tétel: A cstucsszogek egyenldek.

Tétel: Ha adott két haromszog, amelyeknek egy oldal €s a rajta fekvo két szoge egyenlo,
akkor a két haromszog is egyenld.



4. fejezet
Pitagorasz (Kr.e. 570)

Piithagorasz vallasi szektat alapitott, ahol a matematikai tanitds volt kozpontban. Két
csoportra lehetett szétvalasztani, az egyik csoport csak hallgattdk a tanitast, viszont a masik
fele egyiitt éltek, és szigoru szabalyokat kovettek, ilyen volt példaul az, hogy a tagoknak nem
szabadott hust enniiik.

Hipparosz a csoport egyik vezetdje irt egy konyvet, melyben a szekta Osszes tudasat
lejegyezte, igy megsziint ez a tarsasag.

4.1 Pitagorasz tétel

A Pitagorasz tétel talan a legismertebb tétel, hiszen mar altalanos iskoldban is sz6 esik rdla.
Magat a tételt mar régebben is ismerték, éldaul az egyiptomi Rhind-papiruszon szerepel egy
3; 4; 5 oldalt hdromszdg. A babildniai agyagtabla pitagoraszi szdmharmasokat tartalmaz.
Jelenlegi ismereteink szerint Pitagorasz bizonyitotta be eldszor ezt a tételt.

Tétel: A derékszogli haromszog befogok négyzetének az Osszege egyenld az atld
négyzetével. Tehat a>+b*=c%

A tétel bizonyitasa:

Vegyiink két négyzetet, amiknek oldalai a+b. a és b a derékszogii hdromszdg befogoi. Az igy
kapott négyzetek egyenldek. Az els6 négyzetbe irunk egy a és egy b oldalu négyzetet, és igy
kaptunk 4 darab, az eredeti haromszoggel egybevagd derékszogli haromszoget. A masik
négyzetben megtalalhatd ez a 4 darab, az eredeti haromszoggel egybevagd derékszogl
haromszog, amelynek atfogéja c. igy tehat a kozépsd PQRS sikidom minden oldala c.


https://matekarcok.hu/az-ogyiptomi-matematika/

6. abra

Be kell még latni, hogy a cstcsainal derékszog van. Mivel azonban az eredeti haromszdgben
a+B=90°, ezért ennek a sikidomnak minden szogére 180°-(a+f)=90°. Tehat a PQRS sikidom
négyzet terililete ¢®. Ha mindkét négyzetbdl elvessziik a 4 darab derékszogii hAromszoget, a
maradékok teriilete egyenld, azaz a*+b*=c?.

Megjegyzés: Nem csak természetes szamokra igaz a Pitagorasz tétel. Példaul 1,1,\2.

A tétel megforditasa: Ha egy haromszog két oldalara emelt négyzetek teriiletének 0sszege
egyenld a harmadik oldalra emelt négyzet teriiletével, akkor a haromszog derékszogu.

Bizonyitas: Legyen adott egy ABC haromszog, amelynek oldalaira teljesiil, hogy a*+b*=c?.
Be kell bizonyitani, hogy az ABC haromszog derékszogii.

B a C

7. abra 8. abra

Vegyilink most fel egy a és b befogdji derékszogli haromszdget. Ennek atfogdjat jeloljik
c-vel. Erre a haromszogre teljesiil a Pitagorasz-tétel, tehat a’+b’=c?.
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A két sszefliggés csak akkor lehet egyszerre igaz, ha ¢*=c’ . Ez viszont azt jelenti, hogy a
két haromszog egybevagd, tehat az eredeti ABC haromszog is derékszogii.

Tétel alkalmazasa:

1. Ha egy derékszogli haromszognek ismerjiik két oldalat, akkor a Pitagorasz tételt
felirva, megkapjuk a harmadik oldal hosszat.

2. Ha adott egy hiromszdg, és annak harom oldalai a,b,c, ahol ¢ oldal a legnagyobb,
akkor a Pitagorasz tételt felirva a kovetkezd tulajdonsagokat tudjuk meg:

i. Ha a*+b*>c?, akkor a haromszog hegyesszogii
ii. Ha a’tb’=c?, akkor a haromszog derékszogl
iii. Ha a’tb’<c?, akkor a haromszog tompaszogl

Az okorban a tétel kimondasa nélkiil is hoztak 1étre derékszogeket. Ez alapvetden fontos volt,
hiszen az épitkezéseken, butorok készitésében ¢s még sok mas esetben is hasznaltak ezt a
tudast. Az egyiptomiak 13 darab egyforma tavolsagban kotottek csomokat, és igy kaptak egy
3,4 és 5 részre osztott kotelet, amit a derékszog eldallitasara hasznaltak.

Feladat: Hany méter hosszu az a létra, amit a falhoz tdmasztva onnan 3 m-re van, és 4 m
magasra szeretnénk felfiiggeszteni a falon?

Megoldas: A fal és a fold 90°-os szoget zarnak be, igy a fal, fold és 1étra altal alkotott
haromszog derékszogli, ¢és a feladatban a 1étrat megfeleltethetjiik a haromszog atfogojaval,
igy 5 m hosszu a létra.

4.2 Osszemérhetetlenség

Az dsszemérhetetlenség fogalmat az 6korban hasznaltak, a mai neve irracionalis szamok.

Definicio: Adott két szakasz, egységnek valasztott szakaszra nézve dsszemérhetetlen, ha nem
mérhetd fel rajuk egész szamszor ugyanaz az egységnyi hosszlisagu szakasz. Két szakasz
pedig akkor dsszemérhetetlen, ha barmekkora szakaszt is egységnek vélasztva, minden ilyen
szakaszra nézve Osszemérhetetlenek.

4.2.1 Osszemérhetetlenség a geometriaban

Az euklideszi geometria szakaszaira altalaban nem igaz, hogy tetszdleges szakaszpar
hosszaranya kifejezhetd raciondlis szam formajaban.
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https://hu.wikipedia.org/wiki/Euklideszi_geometria

Bizonyitas:
1. Indirekt moédon
Tegyiik fel, hogy az arany racionalis.

Valasszuk az atfogd hosszat egységnyire. Ha az oldalhossz egységnyi, akkor a
Pitagorasz-tétel szerint az atfogd éppen a kettes szdm négyzetgyoke. Valoban, éppen ezt
mondja a Pitagorasz-tétel: az atfogok hosszanak négyzetdsszegét véve, ami jelen esetben
kettd megkapjuk az atfogd négyzetét; ebbdl négyzetgydkdt vonva az atfogd hossza adodik.
Marpedig a kettd négyzetgyoke nem raciondlis szam, nem fejezhetdé ki két egész szam
hanyadosaként. Ellentmondéshoz jutottunk.

2. Geometriai eszkdzokkel

A mellékelt abra egy egyenld szaru derékszogli haromszdget mutat, melynek atfogdjara és
befogdjara a bizonyitando allitassal ellentétben mégiscsak sikeriilt egy k6zos egységet a-szor
ill. b-szer pontosan felmérni. Legyen ez a felmért egység a lehetdé leghosszabb ilyen
felmérhetd egység. Most az atfogdra mérjiink fel a egységet. A maradék hossza b-a egység.
Az atfogora felmért a egység hosszu szakasz végpontjaba allitsunk egy merdlegest, amely
valahol metszi a vizszintes befogot. Eszrevehetjiik, hogy a piros, a kék és a zold szakaszok
egyenld, b-a egység hosszusaguak. A kapott kisebb haromszog €s az eredeti haromszog
hasonléak. A kisebb haromszog atfogdja 2a-b egység hosszlsagl, vagyis oldalaihoz is
megfelelonek latszik a hasznalt egység. A kisebb hdromszog méretét most aranyosan az
eredeti haromszog méretére ndvelve azt kapjuk, hogy a lehetd legnagyobbnak vélt kozos
egységbdl most kevesebb is elfér az oldalakon. Ez ellentmondas.
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https://hu.wikipedia.org/wiki/Pitagorasz-t%C3%A9tel
https://hu.wikipedia.org/wiki/Pitagorasz-t%C3%A9tel
https://hu.wikipedia.org/wiki/N%C3%A9gyzetgy%C3%B6k
https://hu.wikipedia.org/wiki/H%C3%A1romsz%C3%B6g

S. fejezet
Zénon (Kr.e. 460)

Z¢&n6n olyan paradoxonokat hozott 1étre, melyek a mozgas csak illuzio allitast tamasztjak ala.
Nyolc maradt fenn, viszont ezek kozil tobbet is mar az dkorban is megcafolhattak. A harom
leghiresebb paradoxonja a kdvetkezok:

1. Akhilleusz és a teknds paradoxonja
2. A fanak hajitott k6 paradoxonja
3. A nyilvveszd paradoxonja.

1. Akhilleusz versenyt akar fut egy tekndssel, mivel ugy gondolja, hogy sokkal gyorsabb
nala, igy 100 1ab elényt adott ellenfelének. Elindul a verseny, Akhilleusz par 1épéssel ott
terem, ahol a teknds kezdett, de ez 1d6 alatt a teknds is haladt egy keveset. Majd Akhilleusz
1ép még egyet, €s ott terem, ahol a teknds az eldbb volt, de a teknds addig megint megtett egy
kicsit. Tehat akarmilyen gyorsan halad Akhilleusz a teknds mindig elétte lesz. Zénon érvelése
azt mutatja be, hogy Akhilleusz barmilyen gyorsan halad, sohasem fogja legydzni, utolérni a
tekndst. Ma mar viszont tudjuk, hogy végtelen sok szam 0sszege is adhat véges eredményt.
Ennél a paradoxonndl, ha Osszeadjuk a végtelen sok iddszeletet, amit az egyes lépések
vesznek igénybe, akkor pont azt az idét kapjuk meg, amelyre Akhilleusznak van arra
szliksége, hogy utolérje a tekndst. Ha ennél tobb idét adunk, akkor meg is el6zi. Azonban ezt
a megoldast néhanyan megkérddjelezik, hiszen, ha végtelen sok iddszelet van, akkor az
Osszeadasuk is végtelen sokaig tart.

2. Ez a paradoxon az el6z6 valtozata. 8 labnyira allunk egy fatol, keziinkben egy kovel. A
kovet a fa felé hajitjuk. Ahhoz, hogy a ko elérje a fat meg kell tenni a koztiink, és a fa kozott
1év0 tavolsag felét, tehat 4 labnyit, ehhez valamennyi id6re van sziiksége. Ezutdn a maradék
négylab felét kell megtennie, vagyis tovabbi 2 ldbnyit. Ehhez ismét adott id6 kel. Ezutan
tovabbi egy, majd fél, majd negyed labnyit kell megtennie, és igy tovabb a végtelenségig.
Z€nodn emiatt gy gondolta, hogy a kd soha nem ér el a fahoz.

3. Képzeljiink el egy repiild nyilvessz6t. Barmely idOpillanatban a nyil a levegd ismert
pontjan tartézkodik. Ha ennek a pillanatnak nincs iddbeli kiterjedése, akkor a nyilnak nincs
ideje, hogy elmozduljon, tehat egy helyben van. Hasonld logikéaval belathatjuk azt is, hogy a
kovetkezé iddpillanatban is nyugalomban van, viszont mivel igy az Osszes iddpillanatra
igazolhatd, igy a nyilvesszd egyaltalan nem mozog, igy a mozgas csak illuzid. Pusztan azért,
mert egy kimerevitett iddpillanatban a nyilvesszd nem mozog, az még nem jelenti azt, hogy
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nem mozog. A kiilonboz6 idépontokban a nyilvesszd mindig mashol all, igy nem mondhatjuk
rad azt, hogy nem mozog.
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6. fejezet
Euklidesz (Kr.e. 300)

Euklidesz Kr.e. 300 koriil irta az Elemek cimti muivét. Tobb irasa is fennmaradt, viszont azok
nem teljesek vagy esetleg nem matematikéaval foglalkozott.

1do6s koraban Alexandriaba koltozott, ahol matematikat is tanitott.

6.1 Definicioi

“1. Pont az, aminek nincs része.

2. A vonal szélesség nélkiili hosszusag.

3. A vonal végei pontok.

4. Egyenes vonal az, amelyik a rajta levd pontokhoz viszonyitva egyenlden fekszik.
5. Feliilet az, aminek csak hosszlisaga és szélessége van.

6. A feliilet végei vonalak.

7. Sikfeliilet az, amelyik a rajta levd egyenesekhez viszonyitva egyenlden fekszik.

8. A sikszog két olyan egysikbeli vonal egymashoz valo hajlasa, amelyek metszik egymast,
¢s nem fekszenek egy egyenesen.

9. Ha a szoget kozrefogo vonalak egyenesek, egyenes vonaliinak nevezziik a szdget.

10. Ha egy egyenesre egyenest allitunk ugy, hogy egyenld mellékszogek keletkeznek, akkor a
két egyenld szog derékszog, és az allo egyenest merdlegesnek mondjuk arra, amelyen all.

11. Tompaszdg az, amelyik nagyobb a derékszognél.
12. Hegyesszog, amelyik kisebb a derékszdgnél.

13. Hatar az, ami vége valaminek.
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14. Alakzat az, amit egy vagy tobb hatar vesz kortil.

15. A kor sikbeli alakzat, amelyet egy vonal vesz koriil ugy, hogy az e vonal és egy, az
alakzat belsejében fekvi pont koz¢ es6 szakaszok egyenlok egymassal.

16. Ezt a pontot a kor kozéppontjanak nevezziik.

17. A kornek atmérdje barmely, a kézépponton athalado egyenes vonal, amely mindkét oldalt
a kor keriiletén végzddik. Az ilyen egyenes félbevagja a kort.

18. A félkor olyan alakzat, amelyet egy atmérd €s az altala kimetszett koriv vesz koriil.

19. Egyenes vonali alakzatok (azaz sokszdgek) azok, amelyeket egyenes vonalak vesznek
koriil, haromoldaluak, amelyeket harom, négyoldaltiak, amelyeket négy, sokoldaluak pedig,
amelyeket négynél tobb egyenes vesz koriil.

20. A héaromoldalu alakzatok koziil egyenli oldali hdromszog az, amelynek harom egyenli
oldala van, egyenli szarti, amelynek csak két egyenli oldala van, ferde pedig, amelynek harom
nem egyenli oldala van.

21. Tovabba a haromoldalti alakzatok koziil derékszogli haromszég az, amelynek van
derékszoge, tompaszdgd, amelynek van tompaszoge, hegyesszogli pedig, amelynek harom
hegyesszdge van.

22. A négyoldalu alakzatok koziil négyzet az, amelyik egyenli oldalu és derékszogi, téglalap,
amelyik derékszogli, de nem egyenli oldalu, rombusz, amelyik egyenl oldall, de nem
derékszogl, romboid, amelynek a szemkozti oldalai és szdgei egyenlik egymassal, de sem
nem egyenli oldalt, sem nem derékszdgi. A tobbi négyoldali neve legyen trapéz.

23. Parhuzamosak azok az egyenesek, amelyek ugyanabban a sikban vannak és mindkét
oldalt végteleniil meghosszabbitva egyiken sem taldlkoznak.”

Tétel: A haromszog szogfelezdi egy pontban metszik egymast.
Definicio: Két sikbeli egyenes parhuzamos, ha nem metszik egymast.

Megjegyzés: Héany sokszog szerkeszthetdé meg euklideszi modon? Példaul a szabalyos
haromszog, négyszog, 6tszog, hatszog, de a szabalyos hétszoget nem (Gauss).
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Megjegyzés: Minden szdget elharmadolhatunk? Nem, példaul a 90°-ot igen, de a 60°-ot nem
(Gauss).

Tétel: Végtelen sok primszadm van.
Bizonyitas: Indirekt médon

Tegyiik fel, hogy véges sok prim van. p,, p,.....p,. 0 a primszamok szorzata +1. gy n nem
oszthatd a véges sok primek egyikével sem, tehat vagy 0j prim szam, vagy van egy ujabb
primosztd. Tehat ellentmonddsra jutottunk, a tétel igaz.

6.2 Euklideszi algoritmus

Az algoritmus egy szamelméleti algoritmus, amellyel két szam legnagyobb kozds osztoja
hatarozhaté meg. Eukleidész az elemekben irta le. Ez az egyik legrégebbi algoritmus.

Alapétlete az, hogy a legnagyobb k6zos 0szté nem valtozik, ha a nagyobb szdmot a két szam
kiilonbségével helyettesitjiik. Példaul 60 és 15 legnagyobb kozds osztéja 15, amely
legnagyobb kozos osztdja 15-nek és a 45-nek. Ez a helyettesités csokkenti a nagyobb szamot,
igy a cserék ismétlésével egyre kisebb szamokat kapunk, mig a két szam egyenlé nem lesz.
Az eredeti szampar legnagyobb kozos osztdja. Ha az algoritmust visszafelé kezdjiik el, akkor
talalunk két egész tényez6t, amelyeket felhaszndlva a legnagyobb kozds osztd kifejezhetd a
két eredeti szam linearis kombinacidjaként.

Az algoritmusnak van egy gyorsabb valtozata is, amely a kivonasok helyett maradékos
osztast hasznal. Hiszen az algoritmus egyik hibaja, hogy ha az egyik szam sokkal nagyobb,
mint a masik, akkor tobb Iépést kell megtenni. Viszont a maradékos osztast egy lépésben
elvégezhetjiikk. Az algoritmus abban az esetben ér véget, amikor a maradék nulla. igy a
legnagyobb kozos 0sztod éppen a kisebb szam. A 20. szazadban tovabbi optimalizaltak.

6.2.1 Az algoritmus leirasa

Az euklideszi algoritmus egymast kovetd 1épései az el6z6 1€pés eredményébdl indulnak ki. A
1épéseket a k index szdmolja nullatol kezdédden. A kezddlépés a k = 0, a kdvetkezd 1épés a k
= 1 indexet hasznalja, és igy tovabb.

Minden 1épés az r,_, és r,_, maradékokat hasznalja. A maradékok folyamatosan csokkennek,

azért r,_, kisebb, mint r,_,. A cél az, hogy talaljunk egy ¢, hanyadost és egy r, maradékot,
amellyel az
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o=l Ty
egyenldség teljesiil.

A kezd6 lépésben az r,_, és r,_, szdmok a kiindulasi szdmok. A kovetkezd 1épésben a kisebb
kezddszam és a nulladik lépésben kapott r, maradékot hasznalja, és igy tovabb. Igy az
algoritmus felirhaté mint az

a=qbtr,
b=q,r,*r,
I,=q,r, T,

I =q,r, 1T,

egyenldségek sorozata.

Tétel: Ha a kisebb szam az a, akkor az elsé 1épésben az algoritmus felcseréli a szamokat. Az
r, maradék mindig kisebb lesz, mint az el6z6 r,_, maradék minden k& > 0. Mivel a maradékok
minden [épésben csokkennek, és nem negativok, igy egy 1d0 utan lesz egy maradék, ami r, =
0. Az utolsé nem nulla maradék lesz a legnagyobb kozds 0sztd. Az n nem lehet végtelen,
mert csak véges sok egész van a nulla és az els6 r, maradék kozott.

Bizonyitas: “Az algoritmus érvényessége két 1épésben bizonyithato.

Els6 1épésként lassuk be, hogy az algoritmus véges sok 1épés utan véget ér. Ennek fOleg
gyakorlati szempontok miatt van szerepe. Mivel az euklideszi osztds sordn a maradék kisebb,
mint az osztd abszolut értéke, a maradékok szigortan monoton csékkend sorozatot alkotnak a
természetes szdmok halmazaban, igy a sorozat utolsd tagja biztosan nulla, mivel két
kiilonbozd természetes szam kiilonbsége nem lehet kisebb 1-nél (természetesen az abszolut
értékét tekintve):

b|>1r,>1,>1,>...>1,>=0

A kovetkez6 1€pés, hogy bebizonyitjuk: az utolsé maradék kozos osztd. Ehhez alulrdl felfelé
haladunk az eljarasban:
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I.n- 1 :ann
I.n-2:qr1-1 rn-1+rn:(qn-lqn+l)rn

U FP VP

Mivel r, osztdja r,,-nek és r, ,-nek is, ezért linedris kombinacidjuknak is. Az eljarast
vegigkovetve kapjuk, hogy r |a ésr,|b.

Végiil bizonyitjuk a maximalitdst. Ennek soran kihasznéljuk azt a tényt, hogy a kdzds osztok
egy szigoruan monoton ndvekvl természetes szamsort alkotnak, amelynek fels¢ hatara
min(a,b), valamint, hogy a lanc minden tagja osztoja az utdna kovetkezének. Tegyiik fel,
hogy a legnagyobb k6zos oszt6 x. Ekkor, mivel rn 1s k6zos oszt6 rn|x. Viszont, mivel a kdzos
o0sztok osztoi a két szam linedris kombinacidinak is, igy a lanc elemeire felirva kapjuk:

x|r,=a-q,b
x[r,;=b-q,r,

X[1,=T-qsr,

X| I.nzrn-2 g

Mivel a feltételiink az volt, hogy rn osztdja x-nek, ezért az oszthatdsag definicioja x=r,.”
6.2.2A lépések szama

Két természetes szam, a €s b legnagyobb kozds osztdjanak kiszamitdsahoz sziikséges 1épések
szamat T(a, b) jeloli. Ha a és b legnagyobb kozos osztoja h, akkor a = mh, b = nh, és az n és
m természetes szamok relativ primek. Ekkor

T(a, b) = T(m, n)

ami belathatd, ha az algoritmusban mindeniitt végigosztunk A-val.

Az euklideszi algoritmus rekurziv természete miatt T(a, b) =1 + T(b, r,) =2 + T(r, r) = ...
=n+T(r,_, r,,) =n+ 1,ahonnan T(x, 0) = 0.
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6.2.3 Alkalmazasai

Az algoritmusnak szamos alkalmazasa van. A tortek egyszeriisitése mellett a modularis
aritmetika osztds miiveletének megvalositdsaban is szerepel. Ehhez az ax = ¢ mod b
kongruencidt kell megoldani. Alkalmas lanctortbe fejtéshez ¢€s irraciondlis szamok
kozelitésehez. Végiil, de nem utolsdsorban szamelméleti tételek bizonyitasanak is hasznos
segédeszkoze.

6.3 Irracionalis szam
Allitas: A V2 irracionalis szam
Bizonyitas: Indirekt

Tételezziik fel, hogy \2 racionalis, azaz \/2=a.‘b, ahol a, b egész szamok, és b nem 0. Azt is
feltételezziik, hogy (a,b)=1, azaz egymashoz képest relativ primek, azaz a tért tovabb nem
egyszertisithetd. V2=a:b egyenléség mindkét oldalat négyzetre emelve 2=a’:b’ Az
egyenléséget b’-tel szorozva 2b°=a’. Tehat a’ oszthatd 2-vel, azaz paros szam, igy a=2c, igy
a’=4c’. Ebbdl: 2b°=4c?, azaz b’=c’. Azaz b’ is paros szam lenne, ami nem lehetséges, hiszen
feltételeztiik, hogy a és b relativ primek. Ellentmondasra jutottunk. Tehat V2 irracionalis
szam.
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7. fejezet
Arkhimédeész (Kr.e. 287)

Bebizonyitotta, hogy a kor kertiletének és atmérdjének ardnya ugyanannyi, mint teriiletének
¢s sugara négyzetének az ardnya. Ezt nem hivta n-nek, de adott rd egy olyan becslést, ami
értekét 3 + 10/71 (kb. 3,1408) és 3 + 1/7 (kb. 3,1429) kozé teszi. A felsd hatarként megadott
22/7-et még a kozépkorban is altalanosan hasznaltak m kozelitd értékeként. Bebizonyitotta,
hogy a gomb felszine megegyezik a koré irt hengerpalast teriiletével, és a térfogata a koré irt
henger térfogatanak 2/3 része. Egy masik nevezetes tétele szerint az egyenld oldalu henger, a
beleirhatd gdmb és a hengerbe irhato kup térfogatainak ardnya 3 : 2 : 1.

D OC

10. abra
7.1 Arkhimédészi testek

13 arkhimédészi test van. Altalaban csticsalakzataikkal adjuk meg Sket. Azokkal a szabalyos
sokszogekkel, amik taldlkoznak egy cstcsukban.
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A test neve Attetsz Lapok Elek Csucsok Gombi
abraja szimmetriacsoportok
listaja
Csonkitott 8 18 12 T,
tetraéder (3.6.6)
Kuboktaéder(3.4. 14 24 12 O,
3.4)
Csonkitott kocka 14 36 24 O,
vagy  csonkitott
hexaéder (3.8.8)
Csonkitott 14 36 24 0,
oktaéder (4.6.6)
Rombikuboktaéd 26 48 24 0,
er vagy Kkis
rombikuboktaéde
r(3.4.4.4)
Csonkitott 26 72 48 O,
kuboktaéder
(4.6.8)
Pisze kocka 38 60 24 @)
(3.3.3.3.4)
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Ikozidodeka
éder
(3.5.3.5)

32

60

30

Csonkitott
dodekaéder
(3.10.10)

32

90

60

Csonkitott
ikozaéder
(5.6.6)

32

90

60

Rombikozid
odekaéder
(3.4.5.4)

62

120

60

Csonkitott
ikozidodekaé
der (4.6.10)

62

180

120

Pisze
dodekaéder
(3.3.3.3.5)

92

150

60
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8. fejezet
Apolloniusz (Kr.e. 262)

8.1 Apolloniusz-kor

Az Apolloniusz-kor azoknak a pontoknak a mértani helye a sikban, amelyeknek két adott
ponttdl mért tdvolsdgainak ardnya adott 1-nél nagyobb pozitiv szam.

11. abra

Definiciéo: Az A és B ponthoz és a A szamhoz tartozd Apolloniusz-kor azon P pontok
halmaza, amelyekre PA/PB=A\.

Tétel: A pontok kort alkotnak.

Bizonyitas: “Legyen P egy olyan pont, amely nincs rajta AB egyenesén, és amelyre
PA/PB=\. Feltehetjiik, hogy PA>PB (ekkor A >1). PAB haromszégnek P-bol induld belsé
szogfelezdje az AB oldalt egy C pontban metszi, kiilsé szogfelezéje pedig A>1 miatt AB-nek
B-bdl indulé meghosszabbitasat metszi D-ben.

Segédtétel:
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Ha egy haromszog egyik oldaldnak az egyenesét a szemkozti csucsbdl indulo (belsé vagy
kiils0) szogfelezovel metssziik, akkor a metszéspontnak az oldal végpontjaitél mért
tavolsagai gy aranylanak egymdashoz, mint a szemkozti csiicsbol ehhez a végpontokhoz
vezetd oldalak.Emiatt C és D a keresett mértani helyhez tartozik.

Be kell latni, hogy a mértani helyek minden P pontja ugyanezen a kordén van, ehhez elég
megmutatni, hogy az AB egyenesen pontjai koziil csak C és D tartozik a mértani helyhez. A
szogfelezok merdlegesek egymasra, ezért P a CD tavolsag Thalész-korén van. A>1 miatt elég,
hogy sem az AB szakaszon, sem a BD félegyenesen nincs mas, a mértani helyhez tartozo
pont. Ha C az AB tavolsagon B fel¢ mozog, akkor az AC:CB arany n6. Ha D a BD
félegyenesen B-bol kiindulva mozog, akkor a AD:DB arany csokken, ugyanez a helyzet, ha
D tavolodik B-t6l. Mas szdval C és D helyzete egyértelmiien meghatarozott, vagyis a keresett
mértani hely minden pontja a CD szakasz Thalész-korén van.

Be kell bizonyitani, hogy ennek a kérnek minden pontja a mértani helyhez tartozik. Legyen P
a kornek egy tovabbi pontja. Elég belatni, hogy PC és PD a PAB haromszog szdgfelezoi,
ekkor PA:PB=CA:CB=A. Ehhez indirekt tegyiik fel, hogy PAB haromszog szdgfelez6i PC*
¢s PD*, ami nem azonos a PC ¢s PD egyenesekkel. C és D valasztasa miatt AC:CB=AD:DB
¢s AC*:.CB*=AD*:D*B. 1) miatt ez csak ugy lehet, ha vagy CD tartalmazza C*D*
tavolsdgot, vagy forditva. Ekkor viszont CPD szdg és C*PD* szog kozil az egyik
tartalmazza a masikat. Ezzel ellentmondashoz jutottunk, mivel mindkét szog derékszog.
Tehat PC, PD szogfelezok, ekkor CD Thalész-korének minden pontja a mértani helyhez
tartozik.”
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