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Koszonetnyilvanitas

El6szor is szeretnék koszonetet mondani témavezetGmnek, Fialowski Aliznak, a téma el-
vallalasaért, az iras alatt kitarto tiirelméért és hogy lelkesedésével motivalt a szakdolgozat
elkészitésében. Tovabba szeretném megkoszonni Kiss Emilnek, Frenkel Péternek és Szényi
Tamasnak, hogy egyetemi éveim soran hozzaértésiikkel és segitGkészségiikkel megismertet-
ték és megszerettették velem az algebra és a kodelmélet teriiletét, valamint Kimle Maria-
nak, hogy gimnazium alatt segitett kivalasztani ezt a palyat. Végiil szeretnék koszonetet

mondani csalddomnak, akik mindvégig tAmogattak a tanulmanyaim soran.
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Bevezetés

Digitalis adatatvitel esetén kodolnunk kell az iizenetet, hogy eljuthasson a felad6tol a
cimzetthez, a csatornan keresztiil. Ilyenkor mit értiink a kodolas sz6 alatt? Milyen felada-
tot 1at el kodolas? Csak egy feladatra alkalmas, esetleg tobb fajtaja létezik, kiilonb6zd
problémékra? Mennyire tudja jol ellatni a feladatat, milyen korlatok kézé van szoritva?
Milyen matematikai elméleten alapul? Milyen alkalmazasai vannak? Szakdolgozatomban
ezekre a kérdésekre probalok valaszt adni.

El6szor is fontos megkiilénboztetni a kodolasokat feladatuk alapjan. A kriptografia
feladata az lizenet titkositasa, a forraskodolds az iizenet tomoritésére hasznélhato, a hi-
bajavito kodolés pedig, amirél ez a szakdolgozat szol, a zajos csatornan athaladd adatok
rekonstrualasaval foglalkozik.

Az els§ fejezet kicsit részletesebben foglalja 0ssze az tizenet fentebb emlitett utjat, és
a kiilonféle kodolési eljarasok alkalmazéasat. Tovabba egy minimalis valoszintiségszamitasi
és informécidelméleti bevezetéssel egy egyszerii modellt vezet be a csatorna viselkedésére,
aminek komolyabb vizsgélata egy egész szakdolgozatot megtolthetne. A masodik fejezet
az elméleti hatteret gytjti Ossze az algebra teriiletérsl. A késébbiekben bevezetésre ke-
riil kodok viselkedése a véges testeken és vektortereken alapszik, ezért ezek kapjak a f6
hangsilyt, a csoportelméleti alapokrol épitkezve. A harmadik fejezet a hibajavité kodok
egy konkrét fajtajaval, a linedris blokk-kodokkal foglalkozik. Ezek a kédok a masodik
fejezetben ismertetett algebrai fogalmakon alapulnak. Konnyid veliikk szdmolni, a tudo-
manyag kialakulasanak kezdete 6ta ismertek, és maig hasznalhatok, amik miatt érdemes
veliik foglalkozni. Ez a fejezet a kodok ,josagaval” is foglalkozik, néhany fontos korlat
bevezetésével. A negyedik fejezet egy még konkrétabb kédcesaladdal, a ciklikus kodokkal
foglalkozik, ami egy specialis esete a lineéris blokk-kédoknak. Ebben a fejezetben beveze-
tésre keriil a szamitoégépek hasznalata a kodolés folyamataban, amire egy konkrét példat
is adok a fiiggelékben.

A hibajavit6 kodoléast felhasznaljak tobbek kozt a miholdas televizibadasok sugarza-
sakor, telefonos beszélgetések alkalmaval, tirkutatdsban az iizenet hosszi 1utja alatt az
informaci6 megévasa érdekében, és fizikai adathordozok, példaul CD-k lejatszasakor is.
Mar ez a néhany példa is mutatja, hogy a hibajavito kodolas, vagy algebrai kédelmélet

egy relevins alkalmazéasa a matematikanak.



1. fejezet
Informacidelméleti alapfogalmak

Ebben a fejezetben elGszor alapvetd informécidelméleti definicidkat ismertetek, majd ezek
segitségével végighaladok az informacio utjan egy altalanos abran, bemutatva az egyes
lépéseit, és a szakdolgozatomat elhelyezve ebben a folyamatban.

Forrasként a [1], a [2], a [3] és a [11] eredményeire tamaszkodtam.

1.1. Informaci6é, mint fizikai mennyiség

Az 1940-es években Claud E. Shannon bevezette az informéci6 fogalmét, mint az iizenet
szamszer(isithets tulajdonsagat, egy fizikai mennyiséget, ami mérhetd, atalakithato, tarol-
hato. Ebben a megkozelitésben az informéciot pusztan szintaktikai szempontbol (struk-
tira) vizsgaljuk, nem pedig szemantikaibol (jelentés). Definialjuk az informaciot, és mas

hozz4a kapcsolodo fontos fogalmakat.

1.1.1. Definicié. Egy E; eseményhez kapcsolodo informdcio a kovetkezd:
1
Info(i) = logs (—) (1.1)
p

i
ahol p; az E; bekovetkeztének valoszintisége.
1.1.2. Kovetkezmény. Minél kisebb egy adott esemény bekovetkezésének valoszintisége,

annal nagyobb informéciot hordoz magaban. Ha egy esemény bekovetkezése biztos (FE;

esetén p; = 1) akkor E; nem hordoz informéaciot (logs1 = 0).

1.1.3. Kovetkezmény. Ha két esemény fiiggetlen, az informaéaci6 zart az 6sszeadasra, azaz
Info(1,2) = Info(1)+ Info(2). Mi ezt az esetet feltételezziik, az egyszeriibb szamolasok

érdekében.



1.1.4. Definici6é. Informdcids forrasnak nevezziik egy forrasabécé és egy valdsziniiségi
eloszlas kettdsét, példaul az {ay, ..., a,} halmazt és a P(ay),..., P(a,) szdmokat, amikre
teljesiil, hogy > ", P(a;) =16és 0 < P(a;) < 1.

Jelolése: S

Ezt, a késGbbi szamolasokra valo tekintettel diszkrét, nulla-memorias informacios for-
rasnak nevezhetjiik. Diszkrét, mert az abécé halmaza véges sok elembdl all, és nulla-
memorids, mert feltételezziik, hogy a szimbolumok egymastol fiiggetleniil veszik fel érteé-
kiiket.

Az egyes események bekovetkeztének informéacidtartalméat mar definidltuk, most vizs-
galjuk azt, ha ezek az események a diszkrét, nulla-memorids informéacios forrasnak a ki-
menetelei. Ekkor egy informécios forras alapvetd tulajdonsaga a szimboélumonkéni atlagos

informéaciotartalom, azaz az entréopia.

1.1.5. Definici6. Egy py, ..., p, valoszintiséggel el6fordulo szimbolumokkal rendelkezé S

informacios forras entropidjan a kovetkezd szamot értjiik:

H(S) = Zpi -logs (%) = - Zpi -loga(pi) (1.2)

1.1.6. Megjegyzés. A logaritmus alapja tetszGlegesen véalaszthato, kettes alap esetén az

informéacié mértékegységét bitnek nevezziik.

1.1.7. Megjegyzés. A bit, amit informdacié mérésére hasznélunk, kiilonbozik attol a

bittél, amivel a szamitogépes tarhelyt jellemezziik.

Most pedig lassunk be egy tételt, aminek az eredményét hibajavit6 kodolésok elGtt

mindig felhasznaljuk.

1.1.8. Tétel. I. A minimdlis entrépia a H(S) = 0 bit, és ez pontosan azokndl az S
forrdasokndl teljesiil, amelyek tartalmaznak olyan szimbdlumot, melynek bekdvetkezési va-
[0szinidsége 1.

II. A mazimdlis entrépia egy n szimbdlumbdl dllé S forrds esetében H(S) = logs(n)
bit, és ez pontosan azokndl az S forrdsokndl teljesiil, amelyeknek minden szimbolumuk

ugyanakkora valdszindséqggel fordul eld, azaz p; = % minden i eseteén.

1 1
pi pi
nemnegativak, ugyanis 1.1.4 definici6 alapjan 0 < p; < 1, vagyis 1 < ]}. Tehat H(S) > 0,

Bizonyitas. 1. Az (1.2) egyenlet szerint H(S) = Y"1 | p;i-logs ( ), ahol p; és logs ( ) is
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és H(S) = 0 akkor, ha minden i esetén logy (p%) = 0 (ami p; = 1 esetén torténik meg),
vagy ha p; = 0. Ez a 1.1.4 definici6 alapjan csak akkor torténhet meg, ha valamelyik
szimbo6lum el6fordulasanak valoszintisége 1, az Gsszes tobbié pedig 0.

II. Ha minden szimbo6lum ugyanakkora valoszintiséggel kévetkezik be, azaz minden i

esetén p; = %, akkor
n

1
H(S) = —-1 =1 1.3
(8)= 2 5 - fogan = loga(w (13)
bit. Hogy belathassuk, hogy ez a maximalis érték, felhasznaljuk a kévetkezd egyenlGtlen-
séget:

In(x) < x — 1 ahol egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha x = 1 (1.4)

Kiszamoljuk egy tetszéleges S forras entropiajanak, és logs(n)-nek a kiilonbségét:

H(S) —loga(n) = sz‘ -loga (%) - sz‘ - loga(n)

i

VAN
:5‘
= —~
2
I'M: [
=
7 N\
=
—_
N
|
—_
N———

n 1 n
ity (h-2o)
1
=~ D=0

Tehat H(S) < logs(n), és akkor teljesiil az egyenlGség, ha z# =1, azaz p; = % mindn ¢
esetén. [

Mivel a maximalis entropia, azaz a maximaélis informécio logs(n), ez azt jelenti, hogy
ha kevesebb informéciot tartalmaz a forras, akkor az kevesebb szimbolum segitségével is

dbrazolhato.

1.1.9. Definicié. A forras redundancidjdt a kivetkezé képlet hatarozza meg:
Redundancia = loga(n) — H(S)

Ebbél a definiciobol koévetkezik, hogy nem érdemes minden forrast logy(n) bit segitsé-

gével abrazolni, annal kevesebb is elég lehet. Ezzel eljutottunk a tomoritéshez, mint egy
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. Opcionélis ! i A két lépés 6sszemoshatdo |
forrasko- T i /| csatorna . |
-—' = titkosirds L moduléci6 [—
dolas | -+ |__kddolo 1
forraskoédolasi kapacitas,
tétel, arany csatorna csatorna
torzitasi tétel koédolasi tétel
forrasde- titkosiras 3 csatorna ; "
-<7 ‘ kiegyenlit6
kodolés feloldasa |!

| dekodolo |

1.1. 4bra. Az iizenet ttja

fontos kodolasi folyamathoz, ami megel6zi a hibajavité kodoléast, és el6késziti az iizene-
tet. Ebben a szakdolgozatban ezzel a modszerrel nem fogok részletesebben foglalkozni, az
eddigi bemutatasanak az volt a szerepe, hogy lathassuk mi az az ilizenet, honnan indul,
és hogyan jut el abba az allapotba, amikor a hibajavité kédolas elkezd6dhet. Az iizenet
egy altalanos folyamataval a kdvetkez6 szakaszban foglalkozom még, egy teljesebb kép

kedvéért.

1.2. Az iizenet 1tja

Azért, hogy az {izenet eljuthasson a feladétol a cimzetthez, sziikség van a csatorndra, ami
az a konkrét fizikai eszkoz, amelynek segitségével a kommunikalt jelzések és iizenetek el-
jutnak a cimzetthez. Miel6tt ezt megtenné, tobb lépésben, tébbféle kodolasi eljarason esik
at. Fontos kiemelni, hogy ezek a lépések mind més funkcidval rendelkeznek, és masfajta
problémék elkeriilésére teszik alkalmassa az {izenetet. Végiil, mielGtt az lizenet eljutna a
cimzetthez, atesik a megfelel6 dekddolési eljarasokon.

Az 1.1. abra ezt a folyamatot szemlélteti.



Az egyes lépések bizonyos miértjei megvalaszolasa érdekében kimondasra keriil néhany
tétel, &m ezeket nem bizonyitom, mert nem kapcsolédnak szorosan a szakdolgozatom

témajahoz.

Forras

Az adat, amit kommunikalni szeretnénk, digitalis formaban reprezentalva. Informacioel-
méleti szempontbol véletlen szamok folyamjaként kezeljiik, amit egy valoszintiségi eloszlas

hataroz meg. Minden forrds mérhetd informaciomennyiséggel rendelkezik.

Forraskodolas

P

ra hasznalt bitek szama meghaladhatja a valodi informécié tarolasdhoz sziikséges bitek
szamat, amit az entropia segitségével szamolhatunk ki. A tomorités elvégezhetd informa-
cioveszteség nélkiil, ezt a forraskodolasi tétel biztositja. A 1.1.8 tételben belattuk, hogy
egy bit akkor rendelkezik a legnagyobb informacioétartalommal, ha a kiillonb6z6 kimene-
telek egyforma valoszintiséggel kovetkeznek be. Ez azért lesz fontos a kés6bbiekben, mert
ez alapjan altaldban feltehets, hogy a hibajavité kodolas kdzben a kiilonb6zé szimbo-
lumok ugyanakkora valoszintiséggel fordulnak els. Egy példa a veszteség nélkiili binaris

forraskodolasra a Huffman kod.

Titkosiras

Elrejti, vagy Osszekeveri az informaciot, hogy jogosultsag nélkiili személyek ne tudjak ki-
nyerni azt az lizenetb6l. Magéhoz az ilizenet sikeres atjuttatasdhoz a forrasbol a nyelGbe
nincs koze, azaz ebbdl a szempontbdl ez a 1épés elhagyhato. Ez a fajta kodolas alapjai-
ban kiilonbozik a hibajavité kddolastol, ezért a szakdolgozatomban nem foglalkozom vele

részletesebben.

Csatorna kodolo

Redundans informaciot ad az lizenethez, hogy annak segitségével a csatornaban bekovetke-
z6 hibékat ki tudja javitani. Ennek érdekében az itt hozzaadott redundancia (a forrasban
levgvel ellentétben) erre a célra alkalmas strukttraval rendelkezik. A hozzavett redun-

dans bitek miatt az output hosszabb, mint az input. Altalaban k hosszi szimbolumokat
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fogad be, és n hosszi szimbolumokat ad ki. Ennek alapjan definidlhatd a kod aranya:
R = k/n. A hibajavité kodolas ebben a lépésben, és ennek a dekodolasaban zajlik, ezért

a szakdolgozatom is erre a két 1épésre fokuszal.

Modulacié

A szimbolum szekvencidkat jellé alakitja, ami alkalmas a csatornan val6 athaladéasra. A
csatornatol fiiggen kiilonféle feltételeknek kellhet megfelelnie ezeknek a jeleknek (pl.:
meghatéarozott frekvencia). Ez a lépés elvégezhetd egyszerre a csatorna kodolassal, ekkor

a lépés neve: kodolt modulacio.

Csatorna

Az a kozvetit§, amin az informaci6é athalad. Egyszerd példak a telefonvonalak, az inter-
netkabelek, mobiltelefon csatornak, de ide tartoznak a DVD-k, CD-k is, ahol nem azon-
nali az informécié atvitele. Amig a jel athalad ezeken a kozvetité kozegeken, sériilhet,
példaul eltolodhat, tavolsdg miatt csillapodhat, bizonyos részei elveszhetnek, mas jellel
interferdlhat. DVD-k esetén probléma lehet a karcolodas, és az ujjlenyomatok. Ezeket a
problémakat egyiittesen zajnak nevezziik. A zaj problémajanak megoldasa a hibajavito
kodolas feladata. A lehetséges hibdk bekovetkeztének felmérésére, a csatorndk tanulma-
nyozésara kiilonféle matematikai modellek késziiltek, amik megprobaljak jol abrézolni az
egyes csatornak sajatossagait, de kell6en absztraktak, hogy egyszeriien lehessen veliik sza-
molni. Néhany egyszeriibb modell példaul a BSC (binary symmetric channel) csatorna,
az AWGN (additive white Gaussian noise) csatorna. Mivel a bonyolultabb modellek gyak-
ran ezeken alapulnak, az egységesség és egyszeriiség kedvéért ebben a szakdolgozatban a
BSC modellt fogom hasznalni. A csatorndknak kiilonb6z6 informacié atvive képességiik
van. Azt a mennyiséget, amennyi informéciot megbizhatéan at tud vinni egy csatorna,
kapacitasnak nevezziik, és C-vel jeloljik. A kapacitds a Shannon csatorna kodolasi tétele
alapjan szorosan kapcsolodik a hibajavitdé kodolas hasznalatdhoz. A tétel szerint, ha az
atvitel R aranya kisebb, mint a C kapacitas, akkor létezik olyan kod, aminek a hibazasi

valoszintisége tetszdlegesen kicsire allithato.

Kiegyenlits

P
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Csatorna dekédolo

A csatorna kodold altal az {izenethez illesztett redundans informacio segitségével kijavitja
a csatornaban keletkezett hibakat.

Titkosiras feloldasa

Eltavolitja az iizenet titkositasat.

Forrasdekodolas

Kicsomagolja az iizenetet.

Nyels

Az {izenet végsd célja.

1.3. Csatornakodolas

A kodszé megvaltozik bizonyos helyeken a csatorndban. Onnan tudhatjuk, hogy hiba tor-
tént, hogy nem egy kodszot kapunk vissza, hanem egy jelentés nélkiili sz6t. Ebben az
esetben hibat észleliink, majd ezt tgy probaljuk kijavitani, hogy megkeressiik a szimbo-
lumsorozathoz legkozelebbi kodszot. Ez az alfejezet ezt a folyamatot részletezi, definialva
alapvetd fogalmakat, amiket végiil egy példan keresztiil mutatok be. Ehhez az alfejezethez

mar a [5] és [7] forrasokat hasznaltam.

1.3.1. Hamming tavolsag és a hiba észlelése/javitasa

1.3.1. Definici6. Legyen q € N. Ekkor Q-t g elemi dbécének nevezziik, ami g kiilonb6z§
elem halmaza. Egy ) abécén értelmezett n hosszi sz6 az (x1, za, . .., x,) szekvencia, ahol

x; € Q minden ¢ esetén.

1.3.2. Definicié. Legyen () egy abécé, és legyen n € N. Egy Q-n értelmezett n hosszu kod
a Q" egy legalabb kételemii részhalmaza, jelolése: C. A C' elemeit kddszavaknak hivjuk.

A C halmaz elemszamat |C| jeldli.

1.3.3. Megjegyzés. Egy adott kodban minden kédszo ugyanolyan hosszu.

12



1.3.4. Megjegyzés. Feltessziik, hogy minden kod legalabb kett6 kodszot tartalmaz, kii-

lonben nem lenne értelme a hibajavitasnak.

1.3.5. Definicié. Biteken értelmezett binéris abécé: {0, 1}. Binaris kod a {0, 1}-en értel-

mezett kod.

Bar elméleti szempontbol a koédolas minden elemszamu abécé esetén ugyanigy mii-
kodik, az egyszeriiség és egységesség kedvéért a harmadik fejezetben a legtobb definicio,
és szamolas binaris dbécé mellett keriil kimondasra és megoldasra. A binaris abécé va-
lasztasanak tovabbi elénye, hogy ilyen modon dolgozzak fel az lizeneteket a szamitogépek
is.

1.3.6. Definicié. Jelolje ) az abécét, és legyen u, v € Q™ két n hosszi sz6. A Hamming

tavolsag u és v kozt azoknak a pozicioknak a szama, ahol u és v kiilonboznek. JelGlése:
d(u,v) - ‘{Z S {1727 s ,TL} S U 7A U1}|

A Hamming tavolsagot roviden tavolsagnak nevezziik, ez az a fogalom, amire a beve-

zetésben utaltam.

1.3.7. Példa. Négy hosszu binaris szavakat hasznalva, azt kapjuk, hogy d(0011,1101) =
3. Ha az {A, B, C?} elemekkel dolgozunk, akkor d(ACCB, ABBC') = 3.

1.3.8. Tétel. Legyen Q) eqy q-betiis dabécé, legyenek u,v,w szavak Q"-bdl. Ekkor:
1. d(u,v) >0
2. d(u,v) =0<=u=v
3. d(u,v) =d(v,u)
4. d(u,w) < d(w,v) + d(v,w)

Bizonyitas. Az 1. — 3. rogton kovetkezik a 1.3.6 definiciobdl, emiatt csak a 4. allitast
latom be.

Jelolje d(u,v) = a és d(v,w) = b. Ekkor az i, ...17, indexeken kiilonbozik u a v-
t6l, és a 71 ...7, indexeken kiilonbozik v a w-t6l. Tovabba uw; = v; pontosan akkor, ha
T #£ 01, ..., 10, €s v; = w; pontosan akkor, ha i # ji, ..., j,. Ebbdl kivetkezik, hogy u; = w;
pontosan akkor, ha ¢ £ i1,...,44, 71, ., Js. Tehat azoknak az indexeknek a szama, ahol u
kiilonbozik w-t6l, legfeljebb a+b. Ezzel belattuk, hogy d(u, w) < a+b = d(u, v)+d(v,w)
O
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1.3.9. Definici6. Legyen C' egy n hosszu kod ) abécé felett, és legyen ¢ € N. Azt
mondjuk, hogy C"

e t-hibajelzd, ha barmely u € C kodszora, és barmely n hosszi, @-n értelmezett v

szora, melyre v # u, és d(u,v) < t, akkor v ¢ C.

e t-hibajavito, ha u € C tetszbleges kodszora, és barmely n hosszi, ()-n értelmezett v
szora, melyre d(u,v) < t, akkor d(u,v) < d(u’,v) minden olyan u’ € C kodszora,

amelyre u # u'.
1.3.10. Megjegyzés. Az el6z6 definicié szemléletesebb megfogalmazasa:

e Egy kod t-hibajelzd, ha barmely kodszoéban barmely legfeljebb t helyet megvaltoz-

tatva, nem kaphatunk masik kodszot.

e Egy kod t-hibajavité, ha egy v sz6 benne van u kodszo t-tavolsagi kérnyezetében,

akkor semelyik méasik kodszo t-tavolsagu kdrnyezetében nincs benne.

1.3.2. Minimalis tavolsag

1.3.11. Definicié. Legyen C koéd. Ekkor C' minimdlis tdvolsdgdt d,;,-nel jeloljiik, és a
kovetkezSképp definialjuk: d,;, = min{d(u,w) : u,w € C,u # w}.

1.3.12. Kovetkezmény. A d,,;, kiszamitasakor C' minden kédszavat Osszehasonlitjuk az

lelqel=1)
2

Osszes tobbi kddszoval pontosan egyszer, ez Osszehasonlitast jelent.

1.3.13. Példa. Legyen C' egy binaris, 3 hosszt kdd, a kévetkez§ kodszavakkal: 001,010, 100, 111.
Ekkor d(u,v) = 2 minden kodszo esetén, azaz d,;, = 2. Ha a kodszavakhoz hozzavennénk
a 000-t is, akkor d,,;, = 1- re valtozna, ugyanis d(000,001) = 1.

1.3.14. Tétel. Legyen a C' kod minimdlis tdvolsdga d,;, €s legyen t € N. Ekkor a C' kod:
1. t-hibajelzé <=t < dypin
2. t-hibajavito <= 2t < dpin

Bizonyitas. El6sz6r 1-et bizonyitjuk. Ha d,,,, > t, akkor C' legfeljebb ¢ hibat jelez.
Legyen u kodszo, és u’ egy olyan szo, amire teljesiil, hogy 1 < d(u,u’) < t. Ekkor u’ nem
lehet kodszo, mert kiilonben d,;, < d(u,u’) <t.
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Ezzel ellentétben, ha d,,;, < t, akkor C' nem jelezhet ¢ hibat. Legyenek u és u’ kod-
szavak ugy, hogy d(u,u’) = d,;n,. Ekkor d(u,u’) < ¢, és a hiba, ami u-t u’-vé alakitotta,

észrevétlen marad.

Most lassuk be a 2. allitast. Legyen d,,;, < 2t. Megmutatjuk, hogy C' nem tud ¢
tetsz6leges helyen bekovetkezett hibat kijavitani. Ehhez legyen u,v € C két kodszo,
amire d(u, ') = d,,. Legyenek iy, i, ..., 1, azok az indexek, amikben u kiilonbozik v-
t6l. Ekkor r < 2t. Tegyiik fel, hogy u iizenetet kiildtiik el, és a zaj megvaltoztatta az
u; szimbolumokat, ahol i = g, iy, 146,... (vagyis a paros indexekben) a v értékeire. Tgy

kapjuk a u’ szot, ahol

U =v; 0 F Ay, 00,
r . ..
U = § Uy 1 =11,13,...,
V; 1 =19,14,...

Ekkor nyilvanvalo, hogy d(u,u’) < 7 < t, viszont d(u’,v) < d(u’,u). Emiatt lehet,
hogy u'-t hibasan v-nek dekodoljuk.

Ezzel ellentétben, legyen d,,;, > 2t. Ekkor C tud javitani ¢ hibat. Tegyiik fel, hogy egy
u szot kiildiink, és egy u'-t kapunk vissza d(u,u’) < ¢t Hamming tavolsaggal. A kovetkezd
helyzet all el barmely v # u kodszo esetén: d(u,v) > dpin > 2t, és a 1.3.8 tételben

bizonyitott haromszog egyenlGtlenség szerint
d(u,u’) +d(u’,v) > d(u,v) > 2t.

Tehéat,
d(u',v) > 2t —d(u,u’) > 2t —t =t > d(u,u’).
Ezzel belattuk a 2. allitast is. [J
1.3.15. Kovetkezmény. Egy d,,;, minimum tavolsagiu kod (d — 1)-hibajelz§ és L%J
hibajavito.

1.3.16. Definicié. Ha C' egy n hosszi, M mérettd, d minimum tavolsagu kod, akkor C-t
(n, M, d)-kddnak nevezziik.

1.3.17. Megjegyzés. Az el6z6 tételben lattuk, hogy egy kéd tébb hibat tud jelezni,
mint kijavitani. Kényelmes megoldas lehetne, ha csak hibajelzéssel foglalkoznank, és hi-

bas iizenet esetén megkérnénk a feladot, hogy ismételje meg azt. A valdosdgban ez nem

15



mindig kivitelezhets, (példaul valos idejii adatfolyamnal) emiatt a hibajavito kodolassal

is foglalkozni kell.

1.3.3. Legkozelebbi szomszédok

Az 1.3.2. alfejezetben definidltuk a két kod kozti tavolsagot, és ennek segitségével végez-
tiink hibajelzést és hibajavitast is, ami a legk6zelebbi szomszéd modszerét hasznalta. Most

egy geometriai megkozelitést adok az eddigi fogalmakhoz.

1.3.18. Definicié. Legyen @) egy q elemii abécé, és legyen u egy n hosszi sz6. Ekkor az

u kozépponta t sugari Hamming gomb a
Bi(u) ={v:veQ" ésd(u,v) <t}
segitségével definialhato.

1.3.19. Lemma. Legyen C' eqy kod. Ekkor C t-hibajavito akkor és csak akkor, ha barmely

két kilonbozd u,u’ € C kddszora a By(u) és By(u') Hamming gombok diszjunktak.

Bizonyitas. Ha C egy t-hibajavitd kod, akkor 1.3.9 szerint semelyik kodszotol mért,
legfeljebb ¢ hosszit Hamming tavolsagban nincs masik kodszo, ami épp B, definicioja. Ha
barmely két kédszora a Hamming gombok diszjunktak, ez azt jelenti, hogy tetszéleges
u kodszo By(u) gémbjében barmely v szora teljesiil, hogy egyértelmien u-hoz van a
legktzelebb, ahogyan épp 1.3.9 definidlja a t-hibajavito kodokat. [J

Az eddig megismert hibajavitoé kodolasi fogalmak kozt a kovetkezd tétel von kapcso-
latot.

1.3.20. Tétel. Legyen C' kod. Ekkor a kivetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. C t-hibajavito;
2. C minimalis tdvolsdga legaldbb 2t + 1;

3. A legkiozelebbi szomszéd maodszere visszaadja a kildott kodszot, amennyiben legfeljebb

t hiba tortént;

4. Hau,u' € C kilonbizd kidszavak, akkor a Hamming gombik By(u) és By(u') disz-
junktak.

Bizonyitas.
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o 1. & 2.: Az 1.3.14 tétel masodik allitasa.

e 1. < 3.: Ha C egy t-hibajavit6 kod, akkor 1.3.9 szerint egy sz6t annak a kodszénak
kodol, amihez az a legkdzelebb van. Ha a legkozelebbi szomszéd modszere visszaadja
az u kodszot a legfeljebb ¢ hibaval kapott v szo6 alapjan, az azt jelenti, hogy d(u,v) <
d(u’,v) minden olyan u’ € C' kodszora, amelyre u # u’, ami épp a t-hibajavito kod

definicidja.
o 1. <= 4.: Az 1.3.19 lemmaéaban épp ezt lattuk be.

Ezzel lathatjuk, hogy az allitasok tényleg ekvivalensek. []
Most nézziink egy egyszeri kodolasi modszert, és vizsgaljuk meg az eddig definialt

fogalmakat rajta.

1.3.21. Definicid (ismétld kodok). Legyen n € N és @) egy g-elemii abécé, ahol ¢ > 2. A

()-n értelmezett n hosszi ismétls kodok kodszoi mind (s, s, s, ..., s) alaktaak, ahol s € Q.
1.3.22. Példa. Ha Q = {0, 1}, és n = 3, akkor C' = {000, 111}.

1.3.23. Lemma. Legyenn € N és C' eqy n hosszi ismétld kod eqy q-elemid () abécé felett,
ahol q > 2. Fkkor:

o A C kdd (n — 1)-hibajelzd, de nem n-hibajelzd kod.
o Han=2m+1, akkor C az m-hibajavitd, de nem (m + 1)-hibajavito.
e Han =2m, akkor C az (m — 1)-hibajavito, de nem m-hibajavito.
1.3.24. Lemma. Legyen n € N. Ekkor barmely n ismétld kod minimum tdvolsdiga n.

1.3.25. Definici6. Az n hosszi, g-elemii dbécén értelmezett ismétls kodot (n, ¢, n)-kdédnak

nevezziik.

Ebben a példaban lathattuk, hogy az ismétlg kodok konnyen megérthetdk, egyszeri
szerkezetiiek, és alkalmasak hibajelzésre és hibajavitasra. Ezek utéan felmeriilhet a kérdés,
hogy miért lesznek sziikségesek ennél bonyolultabb modszerek? Erre a kérdésre a 3. fe-
jezetben adjuk meg a valaszt. MielGtt ezekre ratérnénk, sziikséges egy masfajta elméleti

alapozas.
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2. fejezet

Algebrai struktirak

A linearis blokk-kodok bevezetéséhez, és azok jellemzéséhez sziikséges a kdvetkezs algebrai

ismeretek attekintése. Ennek kidolgozéasara a [1], [4], [6], [10] forrasokat hasznaltam fel.

2.1. Csoportok

2.1.1. Definici6. A (G, *) csoport a G halmaz és a G-n értelmezett * binaris miivelet

kettése, ahol:
e a x asszociativ: minden a, b, c € G esetén: (a*b) xc = ax* (bx*c).
o létezik egy e € G egységelem, melyre a x e = e x a = a minden a € G-re.
e minden a € G-hez létezik b € GG, melyre a x b = e. Itt b neve az a elem inverze.

2.1.2. Megjegyzés. Ha a szovegkornyezetbdl egyértelmt, akkor (G, x*) helyett roviden
csak G-t irunk.

2.1.3. Definicié. Ha G csoportnak véges sok eleme van, akkor G neve véges csoport. Egy

véges csoport elemszaméat a csoport rendjének nevezzik, és |G|-vel jeloljiik.
2.1.4. Definicié. Egy (G, x) csoport kommutativ, ha axb = bxa, minden a,b € G esetén.

2.1.5. Megjegyzés. A kommutativ csoportokat Abel-csoportoknak is nevezziik, altala-

ban a binaris miiveletet +-szal jeldljiik.

2.1.6. Definicié. Legyen G csoport a * miveletre, és H csoport a e miiveletre. Azt

mondjuk, hogy egy ¢ : G — H leképezés csoporthomomorfizmus, ha miivelettarto, vagyis
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ha tetszéleges a,b € G esetén p(axb) = ¢(a) e p(b) . Ha ¢ kolecstnosen egyértelmt is a G
és H halmazok kozott, akkor ¢ izomorfizmus. A G és a H izomorf csoportok, ha létezik

kozottiik izomorfizmus. Ennek jele G = H.

2.1.7. Példa. A (Zs,+) Abel-csoportot alkot, ahogy azt a kovetkezs szorzastabla mutat-

ja
+/0 1 2 3 4
00 1 2 3 4
171 2 3 4 0
212 3 4 0 1
313 4 0 1 2
414 0 1 2 3

2.1.1. Reészcsoportok

2.1.8. Definicié. Legyen G egy csoport. Ha H részhalmaza G-nek, amely maga is cso-
port a G-beli miiveletre nézve, akkor azt mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek. Ezt gy
jeloljiik, hogy H < G.

2.1.9. Megjegyzés. H-t trividlis részcsoportnak nevezzilk, ha H = G, vagy H = {e},
ahol e € G a egységelem.

2.1.10. Példa. A H = ({0, 3}, +) csoport részcsoportja a G = (Zg, +) csoportnak.

2.1.11. Példa. (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C, +).

2.1.2. Ciklikus csoportok

2.1.12. Definicié. Legyen * asszociativ miivelet az R halmazon, és a € R. Ekkor tetsz6-
leges n pozitiv egészre legyen:

e a"=axax---*a (n tényezs).

e Ha a *-ra nézve van egy e egységelem, akkor legyen a° = e.

e Ha q invertalhato, és inverze b, akkor legyen a(™™ = b".

Ezek az a elem egész kitevgji hatvanyai. Ha a miveletet + jeloli, akkor hatvany helyett

tobbszorosrél beszéliink, és az na frasmodot alkalmazzuk.
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2.1.13. Definicié. Minden a € G esetén az {a"|n € Z} halmaz egy részcsoportot general
G-ben, ennek a részcsoportnak a neve: ciklikus részcsoport. Az a elemet a részcsoport

generdtordnak nevezziik. Az a elem altal generalt ciklikus részcsoportot (a)-val jeloljik.

2.1.14. Definicié. Ha egy csoport minden eleme megkaphato egy adott elemének hat-

vanyozasaval, a csoportot ciklikus csoportnak nevezziik.
2.1.15. Példa. A (Zs,+) csoport ciklikus az a = 2 esetén.

2.1.16. Definicié. Ha G csoport, a € G, akkor a legkisebb n szamot, amire a" a G
csoport egységelemével egyenls, az a elem rendjének nevezziik. Ha nem létezik ilyen n

szam, akkor azt mondjuk, hogy a véglelen rendi.

2.1.3. Mellékosztalyok

2.1.17. Definicié. Legyen H részcsoportja G-nek, és legyen a € G tetsz6leges. Ekkor H
csoport a szerinti bal oldali mellékosztdlya az {a*xh|h € H} halmaz, jelolése ax H. A jobb
oldali mellékosztalyt hasonloan definialjuk: H xa = {h x alh € H}.

2.1.18. Megjegyzés. Kommutativ csoportnal a jobb és bal oldali mellékosztalyok meg-
egyeznek.

2.1.19. Definicié. Legyen G csoport, H pedig egy részcsoportja. Legyen a x H egy bal
oldali mellékosztéalya. Ekkor b € a * H akkor és csak akkor, ha b = a x h valamely h € H

elemre, tehat az egyszer(isitési szabély alapjan a9 xb e H.

2.1.20. Definicié. Legyen H egy halmaz, és osszuk f6l H-t nem iires, paronként diszjunkt
halmazok egyesitésére. Egy ilyen felosztast H egy particidjanak neveziink, a benne szerepld

halmazokat pedig a particio osztdlyainak.
2.1.21. Lemma. H minden G-beli mellékosztilydanak ugyanannyi eleme van.

Bizonyitas. Azt fogjuk megmutatni, hogy minden mellékosztalynak ugyanannyi eleme
van, mint H-nak, ugyanis H onmagaban is egy mellékosztaly, mégpedig az e egységelem
szerint. Legyen ax h; € a*x H és a* hy € ax H két elem ugyanabban a mellékosztalyban.
Ha a x hy = a * hy, akkor az egyszertisités szabalya szerint hy = ho-nek kell teljesiilnie.

Tehat a mellékosztalyok elemei egyértelmtien meghatarozhatéak H elemeibél. [
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2.1.22. Definici6é. Minden mellékosztaly rendelkezik a kovetkezé tulajdonsagokkal: ref-
lexivitas, szimmetria, tranzitivitas. Ezek kovetkeztében a mellékosztalyok ekvivalenciare-

laciot alkotnak.
2.1.23. Lemma. A H kilinbozd G szerinti mellékosztdlyai diszjunktak.

Bizonyitas. Legyen A és B kiilonboz6 mellékosztalyai H-nak, azaz A # B. Indirekt
tegyiik fel, hogy A és B nem diszjunktak, vagyis létezik egy c elem, amely mindkét mel-
lékosztalynak eleme. Megmutatjuk, hogy ebbdl kovetkezik, hogy A C B. Legyen b € B.
Barmely a € A-ra a és ¢ ugyanahhoz a mellékosztalyhoz tartoznak, (ugyanis ¢ € A). To-
vabba b és ¢ is ugyanahhoz a mellékosztalyhoz tartoznak, (¢ € B). A tranzitivitas miatt
a-nak és b-nek ugyanabban a mellékosztalyban kell lennie, vagyis A minden eleme eleme
B-nek is, tehat A C B. Az érvelést megforditva azt 1lajuk, hogy B C A. Ezzel belattuk,
hogy A = B, igy ellentmondésra jutottunk. [

2.1.24. Tétel (Lagrange). Véges csoport minden részcsoportjinak rendje o0sztdja a cso-
port rendjének.
Bizonyitas. A 2.1.21 lemma szerint ha H < G, akkor a H szerinti bal oldali mellék-

osztalyok a G egy particidjat adjak. A 2.1.23 alapjan G elemszémat gy kaphatjuk meg,

hogy H elemszamat megszorozzuk az osztalyok szamaval. Igy |H| osztoja |G|-nek. O
2.1.25. Megjegyzés. A Lagrange-tétel felirhat6é szimbolumokkal a kovetkezdképp: Ha
|G| < 0 és H < G, akkor |H| | |G].

A Lagrange-tétel egy fontos kovetkezménye a kovetkezé lemma.
2.1.26. Lemma. Minden primrendd csoport ciklikus.

Bizonyitas. Legyen G primrendd, legyen a € G és legyen e a egységelem. Legyen H = (a)
az a elem altal generalt ciklikus részcsoport. Ekkor @ € H és e € H, vagyis |H| # 1.
Tovabba a Lagrange-tétel szerint H rendjének osztania kell G rendjét. Mivel G primrendd,
igy ez csak akkor lehetséges, ha |H| = |G|. Ekkor a elem generalja G csoportot, tehat G
ciklikus csoport. [

2.1.27. Definicié. Legyen G csoport és H részcsoportja G-nek. A kiilonb6z6 H szerinti

bal mellékosztalyok szamat a H részcsoport G-beli indexének nevezziik, jeldlése |G : H].

2.1.28. Kovetkezmény. Barmely két H-szerinti bal oldali mellékosztaly vagy megegye-
zik, vagy diszjunkt, és a bal oldali mellékosztalyok uni6ja GG. Ugyanez a jobb oldali mel-
lekosztalyokra is igaz. Ha G véges, akkor |G| = |H| - |G : H|.
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2.2. Testek

A csoportok segitségével vezessiink be egy jabb algebrai struktirat.

2.2.1. Definici6. A test egy F halmaz két binéris operacioval, + és -, amikre a kovetkezbk

teljesiilnek:

1. (F,+) kommutativ csoport a 0 egységelemmel.

2. (F\{0}, ) kommutativ csoprt az 1 egységelemmel.

3. Disztribticio: minden x,y, z € F-re teljesiil, hogy x(y + 2) = xy + z=.
2.2.2. Kovetkezmény.

1. Minden testen értelmezve van a kivonas: a —b = a + (—b) és ha b # 0, az osztas:
a:b=ab=Y.

2. Két nem nulla elem szorzata is nem nulla.

3. Mivel az el6z6 definici6 2. pontja csak nem nulla elemekre definidlja a szorzast, a 0

esetében ezt kiilon meg kell tenni: minden x € F esetén x - 0 = 0.

4. Minden testben tudunk a nem nulla elemmel egyszerisiteni: ax = ay kov: x = y
(ha a # 0).

2.2.3. Példa. A valos szamok halmaza testet alkot, viszont az egész szamok halmaza

nem.
2.2.4. Lemma. Legyen a,b € F. Ekkor:
1. (-1)-a=—a;

2. ab =0 csak akkor lehet, ha a = 0 vagy b = 0.

2.2.1. A Z, test

2.2.5. Definicio. Legyenek a,b és m > 1 egész szamok. Azt mondjuk, hogy a kongruens

b-vel modulo m, ha m|(a — b). Jeldlése: a = b (mod m).

2.2.6. Definicio. Tetsz6leges m > 1 egész szam esetén Z/(mod m) -el jeloljik a {0,1,...,m—

1} halmazzal és a +,, és -, miveletekkel definialt algebrai strukturat, ahol:
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o z+,y=x+y (modm)
ez, y=x-y (modm)
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: Z/(mod m) = Zpn; +m = +5 m =

2.2.7. Példa. A 2.1.7 példaban mar belattuk, hogy a Z; tényleg test.
A Z4-et vizsgélva viszont mar nem kapunk testet, ugyanis 2 - 2 = 0, azaz nem létezik

minden elemnek multiplikativ inverze.

Az el6z6 példabdl lathatjuk, hogy bizonyos m-ek esetén 7Z,, test, bizonyos m-ek esetén

pedig nem.
2.2.8. Tétel. A Z,, test <= m primszdim.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy m Osszetett szdm, és legyen m = ab, ahol 1 < a,b < m.
Ekkor a # 0 és b # 0. Viszont 0 = m = ab a Z,, testben. Ez ellentmond a 2.2.4 lemmanak,
tehat Z,, nem test.

Most legyen m prim. Barmely nem nulla a € Z,, (azaz 0 < a < m) tudjuk, hogy a
és m relativ pramek. Tehét 1étezik két egész szam, u és v, ahol 0 < u < m — 1, hogy
ua +vm = 1, azaz ua = 1 (mod m). Tehat v = a~!. Emiatt minden elemnek létezik

multiplikativ inverze, azaz Z,, test. [J

2.2.9. Definicid. Legyen F egy test. F karakterisztikdjinak nevezziik azt a legkisebb p
szamot, melyre teljesiil, hogy p-1 = 0, ahol 1 a multiplikativ egységelem. Ha nem létezik

ilyen p, akkor azt mondjuk, hogy az [F karakterisztikaja 0.
2.2.10. Példa. A Q,R,C testek karakterisztikdja 0. Ha p prim, Z, karakterisztikija p.
2.2.11. Tétel. Eqgy test karakterisztikdja 0, vagy primszdm.

Bizonyitas. Az 1 nem lehet a karakterisztika, ugyanis 1-1 =1 # 0.
Tegyiik fel, hogy a p karakterisztika Osszetett szdm. Legyen p = nm, ahol 1 <n,m < p.
Jelolje a =n-1és b=m - 1. Ekkor:

a-b=(n-1)(m-1) = <Zl> : (Zl) =(mn)-1=p-1=0.

Az 2.2.4 lemma szerint a = 0 vagy b =0, azaz m -1 =0 vagy n-1 = 0, ami ellentmond a

c s
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2.2.12. Definici6. Legyen K és [F két test, és legyen F részhalmaza K-nak. Az F testet
a K résztestének nevezziik, ha a K-n értelmezett + és - miiveletek megszoritdsa F-re

megegyezik az F miveleteivel.

2.2.13. Tétel. A p karakterisztikaji F véges test p” elemet tartalmaz eqy megfeleld n > 1

szdm eselén.

Bizonyitas. Valasszunk egy oy € F* elemet. Azt allitjuk, hogy 0-aq,1-aq,...,(p—1) -y
paronként kiilonboézGek. Valdéban, ugyanis, ha i - a; = 7 - aq valamely 0 <7 <57 <p—1,
akkor (j —i)- a3 =0és0 < j—i<p-—1. Mivel F karakterisztikija p, ezért j —i = 0
lehet csak, tehat ¢ = 7.

HaF ={0-aj;,1-ai,...,(p—1) - aq}, készen is vagyunk. Ha nem, valasztunk egy
ag € F\{0-ay,1-ay,...,(p—1) a1} elemet. Azt allitjuk, hogy ajaq + asas paronként

kiilonb6z6k minden 0 < aq,as < p — 1 esetén. Valoban, ha
101 + Ao = blOél -+ 62062 (21)

tetszbleges 0 < aq,ag,b;,bo < p — 1 esetén, akkor ay = by. Kiilonben, (2.1) alapjan
ay = (by — az) " *(a; — by)al. Ez ellentmond «, valasztasanak. Mivel ay = by, ezért a
(2.1)-bol kozvetleniil kovetkezik, hogy a; = by is teljesiil.

Mivel F-nek véges sok eleme van, ezzel a modszerrel vilaszthatunk tovabbi aq, ..., a,

szamokat, hogy

a, € F\{a1-oq,...,a;-1 -1 a1, --a;_1 € Z,} minden 2 <7 <mn,
és
F={a1-o,...,an -0 :ay,---a, €7Z,}.
Tovabbé azt is meg tudjuk mutatni az eddigiekhez hasonléan, hogy a; - aq,...,a, - oy

paronként kiilonboz6k minden a; € Z,,i = 1,...,n. Ebbdl kovetkezik, hogy |F| = p™. O

2.3. Gyfirik

2.3.1. Definici6é. Ha egy algebrai strukturira a testre vonatkoz6 axiomak koziil csak
az nem teljesiil, hogy a szorzasra nézve van inverze, akkor a struktirat egységelemes,

kommutativ gyirinek nevezziik.
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2.3.2. Definicié. Legyen R egy gyirti. Ha S részhalmaza R-nek, amely maga is gytrd
az R-beli miiveletekre nézve, akkor azt mondjuk, hogy S részgyidrije R-nek. Ezt S < R-el
jeloljiik.

2.3.3. Definicid. Legyen R gyiiri és X C R. Az X altal R-ben generdlt részgyird a
legsziikebb olyan részgyiirije R-nek, amely X-et tartalmazza. Jele: (X).
2.3.4. Definicié. Ha ¢ : R — S egy gytrtthomomorfizmus, akkor

a) Im(p) ={p(r)|r € R} C S a ¢ képe, vagyis a @ fiiggvény értékkészlete.

b) Ker(¢) ={r € R:¢(r) =0} C R a ¢ magja. Itt 0 az S gytiri nulleleme.

2.3.5. Példa. Legyen ¢ : Z — Z,. Ekkor Im(p) = {0,1,...,n—1} és Ker(¢) = {a-nla €
Z}.

2.3.6. Definici6. Egy R gytrd egy [ részhalmazat balidedlnak nevezziik, ha az 6sszeadés-
ra nézve részcsoport, és minden a € I, € R esetén ra € I. Hasonloképpen I jobbidedl,
ha részcsoport, és tetszbleges a € I, € R esetén ar € 1.

Az I (kétoldali) idedl, ha bal- és jobbideal is egyuttal. Azt, hogy I ideal R-ben, I < R

jeloli.

2.3.7. Definici6. Egy ideal pontosan akkor fdidedl, ha egy elemmel generdlhato. Jelolése:
(x) = I, ahol I ideal.

2.3.8. Definici6. Egy R kommutativ, egységelemes gytirtt fdidedlgyirinek neveziink, ha

minden idetilja f6ideal.

2.3.1. Polinomgyirtik

2.3.9. Definicid. Legyen F test. Ekkor az

Flz] = {Zaixi:aieﬂ?,nz()}

=0

halmazt [ feletti polinomgyidrinek nevezziik.
2.3.10. Megjegyzés.

1. Az f(x) = Y1, a;x" polinomban az n szamot a polinom fokdnak nevezziik, jelolése:
deg(f(z)) =n, ha a, # 0.
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2. Ha a,, = 1, akkor a polinomot normdlt polinomnak nevezzik.

3. Az f(x) irreducibilis, ha nem bonthato fel két, alacsonyabb foki polinom szorzatéra.

2.3.11. Definicié. Legyen f(z) € F[x] polinom, ahol n > 1. Ekkor barmely g(z) € F[z]
polinomhoz egyértelmien létezik egy (s(x),r(z)) paros, ahol deg(r(z)) < deg(f(z)), és
g(z) = s(x) f(x)+r(z) teljesiil. Az r(x) polinomot a g(x) polinom f(x)-el vett maradéknak
nevezziik, jelolése: r(x) = g(x) (mod f(x)).

Sok hasonlésag van a Z pozitiv szamok gyftirije, és az F[x] polinomgytirtd koézt. Mi-
vel Z és egy m > 1 szam segitségével konstrualhaté az Z/(mod m) = Z/(m) = Z,,
gytri, hasonloan az Flz|/(f(z)) gytri elkészithets adott f(z) polinom segitségével, ahol

deg(f(z)) = 1.

2.3.12. Definici6. Legyen F[x] polinomgyfiri, tovabba legyen adott f(z) polinom, ahol
n =deg(f(z)) > 1. Ekkor az F[z|/(f(x)) faktorgyird a kovetkezd:

o Fla]/(f(x)) = {> 1% a2 :a; €F,n>1}
o g(x) +y h(x) := (g(x) + h(z)(mod f(x)))
o g(x) -y M) = (9(2) - h(z)(mod f(z)))
Ezzel a definicioval az Flz]/(f(z)) gytriit alkot.
2.3.13. Allitas. Legyen f(x) polinom F[x] felett, és legyen deg(f(z)) > 1. Ekkor F[z]/(f(z))

az eldbb definidlt dsszeaddsra és szorzdsra nézve gyirit alkot.
2.3.14. Allitas. Minden faktorgydrd féidedlgydrd.
2.3.15. Allitas. Az F[z]/(f(x)) test <= f(x) irreducibilis.

2.3.16. Példa. Vizsgaljuk a Zs[z]/(1 + = + 2*) = {0,1,2,1 + z} halmazt a +; és -,
miiveletekkel. Ekkor a 2.3.13 &llitas szerint Zs[x]/(1 + x + %) gytird, tovabb4, mivel
1 + z + 2% irreducibilis Z, felett, igy test is.

+7 0 1 x 1+2x f 0 1 x 1+
0 0 1 x 1+ 0 0 0 0 0
1 1 0 1+2x x 1 0 1 x 1+
T T 14+ 0 1 T 0 T 14+ 1

14z |14+=x x 1 0 1+2 10 142 1 x

2.3.17. Megjegyzés. Ezentil, ha polinomgytrtkkel szimolunk, a +¢ helyett +-ot, a -¢
helyett --ot irunk.
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2.4. Vektorterek

2.4.1. Definici6. Legyen F test. Az L halmazt F feletti vektortérnek nevezziik, ha adottak

L-en az sszeadas (+) és skalarszorzas (-) miveletek, amikre igaz:
1. (L, 4) kommutativ csoport.
2. Asszociativitas: (st)a = s(ta) minden s,t € F és a € L esetén.

3. Disztribucios szabéalyok: t(a + b) = ta+tb és (s + t)a = sa + ta ahol s,t € F és
a,bel.

4. la = a, ahol 1 az [F egységeleme, ¢és a € L.
2.4.2. Ko6vetkezmény.
5. 0a = 0 minden a € L vektorra.
6. (—1)a = —a minden a € LL vektorra.
7. 10 = 0 minden ¢ € F skalérra.
2.4.3. Példa. Az n hosszi binaris szavakra a Z halmaz lineéris teret alkot.

2.4.4. Definicié. Legyen L lineéris tér. Egy nemiires K részhalmazat linedris altérnek

nevezziik, ha az zart az Osszeadasra, és a skalarral valo szorzésra.

2.4.5. Definicié. Az aq,...,a,, vektorok linedris kombindcidjinak nevezzik az tia; +

-+« + t,a,, vektorokat, ahol ¢q,...,t,, skalarok.

2.4.6. Allitas. Legyenek a, ..., a, vektorok az L linedris térben. Ekkor ezeknek a vek-
toroknak az osszes linedris kombindcidja alteret alkot IL-ben, ami a legkisebb olyan altér,
ami az emlitett vektorokat tartalmazza. Nevezzik ezt az aq, . .., a,, vektorok dltal generdlt

altérnek.

2.4.7. Megjegyzés. Az aq,...,a,, vektorok kifeszitik az IL lineéris teret, ha minden

[L-beli vektor megkaphato6 az aq, ..., a,, vektorok linearis kombinéci6jabol.
2.4.8. Definicid. Legyen L linearis tér:

1. A nem nulla a4, ...,a,, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha egyik sem linearis kom-

binacidja a tobbinek.
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2. Az L bdzisdn azokat a linearisan fliggetlen vektorokat értjiik, amelyek kifeszitik IL-t,
azaz minden a € L egyértelmten felirhatd baziselemek linearis kombinacidjaként.

Ha L-nek van egy véges bazisa, akkor véges dimenzids linearis térnek nevezziik.

2.4.9. Megjegyzés. Legyen F egy r elemi test. Ekkor minden F felett értelmezett k-

dimenzios linearis térnek r* eleme van.
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3. fejezet

Linearis kodok, blokk-kédok

Az els6 fejezetben definialtuk a kodabécét, kodokat, tavolsagot, a hibajelzést és -javitast,
és megvizsgaltuk az ismétlékodokat. Ebben a fejezetben elGszor korlatokat allitunk a ko-
dokra, majd mutatunk egy olyan kodolasi eljarast, ami az ismétlékodoknal élesebb ered-
ményt ad ezekre a korlatokra. Ebben a fejezetben a |7] és [8] szakirodalmakat hasznaltam
fel.

A tovabbiakban a kodokat alkoté szimboélumok legyenek a 0 és 1, az 6sszeadas a binaris

Osszeadas, a szorzas a binaris szorzas.

3.1. Korlatok

Az 1. fejezetben lattuk, hogy kellGen hosszi ismétlé kodokkal nagy mennyiségii hibat tu-
dunk javitani, &m a val6sdgban nem all rendelkezésiinkre tetszélegesen nagy kodhosszusag.
Ebben a fejezetben elGszor megnézziik, hogy adott n kodhosszusag és d,,;, koédtavolsag

esetén legfeljebb mekkora kodot lehet konstrualni.

3.1.1. Tétel (Singleton-korlat). Egy M kddszobol dllo, n hosszi €s dp, kddtdvolsdgu
kodra M < g~ mintl,

Bizonyitas. Legyen k olyan természetes szam, melyre

Mivel a k — 1 kiilénb6z6 sorozatok szdma ¢*~1, ezért ¢*~' < M miatt létezik két olyan c

és ¢’ kddszo, melyek az els6 k — 1 koordinataban megegyeznek. Ezekre
dic,d)<n—(k—1)=n—-k+1,
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kovetkezésképpen

aZazZ

O

3.1.2. Kévetkezmény. Ha M = ¢*, vagyis k hosszt iizenetbdl késziil az n hosszt kodszo
n—k hossza redundans rész hozzaadasaval, akkor azt mondjuk, hogy az ilyen kodunk (n, k)
paraméteri. Ezt a kodot blokk-kddnak is nevezziik. Ebben az esetben a Singleton-korlat

alakja: dpin <n —k+ 1.

3.1.3. Definici6. Ha egy kod éles a Singleton-korlatra, azt mondjuk, hogy a koéd mazi-

malis tavolsdgu, vagy MDS (maximum distance separable).

3.1.4. Tétel (Hamming-korlat). Ha egy (n, k) paraméterd kod t hibdt tud javitani, akkor

zt: (:L) (=1 <q" " (3.1)

i=0
Bizonyitas. A bizonyitashoz a 1.3.18 definicioban bevezetett Hamming gémboket hasz-
naljuk fel. Egy kodszd kozept gomb &lljon azokbol a vektorokboél, melyek a kodszobol
legfeljebb t hibaval keletkeznek. (¢ — 1)’ olyan vektor van, amely az adott kodszotol pon-
tosan i koordinataban tér el, ezért egy ilyen gomb >, (")(g — 1)" vektort tartalmaz.
A kod akkor tud ¢ hibét javitani, ha a ¢* darab kodszo koriili gdmbok diszjunktak (l4sd
1.3.20 tétel). Ekkor viszont az Gsszes gombben 16v6 vektorok szama kisebb vagy egyenld,

mint ¢". [
3.1.5. Megjegyzés. Az (3.1) egyenlet a kod 1étezésének sziikséges feltétele.

3.1.6. Definici6. Azokat a kodokat, ahol a Hamming-korlat élesen teljesiil, perfekt ko-

doknak nevezzik.

Irjuk fel a Hamming-korlatot binaris esetben:

()=

=0
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3.2. Linearis ko6dok bevezetése

3.2.1. Definicié. Egy C kod linedris, ha a C linearis tér, azaz, ha minden c,c’ € C

esetén ¢ + ¢’ € C is teljesiil.

3.2.2. Megjegyzés. A C linearis térre kimondhat6 a linearis fiiggetlenség, és a bazis

definicidja.

3.2.3. Definici6é. A ¢1,¢2,...,9; € C vektorok linearisan fiiggetlenek, ha o; € {0,1}
mellett

J
Z a;gi =0
i=1
csak gy allhat el§, ha a; = 0 minden 7 = 1,2,..., j-re.

3.2.4. Definici6. A g1,9,...,9; € C vektoroka C linearis tér egy bazisat alkotjak, ha

linearisan fiiggetlenek, tovibba minden c € C' vektor egyértelmien elGallithato

k
Z Ui gi
i=1
alakban, ahol u; = {0,1} minden i =0, 1,..., k-ra.

3.2.5. Kovetkezmény. Az el6z6 egyenlGség matrix alakban: ¢ = uG, aholu = (uy, ... uy),
G pedig a bazisvektorokbol, mint sorvektorokbol all6 méatrix. Tehat egy k-dimenzios és
egy n-dimenzioés vektort rendeliink egymashoz linearis transzformacioval, kélcsénosen egy-
értelmd moédon.

Azt mondjuk, hogy az u iizenethez a ¢ kodszo6 tartozik. A k-dimenzios u vektorokkal
2F féle iizenetet fejezhetiink ki, és ezeket kodoljuk a C' koddal.

3.2.6. Definici6. Az iizenetekhez a kodszavakat a G matrix segitségével rendeljiik hozza,
vagyis a G matrix jeldli ki az n-dimenziés vektortérnek a kodot jelents C' alterét. A G

matrixot a C kod generdtormdtrizdnak nevezziik.

Ha a koédot, mint halmazt vizsgaljuk, akkor ugyanazokat a kodszavakat tobbféle G
generatormatrix is megadhatja. Most nézziink egy olyan szabalyt, amivel egyértelmii lesz

a G és C kozti Osszefiigges.

3.2.7. Definicio. Egy (n, k) paraméteri linearis kod szisztematikus, ha a k hossztsagu

izenetet egészitjiik ki az n — k redundéns karakterrel.
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Szisztematikus kod esetén a G generatormétrix a kovetkezs alakot veszi fel:
G = (I;,B),

ahol Ij, a k x k méretii egységmatrix, B pedig a k x (n — k) méretd métrix.

Az u iizenethez tartoz6 c koédszo:

C = (Ut .., Uk, Chily---,Cn)- (3.2)

3.2.8. Megjegyzés. Az (3.2) egyenlet els6 k koordinatajabol allo szegmensét izenetszeg-

mensnek, az utols6 n — k koordinatajabol allot pedig paritdsszegmensnek nevezzik.

A hibajavité kédolasban és dekdédolasban a G generatormatrix mellett van még egy

fontos méatrix, amit a kovetkez&képp definidlunk:
3.2.9. Definici6. Legyen H egy n — k sorbdl és n oszlopbdl all6 matrix. Ha
Hc" =0

akkor és csak akkor teljesiil, ha ¢ € C, akkor H-t a C kod paritdsellendrzé mdtrizdnak

(roviden paritasmatrixanak) nevezziik.

3.2.10. Megjegyzés. A H paritdsmatrix segitségével meg tudjuk mondani, hogy egy sz6

kodszo-e.

A kovetkezd tételekben kapcsolatot vonunk a generatormatrix és a paritasmatrix ko-

70t t.

3.2.11. Tétel. Ha G és H ugyanazon C linedris kod generdtormdtriza illetve paritdsmdt-

riza, akkor
HG" =0.

Bizonyitas. Jelolje Q" a k hossz binaris sorozatok halmazéit. Ekkor minden u € Q*-hoz

létezik ¢ € C amire ¢ = uG. Ugyanakkor ¢ € C' miatt He? = 0 azaz
Hc” = HuG)" = HGTu” = 0.
Az utolso egyenléség pedig csak tigy allhat fonn minden u € Q*-ra, ha HGT = 0. [

3.2.12. Megjegyzés. Ha H kielégiti az HG? = 0 egyenletet, akkor még nem biztos,
hogy H paritdsmatrix.
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3.2.13. Lemma. Ha egy ¢ = (C1,...,Ch, Chy1,- -, Cn) vektorra Hel = 0, akkor ¢ kddszo.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel alapjan

0=Hc" = (A1, ;)c" = (B, I, ;)"

miatt
—(c1,69, .0, c)B + (Cpyry - ooy 00) =0,
tehat
(Chi1y-oyCn) = (c1,¢2,...,c,)B
kévetkezésképp
(Clyevey ChyCligty -y Cn) = (c1,C2, ..., k) (Ii, B),

tehat c tényleg kodszo. [
3.2.14. Tétel. Minden linedris kodnak van paritdsmdtriza.

Bizonyitas. ElGszor szisztematikus esetben latjuk be a tételt. Legyen

alaku, keressiik H-t
H= (AL %)

alakban. Az el6z8 tétel szerint
HG” = (A, 1, ;)(I;,B) = A + B" = 0.

Azaz
A=-BT

kell teljesiiljon. Azt kell megmutatni, hogy az igy kapott H matrix tényleg paritasméatrix,
ugyanis az el6z6 megjegyzésben lattuk, hogy ez nem garantalt. A paritasmatrix definicioja
miatt tudjuk, hogy He! = 0 minden ¢ € C kédszora. A masik iranyt a 3.2.13 lemmaban
lattuk be. Ezzel igazoltuk a tételt szisztematikus esetre.

A tetsz6leges esethez azt mutatjuk meg, hogy minden linearis kod altalanos értelemben
szisztematikus. Egy linearis kodot altalanos értelemben szisztematikusnak neveziink, ha
létezik egy G generatormatrixa és iy, ...,17, egész szamok ugy, hogy G i;-edik oszlopa a

j-edik koordinatdban 1, a tobbi koordin&taban 0. Egy ilyen G matrix oszlopcseréinek egy
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sorozatéaval egy szisztematikus matrixot kapunk, ahol el tudjuk allitani a paritasmatrixot,
majd az el6z6 oszlopcserék inverzével az eredeti kod paritasmatrixat kapjuk meg. Az itt
definialt altalanos értelemben szisztematikus matrixokhoz a Gauss-eliminacié modszerével
juthatunk. A Gauss-eliminécié azért alkalmazhato, mert G oszlopai bazist alkotnak, és a

transzformaciok utan is bazist fognak alkotni a kod linearitasa miatt. [J

Még az 1.3.12 kdvetkezményben lattuk, hogy a d,,;, meghatarozasa % lépést
vesz igénybe. Vezessiink be egy 1j fogalmat, aminek a segitségével d,,;, gyorsabban meg-

hatarozhato.

3.2.15. Definici6. Egy c vektor silya a koordinatéai kézott 1évé nem nulla elemek széma,

jelolése w(c).
3.2.16. Definici6. Egy C' kod minimadlis sulyan a

Winin, = 1&1(1}1 w(c)
c#0

szamot értjiik.

3.2.17. Tétel. Ha C linedris kod, akkor a kddtdvolsdga megeqyezik a minimdlis sulydval,
242 Apin, = Wynin -

Bizonyitas. A d,,;, definiciojabol, a w,,;, definiciojabol, és a C' kod linearitdsabol ko-

vetkezik, hogy

dmin = mind(c,c’) = minw(c — ¢’) = minw(c”) = Wpin.
c#c’ c#c! c”

U
Mivel a w,y;;, kiszamolhato |C| — 1 1épésben, igy a minimalis stuly fogalmanak segitsé-

gével egy gyorsabb modot talaltunk d,,;, meghatarozasara.

3.3. Hibajavitas szindromakkal

Az el6z6ek segitségével most nézziink egy konkrét dekodolasi eljarast. A felhasznalt al-
gebrai hatteret a 2.1.24 pontban kimondott, és bizonyitott Lagrange-tétel szolgaltatja.

A moédszer ismertetése elGtt bevezetiink egy definiciot:

3.3.1. Definici6. Az s = eH” mennyiséget szindrdmdnak nevezziik.
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Legyen az adott kodszo c, a vett sz6 v. Az e = v — ¢ vektort hibavektornak nevezziik.
Az eddigi tételek alapjan kénnyen latszik, hogy Hv? = H(c +e)? = Hc! + He! = He”,
vagyis Hv? értéke csak a hibavektortol fiigg. A szindroma dekodolas az s = Hv! = Hel
szindroma kiszamitasa, és az ennek alapjan térténé hibavektor becsléseivel torténik, amit
v-b6l levonva megkapjuk a c-re vonatkoz6 becslésiinket.

A dekddolasi séma a dekodolasi tablatol fiigg, amely az Gssze lehetséges vehetd szavakat
sorolja fel. A dekodolasi tablat a Lagrange-tétel szerint a mellékosztalyokra valo felbontés
felhasznalasaval szerkesztjiik meg. Mivel a kodszavak az 6sszes kaphato szavak halmazanak
egy részcsoportjat alkotjak, a standard elrendezési tablazatot a kovetkezGképp készithetjiik
el:

Minden sort a hozza tartozo s szindromaval fogunk kezdeni. Az els sorba kiirjuk az
s szindromat, majd utana frjuk a C kod szavait, a 0-val kezdve (ugyanis ez azonos az

e = 0 hibavektor mellékosztéalyaval):

S(O) e(o) — 0 C(l) C(2) C(qkfl)

Ezutéan egy olyan e hibamintat valasztunk, ami nem irhato fel e = e(®)4-c¢ alakban, ahol
€9 az elss sor mellékosztalyat generalja, azaz nem tartoznak ugyanazon mellékosztalyba.
Ilyen e biztosan létezik, (last a 2.1.23 lemma) mert ha nem létezne, az elsg sor, azaz a C'
kod lefedné az 6sszes lehetséges szot (C' = Q™), viszont ez ellentmondana annak, hogy a
redundancia érdekében nem minden sz6 kddszo.

Ezzel az e hibamintaval alkotott mellékosztaly elemeit leirjuk az elsé sor ala olyan
sorrendben, hogy az els6 elem legyen a legkisebb sulya (ezt nevezziik mellékosztdaly-

vezetdnek):

c(l) C(2) C(qkfl)

C(l) + e(l) C(2) —+ e(l) C(qk_l) + e(l)

Ezutan valasszunk olyan hibamintat, ami az el6z6 két sorban nem szerepel, és ismé-

teljiik ezeket a lépéseket, amig lehetséges. Igy a standard elrendezési tablazat végleges

alakja:
S(O) e(O) — 0 c(l) C(2) C(qkfl)
S(l) e(l) C(l) + e(l) 0(2) _l_ e(l) C(qkfl) _l_ e(l)
@7 =1 | g@ " =1) | o) 4 eld"*=1) | ¢(2) 4 gla" " -1) cld* -1 4 ("1
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A Lagrange tétel alapjan egyik sz6 sem fordul el§ kétszer a tablazatban. Egy soron
beliil ez rogton kovetkezik az elsé sor felirdsabol és a 2.1.21 lemméabol. Kiilonb6z6 sorok
esetén tegyiik fel, hogy e® 4 cU) = e®) 4+ c(™) ahol i # k. Mivel ebbdl e = e*) 4 c(m) —
c) = e 4 c™ kovetkezik, ahol c), ¢ c(™ e C, ezért eD-nek is az e*) mellékosztaly-
vezetd§ji sorban kell lennie, ami ellentmond a kiindulasi feltételiinknek.

A szindromék bevezetése, és a standard elrendezési tablazat felirdsa utan kovetkezzen
maga a hibajavitas:

Az e, i =1,2,...,¢" % — 1 mellékosztaly-vezetSket javithatd hibamintdknak nevez-
ziik, ugyanis ha a v fogadott sz6 szindrémaja s, akkor a ¢/ = v —e® kodszéra dontiink.

A szindroma dekoédolasanak ezt a modjat tabldzatos dekodoldsnak nevezzik.

Nézziink ezzel a modszerrel egy példat:

1 0111
G =
01 101
generatormatrix segitségével generalhatd C' kodot. Ekkor C' szisztematikus, tovabba (5, 2)

binaris kod, tehét |C| = ¢F = 2% = 4 kodszobol 4ll, és elemei a

3.3.2. Példa. Vegyiik a

C = {(0,0,0,0,0); (1,0,1,1,1); (0,1,1,0,1); (1,1,0,1,0)}

kodszavak. A G matrix és a 3.2.14 tétel segitségével szamoljuk ki a H paritasméatrixot:

1 11

10
G:
[ 1 01

01

1 0 0|1 1
] = |01 01 0]|=H.
00 1|1 1
Legyen v = [1 1 01 O}, ahol v egy fogadott kod.
Szamoljuk ki az s szindromat a kovetkez6 modon: ElsS 1épésben a szindréoma definici-

Oja segitségével meghatarozzuk a szindréoma transzponéltjat, majd az igy kapott vektort

transzponaljuk:

1
s’ = (eH")' =He’ = Hv' = |0
0

o = O
_ o O
—_ =
- o =
S = O =
I
—_ O O
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azaz s = {O 0 1]
Most a standard elrendezési tablazatot felirjuk a fejezetben leirt modon, majd kikeres-
siik beléle a ¢’ becsiilt kodszot. A feliras lépéseit nem részletezem ismét, csak az eredményt

adom meg.

3.1. tadblazat. Standard elrendezési tablazat

000 || 00000 | 11010 | 01101 | 10111
100 || 10000 | 01010 | 11101 | 00111
010 || 01000 | 10010 | 00101 | 11111
011 || 00110 | 11100 | 01011 | 10001
001 || 00100 | 11110 | 01001 | 10011
101 || 00001 | 11011 | 01100 | 10110
110 || 01100 | 10110 | 00001 | 11011
111 || 00010 | 11000 | 01111 | 10101

Azaz az s = [O 0 1] szindromahoz tartozé hibaminta: e = [O 010 0], ennek
segitségével pedig ¢/ = v —e = [1 101 O} - [0 010 O} = [1 1 11 0].Ki-
keresve a 3.1 tablazatbol a ¢’ elemet, meghatarozhatjuk, melyik kodszo keriilt elkiildésre,
annak alapjan, hogy melyik kodszo szerepel a ¢’ oszlopénak elsé soraban. Ez a ¢ = 11010

kodszo lesz.

3.4. Hamming-koédok

Az 1940-es években a kodolast még csak hibajelzésre hasznaltak, Richard Hamming ké-
szitette el az els6, maig hasznalt kodokat, amik mar egy hiba javitasara is alkalmasak
voltak, a Hamming-kodot, és a kiterjesztett Hamming-kddot. Ezen eredményeit az 1950-
ben kiadott Error Detecting and Error Correcting Codes cimi cikkében kozolte. Ehhez

az alfejezethez a 9] és [10] forrasokat hasznaltam fel.

A Hamming-kodok lineéaris kodok, és egy Hamming-kodot precizen q dbécéji (n, k)
Hamming-kédnak neveziink, ahol ¢ az F, alaptest elemszama. Tovabbra is ¢ = 2-vel
szdmolunk, am az eredményeket altalanos ¢-ra is kimondjuk majd, ugyanis fontos jelezni,

hogy a Hamming-kodok nem csak binaris esetben hasznélhatok.
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A hibajavitasra r redundéns bitet akarunk felhasznalni, (azaz r = n — k) és igy szeret-
nénk minél nagyobb k-t elérni, hogy minél tobb iizenetiink lehessen. Mivel r csak n-t6l és
k-tol fiigg, a feladatot gy tudnank atfogalmazni, hogy fix n esetén keressiik a maximalis
k-t, vagy ami ezzel ekvivalens, hogy fix k esetén keressiik a minimalis n-t.

Ha n hosszu kodszoban legfeljebb 1 hiba torténhet, az azt jelenti, hogy az Gsszes e
hibavektor vagy minden koordinatajaban 0, vagy pontosan egy koordinatajaban 1, a tob-
biben 0. Ez a 3.3.1 pontban definidltak miatt akkor teljesiil, ha az s szindroma minden
koordinatajaban 0, vagy megegyezik H paritdsméatrix valamelyik oszlopaval. Mivel rogzi-
tett r esetén minél nagyobb £ elérése a cél, igy mind a 2" — 1 lehetGséget hasznalni fogjuk.
Az r = n — k miatt itt fennall az

n=2"""%_1 (3.3)

Osszefiiggés.

3.4.1. Kovetkezmény. Az el6z6 egyenlGséget, és r értékét felhasznalva:
k=n—r=2""—-1—r=2"—-1—r

Ezzel megvan a kod mérete. A folyamat jobb megértése érdekében nem a paritasméatrix
felirasa lesz a kovetkez6 lépés, hanem megvizsgéljuk, hogy az alapokrodl épitkezve hogyan
tudjuk alkalmazni ezt a fajta kodolast, mig végiil a paritasmatrixot is felirjuk. Most, hogy
tudjuk a kédszavak méretét, meg kell mondani, hogy a kodszavakban hol helyezkedjenek
el az iizenet- és a paritasszimbolumok, és a paritasszimbolumok milyen értékeket vegyenek
fel. Elgszor adjuk meg a paritasszimbolumok értékeit. A paritasmatrix feladata megadni
a hiba helyét a kdédszoban, igy, ha egy pozicid binaris dbrazolasaban a jobb szélsd bit
1, akkor ennek a hibdja esetén az els§ paritasszimbolum értéke hibas lesz. A kiilonb6zé

szamok binéris formaja, amik kielégitik ezt a feltételt:

1=1

3=11
5 =101
7=111
9 = 1001

Hasonlo modszerrel a masodik paritasszimbolum akkor fog hibazni, ha a binéris abrazo-
lasban a jobb szélrél szamolva a masodik bit 1, azaz a

2=10

3=11
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6 =110

7=111
10 = 1010
11 = 1011

szamok esetén. Ez a modszer igy folytatodik tovabb, amig le nem fedjiik a pozicidkat n-ig.

Ezutan azt kell még kivalasztani, hogy hol helyezkedjenek el a paritasszimbolumok.
Erre a célra az 1,2,4,8, ... pozicidkat valasztjuk, ugyanis igy az ellenérzé poziciok fiig-
getlenek lesznek egyméastol. A t6bbi helyre keriilnek az iizenetszimbolumok. Az eddigieket

a 3.2 tabla szemlélteti.

3.2. tablazat. Paritasbitek, és Osszefiiggéseik

Paritasbit indexe | Paritasbit pozicioja | Paritasbitek altal ellen6érzott poziciok

1 1 1,3,5,7,9,11,13,15,17, . ..
2 2 2,3,6,7,10,11, 14, 15,18, . ..
3 4 4,5,6,7,12,13,14, 15,20, . ..
4 8

8,9,10,11,12,13,14, 15,24, . ..

3.4.2. Kovetkezmény. A Hamming-kodok blokk-kédok.

Az eddigiek alapjan nézziink meg egy konkrét esetet, és vizsgaljuk meg annak a
paritasszimbolumait. Legyen a példankban r = 3. Ekkor a vizsgalt kod, az (n, k) =
(2" —1,2" —1—r) = (7,4) Hamming-kod a (3.3) egyenlgséget felhasznalva.

A paritasbitek értékének meghatarozasa egyenletekkel vagy halmazok segitségével l14t-

hato a 3.3 szdmua abran, ahol z; a sz6 i. koordinatajanak értéke.
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3.3. tablazat. A (7,4) Hamming-kod paritasbitjeinek meghatarozasa

Ty = T5 + Tg + Ty

Ty = T3+ Tg + X7

T =23+ Ty + T7

Ekkor a kodszok a [ml Ty X3 Ty Ty Tg x7} alakot veszik fel. Nézziink egy gyors

példat a paritasbitek kiszamolasara.

3.4.3. Példa. Legyen a kdédoland6 szavunk az [1 0 1 O}, ekkor a kodsz6 meghatéro-

zasa paritasbitenként:

[ty @ 1 x4 0 1 1]
[ty 2o 1 0 0 1 1]
[z 1 1 0 0 1 1]
(0 1 1 0 0 1 1]

Most, hogy lattuk egy kodszo felépiilését, nézziik meg, hogyan lehet veliik hibat javi-

tani.

3.4.4. Példa. Legyenek
a =24+ T5+ Tg+ X7
b=1xo+ 13+ 26 + 7
C=T1+ T3+ Ts + T,

és tegyiik fel, hogy egy hiba tortént az iizenetatvitel kozben. Ekkor abec, mint egy szam bi-
naris interpretacioja fogja megadni, hogy hanyadik koordinataban tortént a hiba. Konkrét
szamokkal szdmolva,ha |0 1 1 0 0 1 1| voltakiildott szo, és [0 1101 1 1]
a fogadott, akkor a = 1, b = 0, ¢ = 1, azaz abc = 101, ami az 5 binaris megfeleltetése,

tehat az 6todik koordinataban tortént a hiba.
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A kodok egy altalanosabb elkészitéséhez a paritasmatrixokat fogjuk felhasznélni. Méar
lattuk a £ maximalizaldsakor, hogy, 3.3.1 kovetkeztében, H minden lehetséges 2" — 1
oszlopat fel kell hasznalnunk, hogy az 0sszes lehetséges legfeljebb 1 hibét javithassuk, igy

a paritasmatrix felirasa r = 3 esetre:

(3.4)

T
|
— o o
o — o

0
1
1

o O =
[ s S S
—_ = =

1
1
0

Egy konkrét Hamming-kod megadasa altalaban a paritasmatrixa felirasaval torténik.

Ebben az alfejezetben mindig feltételeztiik, hogy legfeljebb 1 hiba tortént a kodszéban.
3.4.5. Tétel. Bindris Hamming-kodok kodszoi kozti minimdlis tdvolsdg 3.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy u,v € C, ahol C' egy Hamming-kod, és ellen6rz6matrixa
H. Ekkor C' linearitdsa miatt u — v € C is teljesiil. Ha d,;, = 1, akkor H(u — v)T
eredménye a H egy oszlopa. Ekkor H egyik oszlopa sem 0, viszont, mivel u—v kddszo, igy
H(u—v)? =0, ami ellentmondas. Ha d,,;,, = 2, akkor H(u — v)T = 0 tgy teljesiilhet, ha
H-nak van 2 linearisan Osszefiiggd oszlopa, ez viszont ellentmond annak, hogy H oszlopai
bazist alkotnak, tehat d,,;,, > 3 barmely u, v € C kédszéra. Minden binaris Hamming-kod
paritdsméatrixdnak van harom linearisan 6sszefiiggé oszlopa, azaz belattuk, hogy d,,;, €l
is érheti a 3-at. OJ

3.4.6. Kovetkezmény. A 1.3.14 tétel szerint egy kod t-hibajavité <= 2t < d, ;. Ez az
egyenlGtlenség d,,;, = 3 esetén csak ¢ = 1-re teljesiil. Emiatt lesz a bemutatott Hamming-
kod 1 hibajavito.

Most mutassuk meg, hogy az eddigiek nemcsak binaris esetben teljesiilnek, a Hamming-
kodok egy tetszéleges g primelemi dbécé esetén is képesek 1 hibat javitani. A H méatrix
elkészitése (ami megadja a Hamming-kodot) hasonloan torténik, mint ¢ = 2 esetben.
Adott r szadm esetén valasszunk egy nem nulla r hosszi vektort F, elemeivel. Ezutan va-
lasszunk egy tjabb r hosszi vektort gy, hogy az linearisan fiiggetlen legyen az els6tol.
Legyen ez a H masodik oszlopa. Osszesen ¢” — 1 lehetséges nem nulla r hosszi vektor léte-
zik, de figyelni kell, hogy minden vektor H-ba torténd bevéilasztasaval tovabbi ¢ — 1 vektor
bevalasztasanak lehetGségétdl esiink el, ugyanis ez a szam a nemnulla t6bbszorosok szama,
minden nemnulla vektor esetében. Tehat a paritasmatrix sorainak szama (¢" —1)/(q—1).

Az r = n — k alapjan definialtuk a [(¢" — 1)/(¢ —1),(¢" = 1) /(¢ —1) — 7] = [(¢"* —
1)/(qg — 1), k], q elemd abécével rendelkezé Hamming-kodokat.

41



3.4.7. Példa. Egy [4,2]-es, F5 felett értelmezett Hamming-kod paritasmatrixa:

112 0
H =
[O 11 1.]

Fontos megjegyezni, hogy nem ez az egyetlen elkészithetd [4, 2]-es, Fy feletti kod, példaul

0 21 2
H =
[1 0 1 1]

3.4.8. Tétel. A Hamming-kodok perfekt, 1 hibajavito kodok bdarmely q prim esetén.

a

egy masik kodot reprezental.

Bizonyitas. Azt mér lattuk az el6z6 tételben, hogy a Hamming-koédok 1 hibajavito ko-

dok. Még azt kell ellenérizniink, hogy

t
n i n—
> (M- s
i=0
egyenlGtlenségben teljesiil-e az egyenlGség. Ehhez alakitsuk &t az egyenletet gy, hogy
atszorzunk ¢F-val, azaz
t
k n i n
. — 1) <q".

g ; (i)(q ) <4q

Ekkor a bal oldal értéke (ahol ¢ = 1 az el6zGek miatt)

Vagyis a Hamming-kodok perfekt, 1 hibajavitoé kodok. [J

Végiil tegyilink emlitést a kiterjesztett Hamming-kodokrol is, mar csak binéris esetben.
Visszatérve a kordbban bemutatott [7,4] Hamming-kodhoz, vegyilink hozza egy 1j, xo
paritésbitet, hogy

To =21+ 22+ x3+ 24+ T5 + T6 + X7,
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vagyis a nyolc szam &sszege 0. Ekkor a kod 8 hosszii, ahol az {izenet tovabbra is 4 hosszi.
Ezt a kodot [8, 4] kiterjesztett bindris Hamming-kddnak nevezziik. Ennek a paritdsmatrixa
megkaphato a [7,4] Hamming-kod paritasmatrixa segitségével gy, hogy a bal oldalhoz
hozzévesziink egy csupa 0 oszlopot, majd a méatrixhoz hozzavesziink egy csupa 1 sort. A

(3.4) paritasmatrixot felhasznalva, a [8,4] Hamming-kod paritasmatrixa:

0|0 001 111
0/01 100171
0{1 010101
117111111
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4. fejezet

Ciklikus kédok

Ennek a fejezetnek az lesz a célja, hogy bevezessiik a binéris ciklikus kodokat, és hatékony
modszert adjunk a veliik valo kodolasra és dekodolasra. A fejezethez a [1], [12], [13] és [14]

forrasokat hasznaltam.

4.1. Binaris ciklikus k6dok

4.1.1. Definici6. Legyen C linedris (n, k) blokk-kod. Legyen u egy iizenet, ¢ € C pedig

az u-hoz tartoz6 kodszo. Ekkor minden c-hez hozzarendelhets egy c(z) polinom, ugy, hogy

c=(co,c1,. s 1) = c() = otz + -+ cuqz"

ahol az x bitpozicio-operator segit meghatarozni a c; helyét c-ben c;z’-ként, ahol 0 < i < n.

4.1.2. Definici6. Egy C lineéris blokk-kod ciklikus, ha minden kédszavanak linearis el-

toltja is kodszo, azaz ha zart a kodszavak lineéris eltolasara:
c=(co,c1y..rycpm1) €C &M = (cu1,co,01,...,000) € C.

Az F" test elemeit az n-nél alacsonyabb foku polinomokkal azonositjuk (egyiittha-
tosorozatok). Ezek a poliomok a mod (z" — 1) maradékosztaly polinomjainak, azaz az
Flx]/(z™ — 1) gytird elemeinek tekinthetdk.

4.1.3. Lemma. A polinomok esetében eqy ciklikus eltolds az x bitpozicid-operdtorral valo

mod (x" — 1) szorzdst jelenti, tehdt
c(z) € C & cW(z) = zc(x) mod (2" —1) € C.
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Bizonyitas. Legyen c(z) = cg+ciz+---+c, 12" L, ekkor ze(x) = ¢, 1 (2" — 1) +cW(z),

ahonnan az allitas kévetkezik, mert deg(cM(x)) <n —1. O
4.1.4. Definicié. A c(z) polinomot kddszépolinomnak, vagy kddpolinomnak nevezziik.

4.1.5. Példa. Legyen n = 7. Ekkor a ¢ = (0101011) vektor ciklikus eltoltja a c(!) =
(1010101). Polinomokkal &dbréazolva c(x) = x + 2% + 2° + 25 és

cW(z) = zc(z) = 2% + 2* + 25 + 27 mod (27 +1)
=2’ + 2t +a2%+ 2"+ (2" + 1)
=1+2%+2* + 28
4.1.6. Tétel. A C C Flz|/(z™ — 1) linedris kod ciklikus < C' idedl az Flz]/(x™ — 1)

gytriben.

Bizonyitas. <: C zart a (mod (z" — 1) vett) szorzasra z-szel, ezért minden ¢ konstansra
az z'-vel valo szorzasra is. Mivel C' zart az dsszeadésra, az el6z6kbdl kovetkezik, hogy zart
a polinomokkal val6é szorzasra is.

=: Mivel C' linearis tér, igy az elemei csoportot alkotnak az Osszeadasra. Még kell,
hogy tetszdleges ¢ € C és v(z) € Flz]/(z™ — 1) esetén c - v € C. Ez is teljesiil, ugyanis

c(x) - v(z) a c(z) ciklikus eltoltjainak linearis kombinacioja. O

4.1.1. Generator- és paritaspolinomok

4.1.7. Definicié. Minden ciklikus kodhoz egyértelmten tartozik egy g(z) generdtorpoli-
nom, aminek a tobbszordsei a kodszavak. Mivel a g(z) generatorpolinom osztja (2" —1)-et,

a g(z) meghatarozasahoz bontsuk fel (z™ — 1)-et irreducibilis tagok szorzatéara:

(@" —1) = ¢1(z) ... du(w).

Ezek alapjan a generdtorpolinom el6all
g(z) = H ¢j(x)
jeJc{1,2,..,l}

alakban.

4.1.8. Megjegyzés. Mivel binaris esetben kivonas és Osszeadas kozt nem tesziink kii-
16nbséget, és innentdl kezdve binaris esetet feltételeziink, igy (z™ — 1) helyett (z" + 1)-et

fogunk irni.
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4.1.9. Példa. Az n = 7 esetben az irreducibilis polinomok szorzatara bontas:
7 _ 3 3 2
'+ l=(+1)(+a+1)(z°+2°+1)

4.1.10. Definicié. A C binaris ciklikus (n, k) kod esetén k = n — deglg(x)], ahol C
linearitasa miatt barmely £ linearisan fiiggetlen vektor elGallithatja a generdtormdtrizot.

mk—l

Erre egy egyszerti valasztas a g(x),zg(x),..., g(x) vektorok, &m ez esetben nem

szisztematikus a kodolas.

Allitsunk el6 egy szisztematikus kodolast. Legyen
_ _ k—1
m = (mg, my,...,my_1) <> m(x) =mo+mz+-- +my_ 1z

az iizenetvektor és az iizenetpolinom. Toljuk el jobbra n — k pozicidval:

2" Fm(z) = mex™ " + ma" M 4 2™

Az ennek megfeleltethets vektor a (0,0,...,0,mg,my,...,my_1), ahol n — k darab 0-t
kovetnek az m-et alkoto bitek. Ezutén osszuk el 2" *m(z)-et a g(x) generdtorpolinommal,

a kovetkez6 modon:
7" *m(z) = q(v)g(z) + d(z).

[gy megkaphatjuk a q(z)-el jelélt hdnyadost, és a d(z)-el jeldlt maradékot, ahol degld(z)] <
n — k, tehat d(x) = [z *m(z) mod(g(x))]. A d(z) a fokdbol kivetkezden a kivetkezs
vektort jelenti: (dy,dy, ... ,dp__1,0,0,...,0).

Az eddigiek alapjan, a

egyenlet bal oldalan 1év§ kifejezés egy kodszo, (ugyanis a g(x) tébbszorose) igy a kodszo

vektoros alakja:
x”_km(x) - d(I) <~ (—do, _d17 ey _dn—k—la mo, My, ... ,mk_l). (41)

Az utols6 k szimbolum az ilizenetszimbolumok, mig az els6 n — k szimbo6lum a paritas-

szimbolumok, tehat egy szisztematikus kodolast kaptunk.

4.1.11. Példa. Ebben a példaban egy mésik mddszert mutatunk szisztematikus kodo-

lasra. Legyen C (7,4) paraméterii Hamming koéd d = 3 minimalis tavolsaggal. Ekkor
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glz)=a+z+1,és

x> mod(x® +x+1) =2+ 1=dy(x),

zt mod(x® +x +1) = 22 + x = dy (),
2° mod(x® + 2+ 1) =22 + 2+ 1 = dy(x),

2% mod(z® +x +1) = 2° + 1 = d3(x).

Ezek alapjan a szisztematikus generdtorméatrix:

= = O
_ = = O

1000
0100
0010
0001

s N SO

fgy egy u(x) iizenet szisztematikus kodoldsa: c(x) = 2" *u(z) + [2" *u(z) mod(g(x))].

4.1.12. Definici6. Definidljuk a h(x) paritdsellendrzd polinomot a g(x) segitségével a
kévetkezSképp:
g(z)h(z) =2"+1

Innen a paritasellen6rz6 polinom megkaphato6 a
h(z) = (2" +1)/g(x) = ho + bz + - - - + hpa”

polinomosztas segitségével. Ekkor a H paritasméatrix a h(z) megfelels ciklikus eltoltjaival

kaphat6 meg.

4.1.13. Példa. Vegyiik a d = 3 minimalis tavolsagu, (7,4) paraméteri Hamming kodot,
ahol g(x) = 23+ 2+ 1. Ekkor h(z) = (2" +1)/(2* + 2+ 1) = 2* + 22 + 2 + 1, és a ciklikus

eltoltak segitségével kapott paritdsmatrix:

11
H=101
0 0

—_ = =

0
1
1

=

0
1
0

_ O O

4.1.14. Megjegyzés. A 3.2.14 tétel alapjan a H konnyen megadhatd szisztematikus

alakban, ha a G métrixot a fent levezetett modszerrel hatarozzuk meg.
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4.1.2. Szindréma

Az eléz6 alfejezetben lattuk, hogy ha c egy kodszo, akkor a neki megfeleltetett polinom

és a paritaspolinom szorzata 0. Ebbdl kovetkezik, hogy
c(z)h(z) = m(z)g(x)h(zx) = m(x)(z" + 1) = 0 mod(z" + 1),
ahol m(x) az iizenetpolinom.

4.1.15. Definicié. Egy u vektorrol el tudjuk donteni, hogy kodszo-e, annak alapjan,
hogy u(z)h(z) = 0 mod(x™ + 1) teljesiil-e.

Mivel a ciklikus kédok linearis blokk-kodok, itt is definidlhatjuk a szindréma fogalmaét.
4.1.16. Definicié. Adjuk meg az s(z) szindromapolinomot a kiovetkezs alakban:
s(z) = u(x)h(x) mod(z™ + 1),
ahol s(z) = 0 pontosan akkor, ha u(z) egy kodszo.

Az eddigi definiciok alapjan a szindromaéaval torténd hibajavitds ugyanigy miikodik,

mint az el6z6 fejezetben, ugyanis csak a jelolések valtoztak, az elmélet ugyanaz maradt.

4.2. Miiveletek elvégzése aramkorok segitségével

A ciklikus kédok hasznélatat indokolja, hogy szamitogépek gyorsan el tudjik végezni
veliik a kodolési folyamatot. Ebben az alfejezetben olyan dramkoroket vizsgalunk, amik
polinomosztassal hajtjak végre azokat a lépéseket, amikrél eddig a fejezetben sz6 volt. Ttt

csak a binaris esettel foglalkozunk.

4.2.1. Szisztematikus koédolas

Legyen g(z) = 1+ g12 + -+ + gn_p12" F71 4+ 2% a generatorpolinom, m(x) = mq +

k=1 pedig egy iizenetpolinom. Hogy szisztematikus kodolast kaphassunk,

k

M+ +mg_1x
elgszor kiszamoljuk az " "m(z) szorzatot. Ezutan osztunk g(z)-el, hogy megkaphassuk
d(z) maradékot. Végiil a 2" *m(z) — d(z) kiszamitasaval megkapjuk az m(x) iizenethez
tartozo szisztematikus kodszot a (4.1) alapjan.

A 4.1 abran lathato aramkor ezeket a lépéseket hajtja végre. Az abran a @ a mod 2
Osszeadast, az ro, 71, ..., Th_r_1 a billenSaramkorokbdl felépiils regisztereket, a gy, ..., Gn_k_1

pedig a generatorpolinom egyiitthatoit jelentik. Az aramkor miikodése:
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1. Az els6 k 1épésben az 1. kapcsolo zarva van, és a 2. kapcsold az alsé poziciora mutat,

igy az my_1, ..., mo bitek egyszerre lépnek be az aramkorbe, és az outputra.

2. A k-adik iizenetbit elkiildése utan az 1. kapcsol6 kinyilik, és a 2. kapcsolo a felsd

poziciéra mutat.

3. A rendszer még n — k eltolast hajt végre, hogy a paritdsszimboélumokat is eljuttassa

az outputra.

4. Osszesen n eltolas tértént, és az outputon az 2" *m(z) — d(x) polinom szerepel.

1. kapcsolo
-1
A
—O,
. clx)
x"*m(x) O
2. kapcsold

4.1. abra. Szisztematikus kodolashoz hasznélt aramkor

4.2.1. Példa. Nézziik a [7,4] binaris Hamming-kodot generdlé g(x) = 1+ z + 23 polino-

mot. Az ehhez tartozd aramkor a 4.2 abran lathato.
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4.1. tablazat.

Uzenet | Eltolas elstt Eltolas utan
m To |71 | Te |To=To+M | Ty =TgF+To+mMm | T =11
1 00| O 1 1 0
1 1]111] 0 1 0 1
0 110 1 1 0 0
1 110] 0 1 0 0
— 110] 0 — — —

1. kapcsold e

c(x)

x*m(x)O

2. kapcsold

4.2. abra. Az g(x) =1 + x + x3-hoz tartozé aramkor

Az m = (1,0,1, 1) iizenetvektor aramkorrel vett kodolasanak lépéseit a 4.1 tablazat

mutatja.

Tehat az outputon 1év6 kodszo a kovetkezs:

c(z)=(1,0,0,1,0,1,1)

4.2.2. Dekodolas szindréomaval

4.2.2. Tétel. Legyen s(x) az u(x)-hez tartozd szindréoma, vagyis u(zr) = q(z)g(r) +
s(z). Legyen uM(x) az u(z) jobb oldali ciklikus eltoltja, és a hozzd tartozé szindréma

s (z). Ekkor u(z) mod(x™ —1) ciklikus eltoltjainak szindromdi az s(x) mod(g(x)) ciklikus
eltoltjas.
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Bizonyitas. Ha u(x) = ug + wiz + - + u,_12" 1, akkor ciklikus eltoltja uV(z) =

Up—1 + UL + - -+ + Up_oz™ !, ami felirhato a kovetkezSképp:
uV(z) = zu(z) — up_1 (2" — 1).
Felhasznélva a maradékos osztast, és azt, hogy =" — 1 = g(z)h(x), azt kapjuk, hogy

q'V(2)g(z) +sW(2) = z[a(2)g() + s(2)] — un-1g(2)h(z),

ahol sM(x) az u(z)-nek a g(z)-szel vett hanyadosanak maradéka. Az el6z6 egyenlséget
atrendezve:
ws(x) = [aV (@) + un1h(z) — zq(2)]g(z) + s (2).

Tehat s (x) az xs(x)/g(x) hanyados maradéka. [J

Ezek alapjan csak egy s szindromat kell kiszdmolnunk egy e hibamintahoz, és an-
nak ciklikus eltoltjaihoz, ami miatt a szindroma tébla n sorral rovidebb lehet. Tovabba a
sziikséges eltolasokat ki tudjuk szamolni azzal az dramkorrel, amivel az s szindromat meg-
hataroztuk. Igy készitsiik el a kovetkezd aramkort, ami a hibamintahoz tartozo szindréoma
kiszamitasanak segitségével képes hibajavitasra. Ennek a neve Meggitt-dekodolo.

Az 4.3 abran lathaté aramkor mikodésének 1épései:

e Az 1. kapcsold zarva van, a 2. kapcsolo nyitva, a szindroma regiszterek pedig mind
O-ra vannak allitva. A fogadott kodszo az elsé n eltolas alatt egyszerre belép a puffer
regiszterbe és a szindroma regiszterbe. Az n-edik 1épés utan, a szindroma regiszter

tartalmazza az u(z) fogadott kodszohoz tartozéd s(x) szindromat.

e Az 1. kapcsolo nyitva van, a 2. kapcsolé pedig zarva. A hibaminta figyel6 dramkor
en—1 = l-et ad vissza, ha hibat észlel a fogadott kodszo legmagasabb bitpozicioja-
ban a szindroma segitségével, tehat e(z) = 2™~ 1. Ha 0 a visszatérs érték, akkor a
legmagasabb bitpozicioban nincs hiba. Az ezaltal modositott fogadott sz6 polinom-
alakban: w;(x) = up + uix + -+ + Up 22" 2 + (Up_1 + €n_1)z" L. Az uy(2) ciklikus
eltoltja ugl)(x) = (Up_1+€n_1)tuT+- - +u, 22" Az ugl)(az)—hez tartozo sgl)(x)
szindroma az u(ll)(x)/g(x) hanyados maradéka. Mivel az zu(z) maradéka az s(V)(z)

"~ maradéka 1, igy a modositott fogadott szohoz tartozo szind-

szindréma, és az rx
roma elsall sV (z) = s((x) + 1 alakban. Igy a szindroma regiszter modosithato,
hogy jelezze az u(z) modositasait gy, hogy a regiszter bal oldalan hozzéadunk
egy l-est. A modositott érték kikertl az outputra, és djra belép a rendszerbe a 2.

kapcsolén keresztiil.

o1



g(X) egyuttnatol

fogadott

lzenet .
———»| 1. kapcsold

A A

Szindroma regiszter (n-k hely)

D
i/

Hibaminta figyel& aramkor 2. kapcsold

Javitott
) 4

output
— Puffer regiszter — —>

2. kapcsold

A

4.3. dbra. Meggitt-dekodolo

o Az el6z6 lépés ismétlédik addig, amig a puffer regiszter Gsszes eleme kikeriil az
outputra. A folyamat végén a puffer regiszter tartalmazza a javitott szot, azaz az
eredetileg elkiildott kodszot.

4.2.3. Példa. Vizsgaljuk ismét a g(x) = 1 + x + 2° polinommal generalt kodot. A 4.2
tablazat tartalmazza a javithato hibakat, a hozzajuk tartozo szindromakat, és ezek poli-
nomokban felirt alakjat.

Ebbdl a tablazatbol le tudjuk olvasni, hogy az utolso bithelyen 1év6 hibéhoz, az e(z) =
2%-hoz tartozo szindroma a s(z) = 1 + 2% A példédhoz tartozé dramkorben, ami a 4.4
abran lathato, emiatt egy 3-inputos és kapu, ahol a kozéps6 input megfordul fogja végezni
a hibajavitast. Amikor a hibaminta figyel6 aramkor felismeri a fent emlitett hibamintat, a
puffer regiszterbdl kilép6 bitnek, és a szindroma regiszterbe belépd bitnek a kiegészitettje
jut el.

Tegyiik fel, hogy a fogadott sz6 az u(z) = 1 + x + 23 + 2° + 2° polinommal irhato
le. Ahogyan ez belép az aramkorbe, az s(z) = z jelenik meg a szindroma regiszterben.
A 12. eltolasnal megjelenik az s®(x) = 1 + 22 polinom a szindréma regiszterben, ami
azt jelenti, hogy hiba van a puffer regiszter jobb oldali bitjében. A bithez hozzdadjuk

a komplementerét, ezzel javitva a hibat. A kovetkezd szindroma a 0 polinom lesz, ami

02



4.2. tablazat.

Hiba | Hibapolinom | Szindréma | Szindrémapolinom
0000000 | e(z) = 000 s(z) =0
1000000 | e(z) = 100 s(z) =1
0100000 | e(z) == 010 s(x) ==
0010000 | e(z) = 22 001 s(z) = 22
0001000 | e(z) =2* 110 s(z)=1+=
0000100 | e(z) = z* 011 s(z) =z + 2?
0000010 | e(z) = a° 111 s(z) =14z + 2?
0000001 | e(x) = " 101 s(z) =1+ 2?

azt jelenti, nincs tobb hiba a szoban. A javitott sz6, ami az eredetileg elkiildott kodszo:
c(z) =1+ 2% + 2° + 2° Ehhez a kodszohoz tartozo iizenetpolinom az (4.1) alapjan a c
utolso 4 bitjébsl all els: m(x) = 1 + 22 + 23, tehat m = (1011).

A 4.4 abran lathaté Meggit-dekddold miiveletei 1épésenként lebontva az 4.3 tablazat-
ban lathatok. A hibas bitet alahuzas jeloli.
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fogadott

%» 1. kapcsolo ,\———> ro —»{ 1

r |—

Hibaminta figyel&
aramkor

2. kapcsold

2. kapcsold

4.4. abra. Egy [7,4] Hamming-kod dekodolo aramkore

4.3. tablazat.

Lépések | Input | Szindroma regiszter | Puffer regiszter
1. 1 100 1000000
2. 1 110 1100000
3. 0 011 0110000
4. 1 011 1011000
5. 0 111 0101100
6. 1 001 1010110
7. 1 010 1101011
8. 001 1110101
9. 110 1111010
10. 011 0111101
11. 111 1011110
12. 101 0101111
13. 000 0010111
14. 000 1001011
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A. fuggelék

A 4.2 alfejezetben lévo példa

szamitogépes kiszamitasa

A fejezetben bemutatott script MATLAB-ban ir6dott.

% Adjunk meg egy generdtorpolinomot, példaul: g(x)=1+x+x"3
g=1[1101];
% Adjunk meg egy iizenetpolinomot, példaul: m(x)=1+x"2+x"3
m=[1011];

n = length(g)+length(m)-1;
k = length(m);

% m(x)*x~{m-k}

¢ = [zeros(1,n-k) m];

% kvociens és maradék meghatarozasa: (x~6+x~5+x~3)/(x"~3+x+1)
[7,d] = deconv(c(end:-1:1),g(end:-1:1));

% bindris esetet vizsgadlunk

d = mod(d,2);

% kodszd elkészitése
for j = 1:(n-k)
c(j) = d(end+1-j);

end
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% 1 hiba hozzaadasa
e = zeros(1,n);
e(ceil(rand(1)*n)) = 1;

u = mod(c+e,2);

% és-kapu elkészitése:
[,and_g] = deconv([1 0 0 0 0 0 0],g(end:-1:1));
and_g = mod(and_g(end:-1:k+1),2);

% Meggit:
% Az 1. kapcsold zarva, a 2. kapcsold nyitva
puffer = [];
s = zeros(1,n-k);
% Egy ciklus egy o6rajelet szimulal
for j = 1:n
s_tmp = s8;
s(1) = mod(u(end+1-j) + s_tmp(end),2);

for z = 2:n-k

if g(z) "= 0

s(z) = mod(s_tmp(z-1) + s_tmp(end),2);
else

s(z) = s_tmp(z-1);
end

end
puffer = [u(end+1-j) puffer];

end

% Az 1. kapcsold kinyilik, a 2. kapcsold bezarul
idx = 0;
for j = 1:n
s_tmp = s;
if s_tmp == and_g
s(1) = mod(s_tmp(end)+1,2);
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else
s(1) = s_tmp(end);

end

for z = 2:n-k

if g(z) "= 0
s(z) = mod(s_tmp(z-1) + s_tmp(end),2);
else
s(z) = s_tmp(z-1);
end
end

if s_tmp == and_g
[mod (puffer(end)+1,2), puffer(l:end-1)];

puffer

else

puffer [puffer(end), puffer(l:end-1)];

end

end

m_rec = puffer(k:end);
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