EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM

TERMESZETTUDOMANYI KAR

Cset¢ Maria

GRAFKERESO ALGORITMUSOK A
MESTERSEGES INTELLIGENCIABAN

BSc Szakdolgozat

Témavezets:

Dr. Fekete Istvan

Szamitoégéptudomanyi Tanszék

Budapest, 2019



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés

2. Allapottér- és grafreprezentacio

2.1. Allapottér-reprezentacio . . .

2.2. Reprezentacios graf . . . . . .

2.3. Feladatok reprezentacioi . . .

2.3.1.
2.3.2.
2.3.3.
2.3.4.
2.3.5.

Négy kiralynd probléma
Nyolcas jaték . . . . .
Hanoi tornyai . . . . .

A kancsok problémaja

A misszionarius-kannibal probléma . . . . .. .. ...

3. Visszalépéses keresés

3.1. A visszalépéses keresés els6 valtozata . . . . . . ... ... ... ..

3.2. A visszalépéses keresés masodik valtozata . . . . . . ... ... L.

3.3. A visszalépéses keresés harmadik valtozata . . . . . . ... ... ...

4. Grafkeresd eljarasok

4.1. A grafkeresés kiindul6 algoritmusa . . . . . . . .. ..o

4.2. Altalanos grafkeress algoritmus

4.3. Neminformalt grafkeress eljarasok . . . . . . .. .. .. ... ... ..

4.3.1.
4.3.2.
4.3.3.

Meélységi keresés . . . .
Szélességi keresés . . .

Egyenletes keresés . . .

i

13
14
16

19
20
21
24



5. Heurisztikus grafkeresések

5.1. Elsretekinté keresés

5.2. Az Aalgoritmus . . . . . . ...

5.3. Az A* algoritmus

5.4. A monoton megszoritasos algoritmus

Abrak jegyzéke

Felhasznalt irodalom

1l

40
42
43
44
46

50

51



Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Dr. Fekete Istvannak, aki
hasznos tanacsaival hatalmas segitséget nytjtott szakdolgozatom elkésziiléséhez.

Ko6szonom sziileimnek és hugaimnak, hogy tamogattak egyetemi tanulmanyaim alatt.

v



1. fejezet
Bevezetés

A mesterséges intelligencia (tovabbiakban: az MI) olyan feladatok szamitogépes
megoldast tiizi ki célul, amelyeket — ha ember oldja meg ket — intelligenciat igényel-
nek. A problémamegoldo intelligencia 6 jellemzdje a feladatspecifikus heurisztikus
ismeretek megjelenése és alkalmazasa.

Az MI napjaink taldn legdinamikusabban fejlédé tudomanyaga. Elég azokra
a szolgaltatasokra gondolni, amelyeket napi szinten hasznalunk (pl. szamitogépes
jatékok, sakkprogramok, az autds ttvonaltervezé GPS vagy forditas egyik nyelvrél
a masikra), illetve a naponta hallott divatos irdnyzatok koziil idézni néhanyat (pl.
intelligens otthon, 6nvezets auto).

Az tjszert eredmények mellett az MI elméleti alapjai, amint azt tébb bevezets
konyv is bizonyitja, egyezményes modon kialakultak. Az alapok kézott meghatarozo
a keresési modszerek rendszerezett gytjteménye.

Dolgozatomban a grdfkeresd eljarasok elméletének alapjait tekintem at. Ennek
a témakornek kozponti a jelentGsége, eredményeit széles korben alkalmazzak, mivel
az MI legtobb programja tartalmaz keresést. Fz nem meglepd, hiszen az MI legtobb
feladatanak a megoldasaban altalaban nem egy direkt algoritmus, hanem nagyszamu
szisztematikus probalkozast végzé eljarasok vezetnek célhoz.

A dolgozat kovetkezd, mdsodik fejezete az allapottér- és a grafreprezentéciorol
szol. Ez az MI feladatainak gyakran alkalmazott specifikaciés modszere. A prob-
lématér allapotai, az azok kozotti &tmeneteket megvalositdé miiveletek, valamint a
kezdGallapot és a célallapotok halmazénak megadésa egyiitt alkotjak az allapottér-
reprezentaciot.

Ezek az elemek egyiitt szemléletesen megjelenithet6k egy iranyitott graf forméa-
jaban. A probléma megoldasat egy olyan élsorozat jelenti, amely a reprezentacios

graf startcstcsabol valamely célestucsaba vezet. A miveletekhez és igy az azokat rep-



rezentalo élekhez a grafban koltségeket is rendelhetiink. A fejezetben megadom 6t
tipikus MI-feladat reprezentaciojat, amelyekre a késébbi fejezetekben hivatkozom.

A harmadik fejezet az egyik leggyakrabban alkalmazhat6 problémamegold6 mod-
szert, a visszalépéses keresést mutatja be. Ez a jol ismert vezérlési stratégia egyetlen
utvonalat tart nyilvan, amelyet a lehetdség szerint egyre mélyit. Amennyiben a ke-
resés akadalyba iitkozik, akkor az algoritmus visszalép az el6z6 allapotba és 4j iranyt
keres a folytatdshoz. A visszalépéses keresés harom valtozatat ismertetem, amelyek
a reprezentacios graf jellegzetességéhez, illetve a feladat kovetelményéhez illeszked-
nek (keresett célallapotok szama, a megold6 miiveletsor meghatarozasa, allapotok
ismétlésének ellendrzése és kizarasa, mélységi korlat alkalmazésa).

A negyedik fejezet témaja az grafkeresés és annak specialis neminformélt valto-
zatai. A grafkeresés altalanos algoritmusa a reprezentécios grafot a kezddéallapotbol
kezdi el épiteni. A graf minden csiicsanal nyilvantartjuk azt a legkisebb koltséget,
amellyel — a keresés aktuélis allapotaban — a kezd&cstcsbol hozza eljuthatunk. Az
altalanos grafkeresG algoritmus minden lépésben kivalaszt egy kiterjesztésre varo
nyilt csicsot egy fliggvény minimélis értéke szerint. A kivéalasztott csiics minden
szomszédjara ellendérzi, hogy sikeriilt-e kisebb koltségi utat talalni hozza. Ha igen,
akkor a cstucshoz bejegyzésre keriil az 1Gj koltségérték és feljegyezziik a sziilg csticsot
is.

A neminformalt grafkeress eljarasok gy szarmaztathatok az altalanos séméabol,
hogy a kiértékels fiiggvény definicivjaban csak a miiveletek, vagyis a reprezentacios
graf éleinek koltségeit hasznaljuk fel valamilyen formaban. A koltségek specialis
esete az, amikor minden él koltségét egységnyinek tekintjiik. Egy cstcs elérésének
koltsége ekkor a mélységét fejezi ki a reprezentacios grafban.

A szélességi keresésnél mindig egy legkisebb mélységii cstucsot véalasztunk kiter-
jesztésre. A mélységi keresésnél minden 1épésben egy legmélyebben fekvs csticsbol
probalunk tovabb haladni. (A visszalépéses keresést nyilvanvaloan a mélységi kere-
séssel lehet kozvetlen kapcsolatba hozni.) Az egyenletes keresésben (amely a széles-
ségi keresés altalanos valtozaténak is tekinthetd) az élek valos nemnegativ koltséggel
rendelkeznek és az eljards minden lépésben egy legkisebb koltséggel elérhetd cstcs
kiterjesztésével halad tovabb a megoldas felé.

Az dtodik fejezet a heurisztikus grafkeress algoritmusokat targyalja. A heurisz-
tika altalaban egy probléma megoldasa soran alkalmazott specialis, gyakran intu-
itiv ismeret. A grafkeresés elméletében a heurisztika mindig annak a koltségnek
a becslését jelenti, amellyel egy allapotbol célallapotba juthatunk. A heurisztikus

grafkeresés kiértékels fliggvénye ennek megfelelGen (ritka kivételtdl eltekintve) két



komponens Osszege: tartalmazza egy csucs elérésének koltségét és egy célestcs elérési
koltségének heurisztikusan becsiilt értékét.

A heurisztikus grafkeresés menetét a kiértékels fliggvény szabalyozza, mivel an-
nak minimum-értéke szerint valasztunk ki egy nyilt csicsot kiterjesztésre. A heu-
risztikus tagra alkalmazott feltevések a keresések érdekes tulajdonsagi osztalyaihoz
vezetnek, ezek az A, az A* valamint a monoton megszoritasos grafkeresés. A harom
osztaly kozott valodi tartalmazas all fenn és egyre erdsebb tulajdonsigokkal rendel-
keznek a megoldas megtaldlasa, annak optimalitasa, illetve a csticsok kiterjeszté-
sének modja tekintetében. A tulajdonsdgokat megfogalmazé tételek bizonyitasai
dolgozatomban szerepelnek.

Dolgozatom megirasakor alapvet&en témavezetém és szerzdtarsai altal irott ma-
gyar nyelvii MI-kényvét vettem alapul, de tédjékozodtam az MI szakirodalménak
bevezeté miiveiben is. Dolgozatomban azért nem szerepelnek irodalmi hivatkoza-
sok, mert tobb hasonld tartalmu lefrasban csak kis eltérések jelentek meg és az
olvasottak végiil egységes egésszé alltak Ossze.

A legtobb forras ugyanazt a néhany alapfeladatot ismerteti, ezeket kiegészitettem
két tovabbi feladattal, a kancsok ontogetésének problémajaval és a misszionérius-
kannibal problémaval. Onallo6 munkamnak tekinthets a visszalépéses keresés elsé
valtozata is (amely nem szerepel a konyvekben), ez az Osszes célallapotot megkeresi
egy reprezentacios grafban.

Megemlitem azt is, hogy néhany tervezett tartalom megirasara nem keriilt sor.
Ezek kozott szerepelt az ,algoritmusok és adatstrukturak” tantargy, illetve tudo-
manyag altal ismertetett grafalgoritmusok és az MI megfelel6 algoritmusainak az
osszehasonlitd megfeleltetése (példaul szélességi és mélységi graftbejaras, vagy Dijk-
stra algoritmusa). Szerettem volna egy kitekintést dsszeéllitani, amely roviden kitért
volna azt itt nem ismertetett keres eljarasokra (pl kétiranyu keresés, valtozo mély-
ségii keresés vagy a szimulalt hiités).

Dolgozatomban Gsszesen 22 abra szerepel, ezek tobbségét magam rajzoltam meg,
néhany sszetettebb abrat azonban — témavezetém hozzajarulasaval — a kdnyviikb6l

vettem at.



2. fejezet
Allapottér- és grafreprezentacio

A mesterséges intelligencia feladatainak megoldasat is a specifikacioval kezdjiik. A
specifikacio” kifejezés helyett itt a ,reprezentécio” szoéhasznalat terjedt el. A tapasz-
talatok szerin az MI feladatait az allapottér-reprezentacio szemléletével a legalkal-
masabb specifikalni.

El6szor meghatarozzuk a feladat allapotterét, amely az Osszes 1ényeges adatszer-
kezetet magaban foglalja. A reprezentécio algoritmikus jellegii részét képezik az
allapotokra alkalmazhatd miiveletek. Ezek a feltételhez kotott, gyakran koltséggel
is rendelkezs, allapotokon értelmezett eljarasok tjabb éllapotokhoz vezetnek. A
reprezentacié tovabbi komponense a feladat célallapotainak a halmaza, valamint a
kezddallapot, amely a megoldés keresésének kiindulasat képezi.

Az allapottér-reprezentaciot szemléletessé tehetjiik egy iranyitott graf alkalma-
zaséval. A graf cstcsai az egyes allapotoknak, az iranyitott élek az alkalmazhato
miveleteknek felelnek meg. A reprezentéicié kezdGallapota a graf kijelolt startcsi-
csat hatarozza meg. A célallapotok a graf csiicsainak elérendd részhalmazat képezik.

A graffal abrazolt feladatleirdst gréafreprezentacionak nevezziik, amely mogott
mindig egy grafkeresd eljarast tételeziink fel. A keresés algoritmusédnak a megva-
lasztésa vagy megtervezése — tagabb értelemben — a feladat megoldasdnak a megha-
tarozo részét képezi.

Az MI-ben alkalmazott reprezentécios graf jellemzdGje az, hogy a keresés meg-
valositasakor nem all rendelkezésre explicit modon felépitett moédon a memoriaban,
hanem azt a keresd eljaras épiti fel, altalaban csak részben. Tovabbi jellemzdje
a grafkeresésnek az, hogy a keress eljaras miikodhet oly modon, hogy a cstcsok
tobbszorozésével a grafot specialisan irdnyitott, gyokeres fa forméjaban hozza létre,
amely lehet elvben végtelen is.

Az allapottér- és grafreprezentacio alkalmazéasat tobb példéan is bemutatom ebben

a fejezetben.



2.1. Allapottér-reprezentacio

A bevezetd szerint a mesterséges intelligencia feladatainak specifikdlasara az allapottér-
reprezentacio a legalkalmasabb és legelterjedtebb modszer. Az egyszertibb, attekint-
het6 méreti feladatokra ez mindenképpen igaz. A feladatleiras ezen modszere mo-
gott mindig egy keresd eljarast feltételeziink, annak kialakitasat segiti el a gondosan
megfogalmazott specifikicio.

Az allapottér-reprezentacio egy R = (A, M, T, s) négyes, amelynek komponensei

a kovetkezdk:
1. a feladat allapottere (A),
2. az allapottéren értelmezett miveletek (M),
3. a célallapotok halmaza (T),

4. a feladat kezddallapota (s).

Az allapottér a feladat lényeges adatszerkezeteinek a lehetséges értékeit tartal-
mazza. Ha az allapotteret tobb egyszertibb tipus alkotja, akkor ezek tipusérték-
halmazai Descartes-szorzat formajaban kapcsolodnak egybe. Az egyes értékek pedig
n-eseket alkotnak ebben az esetben. Az allapottér leirasanél torekedni kell az abszt-
rakcio szintjének megfelels megvalasztasara: az adatszerkezet elég kifejezd legyen és
ugyanakkor mar mutasson az implementacio felé.

A miiveleteket gyakran szabalyoknak vagy operatoroknak nevezik az MI-ben.
Ezek olyan transzforméaciok, amelyek az allapottéren vannak értelmezve. Az ér-
telmezési tartomanyt az egyes miiveletek végrehajthatosagi feltételei jelolik ki. A
miiveletek algoritmusainak végrehajtasa az egyik allapotbol egy maésik allapotba ve-
zet. A miiveletekhez altalaban koltségeket is rendeliink. Ha ezt nem tessziik, akkor
a miiveleteket egységnyi koltségtieknek szokés tekinteni.

A célallapotok az allapottérnek azok az elemei, amelyek koziil egyiknek az el-
érésére toreksziink. Egy feladatnak tobb célallapota is lehet. Bizonyos esetekben
a célallapotok explicit modon adottak, méaskor viszont nem ismertek, hanem csak
feltételekkel tudjuk azokat leirni.

A kezd@allapot az a konkrét és egyértelmi eleme az allapottérnek, amelybdl
kiindulva az aktualis esetben a megoldast keressiik, azaz egy célallapothoz el szeret-
nénk jutni. (A feladat specifikdlasanak részét képezheti egy olyan elemzés is, amely
meghatarozza a lehetséges kezddallapotok korét.)

A feladat megoldésanak egy olyan miiveletsorozatot tekintiink, amely a megadott

kezddallapotbdl elvezet egy célallapotba. A lehetséges megoldéasok koziil gyakran egy



olyan miiveletsorozat megkeresése a cél, amelynek minimélis a koltsége. Egy ilyet
optimalis megoldasnak nevezziink. Olyan esetben, amikor a koltségek egységnyiek,
szokas legrovidebb megoldasrol is beszélni.

Amint a megadott példakban latjuk majd, van olyan feladat, ahol csak a cél-
allapotok elGallitasa fontos, az oda vezet6 miveletsorozatok mintegy a megoldés
,melléktermékének” tekintheték csupan. Maskor — éppen ellenkezéleg — a célalla-
potot méar ismerjiik és éppen az azt elGallitd miiveletsorozatot keressiik. Ezeken
kiviil, a célallapotok és a miiveletsorozatok keresésére tovabbi egyedi elGirasok is

elsfordulhatnak.

2.2. Reprezentacios graf

Az allapottér reprezentaciot atlathatobba tehetjiik egy irdanyitott graf lerajzolasa-
val. A grafreprezentaci6 segithet a feladat jobb megértésében és a megfelel§ keresé
algoritmus kivalasztasaban is. A grafos specifikdlassal ugyanis mindig egyiitt jar egy
grafkeresd algoritmussal, amely egy megadott kezdGallapotboél indulva egy célestcs
elérésére torekszik.

A reprezentacios graf csicsai a feladat egyes allapotainak felelnek meg, megjelolt
startcsiicsa a keresés kiindulé allapota, a célallapotok pedig az allapotoknak az a
részhalmaza, amelynek elérésére a keresés iranyul. A graf élei, amelyek a mtveletek
alkalmazésanak felelnek meg, rendelkezhetnek koltséggel is.

A feladat specifikalasa soran a reprezentacios grafot altalaban felrajzoljuk (na-
gyobb méret esetén egy részét), de tudjuk, hogy a keresés szamitogépes programja
nem kapja készen a grafot, hanem maga épiti fel, legalabb is a bejart részét. Ezt
hivjak kereségrafnak.

A feladat megoldasat altalaban egy célcstics megtaldlasa jelenti. Ez egy olyan
utvonal megkeresésével valosul meg, amely a reprezentacios graf startcsiicsabol va-
lamely célcstucsba vezet. Ha sziikség van a célallapotba vezetd mitiveletsorozatra is,
akkor azok a feltart utvonal éleirdl leolvashatok.

Bizonyos feladatoknal az optimalis, vagy minél kisebb koltségii ttvonal megha-
tarozasa a kitlzott cél.

Még azt is érdemes szem el6tt tartani, hogy a reprezentacioban szereplé grafot
a keres@ eljaras — az allapotok tobbszorozésével — specialisan fa formajaban imp-
lementélja. Ekkor egy koroket tartalmazo reprezentacios grafbol (elvben) végtelen

mélységt fa alakulhat ki.



2.3. Feladatok reprezentacioi

Ebben az alfejezetben néhéany (szam szerint 6t) egyszert feladaton mutatom be, hogy
hogyan lehet megadni az allapottér-reprezentaciot, illetve a grafreprezentaciot, mint

az egyes problémak MI-ben szokasos specifikacioit.

2.3.1. Négy kiralyndé probléma

Els6 feladatunk a nyolc kirdlynd probléma egyszertibb, kénnyebben attekinthets val-
tozata, négy kirdlynére megfogalmazva. (A sakkozok hivatalosan vezért mondanak,

de ennél a feladatnal ne valtoztassunk a kialakult szohasznalaton.)

1. Feladat Egy 4 x 4-es sakktablan helyezziink el négy kiradlynét ugy, hogy egyik

se lisse a maésikat!

A feladatot gyakran ugy tiizik ki, hogy a megoldasban az 6sszes olyan allast adjuk
meg, amely nem tartalmaz iitést. Az egyes célallapotokhoz vezeté miveletsorozat
nem kérdés, minthogy barmely allasrol leolvashatok az azt kialakité miiveletek.

Az allapottér-reprezentacidhoz a probléma emberi kézzel torténd megoldésat
vessziik alapul. A kezddallapot esetiinkben egyértelmi: az iires tabla. Az alla-
potteret azok az iitésmentes allasok alkotjak, melyekben a tablan 0,1,2,3 vagy 4
kiralyng all, sorfolytonos elrendezésben, hiszen az ember sorrél-sorra haladva pro-
balkozik a kiralynsk elhelyezésével. A 2.1. &bran harom legalis allapot lathato,

melyek egyike sem tartalmaz titést.

| b | W
F % A A
' E +*
F % F % -
h 4
i
E_3
h 4
A
E__ 3
(a) (b) (<)

2.1. abra. A négy kiralyng probléma allapotterének harom allasa

Az 2.1.a és a 2.1.b 4bran egyarant két kiralynd all a tablan. Az elsd allasban nem
tudunk egy tjabb kiralynét elhelyezni a tabla harmadik soraban. Bér a negyedik

sorban van szabad mezs, de elGzetesen a kiralyndsk sorfolytonos elhelyezése mellett



dontottiink. A masodik allasban ez lehetséges, a harmadik sor els6 mezGje nem &ll
iitésben. A 2.1.c dbra a probléma egy célallapotat mutatja.

A kézzel torténs megoldas sorén azt, hogy egy mezs szabad-e, tjra és Gjra szem-
mel ellendrizziik. Igy egy mezének kétféle allapota lehet: kiralynd all rajta, vagy
iires. A matematikai reprezentaciobban azonban célszertibbnek latszik, ha haromféle

statuszt kiilonboztetiink meg:
1. kiralyné (a mezo6n kiralynd &ll)
2. szabad (a mez6 nem all titésben)

3. iitésben (a mezd titésben &all valamely a tablan méar elhelyezett kiralynd altal)

Ha a kiralynét olyan mezére helyezziik el a kvetkezd iires sorban, amely ,szabad”
statuszt, akkor legalis allashoz jutunk. Formaélisan, az allapotokat egy t[1..4,1..4]
matrix megfelels kitoltésével reprezentéljuk. A statuszokat meghagyhatjuk karak-
teres forméban is, de kddolhatjuk rendre az 1, 0, —1 értékkel.

A kezdgéllapot jellemzdje az, hogy minden mezGje szabad” statuszu, azaz t[i, j| =
0 (1 <i,j<4). A céllallapotokra az igaz, hogy minden sorban pontosan egy ki-
ralyné all, az elhelyezés feltételének betartasaval.

A miiveletek halmazat legegyszertibb tgy definialni, hogy a kiralynének a tabla
barmely mez&jére torténd elhelyezését egy ondlléo miveletnek tekintjiik. Jeloljiik g;;-
vel (1 < 1,7 < 4) azt a miveletet, amikor egy szabad mezdre kiralynét helyeziink,
azaz egy ti, j] = 0 matrixelem értékét t[i, j| = 1 értékre valtoztatjuk. Az elhelyezés,
illetve az értékadas feltétele tehat egyrészt az, hogy ezt megel6zGen a mez6 ,szabad”
statuszt, vagyis t = [i, j] = 0 legyen, mésrészt az is, hogy a megel6z6 sorokban k (1 <
k <i—1) mar legyen egy-egy kiralyné elhelyezve. A ¢;; mivelethez hozzéa tartozik
az is, hogy t[i, j]-re elhelyezett kiralynd altal ,jitésbe™be keriilt mezsk statuszat a

—1 értékre allitsuk. Ez a kovetkezdket jelenti:

L. tip:=—1 (1 <k <4) a teljes i-edik sor lefoglalasa

2.ty :=—1(1 <k <A4) ateljes j-edik oszlop lefoglalasa

3o tgy:=—1(1<kil<4ésk—1=1—j)at[ij] elemen atmend teljes {6atlo
lefoglalésa

4oty = -1 (1 <kl <4é k+1=1i+j) at[ij| elemen d&tmend mellekatlo
lefoglalésa



A feladat természetébdl kovetkezik, hogy a reprezentacios graf ezuttal fa struk-

turaju lesz, ahogyan az a 2.2. dbran lathato.
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R Ry
M R

célestucsok

2.2. dbra. A négy kiralynd probléma reprezentacios grafja

A fa gyOkerében talalhato a kezddallas, leveleiben pedig vagy olyan nem-teljes
kitoltések, amelyek nem folytathatok, vagy céllallapotok taldlhatok. A miiveletek

¢lei fentrdl lefelé mutatnak (a kiralynsket nem vessziik vissza a tablarol).

2.3.2. Nyolcas jaték

Ez a feladat egyszertisitett valtozata egy 1étezs jatéknak, amely egy 4 x 4-es keretben

15 db szamozott, tologathatd négyzetet alaku lapocskat tartalmasz.

2. Feladat Adott 3 x 3-as elrendezésben 8 darab négyzet alakd szamozott la-
pocska, valamint egy iires hely. Barmely lap elmozdithato, ha a szomszédos négyzet
iires. A jaték célja az, hogy a kezdsallapotbol kiindulva az elére megadott céléalla-

potot elérjiik.



A gyakorlatban is hasznélatos 4 x 4-es jaték esetén célallapotnak a szamok sor-
folytonos elhelyezkedését tekintjiik (igy az iires hely a jobb also sarokba keriil). Ese-
tiinkben a szamok korkoros elrendezése lesz a célallapot (kozépen az iires hellyel).
Az elhelyezés az 1-es sorszammal indul a bal fels§ sarokban és az éramutato6 jarasaval
megegyezd iranyba halad. A 2.3. &dbra egy lehetséges kezdGallapotot mutat, mellette
egy kozbiils6 allapot lathato (amely két lépéssel érhetd el a kezdsallapotbhol), végiil

a (harom tovabbi huzassal elérhetd) célallapot kovetkezik.

21813 2 3 112
1|6]|4 11814 8 4
7 5 7165 716]5
Kezddgallapot Kozbilsd allapot Célallapot

2.3. abra. A 8-as jaték harom éllapota

Egy allapotot az m[1..3, 1..3] matrix kitoltésével kapunk, az 1, 2...8 szamokat he-
lyezziik el ugy, hogy egy méatrix elem jiiresen” marad. Rendelhetjiik ehhez az iires
helyhez a 0 szamot és akkor azt mondhatjuk, hogy egy allapot a matrix kitoltése a
0,1,2...8 szamokkal. Igy az allapotok szama 9! = 362,880. A lehetséges kezddal-
lapotok felébdl viszont nem érhets el a célallapot. Kezdallapotnak barmely allas
tekinthets. (A gyakorlatban nyilvan nem lenne baratsagos, ha olyan kezddéallapotot
adnank meg, amelybdl a célallapot nem érhetd el.)

A miveleteket ugy célszerd definialni, hogy nem az egyes szdmozott lapok haza-
sat jelentik az iires helyre, hanem az iires négyzet mozgatasat rendre balra, felfelé,
jobbra vagy lefelé. Minden mozgatasnak az a feltétele, hogy a mozgatas iranyaban
ne a keret szélen legyen az iires hely, hanem legyen az adott irdnyban szomszédja.
A formalizalas eredménye tehat az szemlélet, hogy az iires helyet mozgatjuk nem
pedig az egyes szamokat.

A feladat kitiizése barmely alkalmas kezdGéllapotra kérheti annak a mtvelet-
sorozatnak a meghatarozasat, amellyel az ismert és egyértelmi célallapot elérhetd.
[tt most nem a célallapot megismerése a cél, hanem az odavezeté it meghataroza-
sa a feladat. A kérdést feltehetjiikk gy is, hogy a célhoz vezets legrovidebb utat

szeretnénk megtudni.
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A reprezentacios graf lehetne egy meglehetésen terjedelmes graf is, amelynek a
cstcsai kozott élek vezetnek az alkalmazhato miveleteknek (az iires hely lehetséges
mozgatasainak) megfelelGen.

A grafreprezentacio miifajat érzékeltei az alabbi 2.4. abra egy még egyszeriibb
feladat esetén. Ebben egy 2 x 2-es mez&ben harom kis lapocska helyezkedik el az
1,2, 3 szamokkal feliratozva, egy hely pedig itt is iiresen marad. A célallapot legyen
példaul a legfeliil lathato allapot. Ekkor ez (mint barmelyik masik allapot is) az

Osszes lehetséges allapot felébdl, azaz 12 kiindulo allasbol érhetd el.

/aé/;ﬁ\
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2.4. dbra. A 3-as jaték reprezentacios grafja

A nagyobb tablaméret esetén szovevényesebb graf egy felrajzolasa helyett kifeje-
z6bbnek érezhetiink egy olyan — elvben végtelen méretii — reprezentacios fat, amely
a kezdG@csucsot tartalmazza a gydkerében és az allapotok tobbszorézésével jon 1étre.

A 2.5, abran lathatjuk a 8-as jaték reprezentacios fajanak részletét. A fa gyo-
kércstucsa a 2.3. abran megadott kezddéllapotot tartalmazza. Ahogyan az abra
leirasaban szerepel, a célallapotba 2 + 3 = 5 1épéssel juthatunk el. Az alabbi abra
ezt az utvonalat is bemutatja, de egy hosszabb miiveletsorozat is lathato a faban.
Ezen kiviil még egy megkett&zott kozbiils allapot is felfedezhets az dbréan.

A reprezentacios fa a 8-as jaték esetén kifejez6bbnek mondhatd, mint az ere-
deti graf forma lenne. Kovetkezd feladatunknédl majd éppen arra latunk példat,
amikor ezt éppen forditva gondolhatjuk. A reprezentécios formajarol hozott dontés
Osszefiiggésben 4ll a keresé eljaras megvalasztésaval is. Nem meglepd, hogy a repre-
zentacios fahoz egyszertibb megoldé eljarasok tarsithatok, illetve beprogramozéasuk

fara egyszertibb, mint altalanos grafokra.
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2.5. abra. A 8-as jaték reprezentécios fajanak részlete
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2.3.3. Hanoi tornyai

A kovetkezo feladatot egy legenda szerint eredetileg 64 korongra fogalmaztak meg.
A feladat kozismert, amihez az is hozzajarul, hogy a programozas modszertan is
egyik alapfeladatanak tekinti (a rekurzio bevezetésekor), illetve az algoritmusokkal

foglalkoz6 tantargyakban hivatkoznak ra, mint exponencialis 1épésszami eljarasra.

3. Feladat Adott n darab kiilonb6z§ nagysagu korong és harom rad. A jaték
célja,hogy az els6 rudrol az Osszes korong a harmadikra keriiljon tgy, hogy minden
lépésben csak egy korongot tehetiink at egy masik rudra, és csak kisebb korong ke-

riillhet nagyobbra, illetve egy korongot iires rudra is at szabad helyezni.

B C
A B LI

1 2 3 1 2 3

2.6. 4bra. A Hanoi tornyai probléma két allapota

Az allapottér reprezentaciot itt elGszor az n = 3 esetre gondoljuk meg. Nevezziik
a korongokat A, B, C-nek. Egy v[1..3] vektor az egyes korongok helyét tartalmazza.
A 2.6. abran lathato kezddallapotot v = [1, 1, 1] irja le, mig a mellette elhelyezkedd
kozbiilss allapot esetén v = [3,2,2].

[
E:I:F
m

1 2 3

2.7. abra. A Hanoi tornyai probléma egy allapota (4 korong)

A 2.7-as abran lathato a feladat egy allapota n = 4 esetén, amelynek leirdsara
hasonlé vektor hasznalunk: v = [2, 3,1, 2].

A kezddallapot mindkét esetben az, amikor az Gsszes korong az elsé rudon van:
v=|[1,1,1] és v =[1,1,1,1]. A célallapotot pedig az jellemzi, hogy minden korong
az utolso rudon taldlhato: v = [3,3,3] és v = [3, 3,3, 3].
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Altalaban egy lehetséges allapot a v = [1..n] vektor az 1,2,3 szamokkal térténd
kitoltésével allitunk els, igy az allapotok szama 3". Egy mtveletet m;; jelol és a
fels6 korong attételét jelenti az i-edik rudrél a j-edik radra. Ennek a lépésnek az
a feltétele, hogy az i-edik rad nem iires és a j-edik rud iires, vagy a fels§ korong

nagyobb mint az a korong, amelyet késziiliink i-r6l a j-re athelyezni.

(1,1,1) startcsucs

(1.3,1) {1,2,1)

(2,2,2) (8Y2:2) 13,172) (1,152) (1,4,3) (2:1,3)°(2,3,3) [8,8,3)

célcesacs

2.8. abra. A Hanoi tornya probléma reprezentacios grafja

A probléma reprezentacios grafja a 2.8. abran lathat6. Ennél a feladatnal ki-
fejez6bbnek gondolhatjuk a graf alakot, mint egy abbdl képzett fat. Programozas-
modszertani tanulméanyainkbol tudjuk, hogy a rekurziv algoritmus optimalis meg-
oldast ad, amelyet esetiinkben az (1,1, 1) startcsicsbol a (3,3, 3) célesticsba vezets
23 — 1 = 7 lépéses ut reprezental. Szemléletes azonban, hogy egy keresd eljaras —
més elvek szerint haladva az allapotok kozott — taldlhat ennél hosszabb megoldd

miiveletsorozatot is.

2.3.4. A kancs6k problémaija

A kiilonboz6 trtartalmi kancsok ontogetésével kapcsolatos feladatok altaldban egy
nem-teljes egyértelmiiséggel megadott allapot elérést tiizik ki célul, adott kezdd tar-
talom mellett. Ezekkel a problémékkal az MI-kényvek fejezetei végén, a feladatok

kozott lehet talalkozni. Dolgozatomban azért emeltem ki egy ilyet az alapfeladatok
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kozé, mert egyrészt a sem a célallapotok, sem az oda vezet§ miveletsorozatok nem

ismertek, masrészt a reprezentacios graf jigazi” szévevényes graf-alakot olt.

4. Feladat Adott harom kancso, amelyek 5, 3 és 2 literesek. Kezdetben az 5
literes kancso tele van vizzel, a mésik kettd iires. A cél az, hogy a 2 literes kancséba
pontosan 1 liter viz keriiljon. A Ontések szabélya értelemszert: az egyik kancso
tartalmat teljes egészében attoltjiikk egy masikba, ha abba bele fér, egyébként pedig

tele toltjiik a mésik kancsot.

Az allapotok olyan nem-negativ egész szamokbol all6 harmasokkal irhatok le,
amelyekben a szamok 6sszege adott (= 5) és nem valtozik, tovabba egyik szam sem
nagyobb a megfelel§ kancsé tirtartalmanéal.

A kezdgallapotot az (5,0,0) szamharmas irja le.

A célallapotok halmazat az (z,y, 1) harmas irja le, azzal a feltétellel kiegészitve,
hogy x +y =4 és y < 3.

Egy tetszoleges (x,y, z) allapot eleget kell, hogy tegyen az x4y + 2 = 5, valamint
az y < 3 és z < 2 feltételeknek.

A 2.9. abran a kittizott feladat egy elGallithato allapota, illetve egyik lehetséges

célallapota lathato.

5L 5L
3L 3L
2L 2L
2L 2L 3L
1L 1L 1L
L v, L v
1. Eqy allapot 2. Céllallapat

2.9. dbra. A kancsok problémajanak két allapota

Meg kell jegyezni, hogy nem minden olyan allapot all el6 az ontogetések so-

ran, amelyeket a fent megfogalmazott feltételek lehetévé tesznek. Ezt azonnal latni

c stz

A p;; mivelet azt jelenti, hogy az i-edik kancsobol a j-edikbe toltiink. A mtivelet
feltétele:

1. a; > 0, tehat a i-edik kancséban van viz

2. a; < max;, vagyis a j-edik kancs6 nincs tele

15



Az attoltott viz mennyisége:

a; ha a; < max; — aj;
Vi =

max; —a; ha a; > max; — a;.

Az aldbbi 2.10. abra a kancsos feladat reprezentacios grafjat illusztralja. Lathato,
hogy a lehetséges 12 allapotbol kettd, nevezetesen a (3,1,1) és a (2,2, 1) tartalmak
(mindketts potencialis célallapot) nem allnak eld, az éntogetések ezeket nem hozzék

létre.

4,01 o

A
Y

2.10. abra. A kancsok probléméajanak reprezentacios grafja

2.3.5. A misszionarius-kannibal probléma

Az utolsoként bemutatott, ugyancsak jol ismert feladat az ugynevezett atkelési prob-

lémék kozé tartozik és feltehetGen a legrégebben megfogalmazott feladat koziiliik.

5. Feladat A foly6 egyik partjar6l harom misszionarius és harom kannibél szeret-
ne atkelni egy csonak segitségével a folyd masik partjara. A csonak kétszemélyes,
de egy embert is szallithat (iiresen nem képes atkelni a méasik partra). Az atkelési
folyamat soran sosem lehet az egyik parton tobb kannibal mint misszionarius. Ez a
szabaly a csonakban mindig teljesiil. Adjuk meg a békés atkelés 1épéseit!

A feladat megoldasnak allapotait egy rendezett harmassal irhatjuk le. Nevezziik

a folyd két partjat A-nak és B-nek. A harmas els6 tagja megadja azt, hogy az A

16



parton hény misszionarius, illetve hdny kannibal talalhatd. A masodik tag hasonlo

szamokat kozol a B partrol. A harmadik tag pedig az iires csoénak helyzetét adja

meg: ez az A vagy a B part lehet.
A kezddallapotot a ((3, 3), (0,0), A) harmas, mig a célallapotot a ((0,0), (3, 3), B)

harmas reprezentalja. A feladat reprezentécios grafja a 2.11. abréan lathato.

o .
K _~ o
/** K KK KK MK N
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(3,2), (0.1), B (3,1),(0.2), B ——
M
) I )
M
(3.2),(0.1), A
KK
(3,0), (0.3, B
«
ww
(1.1),(2.2),B
MK .
—
(2,2), (1.1), A
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« ¥
i——————___
KK
——
. _." i) B
. | 00.G2
o —
[ K
(1,1), (2.2), A (0,2), (3.1). A o
|
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MK N\ KK
{D,ﬂjl {3,3), B

2.11. dbra. A misszionérius-kannibél probléma reprezentacios grafja

17



Egy allapot altalanos képlettel a kovetkezéképpen fejezhets kiz ((my, k1), (mae, ka), x),
ahol az alabbi feltételek teljesiilnek:

1. m; + my = 3, a misszionariusok létszama harom

2. k1 + ko = 3, a kannibalok is harman vannak

3. my = 0 vagy my > ki, a misszionariusok nincsenek kisebbségben az A parton
4. my = 0 vagy my > ko, a misszionariusok nincsenek kisebbségben az B parton

5. ©x = A vagy z = B, a csonak (iiresen) az egyik parton varakozik

A miiveleteket egy vagy két betiivel adjuk meg, annak megfelelen, hogy ki
illetve kik szalltak be a csonakba az adott parton, pl. MK azt jelenti, hogy egy
misszionarius és egy kannibal beszéllt a csonakba. A miiveletbe azt is bele értjiik,

hogy a csonak atmegy a mésik partra és ott utasai kiszallnak.
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3. fejezet

Visszalépéses keresés

Ebben a fejezetben az egyik leggyakrabban alkalmazhaté probléma megoldd mod-
szert, a visszalépéses keresést ismertetem. A visszalépéses keresést is a feladatok
reprezentacios grafjan értelmezziik. Amint azt lattuk, a mesterséges intelligencia
egyszeri alapfeladatainak a leirdsa egy reprezentacios grafot eredményez. Valoja-
ban ez a graf nem all a keresés rendelkezésére eleve adott formaban, hanem azt a
keresés algoritmusa maga épiti fel, esetleg csak részben, a miikodése soran.

A visszalépéses keresést az jellemzi, hogy — a kezdGestiesbél indulva — az aktu-
alis csticsban kivalaszt egy miiveletet és végrehajtja azt. Igy egy ttvonalon egyre
mélyebbre hatol a reprezentacios grafban. Ha olyan allapotba ér, ahonnan nem tud
tovabb lépni, akkor visszalép az azt megel6z6 cstcsba, és egy addig nem probélt
miivelettel probalkozik. Ha tehat az algoritmus zsakutcaba fut, akkor visszalépve 1j
irdnyban probalkozik.

Egy cstucsbol akkor kell visszalépni, ha nem vezet bel6le tovabb tut, vagy ha
minden bel6le kiindul6 ttrol bebizonyosodott, hogy nem vezetnek célba. Azt, hogy
a miveleteket milyen sorrendben alkalmazzuk, mindig az adott feladatnal adjuk
meg, a visszalépéses keresés algoritmusa ezt nem definiélja.

Az algoritmus alkalmazésa soran csupan egyetlen utat tartunk nyilvan, amely
a kiindul6 allapotbol az aktualis allapotba vezet. Az ttvonal csiicsainal fel kell
jegyezni az alkalmazhato, de még nem kiprobalt miiveleteket is.

Ugy lehet tekinteni, hogy a visszalépéses keresés algoritmusa alapvetéen kétféle
szaballyal dolgozik. Az els§ kategoriaba tartoznak az allapotokon végzett mitivele-
tek, ezek meghosszabbitjak a keresési utat. A maéasik fajta miivelet a visszalépés,
amely réviditi a megtett Gtszakaszt. Ezt csak akkor hajthatjuk végre, ha az aktualis
allapotban nincs alkalmazhat6 mivelet.

A visszalépéses keresés harom valtozatat ismertetem. Az elsd valtozat (amelynek

bevezetése sajat eredményemnek mondhatd) véges és kormentes grafokban minden
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célestiicsot megkeres, de a hozzéjuk vezetd miiveleteket nem adja vissza. A masodik
valtozat ugyanilyen grafon egy célallapotot keres és az oda vezet§ miiveletsorozatot
is visszaadja egy lista formajaban. A visszalépéses keresés harmadik valtozata olyan
reprezentacios grafokon is eredményes keresést képes végrehajtani, amelyek koroket,
illetve — ettdl fiiggetlentil is — végtelen utakat tartalmaznak. A harmadik valtozat
a mélységi korlat bevezetésével és az allapot-ismétlés ellenérzésével dolgozik és egy

célallapotot keres, az oda vezeté miiveletsorozattal egyiitt.

3.1. A visszalépéses keresés els¢ valtozata

Gondoljunk a négy-kirdlynd problémara, amelyben minden célallapot meg kell ke-
resniink. A miiveletsorozatokat nem kell visszaadni, mert azok a célallapotokbol
egyszerten leolvashatok.

A reprezentacios graf ebben a feladatban eleve fastrukturaja, mégpedig gyokeres
véges iranyitott fa. Graf esetében is megkdveteljiik azonban, hogy a graf véges
¢és kormentes legyen. (Ilyenkor az egyetlen kiilonbség az, hogy egy csticsnak tébb
megel6zdje is lehet, igy egyértelmi sziilg cstcsrol nem beszélhetiink.)

A reprezentacios graf nincs explicit médon megadva a memoriaban. A keresés
ebbdl egyetlen utvonalat tart nyilvan, azaz épit és fogyaszt dinamikus médon. Ha
a reprezentacios graf nem fa, akkor tjra elérhet és feldolgozhat egy olyan csticsot,
ahol mar jart korabban. (A visszalépéses keresést alapvetSen ez kiilonbozteti meg a
mélységi grafkereséstsl, amely a graf bejart részét nyilvantartja és szinezi, igy egy
allapotot csak egyszer — az els6 elérés alkalmaval — keres fel, feldolgozés és tovabb-

haladés céljaval.)

VISSZLEPESES-KERESES-1 (dllapot)

1 if Célldllapot(dllapot) then

2 Osszefiiz(dllapot-lista, dllapot)

3 mdvelet-lista := Alkalmazhato-miveletek(dllapot)

4 while not Ures(mivelet-lista) do

5 mavelet := Elsd(mivelet-lista)
mavelet-lista := Tobbi(mdvelet-lista)

6
7 kévetkezd-dllapot := miuvelet(dllapot)
8 VISSZALEPESES-KERESES-1 (kovetkezd-dllapot)

9 return
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A keresés els6 valtozata a preorder bejaras logikajat koveti. A kezdGallapotot
reprezentald startcsiicsbol indulva mindig megvizsgalja és feldolgozza az aktualis
cstcsot, majd rekurziv moédon bejarja annak Osszes ledgazasat. Kozben egyetlen
teendGje az, hogy ha célcstucshoz ér, akkor azt kiirja egy listdba és az alatt méar nem
vizsgalodik, hanem onnan visszatér az aktualis megel6z§ csticsba.

Az algoritmus leirasdban alkalmazott jelolések onmagukért beszélnek. Az dllapot
valtozo értéke a reprezentacids graf egy csicsa, amely egy allapotot reprezental. A
Céllallapot tiiggvény akkor ad vissza igaz értéket, ha az argumentuma egy célalla-
pot. Ebben az esetben az elért (tijabb) célestics olyan forman keriil kiirasra, hogy a
globalis hataskorrel deklaralt dllapot-lista valtozohoz fiizi az eljaras.

A mivelet-lista a vizsgalt allapotra alkalmazhato Osszes produkcids szabaly lis-
taja, ezt az Alkalmazhaté-miveletek figgvény tolti fel. (Itt befolyasolhatjuk a kiva-
lasztott miiveletek sorrendjét.) Az eljaras iteralva sorra veszi mindegyik miveletet,
a soron 1évGt levalasztja a listarol és képezi az aktualis allapot rakévetkezGjét, amire
a visszalépéses keresés rekurziv médon meghivja onmagéat.

Végiil, a teljes graf bejarasa utan — ami alol kivételt jelentenek a célesucs alatti
részek, ha lennének ilyenek — az eljaras visszalép a kiils§ hivas helyére és ezzel elhagy-
ja a grafot. A bejaras jellegii keresés végrehajtéasa utan az dllapot-lista tartalmazza

az Osszes megtalalt célallapotot.

3.2. A visszalépéses keresés masodik valtozata

A legtobb feladat egyetlen célallapot megkeresését irja els, az oda vezetd miive-
letsorozat meghatarozasaval egyiitt. Altalaban ilyenkor csak egy célallapota van
a feladatnak, amelyet legtobbszor ismeriink is, de a hozza vezeté miiveletsorozatot
méar nem, igy valojaban annak meghatarozasa a feladat. Ilyen a nyolcas-jaték, a Ha-
noi tornyai probléma vagy az atkelési feladat. A kancsok feladata tobb célallapottal
rendelkezik (ezeket nem ismerjiik), de donthetiink tigy hogy elég egyet megadni az
eléréséhez sziikséges miiveletsorozattal egyiitt.

A visszalépéses keresés masodik valtozata tehat egy célallapot elérésére torekszik.
Ha megtalalta azt (vagy egy ilyet), akkor innen mar a legrévidebb tuton visszatér a
vezérlés és a célesticsba vezetd és kdzben szamon tartott miiveletsorozatot visszaadja
a meghivés helyére.

Ennek a valtozatnak specidlis jellemzdje az, hogy nincs felkésziilve a legéltalano-
sabb reprezentacios grafra, nevezetesen a keresés két , kellemetlen” kisérg jelenségére:

nem kezeli megfelelGen a korok létrejottét és a végtelen keresési utvonal jelenségét.

21



A reprezentacios grafrol fel kell tenniink tehat, hogy véges és kormentes, vagyis olyan
tulajdonsagt, mint az elsd valtozat esetében.
Mindenképpen érdemes azonban az eljaras ezen valtozatat is megadni, hiszen az

el6z6 valtozathoz képest néhany 4j algoritmikus elem szerepel benne.

VISSZLEPESES-KERESES-2 (dllapot)

1 if Célldllapot(dllapot) then
return (NIL)

\V]

3 muvelet-lista := Alkalmazhaté-miveletek(dllapot)
4 taldlt := FALSE

5 while not (Ures(szabdly-lista) or taldlt) do

6 miuvelet := Elsé(miuvelet-lista)

7 mavelet-lista := Tabbi(mdvelet-lista)

8 kévetkezd-dllapot := miuvelet(dllapot)

9 mavelet-sorozat := VISSZALEPESES-KERES-2 (kévetkezd-dllapot)
10 if mdvelet-sorozat # NONE then

11 taldlt := TRUE

12 if taldlt then

13 return (Osszefiz(mivelet, mivelet-sorozat))

14 else return NONE

Az eljarashoz fliz6tt magyarazatban nem ismételjiik meg azokat az elemeket,
amelyek valtozatlanul ugyantgy érvényesek, mint az els6 valtozat esetén.

A fiiggvények hasznélatdban nincs valtozas. A pszeudokdédban két 0j alapszo
jelenik meg. A NIL egy iires listat jelol. A NONFE alapszo altaldban valamilyen
hidnyra vagy sikertelenségre utal, ami azonban nem szamit hibanak.

A visszalépéses keresés ezen valtozata jorészt ugyanazokat a valtozokat hasznélja,
mint az els6 verzid. Egyetlen kiilonbség az output valtozoban mutatkozik. Mig az
els6 valtozat a globalis dllapot-lista valtozoban allitotta el§ a célallapotok listajat,
addig a jelenlegi valtozat egy megtaldlt célallapothoz vezeté miveletsorozatot ad
vissza a mivelet-sorozat valtozoban. Ez is egy lista tipust adatszerkezet, azonban
nem globalis hataskord, hanem a rekurziv hivasokbol vald visszalépések soran épiil
a konkatenacié miiveletével.

Az algoritmus most is rekurziv médon miikodik. Az eljaras elss valtozata alapjan
érthetd a keresés logikaja, a kovetkezs kiegészitésekkel. Ha az eljards megtaldlt egy

célallapotot, akkor azt az tires lista (VI L) visszaadéaséval jelzi. Ha az aktualis allapot
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(akéar a kezd@allapot esetén, akar a kés6bbi rekurziv hivasok soran) nem célallapot,
akkor az feldolgozasra keriil. Ez azt jelenti, hogy képezni kell a ra alkalmazhato
miiveletek listajat és azokat rendre alkalmazva az aktuélis allapotra, a kovetkezd
allapotra rekurziv keresést kell végrehajtani.

Ha a kovetkezd-dllapot valtozo tartalmabol kiindulo keresés célallapotot talal,
akkor a sorozatos visszatérések utan a mdvelet-sorozat értéke egy kialakuloban lévg
miveleti lista (tehat nem NONE). llyenkor a taldlt valtozé IGAZ-ra allitasaval
elérjiik azt, hogy az adott szinten terminaljon a feldolgozasi ciklus, hiszen ebben az
esetben mar csak a visszalépések sorozatara van sziikség. Az iteraciobol kilépve kertil
sor a muvelet-sorozat lista bévitésére, konkatenacio miiveletével és ezt visszalépésnek
kell kévetnie a hivas magasabb szintjére.

Ha a kovetkezd-dllapot-bol kiinduld keresés nem vezet célallapothoz, akkor azt
az eljards a NONE szovegkonstans alapszd visszaadasaval jelzi. Ilyenkor tehat
a rekurziv hivas utan a mduvelet-sorozat értéke NONE lesz és ebben az esetben
folytatni kell az aktualis allapot lehetséges rakovetkezGinek iteralt feldolgozasat.

Ha az aktualis allapot minden rékovetkezGjével inditott rekurziv keresés sikerte-
len, akkor a NON FE érték visszaadaséval visszalépést kell kezdeményezni az eljaras-
hivas felsd szintjére.

Végiil, a kiils6 hivas utdn rendelkezésiinkre all a megtalalt célallapothoz vezets
miiveletsorozat, illetve NONE érték jelzi azt, ha a reprezentacios graf nem tartal-
mazna célallapotot.

Megismételjiik, hogy a visszalépéses keresés mésodik valtozata csak véges, kor-
mentes grafokon miikddik biztosan az elvarasoknak megfelelGen. Ilyen esetekben az
algoritmus futasa véges id6ben befejezédik, és ha létezik célallapot, akkor ezek koziil

egyet biztosan megtalal.

A 3.1. abran a négy kiralyné probléma megoldaséanak azokat a lépéseit lathatjuk
részletesen, amelyek az elsé célallapot megtaldlasahoz vezetnek. Célszert, ha a
keresés utvonalat a 2.2. dbra reprezentacios fajan is kovetjiik. Lathato, hogy az elsé
célallapothoz négy visszalépéssel jutunk el. Ez egyarant igaz az algoritmus elsé és
mésodik valtozatara.

A visszalépéses keresés elsé valtozata még tovabb miikddne ez utéan, a teljes fa
bejarasaval megtalalna a masik célallapotot is. A masodik véltozat csak eddig ke-
res és a itt befejezi miikodését, amelynek soran az alkalmazott szabalyok listajat is

feltoltotte a célallapothoz vezetd kiralynd elhelyezésekkel.
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3.1. abra. A négy kiralyng probléma megoldésa visszalépéses algoritmussal

3.3. A visszalépéses keresés harmadik valtozata

Az eddig latott két visszalépéses algoritmus — ahogyan az el6z6 valtozatnél kitértem
ra — nincs felkésziilve a végtelen utvonal vagy kort tartalmazoé keresési at 1étrejot-
tére. Ennek a két jelenségnek a kezelése valosul meg a visszalépéses keresés tjabb,
harmadik valtozataban.

A végtelen keresési ut létrejottét kizarhatjuk azzal, hogy egy mélységi korldatot
vezetiink be. Igy az algoritmus miikodése soran nem hoz létre a megadott korlatnal
hosszabb utakat. Ha az eljaréas eléri az adott mélységi korlatot, akkor visszafordul
és visszatér az eggyel magasabb szintre.

A kort tartalmazo grafrészlet a masik olyan jelenség, amely nem-terminalo ke-
resést eredményezhet. Ugy tiinik elsé ranézésre, hogy a mélységi korlat ezt a prob-
lémat is megoldja. Ez a legtobb gyakorlati esetben igy lehet, azonban elméletileg
elképzelhetd, hogy a keresés ,oda-vissza” 1épeget a kéron, miutan elérte a mélységi
korlatot.

A grafbeli korok okozta problémat garantaltan megoldhatjuk azzal, ha az eljara-

sunk minden 1j lépésnél megnézi, hogy az aktualis cstcs szerepelt-e mar a nyilvan-
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tartott uton. Igy mindig olyan utat hozunk létre, amiben csak kiilonbozs allapot
szerepel. Ennek az az implementacios kovetkezménye, hogy az eljaras paramétere
nem egyetlen allapot, hanem az allapotok egy listaja lesz.

A visszalépéses keresés harmadik valtozataban mindkét fenti modszer szerepel.

VISSZALEPESES-KERESES-3 (dllapot-sorozat)

1 dllapot := Elsé(dllapot-sorozat)
2 if Eleme(dllapot, Tobbi(dllapot-sorozat) then
3 return (NONE)
if Célldllapot(dllapot) then
return NIL

if Hossz(dllapot-sorozat) > mélységi-korldt then
return (NONE)

~N O Ot

oo

mavelet-lista := Alkalmazhaté-miveletek(dllapot)

9 talalt := HAMIS
10 while not (Ures(szabdly-lista) or taldlt) do

11 mavelet := FElsd(mivelet-lista)
12 mavelet-lista := Tobbi(mdvelet-lista)

13 kévetkezd-dllapot := miuvelet(dllapot)

14 j-dllapot-sorozat := Osszefiiz(kovetkezd-dllapot, dllapot-sorozat)
15 mavelet-sorozat := VISSZALEPESES-KERESES-3 (1j-dllapot-sorozat)
16 if mivelet-sorozat # NONE then

17 taldlt := IGAZ

18 if taldlt then

19 return (Osszefiz(mivelet, mivelet-sorozat))

20 else return (NONE)

Az eljaras magyarazataban itt sem térek ki azokra a komponensekre, amelyek
szerepeltek az el6zé két valtozatban. Az eddig is hasznalt fiiggvények mellet 1j-
ként jelenik meg az Eleme fiiggvény, amely azt donti el, hogy egy valtozo értéke
megtalalhato-e egy lista elemei kozott, illetve a Hossz fliggvény, amely egy lista
hosszét, azaz elemeinek a szaméat adja vissza.

A valtozo kozott megjelens mélységi-korlat nem szerepel az eljaras paraméterei
kozott, ezért tekintsiik gy, hogy globalis uton kap értéket. Az dllapot-sorozat az

eljaras be- és kimend paramétere, tipusat tekintve allapotok listaja, ebben tartja
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nyilvan a keresési utat. Az dj-dllapot-sorozat az el6bbi listanak az eljaras adott
szintjén kiegészitett valtozata.

A visszalépéses keresés — szintén rekurziv — harmadik véltozata vezérlési szerke-
zetében nagyban hasonlit a masodik valtozatra.

A meghivéast kovetd azonnali pozitiv visszatérés mellett (célallapot elérése) két
Gjabb esetet kell megvizsgalni. Azonnali sikertelen visszatérés indokolt abban az
esetben, ha a keresés elérte a mélységi korlatot, illetve akkor is, ha aktualis elem
szerepel a keresés nyilvantartott dtvonalan, vagyis ha kor valosult meg a keresés
soran.

A keresés ciklusa egyetlen 1j utasitassal bovil (14. sor), amely elGallitja a re-
kurziv hivas (15. sor) bemend paraméterét.

Ez a valtozat minden feladatra terminal, de ez nem feltétleniil jelenti azt, hogy
sikeresen. A mélyséqgi korldt j6 megvalasztasa fontos, hiszen csak az annal hosszabb
utakat nem vizsgalja meg az eljaras, igy az annél mélyebben fekvd célesiicsokig nem
jut el a keresés.

A 3.2. abran egy ujabb példat lathatunk a visszalépéses keresésre.
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3.2. abra. A 8-as jaték megoldasa visszalépéses algoritmussal
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Ezuttal a 8-as jaték célallapotat talalja meg az eljaras — szerencsés paraméterezés
mellett — minddssze egy visszalépés alkalmazasaval. Az iires hely cseréjének a sor-
rendjét ugy hataroztuk meg, hogy a probalkozéasok sorrendje (fol, balra, le, jobbra)
legyen. Tegyiik fel, hogy legalabb a 2-hossztisagu korok figyelését és kizarasat elvég-
zi az algoritmusunk, azaz soha nem probalkozik visszalépéssel. A mélységi korlatot

5-nek valasztva valoban adodik a gyors eljutas a célallapothoz.

A visszalépéses keresés elénye (1) a konnyt megvalosithatoség, valamint az, hogy
(2) miikddése kevés tarhelyet igényel, hiszen mindig csak az aktualis utat kell meg-
jegyezni.

Hatranya az, hogy (1) egy magas szinten elkdvetett nem célirdnyos lépésre esetleg
csak sok lépés utan deriil fény, illetve, (2) ha van egy csics, amely sok mésikbol
elérhetd, de bel6le nem vezet 1t a célesiicsba, akkor az algoritmus tjra és tjra ralép
erre a csucsra és onnan mindig tovabb is megy, hiszen nem téarolja a memoriaban a

méar bejart és ,téves valasztasnak” bizonyult cstcsokat.
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4. fejezet

Grafkeres6 eljarasok

Az el6z6 fejezetet, amely a visszalépéses keresésrdl szolt, az eljaras elényeinek és
hatranyainak a szdmbavételével fejeztem be. Lattuk, hogy ennek az egyszert stra-

tégianak két gyenge pontja van:

e BEgy .rossz’ iranyvalasztasra, esetleg csak hosszu ut megtétele utan deriil ki,

hogy nem vezet megoldéashoz.

e Az eljarads nem jegyzi meg a célallapothoz nem vezets, mar bejart csticsokat,

igy ezekhez tjra és Gjra visszatérhet.

Mindkét probléméra megoldast adhat, ha a keresd eljaras minden olyan, a kez-
déesticsbol kiindulé utat nyilvantart, amelyeket mar bejart. Az a probléma, amelyet
egy korabban felkeresett csiics 1jboli bejarasa okoz, ezzel a stratégiaval megelGzhe-
t6. A kedvezétlen cstcsvalasztas problémajat pedig azzal lehet feloldani, hogy egy
lépésben a nyilvantartott utak koziil barmelyiknek a végpontja véilaszthaté és onnan
lehet tovabb folytatni a keresést. Igy lehetségessé valik, hogy minden lépésben azt
az utat véalasszuk, amely a ,legjobbnak” tiinik.

Ez a keresési stratégia joval nagyobb szabadsagot enged, mint a visszalépéses ke-
resés. Még egy konnyitést vezetiink be: az aktualis csticsnak nem egyetlen rakévet-
kezgjét képezziik, hanem mindet, amely egy miivelet alkalmazasaval létre hozhato.
Ezt a 1épést nevezziik egy csucs kiterjesztésének.

Azt a keresési stratégiat, amely a startcsicsbol indulva a reprezentécios graf
bejart részgrafjat nyilvantartja, grafkeresd eljarasnak nevezziik. Az eljaras altal
felépitett részgrafot pedig keresGgrafnak nevezziik.

Megjegyzem, hogy a grafra ebben a fejezetben egy absztrakt adatstruktiraként
gondolunk, amelyen lényegében megegyezik azzal a képpel, amelyet a matematika

hasznal a grafok elméletében. A mesterséges intelligencia feladataira tekintettel a
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wgraf csucsa” és az allapot” kifejezéseket szinonimaként hasznédlom ugyanigy, ahogy
a visszalépéses keresésnél is tettem.

A fejezet tovabbi részeiben elGszor megfogalmazom a grafkeresés alapalgoritmu-
sat, amely — még bizonyos részletek figyelmen kiviil hagyasaval — célcsiicsot keres a
feladat reprezentacios grafjaban.

Uténa az altaldnos grafkeress eljaras leirasat adom meg, amely az alkalmazhaté
miveletek koltségeit, ezaltal a keresési utak koltségeit is figyelembe veszi a kivetkezs
lépés megvélasztasaban.

A grafkeresés altalanos algoritmusabol két keresé eljaras lehet szarmaztatni: a
szélességi és a mélységi keresést. Ezeket olyan gyakran alkalmazzak, hogy célszeri

ket kulon is ismertetni.

4.1. A grafkeresés kiindul6 algoritmusa

A kovetkezo eljaras a grafkeresés alap-algoritmusanak tekinthets. Az algoritmus —
egyeldre bizonyos részletek kidolgozasatol eltekintve — célestcsot (célallapotot) keres
egy feladat reprezentacios grafjaban, amelyet az alkalmazhat6 miveletek fliggvényei

implicit médon hataroznak meg.

GRAFKERESES-0

1 G := {s}; nyilt := {s}
2 n:=s
3 while not Céldllapot(n) or Ures(nyilt) do
4 nydt := nyit \ {n}
= G UTI(n)
nyilt := nyilt U I'(n)
n := Elem(nyilt)

~N O

Az eljarés a reprezentécios graf kezdGcesticsabol, vagyis a feladat kezdGallapotéabol
kiindulva felépit egy G keresGgrafot. Ez a graf tartalmaz minden olyan, a kezd6-
pontbol kiindul6 utat, amelyet mar bejart a grafkeress algoritmus. Nyilt csticsoknak
nevezziik azokat a cstcsokat, amelyek utdodai még nem szerepelnek a kereségrafban.
Ezeket a nyilt halmazban kiilon is taroljuk. A G graf tobbi cstucsat, amelyek mér

feldolgozasra keriiltek, zartnak nevezziik.
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A keresés a megfelel§ inicializalasokkal kezdddik (1-2. sor). A kezd&allapot lesz
a keresGgraf els cstcsa, egyuttal az aktuélis csics, amely nyilt tulajdonsagu, hiszen
még nem keriilt kiterjesztésre.

Az algoritmus ezt kovetGen iteralva keres egy célestuicsot a grafban. Az eljaras
miikddése két okbol érhet végét: vagy talal egy célestcsot, vagy pedig kiiiril a nyilt-
csucsok halmaz, azaz nem folytathato tovabb a graf kiterjesztése (3. sor).

Nézziik, mi torténik egy iteracios lépésben (4-7. sor)! Az eljaras torli az el6z6-
leg kivélasztott csticsot a nyilt halmazbol, utana pedig a I' operator alkalmazéséaval
elvégzi az aktudlis cstcs kiterjesztését. Az alkalmazhatd miiveletek altal megha-
tarozott rakovetkezd cstucsok csatolasra keriilnek a keresGgréathoz, tovabba a nyilt
csucsok halmazaban is megjelennek 1j elemként. A ciklusmag utolsoé 1épésében a
nyilt cstcsok koziil kivalasztasra keriil az 0j aktuélis cstcs, a kovetkezd iteracios
lépés szamara.

A gréafkeresés alapalgoritmusa nyitva hagyja azt a kérdést, hogy milyen szem-
pontok alapjan keriil kivalasztasra a kovetkezd nyilt cstcs (7. sor). Ezt részletesen
vizsgaljuk majd a kdvetkezd alfejezetben.

Az algoritmus ,,gyengéje” az a stratégia, hogy az aktudlis n cstcs I'(n) rakovetke-
z61 mind bekeriilnek a nyilt halmazba, még akkor is, ha egy rakovetkezs cstics mér
szerepel a keresGgrafban és feldolgozésra is keriilt. Eljarasunk azonban csak egy
elvi, algoritmikus ,yvazlat”, amelyet felhasznalunk a kévetkezs, mar implementalhato

keress eljaras kialakitasaban.

4.2. Altalanos grafkeress algoritmus

Az el6z6 rész végén ramutattam arra, hogy a grafkeresd algoritmus kidolgozéasa so-
ran tisztazni kell néhény kérdést. Ezt ugy tudjuk megtenni, ha el6bb bevezetjiik
miveletek koltségének fogalmat. A feladatok megoldésa soran az allapotokra mii-
veleteket alkalmazunk, igy probalunk egy céléllapothoz eljutni. A miiveleteknek
altalaban nemnegativ koltségiik van, ami absztrakt szinten a reprezentacids graf
éleihez rendelt koltségértékek formajaban jelentkezik.

Legyen g(n) ez a koltségfiiggvény, nyilvanvaléan additiv szamitasi moddal: egy
utvonal koltsége az élek koltségének Osszegeként all els. A Kkiterjesztés el6re hala-
dasanak megfelel6en, ha az utols6 lépésben az m csics kiterjesztése az n cstcsot
is létrehozza, akkor g(n) = g(m) + c(m,n), ahol ¢(m,n) > 0 az (m,n) ¢l koltségét
jelenti.

Természetes gondolat, hogy a reprezentacios graf minden csicsahoz egy utat

tartunk nyilvan, méghozza a legkisebb koltségt utat azok koziil, amelyeket a keresés
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egy adott idépontban mar bejart. Ha a keresés altal létrehozott grafban minden
csicshoz egyetlen utat tiintetiink ki, akkor reprezentacios graf (bejart részének)
feszit6fajahoz jutunk.

Az egyes utak megjelenitésére visszafelé mutatoé pointereket hasznalunk. A
startcstcsot kivéve minden csiics pointere a sziil6 cstcsra mutat. Ha példaul az
n csucs sziil6je a feszit6faban az m cstcs, akkor p(n) = m, illetve az s kezdGcstcsra
p(s) = NIL.

Most mar megvizsgalhatjuk a nyitva hagyott kérdéseket. ElGszor is azt, hogy
milyen kritérium alapjan valasszunk ki egy nyilt csiicsot kiterjesztésre. A gyakor-
lati alkalmazéasokban éaltalaban bevezetiink egy f(n) kiértékels fiiggvényt és a nyilt
cstcsok koziil szokés szerint egy minimélis f értékkel rendelkezd cstucsot valasztunk
kiterjesztésre.

Nagyon lényeges tisztazni az f(n) és a g(n) fiiggvények kapcsolatat! Aki az
algoritmusok és adatstruktiarak vildga fel6l kozelit a mesterséges intelligencidhoz,
annak szdmara nyilvanvalonak latszik az az Osszefliggés, amely a két fiiggvény kozé
egyenlGséget tesz. Erre a szemléletre még visszatérek, de el6bb rogziteni szeretném
azt, hogy a mesterséges intelligenciaban vannak ugyan ésszer megfeleltetések a két
fiiggvény kozott, de az altalanos grafkeresés szintjén nem tételeziink fel semmilyen
Osszefliggést kozottiik.

Az el6z6 alfejezet végén jelzett problémak kozott szerepelt annak a kérdése is,
hogy mi térténjen akkor, ha egy méar megtalalt csticshoz nem elGszor jut el a keresés.

Egyszertibb az az eset, ha egy nyilt csticshoz jut el jbol a keresés.

4.1. abra. Nyilt cstics pointerének beéllitédsa

A 4.1. dbran lathatjuk, hogy hogyan éllitja 4t az algoritmus egy csiics pointerét
ha talal egy olcsébb hozza vezetd utat. Az elsG abran, ahol a kezdGcstucsbol n-be
az m/-n keresztiil jutottunk el, g(n) értéke 4 volt. Mivel az m-en keresztiil mar
csak 3 lesz ez az érték, a p(n) pointer pedig ezutan mar m-re mutat. (Az n csics
természetesen tovabbra is nyilt marad, hiszen egy cstucs akkor valik zartta, amikor

az algoritmus kivalasztja kiterjesztésre.)
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Meg kell vizsgalnunk azt a lehet&séget is, ha az m csics kiterjesztésekor egy zért
n cstcshoz jutunk el és kisebb koltségt utat talalunk hozza. Ekkor az n leszarma-
zottjainak az elérési koltsége is csokkenhet. Erre latunk példat a 4.2. dbran, ahol az
m csucs kKiterjesztése utan nem csak az n cstcs elérési koltsége csokken, hanem az
r csucsé is, amely az n leszarmazottja. Az aktualis allapotot az tiikrozi konzisztens

modon, hogy az n és az r cstcsnél egyarant atallitjuk a koltségértéket és a pointert.

m m m
n n
r
a) b) c)

d) g

4.2. abra. Zart cstcs és utodja pointerének a beéllitasa

Arra gondolhatunk, hogy az n cstcsbol egy lokalis grafkeress eljarast inditunk,
ennek megvalositasa azonban nem tiinik egyszertinek. A probléma egyszertibb mo-
don megoldhato tgy is, hogy a zart n csicsnél atallitjuk a g(n) koltségértéket és a
p(n) pointert, majd az n cstcsot 4jbol a nyilt halmazba helyezziik. Ekkor atmene-
tileg elveszithetjiik a konzisztenciat a keresGgratban, de az n csiics késébbi, ujboli
kiterjesztése javit ezen.

Ezek utdn megadom az altalanos grafkeresés algoritmusét.
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GRAFKERESES

1 G := {s}; nyilt := {s}
2 n:=s;g(s) := 0; p(s) := NIL
3 while not Céldllapot(n) or Ures(nyilt) do
4 nydt := nyit \ {n}
M :=T(n)
while not Ures(M) do
m := Blem(M); M := M \{m}
if m ¢ G or g(m) > g(n) + ¢(n, m) then

© oo N O L

g(m) := g(n) + c(n,m); p(m) := n
10 G:=GUTI'(n)
11 n := mang(nyilt)

A grafkeresés kiindulé algoritmusanél szereplé magyarazatot nem ismétlem, csak
az 1j algoritmikus lépésekre térek ki. Bevezetjiik a g(n) koltségfiiggvényt és a p(n)
pointereket, amelyek megjelennek a kezdéértékek kialakitasaban is (1-2. sor).

Az eljaras ciklusfeltétele ugyanaz, mint a kiindul6 algoritmus esetében (3.sor).
Az is valtozatlan, hogy az eljaras a kivéalasztott cstucsot kiveszi a nyilt halmazbdl és
a I" operator alkalmazasaval kiterjeszti azt (4-5. sor).

Uj algoritmikus finomitas az, hogy az n cstcs kiterjesztésének minden egyes
m € T'(n) cstcsat kiilon kezeli az eljaras (6-7. sor). Ha az m csics tjként jelenik
meg a G keresGgrafban, akkor a nyilt halmazba keriil, mint ahogy akkor is, ha m
nem 1uj csucs, de a keresés kisebb koltségt utat talalt hozza (8-10. sor).

Az n cstacs ['(n) kiterjesztését a G keres6grathoz csatolja az eljaras (13. sor).
Uj elem a nyilt halmazbol valo vélasztas elve is: ez az f fiiggvény minimalis értéke
szerint torténik (14. sor).

Kimondjuk a bemutatott algoritmus mikodésérsl szolo tételt.

4.1. Tétel. Az altalanos grafkeress eljaras véges reprezentacios grafra mindig termi-
nal. Ha a reprezentacios graf tartalmaz célcsticsot, akkor az eljaras mindig megtalal

ezek koziil egyet.

Bizonyitas. Ha a graf kormentes, akkor minden cstucshoz véges sok kiilonbozs ut
vezet a startesicsbol. Igy egy csiics véges sokszor keriilhet a nyilt halmazba, ahonnan
véges sok 1épésben eltavolithaté. Ha a reprezentacios graftban nincs célestcs, akkor
a nyilt halmaz véges 1épésben Kkiiiriil és az algoritmus terminal.

Ha a véges reprezentéacios graf tartalmaz kordket, akkor is igaz, hogy minden

csticshoz véges sok kormentes Ut vezet és ezeknek mindig kisebb a koltsége, mint
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a megfelels, koroket tartalmazé utaknak, igy azok feltarasanak nincs semmilyen
modosité hatasa a nyilt halmazra.

Ha a véges reprezentacios graf tartalmaz célestucsot, akkor két érvet kell figyelem-
be venniink. ElGszor is, ha célcstcsot valaszt az eljaras, akkor az a nyilt halmazban
marad (a ciklus 4. sora nem keriil végrehajtésra).

Masodszor, az eljaras egyetlen elérhets célcsticsot sem ,yveszit el”, ugyanis bar-
mely csticsra, igy minden célcsticsokra is igaz az, hogy a startcsicsbol hozza vezetd
(optimalis) utat valameddig mar feltarta. Az atvonal (esetleg iires) els6 fele zart,
mig az (esetleg csak a célesucsra korlatozodo) mésodik fele nyilt cstucsokat tartalmaz.
Egy nyilt cstcs kiterjesztése sordn megjelenik a kovetkezd csiics ezen az ttvonalon,
igy egy éllel kozelebb keriiliink az adott célcsticshoz.

Egy célestcs kivalasztasat csak egy mésik célestcs elérése akadéalyozhatja meg,

de a nyilt halmaz kitiriilése semmiképpen sem, mivel az nem johet létre. O

4.3. Neminformalt grafkeres6 eljarasok

A grafkeresés altalanos algoritmusaboél tobb olyan keresd eljaras is szarmaztathato,
amelyek nem tartalmaznak az adott feladatra jellemz§ specidlis ismereteket, vagyis
az [ kiértékels fliggvény a feladattol fliggetlen, el6re rogzitett stratégia szerint szaba-
lyozza a nyilt csiicsok kivalasztasanak a sorrendjét. Ezeket nevezziik neminforméalt
eljarasoknak, amelyek koziil harmat ismertetek ebben az alfejezetben.

A graf minden n csicsanal nyilvantartjuk azt a legkisebb g(n) koltséget, amellyel
a keresés aktualis allapotaban az s kezdGcesticsbol eljuthatunk hozza. Ezen kiviil, még
egy pointer is mutat a megel6z8 csicsra, amely az eddigi legjobb tton helyezkedik
el. A graf cstucsainak kétféle statusza lehet: egy cstcs nyilt, ha még kivalasztésra
keriilhet és zart akkor, ha egyel6re nem szamolunk a kiterjesztésével.

Az altalanos grafkeres6 algoritmus minden lépésben kivalaszt egy nyilt cstucsot
kiterjesztésre egy kozelebbrsl nem definidlt f kiértékels fiiggvény minimaélis értéke
szerint. A kivélasztott cstics minden m szomszédjara ellenérzi, hogy sikertilt-e kisebb
koltségii utat talalni hozza. Ha igen, akkor az m csicshoz bejegyzésre keriil a g(n) +
c(n, m) koltségérték és m-bdl az n-be allitjuk a p(m) pointert.

Ha a kisebb koltséggel elérhetd m szomszédos cstcs méar zéart volt, akkor djra
nyiltra allitjuk. Ezzel megteremtjiik annak a lehetGségét, hogy a késGbbi kivalasztas
sorén a kisebb koltségi ut megtalalasa ,tovabb gytirtizzon” a leszarmazott cstcsokra.

A neminformalt grafkeress eljarasok gy szarmaztathatok az altalanos séméabol,

s,

fel valamilyen formaban. Meg kell jegyezni, hogy a koltségfiiggvény specialis esete
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az, amikor minden él koltsége egységnyi és ekkor g(n) a cstcs mélységét jelent egy
adott elérési utvonalon, amelyet d(n)-nel jeloliink.

A szélességi keresésnél mindig egy legkisebb mélységii cstcsot vélasztunk kiter-
jesztésre, vagyis f(n) = d(n). A mélységi keresésnél minden lépésben egy legmé-
lyebben fekvg csticsbol probalunk tovabb haladni, aminek megfelel az f(n) = —d(n)
valasztas. A szélességi keresés altalanos valtozata az egyenletes keresés, amelyben az
élek koltsége barmely nemnegativ (gyakorlatban pozitiv) érték lehet. A kivalasztés
ekkor az f(n) = g(n) fiiggvény minimuma szerint torténik. (A kordbban beveze-
tett és targyalt visszalépéses keresést ebbdl a nézGpontbol nyilvanvaléan a mélységi
kereséssel lehet kozvetlen kapcsolatba hozni.)

A neminformalt grafkeresések esetében is mod van arra, noveljiik hogy a keresés
hatékonysagat. Erre ebben az esetben csupan a csiicsok kivalasztési sorrendjének be-
folyasolasa teremt lehetdséget, azonban a visszalépéses, illetve a mélységi keresésnél

ennek is jelentés hatasa lehet (lasd a 3.2. &bra példajat).

4.3.1. Mélységi keresés

A mélységi keresés olyan feladatok megoldéasra alkalmazhatd, amelyeknél a mive-
letek koltségének nincs szerepe, vagyis a reprezentacios graf minden éle egységnyi
koltséglinek vehetd.

A kovetett stratégia hasonlit a visszalépéses kereséshez. A mélységi keresés is
minden lépésben egy legmélyebb nyitott csticsot valaszt kiterjesztésre. Ha reprezen-
tacios faban keresiink, akkor a csiics mélysége egyértelmid. Ha grafban helyezkedik
el a csucs, akkor a mélységét az eddig feltart legrévidebb titvonal hossza hatarozza
meg, amely a startcsiicsbol oda vezet.

Mivel az f kiértékels fiiggvény minimélis értéke szerint szeretnénk kiterjesztésre

egy csucsot kivalasztani, ezt a kdvetkezs definicidval tudjuk teljesiteni:

A mélységi keresés a reprezentécios graf bejart részét létre hozza a memoriaban,
szemben a visszalépéses kereséssel, amely mindig csak a keresés aktuélis atvonalat
tartja nyilvan. A mélységi keresés nem ,Jép rd” egy olyan csicsra, amelyet korab-
ban méar mas uton elért (ezt a csics lezarasaval vagy szinezéssel megoldja), mig a
visszalépéses algoritmus tjra ratévedhet egy zsdkutcat megvaldsitoé dtvonalra.

A mélységi keresésnek nincs sziiksége a visszalépés miiveletére, mivel ez az eljaras,
egyszerre tObb utat tart nyilvan. A mélységi keresés nem feltétlentil terminéal. Ha
fennall annak a lehetGsége, hogy a keresés ,elmegy” a megoldast jelents célcsticsok

mellett, akkor célszerd mélységi korlatot alkalmazni.
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A 4.3. abran a 8-as jaték megoldésa lathatd mélységi kereséssel. Az eljaras
a mélységi-korldt = 5 paraméterezéssel miikodik és az iires hely mozgatasaval a
(balra, fel, jobbra,le) sorrendben probalkozik. A keresés egy 5 mélységii célestcs

megtalalasaval terminal.

4.3.2. Szélességi keresés

A szélességi keresés szintén olyan feladatoknal jon szoba, ahol a mitiveletek koltsé-
ge egységnyinek tekinthets. A kiértékels fiiggvényt most a mélységi fiiggvénnyel
azonosnak vessziik:

f(n) :=d(n)

A szélességi keresés minden 1épésben kivalaszt egy nyilt cstcsot a legkisebb mély-
ségtiek koziil. A keresés ennélfogva egy adott mélységben minden cstcsot kivalaszt
kiterjesztésre és csak azutén tér ra az egy szinttel mélyebben fekvd cstucsokra.

A szélességi keresés mindig talal megoldast, ha az létezik, s6t legrévidebb meg-
oldasi utat talal. Ezt szemléletesen is elfogadhatjuk, de allitdsunk kovetkezik az 5.
fejezet altalanos tételeibdl is.

A szélességi keresés miikodését a 8-as jatékra a 4.4. abra szemlélteti.

4.3.3. Egyenletes keresés

Az egyenletes keresést olyan feladatokra alkalmazzuk, amelyeknél a miveletek valos
koltségértékekkel rendelkeznek és a reprezentacios grafban. A kiértékels fiiggvényt

ebben esetben az

képlettel definialjuk. Az keresés mindig olyan nyilt csticsot valaszt kiterjesztésre,
amelyhez a keresGgrafban a legrovidebb 1t vezet.

Az egyenletes keresés két kedvezd tulajdonsiggal is rendelkezik. Az egyik az,
hogy ha létezik megoldasa a feladatnak, akkor mindig megtalal egyet, méghozzéa
optimalis megoldéassal termindl. A masik nevezetes tulajdonsaga az, hogy minden
csucsot legfeljebb egyszer terjeszt ki, azaz nem fordulhat el6 az, hogy egy zart csiicsot
vissza kell helyezni a nyilt halmazba. Ezen tulajdonsigok bizonyitasat az altalanos
esetre az 5. fejezetben adom meg.

A 4.5. abran példat lathatunk az egyenletes keresés miikodésére. A kancsok
feladataban egy attoltési miivelethez a felemelt kancso silyat rendeljiik koltségként.
A feltiintetett koltségértékek és a kiterjesztések sorszamai alapjan vildgos, hogy a
reprezentacios graf 10 cstucsa koziil 9 keriilt kivalasztasra, utolsé lépésben a kisebb

g(n) = 11 koltséggel elérhetd célestcs (a masik célesics 12 koltséggel érhetd el).
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4.3. abra. A 8-as jaték megoldasa mélységi kereséssel
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4.4. dbra. A 8-as jaték megoldasa szélességi kereséssel
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3.0 2 2.3.0
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4.5. abra. A kancsok problémajinak megoldésa egyenletes kereséssel
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5. fejezet

Heurisztikus grafkeresések

Az el6z6 fejezetben megismertiik a grafkeresés altalanos algoritmusat majd az ebbdl
szarmaztathatéo néhany neminformalt keresést.

Az altalanos sémaban a graf minden n csicsanél nyilvantartjuk azt a legkisebb
g(n) koltséget, amellyel a keresés aktuélis allapotédban az s kezdGesticsbol eljutha-
tunk n-hez. Ezen kiviil, még egy pointer is mutat a megeléz6 csicsra, amely egy
optimélis uton helyezkedik el. A graf cstucsainak kétféle statusza lehet: egy cstucs
nyilt, ha még kivalasztasra keriilhet és zart, akkor, ha egyelére nem szamolunk a
kiterjesztésével.

Az altalanos grafkeress algoritmus minden lépésben kivalaszt egy nyilt cstucsot
kiterjesztésre egy — az altaldnossag szintjén — kozelebbrsl nem definidlt f kiértékels
fiiggvény minimalis értéke szerint. A kivalasztott cstics minden m szomszédjara
ellenérzi, hogy sikeriilt-e kisebb koltségi utat taldlni hozza. Ha igen, akkor az m
cstcshoz bejegyzésre keriil a g(n) + ¢(n, m) koltségérték és m-bdl az n-be allitjuk a
p(m) pointert.

Ha a kisebb koltséggel elérheté m szomszédos cstics mar zart volt, akkor tjra
nyiltra allitjuk. Ezzel megteremtjiik annak a lehetGségét, hogy a késgbbi kivalasztas
sorén a kisebb koltségi it megtalalasa ,tovabb gytirtizzon” a leszarmazott cstcsokra.

A neminformalt grafkeress eljarasok gy szarmaztathatok az altalanos séméabol,
fel valamilyen formaban. Meg kell jegyezni, hogy a koltségfiiggvény specialis esete
az, amikor minden él koltsége egységnyi (erre mondjak, hogy ,nincs koltség”) és
ekkor g(n) a cstcs mélységét jelent egy adott elérési utvonalon, amelyet d(n)-nel
jeloliink, ha egy legrévidebb 1t szerint mélységrél van szo.

A szélességi keresésnél mindig egy legkisebb mélységii cstcsot véalasztunk kiter-
jesztésre, vagyis f(n) = d(n). A mélységi keresésnél minden lépésben egy legmé-

lyebben fekvd csicsbol probalunk tovabb haladni, aminek megfelel az f(n) = —d(n)
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valasztas. A szélességi keresés altalanos valtozata az egyenletes keresés, amelyben az
élek koltsége barmely nemnegativ (gyakorlatban pozitiv) érték lehet. A kivalasztés
ekkor az f(n) = g(n) figgvény minimuma szerint torténik.

A kordbban bevezetett és targyalt visszalépéses keresést ebbdl a nézépontbol
nyilvanval6an a mélységi kereséssel lehet kozvetlen kapcsolatba hozni.

A neminformélt grafkeresések esetében is mod van arra, hogy valamilyen meg-
fontolas beépitésével befolyasoljuk a keresés hatékonysagat. Erre ebben az esetben
csupan a csucsok kivalasztasi sorrendjének befolyasolasa teremt lehetGséget, azon-
ban a visszalépéses, illetve a mélységi keresésnél ennek is jelentGs hatéasa lehet (lasd:
3.2. abra példaja).

Ebben a fejezetben olyan grafkeresd algoritmusokat mutatok be, melyekben ma-
gaba az f kiértékels fliggvénybe épitiink be valamilyen specialis tudast. Ennek a
feladatrol szolo ismeretnek kell egzaktnak lenni, elég, ha a gyakorlatban (az ese-
tek nagyobb részében) bevalik és javitja az algoritmus hatékonysagat, a megoldast
kisebb koltséggel sikeriil megtalélni.

Az ilyen fajta ismereteket heurisztikdnak nevezziik. Azokat a grafkeress algo-
ritmusokat pedig, amelyek f kiértékels fiiggvényébe ilyen, a hatékonysigot névels
tudéaselemek keriilnek beépitésre, heurisztikus grafkereséseknek nevezziik.

A heurisztikus grafkeress algoritmusok elég dltalanos és elméletileg jo targyalhato
osztalyahoz jutunk egy ésszert feltételezéssel. Tekintsiik tgy, hogy a heurisztikus
ismeretiink a graf minden csicsabol (az egyes allapotokbol) becslést ad arra, hogy
mekkora az a legkisebb koltség, amellyel onnan célestcsba (célallapotba) lehet jutni.

Formaélisan, vezessiik be a h*(n) fliggvényt, amely megadja azt a minimalis kolt-

séget, amellyel az n csticsbol barmely ¢ € T célestucesba el lehet jutni:

h*(n) := min k*(n, t)

teT
ahol k*(n) jeloli azt a legkisebb koltségét, amellyel n-bél a t célestucsba juthatunk.
Természetesen el6fordulhat, hogy tobb olyan cstcs is létezik a grafban, melyekre
h*(n) megegyezik. Illetve ha nem vezet az adott csicsbol 1t egy célestcsba sem,
akkor nem definidljuk a fliggvényt.

A h(n) heurisztikus fiiggvény a h*(n) koltségfiiggvény becslése, amely azért is
hasznos, mert egy kiterjesztésre varo n csicsnél nem ismerjiik a h*(n) értéket, ezért
csak becsiilni tudjuk azt.

Az f(n) kiértékels fliggvény alakjara, illetve a h(n) heurisztikus becslés tulaj-
donséigéara kimondott feltevésekkel kiilonbozd, jellegzetes tulajdonsagu algoritmus-

osztalyokhoz jutunk.
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5.1. El6retekintd keresés

Az eddigi algoritmusokkal szemben az el6retekinté keresés a cstucsok "elGéletével"

nem foglalkozik, a kiértékels fiiggvény megegyezik a heurisztikus fiiggvénnyel:

f(n) == h(n)

Az algoritmus olyan csticsot valaszt kiterjesztésre, melyre a heurisztikus fiiggvény

értéke a legkisebb. Egy ilyen keresést lathatunk az 5.1. abran.
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5.1. abra. A 8-as jaték megoldasa elGretekinté kereséssel
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Ez a modszer nem feltétlentl talal megoldast, az eredmény nagyban fiigg h(n)
megvalasztasatol, hiszen a csucsok elérésének tényleges koltségei figyelmen kiviil
maradnak.

A kovetkezSkben szeretnénk 6tvozni az egyenletes keresés ,6vatos” biztonsagat
és az eldretekints keresés ,kalandorjellegi” célratorését. A keresés biztonsagat meg-

tartjuk, de a heurisztika segitségével csokkentjiik a kiterjesztések szamat.

5.2. Az A algoritmus

Egy grafkeresést A algoritmusnak nevezziik, ha a kiértékel§ fiiggvénye a kovetkezd:

f(n) = g(n) + h(n)
h(n) >0

Ekkor mindig olyan cstcsot valaszt kiterjesztésre az algoritmus, amelyre az eddig
talalt legolesobb ut koltségének és a célhalmazba jutas varhato koltségének az 6sszege
a legkisebb.

Beléatjuk, hogy az A algoritmus mindig taldl megoldast, ha az létezik. Ehhez

sziikségiink van a kovetkez6 lemmara.

5.1. Lemma. Ha az A algoritmus nem terminal, akkor minden nyilt csiics véges

sok l1épés utén kiterjesztésre kertil.

Bizonyitas. Az m nyilt csticsot biztosan kiterjesztjiikk, ha méar nem létezik olyan
n € nyilt csucs, amelyre f(n) < f(m). Be kell latnunk, hogy csak véges sok esetben
fordulhat eld, hogy az eljaras olyan csicsot talal, amelyre n € nyilt és f(n) < f(m).

Az f(n) értéke az n csucs mélységével aranyos korlat felett van, mivel igaz, hogy
f(n) =g(n)+ h(n) = g*(n) = d*(n)é

ahol d*(n) legyen a n csicsnak a reprezentacios grafban felvett optimalis feszit6fa
szerinti mélysége, ¢ pedig als6 korlat az élek koltségére.

Rogzitsiik az f(m) koltséget. Ehhez meg tudunk adni egy olyan mélységét a
grafnak, melyre f(n) < f(m). Valasszuk d-t f(m)/é fels6 egészrészének, ekkor a d
szintnél mélyebben fekvd r csticsokra igaz, hogy f(r) > f(m).

Tudjuk, hogy a d mélységii szint feletti csticsok szama véges, és ezen szint felett
mindegyikhez véges sok kormentes tut vezethet s-bsl. Egy cstcsot legfeljebb annyi-
szor terjeszthet ki az algoritmus, ahdny kérmentes 0t vezet hozzé a kezdGcstcsbol.
Ezért véges sok esetben valaszthatunk olyan n € nyilt csicsot, melyre f(n) < f(m)
teljesiil. Ezzel belattuk, hogy az m € nyilt cstcs véges sok 1épés utan kiterjesztésre
kertil. O
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5.2. Tétel. Az A algoritmus mindig talal megoldési utat, feltéve, hogy létezik ilyen.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy ha a véges reprezentacios grafban létezik célestcs, akkor
az altalanos grafkeress algoritmus megtalal egyet koziiliik (lasd: 3.1. Tétel). Tehat
véges reprezentacios grafokra igaz a fenti allitas, igy mar csak olyan végtelen rep-
rezentacios grafokkal kell foglalkoznunk, amelyekben vezet it s-bél valamely ¢ € T
csucsba.

Vegyiink egy s = ng,ny...np = t optiméalis utat (s legyen a startcsics, ¢ pedig
egy célesues.) Tudjuk, hogy mindig van ezen az aton nyilt csics, vagyis létezik n; €
nyilt (0 <i < k) (a 3.1. Tétel szerint). Mar belattuk, hogy ha algoritmus nem ter-
minal, akkor minden nyilt halmazba keriilt csiics véges sok 1épés utan kiterjesztésre
keriil, ezért n; (0 <i <k — 1) is kiterjesztésre keriilne. Miutén n;-t kiterjesztettik,
ni;11 bekeriill a nyidt halmazba. Ezt igy folytatva véges sok lépés alatt elériink ¢
célesticsba. Ez csak akkor nem valosul meg, ha egy mésik célcstics megtalalédsaval

méar korabban terminalt az algoritmus. O

A most bizonyitott tétel minddssze egy megoldasi it megtalalasat allitja, de azt

nem mondja ki, hogy ez az ttvonal optimalis lenne.

5.3. Az A* algoritmus

Az olyan A algoritmust, melynek a heurisztikus fliggvénye minden cstcsra alulrol
becstili a hatralevs optimalis koltséget, A* algoritmusnak nevezziik (vagyis amelyre
h(n) < h*(n)).

5.3. Lemma. Az A* algoritmus altal kiterjesztésre kivalasztott barmely n cstcsra

igaz a kovetkezd egyenlStlenség:

f(n) < f7(s)

Bizonyitas. Feltessziik, hogy a reprezentécios grafban létezik megoldési ut, és ekkor
f*(s) = g*(s) + h*(s) jelenti egy optimélis ut koltségét. Ha nem érhetd el egyetlen
célestics sem n-bél akkor f*(s)-t végtelennek tekintjiik.

A 3.1-es tételben lattuk, hogy van a nyilt halmazban egy olyan m csics, mely
raja van az s-bol t-be vezets uton és az elédei mar zartak (tehat g(m) = g*(m)).

Az algoritmus m helyett az n csiicsot valasztotta kiterjesztésre, ezért
f(n) < f(m) = g*(m) + h(m) < g*(m) + b*(m) = f*(m) = f*(s)

f5(m) = f*(s) egyenlsség azért all fenn, mert f* értéke egy optimélis ut barmely

csticsan egyenld az optimalis megoldasi koltséggel. O]
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5.4. Tétel. Az A* algoritmus mindig megtalalja az optiméalis megoldast, feltéve,

hogy létezik megoldas.

Bizonyitas. Mivel az A* egy specialis A algoritmus, ezért biztosan taldl megoldast.
Azt kell csak belatnunk, hogy ez a megoldas optimalis is. Tegyiik fel, hogy az
algoritmus segitségével egy olyan tton jutottunk el a t € T célcsticsba, mely nem
minimélis koltségid. Ekkor f(t) > f*(s), de ez ellentmond az 5.2.Lemmanak, amely

szerint f(n) < f*(s). O

Azt az eljarast, mely az optimalis megoldast garantalja, megengedhetének is
szoktak nevezni.
Az aldbbi 5.2. és 5.3. abrakon a 8-as jaték megoldasa lathato kétféle heuriszti-

kaval, amelyek eleget tesznek az A* algoritmus kovetelményének.

f{n):= a(n) + W(n)

endh
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f(n):= g(n) + P(n)
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5.3. abra. A 8-as jaték megoldasa A (és A*) algoritmussal a P heurisztika mellett

Az 5.2. abran lathato keresés a W (n) heurisztikat alkalmazza, amely az n alla-
potban a nem sajat helyiikon talalhato lapocskak szamat adja meg. Ennél jobbnak
mondhat6é P(n) heurisztika, amelyet az 5.3. abran bemutatott keresés hasznal, ez a
lapocskak tavolsag-Osszegét adja meg, amely a célallapotbeli helyiikts] fennéall.

Nyilvanvaloan teljesiil a Wi(n) < P(n) < g¢g*(n) egyenl6tlenség, ahol ¢g*(n) a
célallapot kirakasahoz sziikséges 1épések szama. Altalanosan is belathato az, amit a
két abra mutat: ilyen esetben a jobb heurisztika legfeljebb annyi kiterjesztést hajt

végre, mint a kevésbé jo masik.

5.4. A monoton megszoritisos algoritmus

Egy A algoritmust monoton megszoritasos algoritmusnak neveziink, ha a heuriszti-

kus fiiggvénye barmely él mentén legfeljebb az él koltségével csokken.
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Megkoveteljiik tehéat azt, hogy
h(n) — h(m) < ¢(m,n)

h(t)=0(teT)

legyen igaz, minden (m,n) élre, illetve t € T' célcsticsra a reprezentécios grafban.
Belatjuk az algoritmus nevezetes tulajdonsigat, amely szerint minden csicsot

legfeljebb egyszer terjeszt ki, mivel ha egy n € nyilt csicsot kiterjesztésre kivalaszt

az eljaras, akkor mar optimaélis utat talalt n-be. Ehhez el6bb egy lemmat mondunk

ki és bizonyitunk.

5.5. Lemma. Ha a h heurisztikara teljesiil a monoton megszoritas, akkor egy tet-

sz6leges n csticsba vezetd optimalis it mentén a g* + h Osszeg értéke nem csokken.

Bizonyitas. Legyen s = ng,ny...n;y = n egy optiméalis ut. Ekkor a monoton

megszoritas miatt barmely i-re (0 < i < k):
g"(ni) + h(n;) < g"(n) + c(ni, nig1) + h(nia) = g (i) + h(niga)

5.6. Tétel. Ha a monoton megszoritasos algoritmus egy n nyilt cstcsot kiterjesztésre

kivalaszt, akkor n-be méar optimalis utat talalt, azaz g(n) = g*(n).

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy az n € nyilt csticsot ugy terjesztiink ki, hogy
g(n) > g*(n). Tudjuk, hogy van olyan m € nyilt csics, mely rajta van egy (s, m)
optimalis uton és g(m) = ¢g*(m) (lasd: 3.1. Tétel). Az m cstcs az n csucsot megeldzi,

ezért az el6z6 lemmat figyelembe véve:

f(m) = g*(m) + h(m) < g*(n) + h(n) < g(n) + h(n) = f(n)

Tehat f(m) < f(n) teljestl, viszont ez ellentmond annak, hogy n csics kivalasztasa
miatt f(n) < f(m). O

A monoton megszoritasos algoritmus, ugyanugy mint az A* algoritmus, mindig

optimalis megoldast talal. Az analogia kedvéért itt egy lemma &ll el6l.

5.7. Lemma. A monoton megszoritasos algoritmus altal barmely, kiterjesztésre
kivalasztott n cstucsra f(n) < f*(s).

Bizonyitas. Hasonl6an, mint az A* algoritmusnal itt is feltessziik, hogy a reprezen-
tacios grafban létezik megoldasi it. Ha nem érthetd el egyetlen célestcs sem n-bél
akkor f*(s)-et végtelennek tekintjik. A 3.1. Tétel szerint a nyilt halmazban van

egy olyan m cstcs, mely rajta van az s-bdél t-be vezetd tton és az el6dei mar zartak
(tehat g(m) = g*(m)).
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A vezérlés a feltevés alapjan n csticsot valasztja kiterjesztésre, ezért:

f(n) < f(m) = g*(m) + h(m)
Az m cstcs rajta van az optimalis s-bdl t-be vezets optimélis tton, ezért az el6z6
5.5. lemma alapjan:
g*(m) + h(m) < g*(t) + h(t)
Mivel t célestucs, ezért h(t) = 0, illetve tudjuk, hogy ¢*(¢t) = f*(s), ezért teljesil:
g (t) + h*(t) = f*(s)

Az eddigieket Gsszevetve megkapjuk az
fn) < f(s)
allitast, amely bizonyitandé volt. O]

5.8. Tétel. A monoton megszoritasos algoritmus optimélis megoldas megtalalasaval

terminéal, feltéve, hogy létezik megoldas.

Bizonyitas. Megegyezik az 5.4. tétel bizonyitasaval, azzal a kiilonbséggel, hogy itt

az 5.7. lemméra hivatkozunk. O

Megmutatjuk, hogy minden monoton megszoritasos grafkeresés egyben A algo-

ritmus is.

5.9. Tétel. Ha egy h heurisztikus fiiggvény kielégiti a monoton megszoritas felté-

telét, akkor egyben als6 becslése a h* koltségfiiggvénynek minden n cstcsra.

Bizonyitas. Ha az n cstcsbol nem vezet 1t a célesicsba, akkor h* értékét vég-
telennek tekintjiik, igy igaz lesz az allitds. Ellenkezd esetben vegyiink egy n =

ng,Nq ...Nk_1, N = t utat, és minden éllére irjuk fel a monoton megszoritést.
h(n) = h(ny) < c(n,ny)

h(ny) — h(ng) < c(nyg, ng)

h(ng—1) — h(t) < c(ng_1,t)

Ha Gsszeadjuk ezeket az egyenlGtlenségeket, akkor az kapjuk, hogy:

k—1
h(n) = h(t) < ) e(ni; nivs)
=0
ami h(t) = 0 miatt ugyanaz, mint h(n) < h*(n) O
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Az A* és a monoton algoritmusok osztalya kozott valodi tartalmazés all fenn,

ugyanis konnyt olyan grafot és élkoltségeket mutatni, amely ezt bizonyitja.

Heurisztikus grafkeresd algoritmusok

A - algoritmusok

A* - algoritmusok

Monoton megszoritasos
algoritmus

5.4. dbra. A heurisztikus grafkeresd algoritmusok osztalyai

A fejezet eredményeinek Osszefoglaldsaként az 5.4. abran megadom a heurisztikus

grafkeresd algoritmusok egyméshoz vald viszonyat.
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